£
GOETHE \:%
UNIVERSITAT

FRANKFURT AM MAIN

London-, Ginzburg-Landau- und
Bardeen-Cooper-Schrieffer-Theorie fiir
konventionelle Supraleiter

Untersuchung von Phasengrenzen, Vortexgittern und Energieliicken

Bachelorarbeit

Karim Zantout

7. August 2014

Goethe Universitdt Frankfurt am Main
Institut fiir Theoretische Physik

Betreuerin und Erstpriiferin:
Prof. Maria-Roser Valenti
Zweitpriifer:

Prof. Eberhard Engel



Erklarung nach § 28 (12) Ordnung fiir den Bachelor- und dem Masterstudiengang

Hiermit erklare ich, dass ich die Arbeit selbststandig und ohne Benutzung anderer als der
angegebenen Quellen und Hilfsmittel verfasst habe. Alle Stellen der Arbeit, die wortlich oder
sinngemal aus Veroffentlichungen oder aus anderen fremden Texten entnommen wurden, sind von
mir als solche kenntlich gemacht worden. Ferner erklare ich, dass die Arbeit nicht - auch nicht
auszugsweise - fur eine andere Prifung verwendet wurde.

Frankfurt, den



Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis
1. Einleitung 1
2. Grundlagen zur Supraleitung 2
2.1. Phinomenologie der Supraleitung . . . . . . .. ... ... ... ... 2
2.1.1. Verschwindender Widerstand . . . . .. ... ... ... ..... 2
2.1.2. Meissner-Ochsenfeld-Effekt . . . .. ... ... ... ... .... 3
2.2. Klassen von Supraleitern . . . . . .. .. .. L Lo 3
2.2.1. Typ-I-Supraleiter . . . . . . . . . .. ... L 4
2.2.2. Typ-II-Supraleiter . . . . . ... .. ... ... ... ....... 4
2.3. Supraleitung als Phase . . . . . . .. ... oL 4
3. Phdnomenologische Theorien fiir konventionelle Supraleiter 7
3.1. London-Theorie . . . . . . . . . . . .. 7
3.1.1. Einleitung . . . . . . . ..o 7
3.1.2. Herleitung der London-Gleichungen . . . . . ... ... ... .. 8
3.1.3. Meissner-Ochsenfeld-Effekt . . . .. ... ... ... ... .... 9
3.1.4. Oberflichenenergie zwischen supraleitender und normalleitender
Phase . . . . . . . 10
3.1.5. Flussquantisierung . . . . . . . . .. .. ... oL 12
3.1.6. Typ-II-Supraleiter bei H 2 Hep . . . o o o o 0 oo v oo oo 16
3.1.7. Typ-II-Supraleiter bei H.y < H < Heo . . . . . . o o . o .. .. 18
3.2. Gingburg-Landau-Theorie . . . . . . . ... ... ... ... ....... 22
3.2.1. Einleitung . . . . . . . .. 22
3.2.2. Herleitung der Ginzburg-Landau-Gleichungen . . . . . . . .. .. 22
3.2.3. Eichinvarianz und Oberflicheneffekte . . . . . . . . . .. .. ... 25
3.2.4. Oberes kritisches Feld im Typ-II-Supraleiter . . . . . . . . . . .. 31
3.2.5. Typ-II-Supraleiter im Bereich H S Heo . . . . . . . ... .. .. 33
3.2.6. Exkurs: Josephson-Effekt . . . . ... ... ... .. ....... 38
4. Mikroskopische Theorie fiir konventionelle Supraleiter 47
4.1. Einleitung . . . . . . . . L 47
4.2. Herleitung des Frohlich-Hamiltonians . . . . . . . ... .. ... ... .. 48
4.3. Das Cooper-Problem . . . . . . . . .. ... .. ... ... ... ... 54
4.4. BCS-Grundzustand . . . . . . . . . .. ... 56
4.5. Anregungen des Grundzustands: Bogoliubov-Valatin-Transformation . . 64
4.6. Thermodynamische Eigenschaften von Supraleitern . . . . . . . ... .. 67
5. Ausblick 73
A. Herleitung der zweiten Londongleichung mittels Variationsansatz 74
B. Numerische Berechnung des Abrikosov-Parameters fiir Dreiecks- und Qua-
dratgitter 76

C. Numerische Berechnung der Energieliicke und der kritischen Temperatur im
Supraleiter 85



1 EINLEITUNG

1. Einleitung

In der vorliegenden Arbeit sollen die drei gédngisten Theorien zur konventionellen Su-
praleitung vorgestellt werden. Hierbei sollen ihre theoretischen Vorhersagen explizit
analytisch und numerisch berechnet werden, um sie an geeigneter Stelle mit experi-
mentelllen Befunden zu vergleichen.

Mit dem ersten Kapitel wird zuniichst ein kleiner Uberblick zum Thema Supraleitung
gegeben. Im néichsten Kapitel werden dann die Ginzburg-Landau-Theorie (GL-Theorie)
und die London-Theorie vorgestellt. Sie sind phdnomenologischer Natur und stellen ei-
ne wichtige Grundlage zur Ableitung der mikroskopischen Bardeen-Cooper-Schrieffer-
Theorie (BCS-Theorie) im dritten Kapitel dar. Zuletzt soll ein kurzer Ausblick auf
weitere Problemstellungen in diesem Gebiet stattfinden.

Im Folgenden werden durchgehend cgs-Einheiten verwendet.

Bei der Erstellung dieser Arbeit habe ich die Lehrbiicher von Ketterson und Song [1],
James F. Annett [2], Wolfgang Nolting [3] und Mermin und Ashcroft [4] als Grundlage
verwendet. Dariiber hinaus basiert das Kapitel 4.2 auf den Vorlesungsaufzeichnungen zu
Dr. Marcus Kasners Vorlesung ” Fortgeschrittene Themen der Theorie der Supraleitung”
aus dem Sommersemester 2014.

Danksagung
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Arbeitsgruppe aufgenommen und wéhrend der ganzen Zeit personlich betreut hat. Sie
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hat, will ich besonders Steffen Backes, Kira Riedl und Michaela Altmeyer hervorheben,
die mir sowohl bei physikalischen Fragestellungen halfen als auch den Umgang mit La-
tex, Mathematica und Gnuplot ndher brachten. Sie haben zu einem ausgezeichneten
Arbeitsklima beigetragen.
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2. Grundlagen zur Supraleitung

2.1. Phanomenologie der Supraleitung
2.1.1. Verschwindender Widerstand

In der Theorie der Metalle ist der lineare Zusammenhang zwischen spezifischem Wider-

stand p und Temperatur T bei tiefen Temperaturen lange bekannt. Demzufolge kénnte

man beim stetigen Abkiihlen in Richtung des absoluten Nullpunkts mit diesem linea-

ren oder einem anderen Potenzgesetz-Verlauf rechnen, sodass man letztlich bei T = 0K

einen Restwiderstand oder p(T = 0) = 0 erwarten konnte.

Im Jahre 1911 untersuchte Kammerlingh Onnes diesbeziiglich das Verhalten von Queck-

silber [5] und entdeckte, dass bei etwa 4.2K der Widerstand um mindestens vier Gréfienordnung
abrupt abfiel (Abb. 2.1).
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Abbildung 2.1: Messung der p-T-Abhéngigkeit bei tiefen Temperaturen von Kammer-
lingh Onnes. Bei etwa 4.2K bricht der spezifische Widerstand plétzlich
zusammen (aus [5]).

Heutzutage ist man aufgrund von Dauerstromexperimenten iiberzeugt, dass der Wi-
derstand tatséchlich auf exakt Null abféllt [2].

Die Bezeichnung Supraleiter leitet sich daraus ab, dass derartige Stoffe unterhalb einer
kritischen Temperatur 7, diese Eigenschaft aufweisen.

Jedoch besteht ein wichtiger Unterschied zum idealen Leiter, der elektrischen Strom
ebenfalls verlustfrei transportiert. Die Unterscheidung wird durch den Meissner-Ochsenfeld-
Effekt getroffen und betrifft das Verhalten in einem magnetischen Feld.



2 GRUNDLAGEN ZUR SUPRALEITUNG

2.1.2. Meissner-Ochsenfeld-Effekt

Es sollen nun zwei Experimente mit einem Supra- und einem Idealleiter vorgestellt
werden, die eine Unterscheidung hinsichtlich der Magnetisierung erlauben.
Experiment a)

Seien ein Supraleiter und ein Normalleiter bei T > T, in einem schwachen &ufleren
Magnetfeld H. Dieses wird beide Stoffe durchdringen und beim Abschalten werden In-
duktionsstrome in beiden Proben auftreten, die das Feld im Inneren nach der Lenzschen
Regel aufrecht erhalten (Abb. 2.2).

Experiment b)

Andert man in Experiment a) nur den Temperaturparameter nach 7' < T, so wird
man feststellen, dass das Magnetfeld vollstéindig aus dem Inneren des Supraleiters ver-
drangt wird, wihrend beim idealen Leiter dasselbe Verhalten wie im ersten Experiment
beobachtet werden kann [6]. Dies wird als Meissner-Ochsenfeld-Effekt bezeichnet.

a) b)

IDEALER LEITER.  SUPRALEITER IDEALER LEITER.  SUPRALEITER
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Abbildung 2.2: Unterschiedliches Verhalten von Supraleitern und idealen Leitern bei
T < T.. Der Supraleiter ist zusétzlich ein idealer Diamagnet.

Supraleiter kennzeichnen sich also dadurch, dass sie nicht nur ideale Leiter sind, sondern
auBerdem ideale Diamagneten (magnetische Suszeptibilitdt x = -1) sind.

2.2. Klassen von Supraleitern

Im letzten Abschnitt wurde das Verhalten von Supraleitern in schwachen Magnetfeldern
diskutiert. Verstarkt man das magnetische Feld immer weiter, so kann man sehen, dass
die Supraleitung oberhalb eines bestimmten Wertes zusammenbricht. Der Punkt an dem
dies geschieht, wird kritisches Feld H.(T') genannt. Diese Grenze gilt fiir eine einzelne



2.3 Supraleitung als Phase

Probe unabhéngig vom Weg, den man im H-T-Diagramm durchlduft, weswegen man
den supraleitenden Zustand als Phase klassifiziert.

Innerhalb der Supraleiter kann man anhand des Phasendiagramms zwei Typen von
Supraleitern unterscheiden.

2.2.1. Typ-I-Supraleiter

Das Phasendiagramm eines Typ-I-Supraleiters nimmt eine Form wie in Abb. 2.3 an.

He(t)
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Supraleitend

!
k)

1 L L L .I""i L L L L 1 L L L L 1
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Abbildung 2.3: Darsgestellt ist der qualitative Verlauf des Phasendiagramm eines Typ-
I-Supraleiters. H.(t) definiert hierbei die Phasengrenze. Es wurde t =
T/T. gesetzt.

Unterhalb von H.(T') ist das Material vollkommen supraleitend, wiahrend man oberhalb
des kritischen Feldes die Supraleitung génzlich zerstort hat.

2.2.2. Typ-ll-Supraleiter

Fiir einen Typ-II-Supraleiter existieren drei Phasen (Abb. 2.4).

Im Bereich unterhalb des ersten kritischen Feldes H.; befindet sich ein Typ-II-Supraleiter

in der sogenannten Meissner- bzw. supraleitenden Phase. Hier kann der Meissner-
Ochsenfeld-Effekt beobachtet werden.

Zwischen H.; und dem zweiten kritischen Feld H.o befindet sich die sogenannte Schubnikov-
Phase, in der magnetisches Feld teilweise in den Supraleiter eindringt und dadurch nor-
malleitende Bereiche innerhalb des Supraleiters entstehen.

Oberhalb von H.s bricht die supraleitende Phase vollkommen zusammen und der Typ-
[I-Supraleiter befindet sich in der normalleitenden Phase.

2.3. Supraleitung als Phase

Experimentell findet man fiir einen Typ-I-Supraleiter qualitativ ein Phasendiagramm
wie in Abb.2.3 dargestellt. Dieses kann verwendet werden, um die Ordnung des Pha-
seniibergangs festzustellen.
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Abbildung 2.4: Phasendiagramm eines Typ-II-Supraleiters. Die kritischen Felder H.
und H.s wurden in Abhéngigkeit von ¢t = Tlc abgetragen. Innerhalb der

Schubnikov-Phase tritt magnetisches Feld teilweise in das Material ein.

Eine geeignete Néherung fiir das kritische Feld ist durch folgende Parametrisierung

gegeben:
H(T) = Hy [1_ 1-o (g)ic(g)‘*

c€0,1]

Hy, c = const.

(2.1)

Zur Bestimmung des Phaseniibergangs nach der Ehrenfest-Klassifikation muss die Ste-
tigkeit der Gibbs-Enthalpie und ihrer Ableitungen tiberpriift werden. Im Folgenden sei
die supraleitende Phase durch den Index s und die normalleitende Phase durch n ge-
kennzeichnet. Aufgrund des Meissner-Ochsenfeld-Effekt gilt fiir die Magnetisierung im
Supraleiter My = —H.

dG = —8dT — iVMdH
47
1
Supraleiter: dGg = —SgdT + ZTVHdH
T
1
— G4(T,H) = G4(T, H = 0) + 8—VH2 (2.2)
T

Im thermodynamischen Gleichgewicht beim Phaseniibergang ist die Gibbs-Enthalpie
in beiden Phasen gleich:

Go(T, Ho) = G (T, H,) (2.3)

Zur Verinfachung des Ausdrucks kann verwendet werden, dass die Magnetisierung im
Normalleiter viel kleiner ist als im Supraleiter, d.h. M,, <« M,. Dadurch vereinfacht
sich 2.3 zu:

Go(T, H,) ~ Gn(T, 0) (2.4)



2.3 Supraleitung als Phase

Ein Maf fiir den Energieanteil eines Systems, der durch die Ordnung entsteht, wird
durch die sogenannte Kondensationsenergie gegeben, die folgendermafien definiert ist:

Def(Kondensationsenergie): AG = G(T,0) — G,(T,0) (2.5)
AG X Gy(T,H =0) — Go(T,H.)  |2.2
_ L
- ) (2.6

Aus der Gibbs-Enthalphie kénnen nun die Entropie und die Warmekapazitit berechnet

werden:
S, = — LG”(T’ H) | M, < M,
oT I
o 0G,(T,H =0)
o oT H—0
g, = (9Gs(T. H) 2.9
oT g
_dGs(T,H =0)
N T
dAG
1 dH.(T)
= —VH. (T 2.
CVHAT) (27)

Anhand von Abb. 2.3 erkennt man, dass df{fT(T) < 0. Hierdurch folgt aus 2.7, dass

Ss < Sp, d.h. die supraleitende Phase stellt den geordneteren Zustand dar.

Bei T' = T, gilt wegen H.(T.) = 0 hingegen: S,,(T;) = Ss(1.). Damit ist gezeigt, dass
in diesem Fall ein Phaseniibergang erster Ordnung vorliegt.

Nun soll iiberpriift werden, ob bei T' # T, ein Phaseniibergang zweiter Ordnung vorliegt.
Hierzu wird nun die Wirmekapazitéit bei T' = T, berechnet:

B 9(Ss — Sn)
€y~ C(T) —Tc{ - LZTC 27,21

VHZT,. 0 T\? T\* T T\* 1

o | R G R | R R (O
T=T.
2

_ VH; (11 op

Tilc
>0

Damit kann zusammenfassend folgendes Ergebnis festgehalten werden:
Fir T < T,: Sp(T) # Ss(T) und deshalb Phaseniibergang erster Ordnung
FirT =T.: Sp(T) = Ss(T), C(T) # Cs(T) und deshalb Phaseniibergang zweiter Ordnung
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3. Phanomenologische Theorien fiir konventionelle Supraleiter

3.1. London-Theorie
3.1.1. Einleitung

Es dauerte vierzehn Jahre von der Entdeckung der Supraleitung an, bis eine erste
Theorie von den Briidern Fritz und Heinz London [7] entwickelt wurde, die sowohl
den widerstandsfreien Transport von Elektronen als auch den Meissner-Ochsenfeld-
Effekt in Supraleitern einheitlich beschreiben konnte. Die London-Theorie stellt eine
phédnomenologische Theorie dar, die nicht im Mikroskopischen ansetzt, sondern Zu-
sammenhénge in makroskopischen Gréflen zu bestimmen versucht. Das Ziel der bei-
den Briider bestand darin, die elektromagnetischen Eigenschaften von Supraleitern auf
Grundlage der Maxwellgleichungen zu bestimmen.

Bei der Begriindung der beiden fundamentalen Gleichungen der London-Theorie kann
verschieden vorgegangen werden, aber grundsétzlich ist der Gedanke entscheidend, dass
sich Elektronen (wenigstens ein Teil von ihnen) ohne Reibungsverluste in einem Supra-
leiter bewegen.

Im Laufe der Zeit wurde die London-Theorie weiterentwickelt, sodass man aus ihr sogar
einige Effekte der Typ-II-Supraleiter ableiten kann. Zu diesen gehort beispielsweise die
Flussquantisierung oder die Bestimmung des unteren kritischen Feldes.

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Ableitungen der erweiterten London-Theorie
diskutiert werden, wobei man sich immer vor Augen halten sollte, auf wie wenig Annah-
men die Theorie basiert und dass die teilsweise nicht rigoros begriindbaren Ndherungen
ihre Legitimation im experimentellen Erfolg finden.

In diesem Kapitel leite ich die zweite Londongleichung aus einem variationellen An-
satz explizit her (Appendix A). Dariiber hinaus berechne ich einen Zusammenhang zwi-
schen der Stromdichte j und dem Vektorpotential A innerhalb des Supraleiters. Schlief3-
lich fithre ich die Berechnungen fiir Typ-II-Supraleiter im Bereich H.y < H < Heo
explizit aus, um die Magnetisierung in diesem Bereich zu erhalten.



3.1 London-Theorie

3.1.2. Herleitung der London-Gleichungen

Zur Beschreibung elektrischer Transporteigenschaften, die auf dem experimentellen Be-
fund von Kamerlingh-Onnes [5] beruhen sollen, muss angenommen werden, dass in der
Formulierung der Bewegungsgleichung eines Elektrons im Supraleiter kein Reibungs-
term auftritt, d.h.:

mr = eE (3.1)

E bezeichnet hierin das angelegte elektrische Feld.
Um die kollektive Bewegung der Elektronen zu beschreiben, fithrt man eine elektrische
Stromdichte ein.

Def(Stromdichte): j = nger (3.2)

ns: Dichte der supraleitenden Elektronen

Dadurch lasst sich 3.1 umschreiben zu

dj_nse2
dt  m

E 1. London-Gleichung (3.3)

Im néchsten Schritt wird das erweiterte Durchflutungsgesetz aus den Maxwellgleichun-
gen umgeformt, um aus der ersten London-Gleichung die zweite abzuleiten.

Hierbei soll angenommen werden, dass sich die Stromdichte nur unwesentlich innerhalb
des Supraleiters dndert, d.h. dass ndherungsweise u.a. ein rdumlich homogenes elektri-
sches Feld anliegt und die Form und Zusammensetzung des Leiters an jeder Stelle gleich
ist. Dann kann némlich die totale Zeitableitung durch eine partielle ersetzt werden.

S 4mrs €

Durchflutungsgesetz: V x B = —Jj + -0,E |0 |V x 3.2 (3.4)
c c
= drnge? € =
Vx(Vx@tB)_< - +Cat> (VXE)
, 1 -
Induktionsgesetz V x E'=—-9;B  einsetzen: (3.5)
c
. 1 € _
V x (VxB)=— ()\2 + CQaf) OB (3.6)
L

An dieser Stelle haben wir eine Konstante definiert, deren Bedeutung bald deutlich
werden wird.

_ dmnge?

Def(Londonsche Eindringtiefe): )\22 =

o (3.7)

Die zeitliche Integration von 3.6 bei Anfangswert B(t = 0) = 0 liefert einen Ausdruck,
der eine zweite partielle Zeitableitung der magnetischen Flussdichte enthélt. Es stellt
sich heraus, dass dieser Beitrag viel kleiner als die restlichen Terme ist und daher
vernachléssigt werden kann, sodass folgende Gleichung {ibrig bleibt:

. 1 -
Vx(VxB)= —)\—23 2. London-Gleichung (3.8)
L
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An dieser Stelle soll noch ein Zusammenhang zwischen dem Vektorpotential /_f, der
magnetischen Flussdichte B und der Stromdichte fhergestellt werden. Dieser Ausdruck
wird ndmlich im Rahmen der zweiten phénomenologischen Theorie zum Vergleich der
beiden Theorien dienen:

_ 47 S _
VxB="7159E |Vx |35
C C

— - 4 -
Vx(VxB)+50B=Vx—] 13.8
c c
1 5 €053 47 - S o
——B+—50;B=Vx—j VxA=B
22 + 2t % ¢’ [V
1 € 2 g 477-_.’ . .
BV + =0 (V X A) =V X—j |I3.7 |Vernachldssigung
i c c
der zweiten Zeitableitung
2
j=-1Ca (3.9)
mc

Mithilfe der beiden London-Gleichungen kann man nun zur Uberpriifung der London-
Theorie iibergehen. Zuvor soll jedoch auf eine alternative Ableitung der London-Gleichungen
per Variationsrechnung in Appendix A hingewiesen werden.

3.1.3. Meissner-Ochsenfeld-Effekt

Nun soll gepriift werden, ob die London-Theorie tatsdchlich den Meissner-Ochsenfeld-
Effekt vorhersagen kann.
Dazu werden die zwei Fille a) magnetisches Feld senkrecht zur Oberfliche und b)
magnetisches Feld parallel zur Oberfliche separat behandelt. Hierzu betrachtet man
eine diinne weit ausgedehnte supraleitende Platte in der x-y-Ebene. Die Platte soll
weit ausgedehnt sein, damit keine magnetischen Randeffekte auftreten. Zudem soll die
Platte diinn sein, damit kein Stromfluf} in z-Richtung stattfinden kann.

a)
Ein dufleres Magnetfeld H (z) = H_é, soll an die supraleitende Platte angelegt werden.
Aufgrund der Quellfreiheit des magnetischen Feldes folgt, dass H = const. Nutzt man
nun die Identitit V x (V x B) = V(VB) — AB, so lautet in diesem Spezialfall 3.8:

1 =

—B+0=0
AL

=B=0

Es folgt also, dass kein Magnetfeld senkrecht zur Oberfliche eines Supraleiters eindrin-
gen kann.

b)
Liegt das Magnetfeld parallel zur Oberfliche, so kann unter Beriicksichtigung der Quell-
freiheit beispielsweise folgendes Feld angenommen werden: H(z) = H(2)é,.
Es gilt dann folgende Version von 3.8:

L1 4 L
—AB+ 5B = B H
L
2 1
L



3.1 London-Theorie

Bei der Losung dieser Differentialgleichung muss die Stetigkeit beim Ubergang in den
freien Raum (z < 0) beriicksichtigt werden, sodass folgt:

B(z) = Hy(z = 0)e*/*rg, (3.10)

Innerhalb eines Supraleiters kann also magnetisches Feld parallel zur Oberflache ein-
dringen, wird aber mit der Tiefe exponentiell unterdriickt.

Diese Verdrangung geschieht aufgrund von Oberflichenstromen, die man mittels 3.4
simpel berechnen kann:

- C

= ——— H,(z=0)e /¢
J(2) ATAL (z=0)e €y

Auch diese Oberflaichenstrome werden mit der Tiefe im Supraleiter schwécher.

3.1.4. Oberflachenenergie zwischen supraleitender und normalleitender Phase

Bisher wurde in der Argumentation nicht beriicksichtigt, dass das kritische Feld {iber
die Magnetisierung auch von der Geometrie des Systems abhéngt.

So erzeugt eine Kugel in einem homogenen, externen Magnetfeld ein Dipolfeld, weswe-
gen abhingig von der Position im Material das kritische Magnetfeld erreicht werden
kann, wahrend dies in benachbarten Bereichen noch nicht der Fall ist. Bei der Kugel
wiirde beim langsamen Hochfahren des Magnetfeldes in der Region um den Aquator
zuerst die supraleitende Phase zusammenbrechen.

Es ist also durchaus sinnvoll, sich mit Grenzflicheneffekten auseinanderzusetzen.

Es sei eine diinne supraleitende Platte in der x-y-Ebene in einem magnetischen Feld
H= H.e, gegeben. Die Platte soll im Bereich x>0 gerade noch supraleitend sein, d.h.
H(z>0) = lim, _,o- (Hc + n)éy, wihrend sie ansonsten bereits normalleitend ist.

Die Grenzfliche zwischen beiden Phasen sei A.

Fiir die freie Energie gilt nach A.1, wenn man zusétzlich die Definition der Kondensa-
tionsenergie 2.5 miteinbezieht:

22
R-af” [fs + 37 x )] (3.11)
mit f: Kondensatlonsenergledlchte

Ein Mafl fiir den Energieunterschied aufgrund der Grenzfliche wird durch die soge-
nannte Oberflichenenergie gegeben, die {iber den Unterschied in den Gibbsenthalpien
berechnet:

e ¢}

Def(Oberflachenenergie): o E/ [9s — gn]dx (3.12)

—00

mit g: Gibbsenthalpiedichte
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Zur Berechnung verwenden wir die Legendre-Transformation und 3.10:

Gs:FS—A/ A Bdr
47T 0

A [o.¢]
= Fs - (Hcéz)(Hceix/ALéZ)dx |3'11

4 0

/OO ol GRSV VRSP ) VRS S
=A Jo+ H | ——e /M 4 —e "W/ — —e ¥/ ) | dy
0 ¢\ 8 8w 4
H2
= | fudPr—Ap=CA 1
Jsdor Lgr (3:13)

Sl

Dadurch, dass sich gs im Bereich der normalleitenden Phase nicht von g,, unterscheidet,
kann o mit dem zweiten Term in 3.13 identifiziert werden.

oc=~A
H2

Wie man sieht ist die Oberflichenenergie immer negativ, so dass eine Vergrofierung
der Grenzfliche die Energie des Gesamtsystems minimieren wiirde. Diese Vergroflerung
geschieht durch das Eindringen von sogenannten Flussschlduchen in die supraleitende
Phase, was gerade im Verhalten von Typ-II-Supraleitern beobachtet wird (Abb. 3.1).
Jedoch muss an dieser Stelle noch die Kondensationsenergie beriicksichtigt werden.
Dies fiihrt zu einer ersten einfachen Unterscheidung zwischen Typ-I- und Typ-II-Supraleitern.
Zuvor muss aber eine Grofie eingefrithrt werden, die ihre Bedeutung erst im Rah-
men der zweiten phidnomenologischen Theorie genauer erldautert werden kann: Die
Kohérenzliange €.

Es wird spéter gezeigt werden, dass durch das Eindringen der Flussschlduche mit Ober-
fliche A ein supraleitendes Volumen der Ordnung O(A¢) verlorengeht.

Typ-I-Supraleiter

Hier gilt die Ungleichung & > A7, so dass die Anderung in der Volumenenergie den
Beitrag der Oberflichenenergie tiberkompensiert und es dadurch energetisch giinstiger
ist, die Phasengrenze nicht zu vergréflern, d.h. es dringen keine Flussschlduche in den
Supraleiter ein.

Typ-II-Supraleiter
In diesem Fall ist €& < Ap, d.h. dass durch zusétzliche Grenzflichen die Energie des
Systems herabgesetzt werden kann.
Diese erste mathematische Formulierung fiir Supraleiter zweiter Art darf nicht {iberstrapaziert
werden, da die London-Theorie aus der klassischen Bewegungsgleichung fiir Elektronen
abgeleitet wurde und hierin keine Beschrinkung fiir die Anzahl der Flussschlauche ab-
leitbar ist. Erst ein quantenmechanischer Zwang verhindert diese Divergenz, wie im
Abschnitt 3.1.6 gezeigt wird.
Auf diesen Aspekt soll nun im Rahmen einer kleinen quantenmechanischen Erweiterung
der London-Theorie eingegangen werden.

11
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IYYYY \\n// \\n// \\h// \\A//A F'YYYY
Up <___4> s b
allp  dir 4> b
> i diip b
ddi> 4> diip b
A di> A dib
A did> il db
dip  dii>  difp 44b
A > diip dUb
A didpr dliip b
alll> b i b
IYY YN //l\\\Q //ll\\ //‘P\\ // }\\ AAAA

Abbildung 3.1: Magnetisches Feld bzw. normalleitende Phase dringt in einen Supralei-
ter (blau) in Form von Flussschlduchen ein.

3.1.5. Flussquantisierung

Um die Flussschlduche genauer zu beschreiben, untersucht man nach Abb. 3.1 einen
Flussschlauch, der parallel zum magnetischen Feld verlauft, einen Durchmesser der
Ordnung O(§) aufweist und dessen Feld, das durch supraleitende Elektronenvortizes
nach auflen abgeschirmt wird, auf Skalen der Ordnung O(\) abklingt.

Im Falle sehr schmaler Wirbel (¢ — 0) sollte die Londontheorie anwendbar sein, da
hierdurch nur eine kleine Stérung des supraleitenden Zustandes hergestellt wird.
Startet man mit 3.8, leitet diese Gleichung nach der Zeit ab und integriert iiber eine
Flidche A, die senkrecht zum Flussschlauch liegt, so erhélt man:

_ 1 -
at/ [Vx(VxB)—l—QB d’r=0 (34
A )‘L

& / [ chV X ; + B|ld*r =0 |Integrationskonstante, da kein Meissner-Effekt
A LNs€

/ [ RIS VAN j+B|d* =& |Satz von Stokes
A

f [ﬁ + EA} di = <& IS(A) weit, so dass j-Beitrag auch eingeht
S(A)

C

(3.15)

Der Integrand in 3.15 kann mit dem kanonischen Impuls fiir bewegte Ladungen in elek-
tromagnetischen Feldern identifiziert werden, sodass die Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsregel
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anwendbar ist:

M@ =nh ,wobein € N (3.16)

C

Insgesamt kann also der Fluss @ des eindringenden Fadens als Vielfaches des sogenann-
ten Flussquantums geschrieben werden:

& = nd, (3.17)
he
Def(Flussquantum): &g = W
e

Zusammenfassend kann also festgestellt werden, dass die normalleitende Phase bzw.
magnetischer Fluss in Form von Flussschlduchen eindringt, die quantisierten Fluss auf-
weisen.

Betrachtet man die Wirbel um den Flussschlauch in einer Kreisfliche A mithilfe von
Zylinderkoordinaten, wobei fiir den Radius £ < r < Ap gilt, dann wird in 3.15 der
Beitrag der kreisenden Elektronen dominant sein, wihrend das magnetische Feld noch
auBerhalb von S(A) einen nennenswerten Beitrag leistet, d.h.:

% pdr = °g |Betrachte nur n=1 beim Fluss
S(4) ¢

2mrp = h
L. ho .
p=—¢ |[p=mi
r
7 = = (3.18)
omr '

Gleichung 3.18 stellt das Wirbelfeld der kreisenden Elektronen dar, d.h. V x ¥ sollte
ungleich Null sein, aber tatséchlich verschwindet dieser Ausdruck fiir » #% 0 und dennoch
ist fs( ) vdr ungleich Null. Damit ist ersichtlich, dass der Wirbel nur bei exakt r=0
lokalisiert ist, was daher resultiert, dass in der Herleitung £ — 0 angenommen wurde.
Um dies zu beriicksichtigen, sollte in 3.8 ein Quellterm $263)(7) ergéinzt werden:

L1 .
V x(VxB)+ EB = $020P () |magnetischer Fluss nur in zRichtung

1d [ dB 1
1a N\ lp g5
- (r o ) ti B. = x5 (7) (3.19)

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung 3.19 ist durch die modifizierte Bessel-
Funktion Ky(x) gegeben:

@0 r
B,=—Ky| — 3.4 3.20
v () 1 (3.20)
- c dB, ~
= —— 3.21
J 41 dr ¢ ( )

13
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Mithilfe der Eigenschaften der Bessel-Funktion kann gezeigt werden, dass die bisherigen
Ergebnisse mit 3.20 und 3.21 konsistent sind.

r LT (2) T r<AL AL
Kol — | =—i—H, —f— ~ In(— .22
0(/\L> 270 < ZAL) n(?“) (3.22)

r\ r>A AL [T -
Koy | — R\ e ? 3.23
0 ()\L> 2r ¢ ( )

HéQ): Hankelfunktion zweiter Art

Nun koénnen die Grenzfille verwendet werden, um j,7 und B zu bestimmen:

o322 ¢ Dy
h
~ 3.24
v mr ( )
231 —
r>A: B, 2 e AL (3.25)

Diese Ergebnisse stimmen mit 3.18 und 3.10 {iberein und stellen daher eine gute Er-
weiterung zur Beschreibung von Flussschlauchen dar.

Mittels A.1 kann nun auch noch die Energie eines Flussschlauchs berechnet werden.
Es sei angenommen, dass dieser eine Grundfliche A und Léinge L aufweise:

E = 81L/ [B2(7) + A2(V x B())?]d*r |analoge Rechnung wie fiir A.3, wenn 05 —
w A
E_ A\ 3 (> 5 . B\ B(7 2 ()] 72
— === B(7) x (V x B(r)dr+ — [ B(7)[B(F) + A1V x (V x B(7))]d*r
L 8 S(A) 8T A -~
31922 5052 (7) (3.26)

An dieser Stelle kann verwendet werden, dass die Erweiterung mit einem Quellterm
(3.19) zu einer Divergenz in r=0 fithrt (3.20), weswegen man hier wieder zur ur-
spriinglichen Londongleichung 3.8 zuriickkehrt und das Fléchenintegral verschwindet.
Bei der Berechnung des Kurvenintegrals wéhlen wir eine Kontur, die zunéchst die Rand-
fliche von A ablduft (r > Ar) und kurz vor dem Zusammenschliefen des Kreises das
eine Ende in das Innere des groBlen Kreises dringt und dort zwei Mal einen kleinen
Kreis (r = £) durchlduft und wieder heraustritt. Das zweite Ende wendet sich auch
nach Innen hinein und lduft denselben kleinen Kreis einmal ab und trifft dann das
andere Ende auf Hohe des grofien Kreises, sodass sich die Schleife schlief3t.

Der Beitrag auf dem Rand von A ist verschwindend, weil B in diesem Bereich schon
stark abgeklungen ist. Die inneren Kreise werden sich bis auf einen Durchlauf weghe-
ben, so dass dies als einziger Beitrag im Konturintegral iibrig bleibt.

Verwendet man zudem 3.22, so kann die Energie pro Lénge folgendermaflen geschrieben

werden:
E X\ b2
- L}{ 702111& AL dr
L 871 Jga) (2mA7)%r r

N P2 ()\L>
_ 2L Py g, (AL (3.27)
8 (2mA2)2 13
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LIEN:

Abbildung 3.2: Verlauf des magnetischen Flusses B und der Dichte der supraleitenden
Elektronen ng = [1/|? eines Flussschlauchs, wenn dieser um r=0 zentriert
ist. Die Ergebnisse entstammen der Ginzburg-Landau-Theorie und ver-
hindern eine Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes der supraleitenden
Elektronen.

Um die Geschwindigkeitsdivergenz bei r=0 (3.24) zu umgehen, muss man annehmen,
dass die Dichte supraleitenden Elektronen schnell genug gegen Null abfillt, sodass die
Divergenz vermieden wird, aber noch ausreichend vorhanden ist, um das vordringen
von magnetischem Fluss in die supraleitende Umgebung abzuddmpfen.

Man wird qualitativ einen Verlauf wie in Abb. 3.2 erhalten, der explizit in der Ginzburg-
Landau-Theorie abgeleitet werden wird.

Zum Abschluss soll noch die Wechselwirkungsenergie zwischen zwei Wirbeln berechnet
werden, wobei sich der eine Wirbel bei 71 und der andere bei 75 befinden soll. Man kann
wieder 3.8 plus zweier zuséitzlicher Quellterme verwenden, um wie eben die Energie pro
Lénge zu berechnen:

V x (V x B) + %é = Bo2[6 (7 — 7)) + 6@ (7= )] |Gleichung ist linear (3.28)
AL
@ 7= |7 — 7|
— WM 2 - 70 1
= B, Bz + Bz 27_‘_)\% [K() ( AL > + Ko ( L

= B (7= i) + BE (7~ 7] (3.29)

Die Gesamtenergie des Systems ist bekanntermafien proportional zu B2. Man kann sich
iiberlegen, dass die Quadratur von 3.29 zwei Terme der Selbstenergie und einen Term
fiir die Wechselwirkungsenergie ergeben wird.

Dieser ergibt sich analog wie 3.26 zu:

E(12)
L

1, =y m o L .
= / 87{B(1)[B(2) + A2V x (V x B@)] + BA[BW 4 X2V x (V x BW)]}d*r

15
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Verwendet man an dieser Stelle Linearitidt von 3.28 und setzt die Ausdriicke fiir die
Terme in den eckigen Klammern ein, so erhélt man:

E(12) P R o o
= [ B - R)E - )
+ BA(|F = @) 6P (F — 7))} 13.29
Py S S
= 5, B (7 = i) + BE (|7 — 7))
Do Do |7 — 73| |7y — 1]
. K, K,
87 2 A2 [ °< v ) T
Py \° |7 — 75|
= — | K
<47“\%) ’ < AL
= Dopaz 5
4
= B2 = B2 | wobei definiert wurde: (3.30)
B12) = p12)5
L DL,
B=""1

B2 = BO(7 =) = BA (7= 7))

Damit keine zusétzlichen Wechselwirkungen betrachtet werden miissen, wurde implizit
die Annahme verwendet, dass sich die Flussschlduche nicht beriihren, d.h. 7o — 7| = &.
Der Gradient dieser Wechselwirkungsenergie entspricht der Kraft zwischen den beiden
Wirbeln und dieser ist nach 3.30 vom Betrag her negativ, was eine Abstoflung der
beiden Wirbel bedeutet.

3.1.6. Typ-ll-Supraleiter bei H > H.

Mithilfe der London-Theorie kann gezeigt werden, dass die Meissner-Phase oberhalb
eines kritischen Feldes H.; instabil wird und das Eindringen von Flusschlduchen ange-
regt wird.

Fiir die Gibbs-Enthalpiedichte kann in dem Bereich H 2 H.; folgender Ausdruck an-
gesetzt werden:

E 1 y BH
g(H) =9(0) +ny T +o > B -0 (33D
<~ i<j ——

~———
Selbstenergien Wirbel-Wechselwirkung Feld-Wechselwirkung

ny: Anzahl der Flussschlduche pro Einheitsfliche

Zunéchst soll angenommen werden, dass die Flussschléuche homogen verteilt sind, d.h.
B = n;®y. Im Bereich H ~ H. werden noch kaum Wirbel im Material vorhanden
sein, so dass der Wirbel-Wechselwirkungsterm in 3.31 vernachléssigt werden kann:

9(H) = g(0) + ng ( - > (3.32)

Aus dieser Gleichung kann nun das untere kritische Feld abgelesen werden. Hierzu
muss man nur den zweiten Summanden betrachten und iiberlegen, wann dieser die
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Gibbsenthalpiedichte minimieren kann:

nr >0

. PogL o . .
Fiir 0% kann g minimiert werden, wenn ny =0

13.27

precal QL) (3.33)

Im klassischen Limit (@ LmalN 0) wiirde die Anzahl der Flussschlduche divergieren,

weil in diesem Fall das untere kritische Feld exakt Null und eine supraleitende Phase
gar nicht moéglich wére.

Quantenmechanisch muss aber auch verhindert werden, dass nj nicht nach —oo di-
vergiert. Hierzu muss jedoch beachtet werden, dass bei Auftreten vieler Wirbel, die
Néherung 3.32 wieder durch den vollstdndigen Ausdruck 3.31 ersetzt werden muss.
Um den Ubergang ins Gleichgewicht zu beschreiben, kann die Minimierung von Ag =
g(H > H.) — g(H¢ ) herangezogen werden, denn dies beschreibt gerade den Pha-
seniibergang ins Gleichgewicht.

Z ) _ BH | BHo

41
Z<j

B 47 .
_ _ § ( (i9)
o [Ha — H + EY]

Da die Wechselwirkungsenergie nach 3.30 exponentiell abfillt, kann die Summe iiber
alle Kombinationen auch auf die z nédchsten Nachbarn beschrinkt werden, wobei man
einen Faktor 0.5 wegen der Doppelzihlung einfithren muss. Experimentell findet man,
dass das Dreiecksgitter energetisch am stabilsten und daher auch am h#ufigsten in der
Natur vorzufinden ist, weswegen dies fiir die Rechnung angenommen werden soll. Die
Herleitung dieser Tatsache wird im Rahmen der Ginzburg-Landau-Theorie nachgelie-
fert.

7=l =d

B 2
nr = — = —(2 3.34
L= %" 3 (3.34)
z=206
B
Ag=-"|Hoq—-—H+—Y EW
g 47 + Z

z<]
B 1 D d
= |H,-H A P e
477{ T 2 °<>\L>]
In Abb. 3.3 ist der Verlauf von Ag fiir H ~ H. gezeigt. Wie man erkennt, existiert

bei H 2 H. immer ein Minimum der Gibbsenthalpie fiir Wirbelabsténde grofer Null,
sodass die Anzahl der Flusslinien nicht divergiert.
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— H =z H

)

.l.\I\ \,\ — H = H,, ’%
‘\'\ \‘m__, ,7

T
-
___d-"’-

Abbildung 3.3: Qualitativer Verlauf von Ag fiir zwei verschiedene Magnetfelder H. Bei
grofleren magnetischen Feldern ist das Minimum der Funkion zu nied-
rigeren Wirbelabstdnden verschoben und tiefer.

Aus der Position der Minima kann die magnetische Flussdichte B fiir verschiedene H

im thermodynamischen Gleichgewicht bestimmt werden, so dass sich die Magnetisie-
rung iiber B = H + 47 M ableiten lasst.
Nun kann das kritische Feld H. eines Typ-II-Supraleiters iiber die Kondensationsener-
gie definiert werden. Diese entspricht nach 2.5 gerade derjenigen Energie, die an einen
Supraleiter iibergeben werden muss, damit dieser zum Normalleiter wird. Andererseits
ist diese Energie bereits in dem Supraleiter als Magnetisierung aufgewendet, so dass
sich die Gleichheit ergibt:

Hc2

1
M(H)dH = ——H? 3.35
; (H) g e (3.35)

3.1.7. Typ-ll-Supraleiter bei H.y < H < He»

In diesem Abschnitt soll die Typ-II-Supraleitung im Bereich H.y < H < H. be-
trachtet werden. In diesem Bereich gilt fiir den Abstand d der Wirbel: £ < d < Af.
Aus diesem Grund kann die magnetische Flussdichte B durch die inhomogene London-
Gleichung 3.19 beschrieben werden, da der Abstand zwischen den Wirbeln grof3 im
Vergleich zu ihrer Ausdehnung ist:

I
V x (V x B) + )\—%B = @0225(2)(F— 7)
i: Index des i-ten Wirbels

Aufgrund der Periodizitdt des Wirbelgitters kann eine Fourier-Zerlegung von B durch-
gefiihrt werden.

B(7) =" Bye 9"
é

wobei  Bs = nL/ B(7)e'“Td?r
FElementarzelle

G: Gittervektoren des reziproken Gitters

nr: Inverses der Flache der Einheitszelle bzw. Wirbeldichte
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Es sei angenommen, dass sich in der betrachteten Probe Ny Wirbel befinden und die
Querschnittsfliche des Supraleiters den Wert A umfasst. Setzt man die Fourierentwick-
lung in die inhomogene London-Gleichung ein, so kann umgeformt werden:

—

S [Bae TNV x (V x Bge )| =202 Y 0@ (7 7) |V x (V x B) = V(VE) - AB

Z [Eée*iGF _ /\QLAE e*iGF- — $y3 Z 5@ (7 — ) E ks

Zéé [e—i(@—é )7 4 A%éze_i(é‘é )F: _ @0226,@';{5(2) (7 — ) /Adzr

ool
Q
D>\ Qu
Q

e—iG=G) | A%é%‘“é—é )F} A1 = B3 Z ek G 7 = 2
i
B / [e—z’(é—é 7 )\%éze—i(é—é )F} d2r = By3 Z 1 |Beitrag nur bei G = G
i

Z g@/ [1 + A%62]5§@/d27“ = &yzZNp,

hS

- -2
Bg /A [1+ NG ]d%r = §o2Ng,

_ -2 N
B All + \2G' |d%r = ByiN,, e ==
@ B
= Hg=—2L (3.36)

1+ MG? 1+ XG?

Die Fourierkoeffizienten sind parallel zum externen magnetischen Feld.

Hieraus kann nun die Energie des Wirbelgitters nach 3.26 berechnet werden, wobei
beachtet werden muss, dass das reziproke Gitter verstindlicherweise nur in der x-y-
Ebene liegt, d.h. eine z-Komponente Null ist.

E 1 =
=% / [BQ(F) + )\%(V x B(7))?d*r |Fourier-Zerlegung
T JA
1 o= o=, A AN / /
- = Z BgBye GG _ \2 BB emHCHE )’"(GyGy + G,G,)
A laa
1 2 2 2
=3 [BaB-gA — A, BaB-cA(-G, — G3)]
G
1
= o Z[BGB_GA + M BgB_gAG?) 13.36
G
B%A 1
87 Z 1+ A\2G?
E B* B? 1
== =D L (3.37)

= — R 3 5
AL &t 8w &= 1+ MG

Die kleinsten reziproken Gittervektoren ungleich Null eines beliebigen Gitters werden
im Betrag |Ginin| = 2F erfiillen, so dass mit den Annahmen dieses Abschnitts (d < Az)
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folgt:

NG >1
I S
1+ X262 N G2

(3.38)

Nun soll noch die Summe iiber die reziproken Gittervektoren durch ein Integral ersetzt
werden, wobei die obere Integrationsgrenze Gz ~ 2% ist, weil bei solchen Abstinden

die Supraleitung zusammenbrechen wiirde, d.h. wir setzen G4, = QBTW an, wobei 8 ein

Korrekturparameter ist:

27 max G
Z G2 271' QnL/ ¢/ 7dG

G#O mln
i 1 Gmin
= n
27I-nL Grax

Insgesamt folgt mit 3.33 fiir die Energiedichte:

B2 BH. In(Bd/€)
PE= % T Tar In(Ap/€)

(3.39)

Vernachlissigt man den Entropiebeitrag, so kann man die Energie mit der freien Ener-
giedichte gleichsetzen: pg = f. Aus der Minimierung der Gibbsenthalpiedichte beziiglich
des magnetischen Flusses kann ein einfacher Ausdruck fiir den magnetischen Fluss ge-
funden werden:

1
g=1f- EBH
dg 1
55 = 3.39
o_ B Haln(Bd/§) H BHa 1 £6vV3% 3,34
C4m o 4m In(Ap/€) 4w 4m In(\p/€) 4Bd3%¢E '
B  Haln(fd/§) H Ha 1
T Ar " dm In(A\/E)  4r | 8w In(AL/€)
_B_H Ha_ |
- 4 A7 + A7 ID(AL/g) (ln(ﬁd/ﬁ) + ln(e ))
= B=H-— Hclm((i;l//g mit 8 = Be 0P
_ In(8'd/€)
= M=l ) (340

Wegen d ~ B'/? (3.34) nimmt die Magnetisierung M also logarithmisch zu, wenn der
magnetische Fluss ansteigt (Abb. 3.4). Die Londontheorie sto8t bei grofieren Abwei-
chungen von H gegeniiber H.; schnell an ihre Grenzen. Experimentell wird dies bei der
Magnetisierung deutlich, wo der Verlauf fiir groflere Felder stark von der theoretischen
Vorhersage in 3.40 abweicht. Vor allem zur Beschreibung von Typ-II-Supraleitern ist
also eine bessere Theorie notwendig.
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poM

Abbildung 3.4: Qualitativer Verlauf von der Magnetisierung eines Typ-II-Supraleiters.
In dem Bereich zwischen H.; und H.o kann ein logarithmisches Anstei-
gen approximiert werden.
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3.2 Ginzburg-Landau-Theorie

3.2. Ginzburg-Landau-Theorie
3.2.1. Einleitung

Landau veroffentlichte im Jahre 1937 eine Arbeit, die es ermdglichen sollte, Pha-
seniibergéinge zweiter Ordnung in einem allgemeineren Rahmen zu beschreiben [8], ohne
das System oder den Phaseniibergang im Speziellen kennen zu miissen. Einige Jahre
spater wurde diese phinomenologische Theorie unter dem Namen Ginzburg-Landau-
Theorie auf Supraleiter angewendet.

In diesem Kapitel fiithre ich die Variation zur Herleitung der Ginzburg-Landau-
Gleichungen eigenhéndig durch. Auflerdem berechne ich die Abrikosov-Parameter fiir
Dreiecks- und Quadratgitter (B) numerisch. Im Weiteren leite ich die Eichtransforma-
tionen zu den Ginzburg-Landau-Gleichungen her und rechne daraus die Oberflichenenergie
explizit nach. Im Rahmen der Vortexgitter priife ich zudem die Eigenschaften der ent-
sprechenden Wellenfunktionen nach. Zuletzt berechne ich die Lésung einer symmetri-
schen Josephson-Verbindung (Abb. 3.10).

3.2.2. Herleitung der Ginzburg-Landau-Gleichungen

Die Theorie geht davon aus, dass sich die freie Energie eines Systems in der Nahe
seines Phaseniibergangs durch Potenzen eines sogenannten Ordnungsparameters dar-
stellen ldsst, der in einer Phase Null und in der anderen Phase ungleich Null ist. So
stellt beispielsweise die Magnetisierung in einem Ferromagneten den Ordnungsparame-
ter beim Ubergang in den entmagnetisierten Zustand dar.

Dadurch, dass ein abgeschlossenes System generell zu einer minimalen freien Energie
tendiert, muss dieses Minimum abhéngig von der Phase seine Position dndern. Ein Mini-
mum bei verschwindendem Ordnungsparameter ist nur moglich, wenn gerade Potenzen
des Ordnungsparameters auftreten. Es soll vom allgemeinen Fall eines inhomogenen
Systems ausgegangen werden, so dass sich die Rechnungen mit Dichten besser eignen.
Der einfachste Ansatz geht bis zur vierten Potenz und weist folgende Struktur fiir
die freie Energiedichte des Supraleiters fs(7) auf, wenn man den Ordnungsparameter
mit [¢(7)|, die freie Energie des normalleitenden Zustands mit f, bezeichnet und die
phasenbestimmende thermodynamische Variable T ist:

fs(, T)(7) = fa(T)(7) + alp(P)* + §|¢(F)I4 (3.41)
a, B8 €R

Wichtig ist, dass « und 8 Funktionen sind, deren Eigenschaften aus dem Verhalten des
Ordnungsparameters abgeleitet werden kénnen.

Zunéchst einmal darf 8 nur positiv sein, da ansonsten ein unendlich grofler Ordnungs-
parameter die freie Energie minimieren konnte. Betrachtet man den Verlauf 3.41 bei
verschiedenen Vorzeichen von « an einem festen Ort 75 (Abb. 3.5), so erkennt man, dass
durch eine geeignete Wahl von a das Verschwinden des Ordnungsparameters in einer
Phase modelliert werden kann. Hierzu miisste a ein Vorzeichenwechsel bei der kritischen
Temperatur T, durchlaufen. Im einfachsten Fall geschieht dies durch die Funktion 3.42.

a(T) =a(T —-T) (3.42)
a>0
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8 kann daraufhin als konstant betrachtet werden, sodass die Minima der freien Ener-

gie bei [Ymin|r>1, = 0 und bei [Ymin|r<1, = £4/ w liegen.

In der Ginzburg-Landau-Theorie wird angenommen, dass der supraleitende Zustand
als makroskopischer Quantenzustand mit Wellenfunktion ¥ € C betrachtet werden
kann, womit sich die Verwendung als Ordnungsparameter begriinden ldsst.

Dass diese Annahme tatséchlich richtig ist, wird im Rahmen der mikroskopischen BCS-
Theorie deutlich, da sich aus dieser die Ginzburg-Landau-Gleichungen ableiten lassen
[9].

Experimentell erzielt die Ginzburg-Landau-Theorie u.a. einen groflen Erfolg bei der
Analyse der Vortexstruktur in Typ-II-Supraleitern, wie in den néichsten Abschnitten
erldutert wird.

F-FiD)

‘I'. 250 In'llr

\ 200 | /
— =10 \ /
150

\ \ 100 | !
\ /
\ !
Y \ s0 F /

AN /!

Lt . . A

Abbildung 3.5: Abhéngig von dem Vorzeichen von « liegt das Minimum der freien Ener-
gie entweder bei [¢)|=0 oder bei || = £, /=

Da die Ginzburg-Landau-Theorie nicht erklért, wie Supraleitung mikroskopisch zu-
stande kommt, werden in den Gleichungen der Ginzburg-Landau-Theorie folgende Er-
setzungen gemacht:

m — m"*

e — et

Die BCS-Theorie stellt fest, dass der Ladungstransport durch sogenannte Cooper-Paare
geschieht, die doppelte Elektronenmasse und -ladung aufweisen.

Bisher fehlt in 3.41 der Beitrag eines magnetischen Feldes fn, = g B>(7) und die ki-

Yy

netische Energie der supraleitenden Elektronen fy;, = %Kv - ch A7) (7)])?, wobei
der kanonische Impuls verwendet werden muss und A das Vektorpotential zum Feld B

ist, sodass man ingesamt fiir einen Supraleiter mit Volumen V erhélt:

Fo= R =0)+ [ @rlalp@)P + Slo)
h? ie* - I
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Es soll nun eine Bestimmungsgleichung fiir ¢ abgleitet werden, wobei die Minimierung
der freien Energie unter Variation §y* ein geeignetes Vorgehen darstellt. Zunédchst aber
sollen alle auftretenden variationellen Terme einzeln bestimmt werden:

Sy = Syp* = pdyp*
St = p2(v*)? = 2 Pse*

Setzt man dies in dF; ein, so erhilt man:

6F, = /V d>r {awaw* + Bl Pbd* + iy [(v - i‘iﬁ(f)) Y(7) (—v + CE(F)) w*(F)] }

2m*

Der Term in den eckigen Klammern wird nun partiell integriert, wobei die i-te Kom-
ponente des kanonischen Impulses als eine Ableitung 9; aufgefasst werden kann, weil
das zusatzliche Vektorpotential keinen Einfluss auf die Produktregel hat, so dass man
formal folgende Umformung unternimmt:

Damit ldsst sich § F' nun weiter umformen.

(=2 ((-5a) ) ) - (-5 ) v

Nun wendet man den Satz von Gaufl auf den ersten Term in den eckigen Klammern
an.

6F5:/ d3r {aapdap*
\%

2
)

h
+ B [Ppdy* +

2m*

SF, — /V & {opow* + Blu 2oyt

h2 — ie* - * 3
+ 10 dF [ (Vv — —A)y|v*— [ &r
2m S(V) hC 1

2 . % 2
— /Vd?’r {(w + BlY|*y — 2};* (v — Zi/x’) ¢} S (3.44)
2 .k
+ ]’i " dﬁj—m* [(v - ’hecﬁ) qp] S (3.45)

0

Da dieser Ausdruck fiir beliebige Variationen giiltig sein soll, miissen beide Integranden
Null sein. 3.45 beschreibt hierbei die Implementierung von Randbedingungen, z.B. dass
kein Wahrscheinlichkeitsstrom an einer Supraleiter-Vakuum-Grenze auftritt.

24



3 PHANOMENOLOGISCHE THEORIEN FUR KONVENTIONELLE
SUPRALEITER

Aus 3.44 wird die erste Ginzburg-Landau-Gleichung gewonnen:

2 - % 2
0= arh+ BlY|*y — Q}Zn* (V — ZheCA> P 1. Ginzburg-Landau-Gleichung
(3.46)

Zur Herleitung der zweiten Ginzburg-Landau-Gleichung wird die Variation von F nach
J A betrachtet, wobei beachtet werden muss, dass B(7) = V x A.

—e* * — * — — — 2
5FS:/d3r{ “[zp* <_mv—e,4>¢+w(mv—ex4>w*} 5A+i5(vXA) }
v 4m* c c 8

Der letzte Summand lésst sich analog wie in A.3 umformen, wenn man B durch A
ersetzt. Es folgt also:

= N B e Ly A 1 A Y
6F_/Vdr{4m* [w ( ihv CA)z/;er(mv CA>M+8WV><<VxA)}5A

20 (3.47)

In diesem Ausdruck kann die Wahrscheinlichkeitsstromdichte abgelesen werden, so dass
die zweite Ginzburg-Landau-Gleichung die quantenmechanische Form des Ampereschen
Gesetzes tragt.

Def(Wahrscheinlichkeitsstromdichte):

- e* . . e . e* o . .

0 = g |0 (09 = A0 ) w0 + 000 (09 - S0 ) 0] 319
_ R (V) - V) - e APAG)
~2m* m*c
Damit kann also 3.47 mit folgendem Ausdruck identifiziert werden:

L Ars
VxB= —Wj 2. Ginzburg-Landau-Gleichung (3.49)
c

3.2.3. Eichinvarianz und Oberflacheneffekte

Nun sollen diejenigen U(1)-Transformationen gefunden werden, die 3.46 invariant las-
sen. In diesem Abschnitt wird sich herausstellen, dass diese eine spezielle Struktur
haben, was sich im Weiteren noch als sehr niitzlich herausstellen wird.

Die einfachste erdenkliche nicht-triviale Losung ist der einheintliche Supraleiter, d.h.
Y # (F) mit A = 0. In diesem Fall kann 3.46 bei Temperaturen iiber der kritischen
Temperatur nur ¢ = 0 als Losung haben, da alle Terme auf der rechten Seite positiv
sind, im anderen Fall kann umgeformt werden, so dass folgt:

] =0 fiir T > T,

Y| = 4 /Q(TCB_T) fiir T < 7T, (3.50)

Weitaus interessanter sind aber die ortsabhéngigen Losungen.

Hierzu wendet man die allgemeine Form einer U(1)-Transformation (¢ — 1e'®(")) auf
3.46 an. Bei den ersten beiden Summanden kann der Exponentialterm ausgeklammert
werden. Der dritte Term muss entsprechend der Forderung nach Eichinvarianz folgende
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Relation erfiillen:

1" <v - hA(F)) W(7) = (v - %J( )) (1/;(7:)6@@) Produktregel

i *MYD(F) — %A(F}ei‘bm
C
Lk
= AF) = ?fw(f‘)

Wie man sieht, ist die U(1)-Symmetrie gebrochen. Setzt man das gefundene Vektorpo-
tential in 3.49 ein, so ergibt sich sofort eine verschwindende Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte, was sich mit der Erwégung eines einheitlichen Supraleiters deckt.

Die globale Phase ® kann nie gemessen werden, jedoch erlaubt der sogenannte Josephson-
Effekt die Messung von relativen Phasen, worauf spéter genauer eingegangen wird.

Bei der Vorstellung der London-Theorie wurde auf einige Ergebnisse der Ginzburg-
Landau-Theorie vorgegriffen, die nun ausfiihrlich hergeleitet werden sollen.
Hierzu betrachtet man erneut eine supraleitende Platte in der x-y-Ebene, wobei im Be-
reich x>0 ein supraleitender Zustand und im Bereich x<0 ein normalleitender Zustand
vorliegen soll. Zun&chst soll angenommen werden, dass sich eine reelle Losung ¢ finden
ldsst. Dartiber hinaus wird erst der Fall ohne magnetisches Feld betrachtet, weswegen
A=0 gewdhlt werden kann, sodass sich 3.46 in x-Richtung vereinfacht zu:

—h2 2¢

5z T ) + B = (3.51)

An dieser Stelle wird die Definition der Ginzburg-Landau-Kohérenzliange nachgetragen,
auf die bereits in der London-Theorie vorgegriffen wurde.

2
Def(Ginzburg-Landau-Kohérenzlinge): & = o 3.42

2m* |«

h? T\ 2
~\ 2maT, (1_T> (3:52)

Die physikalische Bedeutung dieser Grofie wird deutlich, wenn man das Grenzflachenbeispiel
3.51 durchrechnet:

2_722 ;f +atp+ BY® =0  Substitution: ﬁdﬂ 12
NCaaaE
s
<;ZJ;> 2f2+{14:c (3.53)

Zur Bestimmung der Konstante ¢ kann der Grenzfall betrachtet werden, dass man sich
sehr weit innen im Supraleiter (x>>0) befindet. Der Ordnungsparameter nimmt dann
den Wert wie fiir eine reine unendlich ausgedehnte supraleitende Phase an:
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Pz >0) = \/% nach 3.47 bzw. f(z > 0) = 1. Damit ergibt sich fiir ¢ nach 3.53:

2
_521<d£> —1f2—|—f—zc |$>>0

2 \d 2 4
1 1 1
;»—521 4 2—1!;f2+f—4——1 (3.54)
2 \da 2 4 4 '
Als Losung fur 3.54 setzt man f(z) = tanh(ax) an, wobei a € R. Einsetzen liefert:
1 2 5 1 9 tanh*(ax)
1= "5 [a — atanh(ax)]” — 3 tanh”(ax) + —
—1 = —2¢%(a® — 2a* tanh?(az) + a® tanh*(az)) — 2tanh?(az) + tanh*(ax)
1
a =

W(@) = 'Y tanh <> (3.55)

Betrachtet man den Verlauf der Lésung in Abb.3.6, so erkennt man, dass die Kohérenzlange
£ ein Maf} dafiir angibt, auf welchen Léngenskalen der Ordnungsparameter auf eine

Storung reagiert.

Allgemein gilt nach 3.52, dass & It 00, was bedeutet, dass sich bei der kritischen

Temperatur keine supraleitende Phase nach der Stérung an der Grenzfliche wieder
herstellen kann.

1.0 —-—

Abbildung 3.6: An der Grenzflache zwischen supraleitender und normalleitender Phase
bezeichnet die Kohérenzlange & die charakteristische Lénge, auf der

sich der Ordnungsparameter verdndert. Es wurde £ = 1 und % =1

gesetzt.
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Fin weiterer Zusammenhang zur London-Theorie wird deutlich, wenn man einen
homogenen, weit ausgedehnten Supraleiter betrachtet. In diesem Fall ist im Inneren
() =~ & = /5 und nach 3.48 st j(7) =~ — 2 |(7)2A(7). Der Vergleich mit 3.9
bestiitigt die Interpretation von [¢|? als Dichte der supraleitenden Elektronen n,. Da-
durch kann die Londonsche Eindringtiefe umformuliert werden:

* 2 T —-1/2
AL — Lgﬂ T
dre*=aT, T.

Die Kondensationsenergie kann gewonnen werden, wenn man die freien Energiedichten
des supraleitenden und normalleitenden Zustandes ohne Einfliisse von elektromagneti-
schen Feldern vergleicht (3.41):

m*c

fS(H:E:O):fn+a¢2+§w4 ‘fs:mlnHwZZ_B:ns
O[2 a2
= fn— F + %
2
«
= fn v
2B
_ . H
—a?
= EKondensation = % (356)
42’ «
:>H02(T):_ 3 ‘_B:ns
= —4r’n, |3.42 nahe T,

T
~ 4drnsa (1 — Tc>

Das Ergebnis fiir das kritische Magnetfeld eines Supraleiters kann also ndherungsweise
-wie in 2.1 verwendet- rekonstruiert werden.

Es wird nun der Ginzburg-Landau-Parameter eingefiihrt, der eine bessere Unterschei-
dung zwischen Typ-I- und Typ-II-Supraleitern erlaubt, was im Folgenden hergeleitet
wird.

AL

Def(Ginzburg-Landau-Parameter): =

3
_m*c |8
~ e*h \/; (3:57)

Nun soll die Oberflichenwechselwirkung fiir dasselbe System, das fiir die London-
Theorie diskutiert wurde, mithilfe der Defintion der Oberflichenenergie 3.12 und der
Gibbs-Enthalpie 3.13 betrachtet werden, um ein Kriterium fiir die Art des Supraleiters
finden zu konnen. Dabei handelt es sich um eine diinne Platte, die im Bereich x>0
supraleitend und im Bereich x<0 normalleitend ist. Um dies zu erreichen, liegt ein ma-
gnetisches Feld vor, das in dem einen Bereich knapp iiber und in dem anderen Bereich
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knapp unter dem kritischen Feld H, liegt.
G = A/ [fs( L B(x )} |Bichung: A = A(z)é, [3.43
4

—af” [aw + Dup(ay

L <dw(x>> by A @) + B e) - - HB()

2m* dx 8 4

Durch Vergleich mit 3.13 und der Definition der Oberflachenenergiedichte kann ein
Ausdruck fiir die Oberflichenenergiedichte im Rahmen der Ginzburg-Landau-Theorie
gefunden werden, da die Kondensationsenergie 3.56 auch bekannt ist:

o |42 2 2\ 2 &L
7 :/_ [25 + Q?n* <qu; )> + 5 A2)*(2)? + atp(2)? + §¢(x)4

2m* c2

1
+ —BQ( ) — —H.B(z)| dx (3.58)
8 4

Zur Vereinfachung dieses langen Ausdrucks sollen die Ginzburg-Landau-Gleichungen
fiir dieses System geltst werden.

Mit der speziellen Wahl der Eichung gilt:

@) =~ (@A)
Joe=17J>=0
— B(x) = B(x)é, = —%éz

v — P — ﬁ¢
/\L ]04\
A B
A— Y B — o (3.59)

Dadurch nehmen beide Ginzburg-Landau-Gleichungen eine einfachere Form an:

2
%’f — K [(;/ﬁ - 1) Y+ 1/13] (3.60)
B2A
—5 = Anp? (3.61)

Als Randbedingungen betrachtet man die Falle x — oo, wo das System die ungestorten
supraleitenden Eigenschaften zeigt, und x — —o0, wo die ungestorte normalleitende
Phase existiert. Fiir den Ordnungsparameter und die magnetische Flussdichte lassen
sich entsprechend folgende Randbedingungen formulieren:

¢ T—00 1 B T—00 0
¢ T——00 0 B T——00 1
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Die beiden Differentialgleichungen 3.60 und 3.61 lassen sich l6sen, wenn man die erste

mit le—w und die zweite mit % mulitpliziert:

1d (dp\* d (1, , 1, , d A2
() - 2[(ar )i

k2dz \ dx - dx 2 dr 2
d1(dAN®_ o d A
dr 2 \ dz T dx 2
Ineinander einsetzen liefert:
d |2 (dp\? oo 4 [dAN?
i I ek 2—A — —_ =0 3.62
dx [mQ (dx) * Wiy dx (362)

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten kann der Fall + — —oo herangezogen
werden. Dann geht % = B nach 1, wihrend alle anderen auftretenden Terme, die 1

oder % enthalten, entsprechend nach Null gehen:

2 (dyp\? oo 4 (dAY?
/<;2<dx> +(2-A%W -y +<d:c) =1 (3.63)
——
—0 —1

Im anderen Grenzfall x — oo wird in Gleichung 3.62 A nach Null gehen, weil B nach
Null geht. Die Differentialgleichung vereinfacht sich dann zu:

dvp K 2
kLS

T \/5( ¥7)

Die Losung einer analogen Gleichung wurde bereits in 3.53 gefunden, so dass sich analog
ergibt:

¥(z) = tanh (\’%) (3.64)

Nun kénnen diese Ergebnisse sukzessive verwendet werden, um die Oberflichenenergiedichte
auszurechnen. Gestartet wird bei dem Ausdruck 3.58:

00 | 42 2 T 2 e* -
- [ + o (M) 4 g AP e + av( + o)’

e Ui ) Fae
+ B2y - 1HCB(90)] dx 3.59
8T a7
_AHE [ [2 <dw>2 (A% )+ (dA - 1)2] dr  [3.63
81 o | B\ dz dzx
2 oo 2
_ )\L;Zc 5 [i <21§> + % (Z‘;l _ 1)] dx |3.64 (3.65)
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Fiir A=0:
= ALHS (% 3—,4;2 dx ly = ix
8w  Jooo 5% 9 cosh? <%> V2

— ALH? [ Q 1 d
81 J_o K coshi(y) Y

AL H:2 /2 [2tanh(y) tanh(y) 1%
- 8 7 |: 3 3COSh2(y):| 00
. )\Lch
N 3271k

1.9\ H,2
= 8TK

Dieses Ergebnis deckt sich bis auf konstante Vorfaktoren gut mit dem Ergebnis der
London-Theorie.

Schliefllich soll das Verhalten in einem schmalen Abschnitt um die Phasengrenze x=0
betrachtet werden, so dass 1 rdumlich schwach variabel angenommen werden kann und
die Wirkung einer Anderung von H bzw. A analysiert wird.

Das Vektorpotential wird analog zur magnetischen Flussdichte einen exponentiellen
Verlauf annehmen, wobei noch unklar ist, auf welchen Léngenskalen dies geschieht:

Ansatz: A~ e /0 |3.61
1
2

Vergleicht man dies mit der Reihenentwicklung von 3.64 fiir kleine Anderungen in x,
so erkennt man:

1
ENRVES
Damit ist also der Beitrag des Vektorpotentials zur Oberflichenenergie negativ, da sie
mit [ % (% — 1) dz eingeht und entsprechend von der Ordnung O(—+/k) ist. Nach
3.65 ergibt sich damit fiir die gesamte Oberflichenenergiedichte ein Vorzeichenwechsel

1

bei k = 7% [10], so dass hiermit das Kriterium zur Unterscheidung zwischen Typ-I-

und Typ-II-Supraleitern entsteht:

< 1/v2 — Typ-I-Supraleiter
>1/v/2 — Typ-II-Supraleiter

Dieses Kriterium ist besser als das in 3.1.4 hergeleitete, da es weitaus genauer dif-
ferentiert, wiahrend die London-Theorie die Unterscheidung nur auf Grundlage einer
Abschéatzung der Groflenordnungen treffen kann.

3.2.4. Oberes kritisches Feld im Typ-ll-Supraleiter

Steigt die Dichte der Flussschldauche soweit an, dass deren Abstand von der Ordnung
der Kohérenzlénge ist, d.h. \/ny ~ &, dann findet der Ubergang zum Normalleiter
statt. Das vorherrschende Feld wird dann mit H.o bezeichnet und 1 wird in diesem
Fall entsprechend klein sein. Die Ginzburg-Landau-Theorie sollte in diesem kritischen
Bereich entsprechend plausible Resultate liefern.
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Aufgrund der Tatsache, dass ¥ im Bereich des Phaseniibergangs klein sein wird, kann
man in der zweiten Ginzburg-Landau-Gleichung alle nichtlinearen Terme vernachléssigen,
so dass gilt:

h2

Com*

ie* -\ 2
(V — hcA> Yv+ayp =0 (3.66)

Diese Gleichung entspricht der stationdren Schrédingergleichung eines Teilchens mit
Energie —a, Masse m* und Ladung e* im Feld H mit Vektorpotential A. Zur Bestim-
mung von H.y setzen wir zunéchst H = Hyé, und konnen dann die Landau-Eichung
A= Hyx nutzen, um 3.66 folgendermaflen umzuschreiben:

h2
2m*

ie*

2
52 + (ay _ H0x> 2

" V= —ab (3.67)

Wir wihlen einen Separationsansatz v k, . (7, y,2) = eFvytikzzy (1) und erhalten
einen Ausdruck mit der Form eines harmonischen Oszillators:

h? 1,
~ o [agun () + gm w? (z — 20)% un (x)} = epun () (3.68)
obei he
wobel  xg = ——+
0 S*HO Y
h2k?
€n=—a— —
2m*
2 _ e*?Hg
We = m*2¢2

Die Losung des quantenmechanischen harmonischen Oszillators ist bekannt und kann
an dieser Stelle verwendet werden, so dass als Losung fiir 3.67 folgt:

. —(z—wq)* T —
0
17Z}n7ky7kz ($7 y7 z) = e’L(kyy-f—kzZ)e 2aH2 Hn ( ag ) (369)
h
mit  a% =
m*we.

1
n — a hwc
€ <n+2>

Der kleinste Energiecigenwert (n = 0 und k, = 0) entspricht gerade dem hdchsten
magnetischen Feld, bei dem der supraleitende Zustand noch aufrecht erhalten bleibt,
da in diesem Fall der Ordnungsparameter entsprechend klein und flach verteilt ist:

1
€ =—-a= §hwc
2m*ea 2m*ca(T, —T) Dy
& Her == her he* - 22
= GH., = f

Dieses Ergebnis ist konsistent mit dem Phasendiagramm von Supraleitern am kriti-
schen Punkt (T, Heo), weil das Ergebnis Heoo(T¢) = 0 reproduziert wird. In der bis-
herigen Betrachtung wurde nur der Grundzustand der linearisierten Ginzburg-Landau-
Gleichung betrachtet, wobei die variable Anzahl an Flussschlduchen durch die Entar-
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tung in k, reprédsentiert wird. Im néchsten Abschnitt soll die eben abgeleitete Losung
als Startpunkt zur Konstruktion allgemeinerer Lésungen dienen.

3.2.5. Typ-ll-Supraleiter im Bereich H < H.,

Um eine Losung fiir die erste Ginzburg-Landau-Gleichung im Bereich H < Heo zu
finden, betrachtet man zunéchst die Grundzustandsfunktion (n = 0 und k, = 0) der
linearisierten Ginzburg-Landau-Gleichung in der x-y-Ebene im Feld H = Hg92:

Y(z,y) = Ceihvye=(2=20)* /267 (3.70)

C: Normierungskonstante

Fiir den Ansatz soll angenommen werden, dass die Losung fiir den Bereich H < Heeo
und 3.70 dhnlich sind, aber zusétzlich die Wirbelstruktur berticksichtigen. Daher setzt
man eine Superposition von 3.70 an, die entsprechend in x und y periodisch ist. 3.70 ist
in y-Richtung bereits periodisch (Periode: T}, = k ™) und so kann man k, nach nk, und
damit auch zg — x,, iibergehen lassen, wobei n der Index fiir die Superposmon ist:

e.)
= p(a,y) =C Y ke @mmn)®/2E (3.71)
n=-—oo
. 2mng?
mit x, =
Ty
Es kann in wenigen Schritten gezeigt werden, dass ¢ in x-Richtung quasiperiodisch mit
2
Periode T, = xpy1 — ©p = % ist, d.h. in unserem Fall bis auf einen Vorfaktor vom

Betrag 1:

P(a—Tpy)=C Y embve=(o-Tammn)?/2¢8

n=—oo

oo
—C Z emkyye—(x—wn+1)2/2§2

_C Z cim=1)kyy ,—(z—m)? /262

= e FVap(z,y)

Aufgrund dieser Tatsache ist |)|? strikt periodisch und die Fliche einer Einheitszelle
ist auf T, T, = 27&? begrenzt. Wir verallgemeinern 3.71, indem wir C' — C,, € C und
Chiv = Chp, v € N zulassen. Wir erhalten somit:

U(z,y) Z C, eimkyy (2= xn)? /26 (3.72)

n=—oo
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Die Pseudoperiodizitdt in x-Richtung bleibt weiterhin erhalten, wenn T, — vT:
w(ff - Tmay) = 1,[)(.27 - V(l'nJrl - :L‘n), y)

i 2rg? 2 2
_ C einkyye_(fv_V Ty —xn)? /28
- E n

n=—00
o0
— Z Cnei(n+y)kyy€_(z_x")2/2£2
n=-—o0o

= eiukyy¢($, y)

Die Fliche der Einheitszelle wird damit auf T, T}, = 27v€? beschrénkt und der Vergleich
mit 3.71 liefert v Flussschlduche pro Einheitszelle.
Zur Vereinfachung der Notation setzen wir k = k.

Experimentell sind zwei Gitterstrukturen bedeutsam:
1) Das quadratische Gitter
Hier gilt:

Ch=C+rv=1

Ty = n1y
2T
TLL‘ - Ty - ?
= yn(a,y) = C Y7 /T emnh) 2 (3.73)

Abbildung 3.7: [¢p|? fiir T, = T, = 1. An den Stellen, wo [1)|*> = 0 ist, befinden sich
die Flussschléuche.

2) Das Dreiecksgitter
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In diesem Fall gilt:

Cn: n+2(—)V:2
C1 =1iCy

= '%bA ($7 y) = Z einkye—(a:—mn)2/2§2 4 Z emkye—(ﬂi—mn)Q/?EQ

n gerade n ungerade
n T 2
=C Y [eQwiny/Tye—(z—'BT’f)Q/2£2 - ge2miny/ Ty~ (o= ) /252]
n gerade

- C Z e47riny/Ty (e—(x—nTm)2/2£2 +ieZwiny/Tyef(:rf(nJr%)Tz)2/2§2)

n=—oo

(3.74)

Abbildung 3.8: |1, |? fiir T, = 1 und T}, = 2. An den Stellen, wo |¢|?> = 0 ist, befinden
sich die Flussschléuche.

Als Néchstes soll die Normierungskonstante bestimmt werden.
Hierzu suchen wir wieder einen stationiren Ausdruck fiir die freie Energie bei einer

Variation von 1, d.h. §F < 0. Nach analogen Rechnungen wie bei der Herleitung der
Ginzburg-Landau-Gleichungen 3.46 erhélt man:

/ [_ 271n*

Zur Vereinfachung soll ab nun folgende Schreibweise gelten:

7

(Ev - %E) Y ‘ +aly? + Blylt| d*r =0 (3.75)

5 [ =T@

Das Feld H (7) im Inneren eines Flussschlauchs setzt sich aus dem externen Feld H
und dem Feld H®)(7), das durch die supraleitenden Stréme induziert wird, zusammen.
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3.2 Ginzburg-Landau-Theorie

Um das innere Feld fiir kleine Abweichungen von Hgo zu betrachten, schreiben wir
folgendermafien um:

H(F) = Hy+ H®(7) = Hpp + HY(7) (3.76)
wobei definiert wurde: HM(7) = Hy — Hpp + H® (7) = V x AW

Nun kann der Ausdruck 3.75 bis zur ersten Ordnung in AWM entwickelt werden, wobei
zusétzlich 3.70 verwendet wird:
1

2m* [?V B % (‘LTCQ " Em)]

he j [w* <v - %iﬁ’s) b (v " ie*ﬁs) w*} + Bl =

2
+alpP + Byt =0

2im*c he

Blylt — 70 A =

Blylt — AD(V x L H©) =

An dieser Stelle kann partiell integriert werden und mithilfe der London-Eichung VAL =
0 und der Quellfreiheit des magnetischen Feldes weiter umgeformt werden:

Bl|4 — iﬁ(s)ﬁa) -0 |ﬁ(s) m g

1
Bly|t — 47H(8)H(1) =0 (3.77)
7I

Zur Berechnung von H®) bzw. j(s) werden folgende Definitionen niitzlich sein:

Def(kanonischer Impulsoperator): II = EV — %ff(s)
- - he” o 40) (5)) — e o)
mit Vertauschungsrelation [II,,IL,] = (0yAy — 0:A) = —HY
ic c

Def(Leiteroperatoren): IIy = II, & 11,

Dass 111 tatséchlich Leiteroperatoren sind, kann an 3.67 leicht iiberpriift werden, wenn
man die Eigenschaften der Hermite-Polynome verwendet. Fiir den Grundzustand, den
wir in 3.72 betrachten, muss daher gelten:

0y — K%x _ eAgcs)) i <7?ay _ €A§S)>] p=0  (3.78)
1 C 1 C

Eichfreiheit: ¢ = \w|ei¢® (3.79)

und entsprechend ;) = <hV§l5 - A(S)> (3.80)

Setzt man 3.79 in 3.78 ein und separiert Real- und Imaginérteil, dann fiithrt ein Vergleich
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mit 3.80 zu:
) e*h
Jg(cs) = —%Q/Wz
, e*h
]3(/8) = 2m*a’r|¢’|2
i =0
Dass jgs) = 0 gilt, wurde bereits in der London-Theorie vorhergesagt, wenn das duflere
Feld in z-Richtung zeigt.
Mittels Maxwell-Gleichung kann nun das Feld bestimmt werden:
V x H®) = 475
_ *h
Integration fiihrt zu H) = —4x c |22 (3.81)
2m*c

Die Integrationskonstante wurde so gewihlt, dass fiir [1|> = 0 auch das durch die
supraleitenden Strome verursachte Feld verschwindet.
Gleichsam kann H(®) wegen 3.81 als eine Magnetisierung interpretiert werden:

B = Hy + 4r M)

M(S):_eh

2m*c

|42z <0

Dass die Magnetisierung negativ ist, macht Sinn, da Supraleiter grundsétzlich diama-
gnetisch sind.
Insgesamt erhélt man durch Einsetzen von 3.81 in 3.77 den Ausdruck

*h 7
0= IBW]H B an*c|¢|2 <H0 — Heo — 47T2(7371*c|¢|2>
mittels () = o f(7) ,wobei ¢i§ = ‘;'

_m’c ﬁ 1/2
e*h \ 27

2m*co

Ho=—
c2 he*

(3.82)

kann man vereinfachen:

= 1 _ H,
0=f1 <1 - M) — 72 <1 - ch) (3.83)

An dieser Stelle soll eine Grofle definiert werden, die spater Auskunft dariiber geben
wird, welche Gitterstruktur energetisch giinstiger ist.

4
Def(Abrikosov-Parameter): 4 = i—2
I2

Zum Schluss dieses Abschnitts sollen die Ergebnisse genutzt werden, um einige ther-

(3.84)
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modynamische Eigenschaften von Typ-II-Supraleitern im Bereich H < Heo abzuleiten:

B=Hy+ H® |3.81
H,

c2 5
53l 13.83,3.84 (3.85)

He. — Hy
© Ba(2s2 1)
Ho — B
1+ Ba(262 — 1)
B—-Hy  Ho—He
4 4AmBa(2k2 —1)

& Hy=DB+ (3.86)

(3.87)
Die Magnetisierung ist nahe des oberes kritischen Feldes linear in Hy.

Schlielich l4sst sich die freie Energie mit den obigen Ergebnissen sehr stark vereinfa-
chen, da sich aufgrund von 3.83 viele Terme aufheben:

Fs=Fo+ [ &ralv@? + ot

P aw) e+ L 3.83
2m* he 8 '
=y [ |-+ g ) 3.82
2 8
H% 4 1 Heo ,,\°
— F _ 627 H _ C 2 .
U 2n2+87r< 0 2R2f> 1385
. V [ 2 1 F H6272
— FO + g _H02 <1 — 2/{/2> @ + HO <HO - 12 f |384a 3.83
Vv r H2 _H2
g2 P20 | _poh, 3.86 3.88
v+ g |HE - s = (i) | (3.59)
\%4 [ (B - H02)2
ot gr i 1+ B84(262 —1) (B) (3.89)

Wie man an 3.88 oder 3.89 sieht, wird die freie Energie kleiner, wenn der Abrikosov-
Parameter kleiner wird.

In Appendix B wird die numerische Berechnung des Abrikosov-Parameters fiir das
Quadrat- und Dreiecksgitter vorgestellt. Es stellt sich heraus, dass das Dreiecksgitter
etwas stabiler ist als das Quadratgitter, so dass dieses auch hdufig in konventionellen
Supraleitern beobachtet werden konnte (Abb. 3.9).

3.2.6. Exkurs: Josephson-Effekt

Eine interessante Anwendung der Ginzburg-Landau-Theorie ist die Berechnung der
relativen Phase zwischen zwei supraleitenden Bauelementen, die sich im sogenannten
DC-SQUID (engl: superconducting quantum interference device) dazu eignet kleinste
Anderungen von magnetischen Feldern zu messen.
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Abbildung 3.9: Im Typ-II-Supraleiter NbSe, ordnen sich bei einem externen magneti-
schen Feld von 1T und einer Temperatur von 1.8 K die Flussschlduche
in einem Dreiecksgitter an. (aus[11])

Ausgangspunkt der Uberlegungen soll die Wahrscheinlichkeitsstromdichte 3.48 sein:

—ie*h e*?

J(7) = 5 W POVHT) = oV ()]~ ()P AT)
—ge* 2 |
= {w(f) (v - m*CA(m) () - c.c.] = ]2
- t:;i\w‘? [V(I) - ;;/T(f)] 5.90)

Wie im Abschnitt 3.2.3 gezeigt wurde, weisen eichinvariante Losungen der Ginzburg-
Landau-Gleichung ein Vektorpotential A(7) = %VCI)(F) auf, so dass aufgrund der zwei-
ten Ginzburg-Landau-Gleichung 3.49 die Wahrscheinlichkeitsstromdichte Null ist.

An der Grenzfliche zwischen Supraleiter und Normalleiter sollte ohnehin kein Wahr-
scheinlichkeitsstrom in die normalleitende Phase flielen, d.h. ;ﬁ = 0, falls 77 der Ein-
heitsvektor auf der Grenzfiche ist. Dementsprechend muss der kanonische Impuls an-
gewendet auf ¢ in Richtung der normalleitenden Phase auch verschwinden:

7i [ﬁv -~ e/‘f] w=0
i c

An dieser Stelle ist jedoch wichtig zu erwéihnen, dass der Ordnungsparameter beim
Ubergang in die normalleitende Phase nicht sofort verschwindet, sondern gegeben durch
die im letzten Abschnitt hergeleitete tanh-Funktion abklingt. Um dies nicht auler Acht
zu lassen, wird auf der rechten Seite der Gleichung ein Term —%w ergédnzt, wobei b ein
Parameter fiir die Eindringtiefe von 1 ist.

i [ﬁv _ e/f] b= —1y (3.91)
1 c b
Demzufolge ist es moglich ein Tunneln in einer Supraleiter /Nicht-Supraleiter /Supraleiter-
Verbindung zu erwirken, wenn das nicht-supraleitende Element schmal genug ist (Abb.
3.10). Dadurch ist es also méglich permanente supraleitende Strome in einem supra-
leitenden Ring zu messen, auch wenn ein kleines nicht-supraleitendes Element dazwi-
schengeschaltet wird. Dieses Phénomen wird als Josephson-Effekt bezeichnet und kann
sowohl bei einer ” Verunreinigung” durch einen Normalleiter als auch durch einen Nicht-
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leiter beobachtet werden.

|'w)?
—_— 20t —
\ | /
Y I /
III". 15r ."
NL f
SL \ ! ' SL

N

-5 5

Abbildung 3.10: Die Anordnung von zwei Supraleitern (SL) im Bereich |z| > 4 mit
einer schmalen normalleitenden Phase (NL) dazwischen -|z| < 4- er-
laubt einen Tunnelstrom zwischen den beiden supraleitenden Elemen-
ten. Quantitativ kann die Wahrscheinlichkeitsstromdichte durch ein
gekoppeltes Gleichungssystem fiir den Ordnungsparameter beschrie-
ben werden.

Kennzeichnet man das linke supraleitende System mit einem Index 1 und das rechte
mit 2, dann lautet der allgemeinste lineare Ansatz -analog zu 3.91- zur Beschreibung
dieses Systems:

d et
Y1 = Mups + Mio < — lhech> P2

dx
d ie* d ie*
LA ) = M Moo [ - 4, 92
(da; e > P 2112 + Mas <dx e ) () (3.92)

Bedingungen an die Koeffizienten M;; kénnen durch die Stromerhaltung j;(0) = j2(0)
einfach festgelegt werden, wenn man diese reell wihlt:

*2

jk(x):_ie*h{ ;;(x)[d eAm] wk(x)—c.c.} ke{1,2) [3.92

dx B m*c
. . —ze*h % 1 M11
ji(z) = ey { 2 |:M12¢1 - M121/12] - C-C.}

jo(x) = —ieth {T/ff [Mmlﬁl + <M21 — M22MH> ¢2] — C-C.}

2m* M12 M12
71(0)=352(0) Moy — ]2\24 1 _ My,
12
— det(M) =1

Abhéngig von den speziellen Eigenschaften eines Systems dienen die verbleibenden Frei-
heitsgrade in der Festlegung von M;; dazu, diese Eigenschaften zu parametrisieren.
Als einfaches Beispiel soll hier der Fall einer schwachen Kopplung zwischen den beiden
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Supraleiterabschnitten betrachtet werden. In diesem Fall sind die Diagonalelemente
Mi1 = My = 0 und die auflerdiagonalen Elemente Mo = —Mim = \. Setzt man dies
in die Wahrscheinlichkeitsstromdichte ein, erhélt man fiir 3.92 und die Wahrscheinlich-
keitsstromdichte:

ie* 1
Optn — %Aﬂbl = Xiﬁz

Ozth2 — %Am = %wl (3.93)
. —ieth | (1 ie*A 1, ie*A*
SJr=j1=j2= 5 2 [@01 (/\1112—1- e Mﬁ) — 1 <)\*?/J2 e m¢1>:|
6*2
- TAx|¢1|2
mrc

Unter Vernachléssigung von Spin-Einfliissen sind die supraleitenden Eigenschaften zeit-
umkehrinvariant, so dass man durch Zeitumkehr von 3.93 ablesen kann, dass A € R.
Damit kann die Stromdichte noch weiter vereinfacht werden zu:

—ie*h

Jo = m@/ﬁ% — P13)
(3.94)
Nun soll zur weiteren Diskussion der Fall behandelt werden, dass beide Bereiche des

Supraleiters aus demselben Material stammen, d.h. 11| = [¢2| = [¢|, wobei wieder die
Polarform 1; = |¢j|ei¢’j verwendet wird:

“h
Jo = sl sin @y (3.95)
= Jm sin @21 (3.96)
mit (I)Ql = (I)Q — (I)l
. €h 5

Jm bezeichnet hierin den maximalen Stromfluss in dem System. Die Messung der relati-
ven Phase ®91, die spéter noch in einer praktischen Anwendung vorgestellt werden soll,
wird mithilfe von externen elektromagnetischen Feldern ermdoglicht. Hierbei wird von
der Eichinvarianz der elektromagnetischen Potentiale Gebrauch gemacht. Die grundle-
gendsten Relationen seien an dieser Stelle kurz aufgelistet:

H=VxA E:—w—latff
c
L 1
A — A+ Vx(7,t) b — ¢ — Eatx(ﬁ t)
wobei x(7,t) eine beliebige differenzierbare Funktion ist.

Zu Beginn des Abschnitts 3.2.3 gelang es, eine eichinvariante Losung ¢ = [1)]e!® der
Ginzburg-Landau-Gleichungen zu konstruieren, deren Phase den Zusammenhang A =
%VCID erfiillt. Hierauf kénnen nun die Eichtransformationen der elektromagnetischen
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Potentiale angewendet werden:

.
A= e—fV@ |+ Vy (3.97)
- h *
A+vVyx="2vV [(I)Jrevx}
e* he
=35+ Vy
he

Somit konnte die dazugehorige Eichtransformation fiir die Phase des Ordnungsparame-
ters gefunden werden.

Die Zeitentwicklung der Phase kann mithilfe eines eleganten Arguments iiber die Ei-
chinvarianz hergeleitet werden. Hierzu verwendet man, dass im schmalen Bereich zwi-
schen den nichtsupraleitenden Materialien ein anndhernd rdumlich homogenes elektri-
sches Feld, das einem Potential ¢9; entspricht, vorliegt. Damit kann die zeitabhéngige
Schrodingergleichung fiir 3.93 mit Kopplungskonstanten K folgendermafien geschrieben
werden:

thOy = Ern + Kb
thOyps = Eothy + K1)y
(3.98)

Setzt man nun fiir jedes v die Form [1)|e’® ein und trennt nach Real- und Imaginirteil,
so erhélt man:

iBln| = hlr|®] = Ey|ib] + K |iho]ei®2
iR\l — Tlio| @y = Ealiha] + K|i|e P2

Realteil:
—h|y1|®) = Ex[¢n] + K|iha| cos(®a1)
—hltpa| @, = Ealba| + K |ih| cos(Pa1)
Imaginérteil:
hln| = Klio| sin(®
Alo| = —K|¢1|sin(®21)
Verwendet man nun die Symmetrie des Versuchsaufbaus (|11] = [12]), so kann an 3.99
die Erhaltung der Cooperpaare abgelesen werden: || = —[t1].

Fiir den Realteil ergibt sich unter Beriicksichtigung, dass die Differenz in den Energien
FE5 und Eq durch das Potential ¢9; hervorgerufen wird:

—h|ho| @3y = (Ba — Er)|io)| |Ey — B = —€"¢a

e*
0rPa1 = _E¢21
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Nun kann Gebrauch von der Eichinvarianz gemacht werden.
O Po1 + %@1 =0 |Eichtrafo
0P 0—0 —¢o1—— O x =0
1 Po1 + (G X + h¢21 e tX
= By = ) — %@ﬁ 13.95

. o e
Jo(t) = jmsin(®) — =)

I
<
3
A
=
=
N

|

g

ot

Die letzte Gleichung sagt aus, dass sich aufgrund des Tunnelns auf beiden Seiten
zuséitzlich zum statischen elektrischen Feld eine oszillierende Spannung einstellt. An-
schaulich riithrt dies daher, dass sich wegen des elektrischen Feldes eine Vorzugsrichtung
fiir das Tunneln etabliert und dies solange geschieht, bis sich aufgrund der Uberzahl an
getunnelten Elektronen ein Gegenfeld einstellt und bevorzugt in die andere Richtung
getunnelt wird usw.

Betrachtet man den Effekt eines schwachen magnetischen Feldes -dies wird angenom-
men, damit die Dynamik von supraleitenden Vortizes den Effekt auf die Phase des
Ordnungsparameters nicht iiberragt-, so liasst sich der eichinvariante Ausdruck 3.97
durch Integration dazu verwenden, die Ortsabhéngigkeit der Phase ®5; im nichtsupra-
leitenden Bereich zu bestimmen:

A= 71qu>
(&
P
By = 0P + =5 / Adr (3.100)
Q9 Jy

Das Ergebnis wird in Einheiten des Flussquantums geschrieben, weil in der nun vor-
gestellten Anwendung das Verhéltnis zum gesamten Fluss wichtig ist. Grundsétzlich
beschreibt 3.100, wie sich relative Phasen durch ein externes magnetisches Feld berech-
nen lassen.

Es wird nun ein Versuchsaufbau vorgestellt, der es erlaubt, auch kleinste Anderungen

im magnetischen Feld durch eine prézise Strommessung zu erfassen. Hierzu wird der
Aufbau in Abb. 3.11 verwendet:
Ein dufleres Magnetfeld H =V x A wird an ein supraleitendes Quadrat angelegt, wobei
beide senkrecht zueinander sind. Innerhalb des Quadrats befinden sich auf der Ober-
und Unterseite zwei Josephson-Verbindungen, die Einfluss auf den Strom nehmen wer-
den. An der linken und rechten Seite wird mithilfe eines Messgerits der Gesamtstrom
I gemessen. Das Magnetfeld soll immer in dieselbe Richtung zeigen und nur in seinem
Betrag variieren, weswegen man diese Konstruktion als DC-SQUID bezeichnet.

An der Stelle 1 teilt sich der Strom I auf den oberen und unteren Abschnitt des
Quadrats auf, d.h.

I=1,+1,
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Abbildung 3.11: DC-SQUID: In einem supraleitenden Quadrat wird aufgrund eines
angelegten magnetischen Feldes senkrecht zur Bildebene ein Strom
I induziert, der mittels oben und unten eingefiigter Josephson-
Verbindungen in Abhéngigkeit des magnetischen Feldes oszilliert.

,wobei I, den Strom im unteren Abschnitt und I, im oberen Abschnitt bezeichnet.
Die Indizes sollen im Folgenden allgemein zwischen oberer und unterer Josephson-
Verbindung unterscheiden. Beide Teilstréme werden entsprechend 3.100 moduliert. Ver-
wendet man zusétzlich, dass I = [ A fdff, wenn A die Querschnittsfliche des Leiters ist
und 3.96, so lédsst sich schreiben:

I = Iz SIN(ADQy) + Inag,o SIn(AP,)

Die konstante Phase ®© wurde zu Null gesetzt und die beiden A® deklarieren ent-
sprechend die Phasenédnderung, die durch die Josephson-Verbindung ensteht.

Unter der Annahme, dass der obere und der untere Teil des Quadrats baugleich sind
(Imaz,u = Imaz,0 = Im), verwendet man die Additionstheoreme, um den Gesamtstrom
I umzuschreiben:

(3.101)

[ =27, sin <M’O+M’u) cos <M’0—M’u>

2 2

Die Phase ® des Ordnungsparameters kann durch eine Wegintegration (Weg C in Abb.
3.11) iiber das Quadrat gewonnen werden. Es muss nur bedacht werden, dass sich bei
Wiederkehr an den Anfangspunkt die Phase nur um ein Vielfaches von 27 geéindert
haben kann, denn sonst hétte sich der Zustand des Systems damit gedindert. Der Inte-
grationsweg soll im Uhrzeigersinn verlaufen.

2mn = % Vodr |Phasenénderungen nur an Phasengrenzen moglich
C
mit n € N
=(Dp — Dy) + (Pc — Pp) + (Pg — o) + (P — Pg) (3.102)
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Die auftretenden Differenzen mit a,b und c,d kénnen nun mittels 3.100 berechnet wer-
den:

or [0 .
Dy — D, = AD, + (I)/ Adi (3.103)
0 Ja
or [
Dy — D, = Ad, + <1>/ Adr (3.104)
0Je

Die Phasenénderung innerhalb der supraleitenden Strecken kénnen iiber 3.90 berechnet
werden:

o, — &) = / Vodi 13.90
b
or (€[ - 4m)2 .
== A L ar 3.105
Do Jp ( * C3j> " ( )
P, — By = / Vodi 13.90
d
2 [ o AwA} -
_ T <A + = Lj) dF (3.106)
q)(] d C

Aus den Ausdriicken 3.102-3.106 werden nun die fiir 3.101 bendtigten Phasendifferenzen
berechnet:

2 S 27 A \2 =
Ad, — AD, = 21n + & ¢ Adi+ 2L / a7
q)o C q)() C ’
——

= / HdA = & : Gesamtfluss
A(C)

Die Kontur C’ umfasst denselben Weg wie C abgesehen von den nichtsupraleitenden
Abschnitten.
Die Leiterabschnitte sind gewohlich sehr viel dicker als O(Ar,) und legt man dariiberhinaus
den Pfad C’ sehr weit innerhalb des Leiterelements, ist der Strom j bereits sehr stark
abgefallen, so dass der letzte Term ohne groflen Fehler vernachléssigt werden kann. Der
gewonnene Ausdruck kann dann in 3.101 eingesetzt werden.

27 d

Ad, — AD, =27n + —— 13.101
P

i) i)
I =2I,sin (ACDU + g(}) cos (;())

Mithilfe der maximalen Stromamplitude I, kann man letztlich auch eine sehr kleine
Anderung im magnetischen Feld bestimmen:

ol
=0
O0AD,,
T 1
A(I)u mazx - = 5
= ; + oy <n + 2) T

Imaa: = |I(q)u,max)‘ = 2Im

TP
cos | —
00

45



3.2 Ginzburg-Landau-Theorie

Da das Flussquantum ®q sehr klein ist und im Nenner des Kosinus steht, wird die
Stromamplitude bei kleinsten Anderungen des Magnetfeldes und damit auch von ®
einen groflen Effekt auf den maximal gemessenen Strom haben.

In den letzten Jahrzehnten hat das Interesse an SQUIDs zugenommen und es wur-
den raffiniertere und vielseitig anwendbare andere Instrumente entworfen, die sich
grundsétzlich das Tunneln von supraleitenden Elektronen zunutze machen [12].
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4. Mikroskopische Theorie fiir konventionelle Supraleiter

4.1. Einleitung

Das mikroskopische Versténdnis der Supraleitung wurde 1957 durch die Physiker Bar-
deen, Cooper und Schrieffer (BCS) ermoglicht [13]. Bereits mit der London- und der
Ginzburg-Landau-Theorie wurde insoweit der Grundstein gelegt, als dass in beiden
Theorien der Gedanke eines makroskopisch besetzten kohédrenten Quantenzustands Ein-
gang findet.

Grundlegend fiir das Verstéindnis der Supraleitung wird die sogenannte Cooper-Paarung
sein. Hierbei wird es sich um ein attraktives Potential zwischen Elektronen in einem
Kristallgitter handeln, was letztlich zu einer Energieliicke gegeniiber den normalleiten-
den Elektronen fiihrt. Diese Energieliicke ist nun der Grund dafiir, dass die Cooper-
Paare keine Anregungen durch die gewohnlich moglichen Wechselwirkungen in einem
Festkorper erfahren konnen und damit widerstandsfrei ihre Ladung transportieren
konnen. Das attraktive Potential ist aber sehr schwach und so ist die Cooper-Paar-
Bildung nur bei sehr tiefen Temperaturen maoglich.

Die BCS-Theorie ist erfolgreich auf viele Supraleiter angewendet worden, wobei diejeni-
gen Supraleiter, die sich mithilfe einer Elektronen-Phononen-Wechselwirkung beschrei-
ben lassen, als konventionelle Supraleiter bezeichnet werden.

Innerhalb der BCS-Theorie ist eine Formulierung fiir eine hochstmdogliche kritische Tem-
peratur T, moglich. Diese ist materialunabhéngig und liegt bei etwa 30K. Zu Beginn
des zwanzigsten Jahrhunderts wurde eine Reihe von Materialen (sogenannte Kuprate)
entdeckt, die noch weit oberhalb dieser Temperatur supraleitend sind und somit nicht
durch die BCS-Theorie beschrieben werden kénnen. Zur Abgrenzung von den kon-
ventionellen Supraleitern werden diese Materialien Hochtemperatur-Supraleiter oder
unkonventionelle Supraleiter genannt. Auf diese soll im Rahmen dieser Arbeit nicht
eingegangen werden.

Im Rahmen der BCS-Theorie rechne ich zunéchst die Bindungsenergie eines Cooper-
Paars nach. Aulerdem bestimme ich die Kommutationsrelationen der Cooperpaarerzeu-
ger und -vernichter und derjenigen fiir die Bogoliubov-Valatin-Quasiteilchen. Danach
leite ich die Koeffizienten des BCS-Grundzustands aus der Annahme eines kohérenten
Zustands explizit her. Bei der Minimierung der Grundzustandsenergie rechne ich die
ausgelassenen Schritte aus Lehrbiichern nach und bestimme darauf aufbauend die
Anregungsenergie eines Cooper-Paars. Hierauf folgen dann meine Berechnungen zur
Bogoliubov-Valatin-Transformation, die die schrittweise Herleitung der Verteilungs-
funktion und die Bestimmung der Anregungszustidnde umfasst. Zuletzt berechne ich
numerisch die Temperaturabhéingigkeit der Energieliicke und die kritische Temperatur
(Appendix C).
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4.2. Herleitung des Frohlich-Hamiltonians

Der wichtigste Ausgangspunkt zum Verstindnis der BCS-Theorie wird darin bestehen,
die attraktive Wechselwirkung von Elektronen in einem periodischen Potential (Tonen-
gitter) und einem Fermi-See (gebundene Elektronen im Gitter) nachzuvollziehen.
Hierzu sind einige Néherungen auf den Hamiltonian des supraleitenden Festkorpers
anzuwenden, der generell folgende Gestalt hat:

H = He + Hlon + Heflon

=2
D5 1 1
= 5 T *CZ = = (4.1)
i 2m 2 it |T'i —Tj‘
J 1 ~ .
m
+ oM + 5 Z Vlon(Rm - Rm’) (42)
m m#m’
+ Z Vel,Ion('Fi - ﬁm) (4'3)
7,m

Der Ausdruck 4.1 umfasst die kinetische Energie der Elektronen (Masse m) und die
Coulomb-Abstoflung zwischen den Elektronen. Der Faktor % dient zur Vermeidung von
Doppelzédhlungen und c ist die Kopplungskonstante der e-e-Wechselwirkung.

In 4.2 ist zunéchst auch wieder die kinetische Energie der Rumpfatome und zusétzlich
die Wechselwirkung V7., der Rumpfatome untereinander vertreten.

Schlieflich taucht noch die e-Gitter-Wechselwirkung V¢ 7o, in Term 4.3 auf.

Im ersten Schritt wird 4.2 genéhert. Hierzu macht man sich zunutze, dass die Rumpfato-
me durch die Gitterwechselwirkungen grundsétzlich jeweils eine ausgezeichnete Ruhe-
lage RSS) haben. Verschiedenste Storungen des Gitters fithren dann zu einer kleinen
Abweichung i, von dieser Ruhelage, so dass sich fiir die Lage des m-ten Gitteratoms
folgender Ausdruck ergibt:

R, =RY + i,

Die hierin implizierte harmonische Nidherung erlaubt eine Reihenetwicklung des Wech-
selwirkungspotentials.

‘/}on(ém - ﬁm/) = Vjon(ﬁg@)) — E(O? + Um — ’Jm/)

~ Vion(R©) — }?7(3,)) + (U — ﬁm')vgvlon(ﬁﬂgzggg)_ﬁ(og
1, , VON(l b O Vion(R) 4.4
+ 5 Vuzl(um - um’)(um - um’)m‘ﬁzﬁg)—ﬁﬁg ( ) )

Der zweite Summand ist Null, da die Ableitung des Potentials an der Gleichgewichtslage
ausgewertet wird. Bei der Berechnung dieser gekoppelten harmonischen Oszillatoren
stofit man auf Normalmoden mit Wellenvektor ¢ und Winkeldispersion wy (7). Bei der
Herleitung des attraktiven Potentials spielen nur die akustischen Phononen (w(q— 0) =
0) eine entscheidende Rolle, weswegen nur diese im Folgenden betrachtet werden sollen.
Hierbei deutet A die Unterscheidung der jeweiligen Moden aufgrund ihrer Polarisation
an: Es existieren jeweils zwei transversale Zweige und ein longitudinaler Zweig.
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In der Impulsdarstellung lautet 4.2 damit:

Hion — Hppon = 7(2])/\,(]17)\ —q + M wA(®UA (j’u/\ q)

R
mit Fouriertransformation: 1, = \/» Z 1 | ——5— 9 Mw (D@zq b)\,q + b>\ q) (4 5)

€ ist der Polarisationsvektor und N gibt die Anzahl der Gitteratome an.
Mittels Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren kann dies in einen einfachen Ausdruck
umgeschrieben werden:

1
Hphon = Z T () <b§7q‘b)\,q"+ 2)
Aq

Die ionische Wechselwirkung ldsst sich also aufgrund der harmonischen Néherung in
der Impulsdarstellung als Uberlagerung unabhéngiger harmonischer Oszillatoren mit
Wellenvektor ¢ umschreiben.

Analog lésst sich die e-Ion-Wechselwirkung aus 4.3 mittels Taylor-Entwicklung ver-
einfachen, wobei fiir den i-m-ten Term gilt:

Vvelflon(f’i - ém) = V:al Ion( ég) m)
~ Vel— Ion( R'gg)) _umv Vel Ion( )|F:Fi—ﬁ£2)

Der erste Summand beschreibt die Wechselwirkung der Elektronen mit einem statischen
periodischen Gitter ( wenn die Summe iiber i,m ergénzt werden wiirde). Aus diesem
Grund soll dieser Term erst bei der Diskussion von 4.1 wieder aufgegriffen werden.
In der Impulsdarstellung der zweiten Quantisierung lautet der verbleibende Term:

Vel—1on = Z (VF' el—Ion(m‘szi_R’$>)E,Elcg/,gcg,ﬂ

= =

k.k o

1 (R )7 ;
«_RO)EE = V/d?’?“el( (V5 et—Ton(7)| s _ 5)

77:7‘7; T4

mit: (VVe—on(7)]
v: Volumen der Einheitszelle

Durch partielle Integration des Matrixelements erhélt man:

|

—i(k—Fk)- /d‘sre ik~ k)TVel ton(7)] o RO |Fourier-Transformation
v

— 1 > oy
= i(F = Ry OR S (F — )

Setzt man das errechnete Matrixelement wieder ein und verwendet fiir i, die Fourier-
transformierte 4.5, so gelangt man zu:

= / 7RO t -
He_phon = - Z;, \/; ‘ﬂelq bAq + b>\ q)cg/ CE,a(k —k)

om,k,k" NG

=

ei( h )ng) ‘/el—]on(E k
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Die Summe iiber m kann einfach ausgefiihrt werden, wobei aufgrund der Periodizitéat
des Gitters gilt:

ze' FRR =NY 0w

G

Im Argument des Kronecker-9 sollen Umklapp-Prozesse in die erste Brillouin-Zone ver-
nachldssigt werden (é = 0), was bedeutet, dass nur die Effekte in der ersten Brillouin-
Zone eine Rolle spielen sollen. Diese Annahme impliziert longitudinale Polarisation, da
der Beitrag aus k + ¢ = k nur dann ungleich Null ist, wenn &) (q) || 7 ist. Damit ergibt
sich fir He_jon:

He phon = \/> Z ((j)(jV( q_)(b + bT )CE+ C];g
k o,q
= Z Mq‘ bg + bT—fT)C]J[g}q;gCE,U (4.6)

k7o-7(j’

: _ i | b
mit Mg = 7\/N m€A<®W(—J) (4.7)

Damit der Ausdruck weiterhin hermitesch ist, muss wz = w* 7 gelten.

Physikalisch wird die Wechselwirkung zwischen den Elektronen und dem Gitter nun
also durch elatische Stéfe zwischen Elektronen und Phonen modelliert.

Der erste Term in 4.6 ist die mathematische Formulierung einer elastischen Wechsel-
wirkung zwischen einem einfallenden Elektron mit Wellenvektor k und Spin o, das ein
Phonon mit Wellenvektor ¢ absorbiert und entsprechend mit Wellenvektor k + ¢ und
Spin o fortbesteht. Der zweite Term beschreibt die Alternative, dass ein Elektron mit
Wellenvektor k und Spin ¢ ein Phonon mit Wellenvektor —¢ emittiert und entsprechend
als Elektron mit Wellenvektor k — ¢ und Spin o weiterexistiert.

Die Elektron-Elektron-Wechselwirkung wird in Hartree-Fock-Néaherung die Form des
gesamten Hamiltonians nicht d&ndern und kann deshalb in eine effektive Masse absor-
biert werden. Fiigt man die bisherigen Nadherungen zusammen, so erhélt man unter
Vernachléssigung der reinen Elektron-Elektron-Wechselwirkung;:

H = Ho + He_phon (48)
wobei HO_Z kcq ck_g+Zhwcj')b +b" 7
ko q

D.h. Hy ist der Hamilton-Operator der freien Elektronen (Energie: ¢;;) und Phononen
(Energie: hw(q)).

Der néchste Schritt besteht darin, eine unitére Transformation zu finden, die die Elektronen-
Phononen-Wechselwirkung moglichst entkoppelt, so dass die e-Phon-Wechselwirkung
eine einfachere Gestalt annimmt. Der Transformationsoperator U soll als Reihe der
Form U = e geschrieben werden.

H =eSHe®
Unitaritéat: (e_S)T (e_s) =1
St=-8
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Der Operator S ist also antihermitesch. Die Transformation wird so gewéhlt werden,
dass sie proportional zu My ist, d.h. innerhalb einer Reihenentwicklung koénnen die
Terme der Ordnung O(M?3(g)) vernachlissigt werden:

, 1 1
H ~ (1—S+252>H<1+S+252>

1
= 1 +[H,5] + 51,5, 5 4.8
1 1
= Ho + He_phon + [Ho, 8]+ [He,phon, S] + 5[[Ho, S, S] + 5 [[He, phon, 5], 5]
! 1 4.9
=0 = = Q[He—Phona S] = O(Mg»)
Als Ansatz zur Realisierung dieser Forderung dient eine Reihe mit Koeffizienten « Fidor BE do
0= Heoppon+(Ho, 8] |Ausate: § = 37 My (0 b+ g bl o) o %,
E,(T,O’
(4.9)
= 1= agg (6~ gt @) (4.10)
1="Fq (6;; ~ g hw@) (4.11)
=S=> M; ! by + ! o)l e (412)
i q EE_6E+Q'+ hw((j) q GE_6E+§_M(® —q k+go ko

Dadurch ergibt sich fiir den transformierten Hamilton-Operator H :

’

1
H = Hy+ §[H€—Ph0n7 S] ’412

1
— — — _ - T T = 21 _/ P T T ha
= Ho + 9 Z Mqu [(bq + b—é’) CE+qjaCk,U’ (ak q bq + Bk ,q b—q’) CE’+q’,a’ % o ]
E,(T,U,E/,q/,al
In diesem Ausdruck treten vier verschiedene Kommutatoren der phononischen Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren auf:
( ( Tt
bgby b_ql)qz b(jb_q, b_qb_q!

(4.13)

Es sei angenommen, dass keine Mehrfachstreuungen stattfinden, so dass der erste und
letzte Term verschwinden. Die verbliebenen Terme konnen mittels der Kommutator-

beziehung fiir bosonische Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren [bT_(j, bq_/] =—0_ iid
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verrechnet werden, so dass wegen 4.10 und 4.11 folgt:

Prg— %q= 2
(EM - 6;;) - (hw(q))?

1
= i[He—Phonys} = VFT
_ Fr 1 T . .
= Z VE,(TCEHT,UCIL@,U’CICIJICk,o
E,(T,U,El,o/
M-’2 hiw 2
mit Vqu = | Mg (R (@) (4.14)

(cgog—ep) — (ho(@)?

Dies ist letztlich der Ausdruck fiir das Frohlich-Potential, das die Wechselwirkung
zwischen Elektronen und Gitter vollstindig entkoppelt von den Termen der freien Elek-
tronen und Phononen darstellt:

H=H,+ VF’I‘
= ! f Pt
=D G T M@+l - Y Ve el ep g, (415)

Die freien Phononen werden keinen physikalischen Beitrag leisten, da sie nicht an die
Elektronen koppeln. Dementsprechend kann V" die Wechselwirkung der Elektronen
untereinander durch Kopplung an Phononen beschreiben.

Aus 4.14 kann leicht abgelesen werden, wann es zu einer Anziehung zwischen Elektronen
kommen kann:

k4 | > 0,sonst

wp bezeichnet die Debye-Frequenz, die die maximale Schwingungsfrequenz eines Git-
ters angibt, bevor dieses auseinanderbricht.

Zusammenfassend lisst sich also sagen, dass Elektronen oberhalb der Fermioberfliche
in einem periodischen Potential durch Streuprozesse mit Phononen ein attraktives Po-
tential untereinander spiiren kénnen.

Anschaulich geschieht dies dadurch, dass ein Leitungselektron beim Durchqueren ei-
nes Kristallgitters die néchstliegenden Gitteratome anziehen wird und auch wenn das
Elektron bereits nicht mehr da ist, eine effektive positive Ladung zuriickbleibt, da die
schweren Gitteratome ldnger brauchen, um in ihre Ruhelage zuriickzukehren. Dies fiihrt
nun dazu, dass ein weiteres Elektron diese effektive positive Ladung spiirt und in die
Richtung des ersten Elektrons gezogen wird.

Die Bindungsldngen kénnen dabei einige hundert Nanometer betragen [2]. Die Bin-
dungen sind also entsprechend schwach, so dass allzu grofie thermische Anregung diese
Bindung wieder aufbrechen kann. Hier erkennt man bereits ein erstes Indiz, dass Supra-
leitung nur bei tiefen Temperaturen auftreten kann. Auf diesen Aspekt soll im Rahmen
der BCS-Theorie ndher eingegangen werden.

Mit den bisherigen Ergebnissen kann zudem der Isotopeneffekt erklidrt werden. Der
Isotopeneffekt wird beispielsweise bei Quecksilber [14],[15] beobachtet und stellt eine
Relation zwischen der kritischen Temperatur 7, und dem Isotop eines jeweiligen Ma-
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terials her: T, o ﬁ, wobei M die Massenzahl ist. Anhand von 4.7 und 4.14 erkennt
man sehr gut, dass die Bindungsenergie der Elektronen-Paare invers proportional zur
Masse der Gitteratome ist. Das bedeutet, dass schwerere Gitteratome eine héhere Bin-
dungsenergie erzeugen, so dass die kritische Temperatur niedriger ist. Dies deckt sich
qualitativ mit Abb. 4.1.

ulﬂ-

© AUTHOR'S VALUES

_=.. MAXWELL'S YALUES

LA o

TRAMSITION TEMPERATURE (*K)

2
2
T

4120

e 100 202 204
AVERAGE MASS NUMBER

Abbildung 4.1: Isotopeneffekt: Auf der Ordinate ist die kritische Temperatur T, von
Quecksilber gegen die mittlere Massenzahl der Gitteratome im Queck-
silbergitter abgetragen. Die Messungen zeigen, dass mit steigender Mas-
senzahl eine niedrigere krtische Temperatur vorliegt. (aus [14])

Der Hamiltonian, der im Rahmen der BCS-Theorie verwendet wird, stellt eine noch-
malige Vereinfachung des Frohlich-Hamiltonians dar, weil aufgrund des schmalen Ener-
giebereichs in 4.16 und der Annahme der Isotropie das Wechselwirkungspotential als
konstant angenommen wird:

u
e )7y e — gl < hw(@) < hwp
2VE"§ - {0 sonsqt (417)

Aus der Konstanz des Potentials folgt auch dessen Isotropie, weswegen bei der Kopplung
der Elektronen (fermionische Statsitik) nur die antisymmetrischen Singulett-Zusténde
in Frage kommen, d.h. o = —0. Zudem gilt im Schwerpunktsystem des Cooperpaars:

'/

k' = —k. Damit wird aus 4.15 unter Vernachlissigung des freien Phononenbeitrags, der
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keine physikalische Relevanz fiir die Supraleitung hat:

HBCS _ Z e-ch cr Z VF” f el =~ ¢» |Summe ¢ ausfithren
£~ K ko ot k.q k+q70 —k—q,— o —k~0 o |
k‘,O’ k7Q7

—

k+q—k, k—

_ IS Fr A ol
o EkCE,a k,o + QZ Vk i k’cﬁ Tc—k¢ —F Gk (4'18)

=/

u
{—l, 7‘612_513" < hwp (4.19)

0 ,sonst

4.3. Das Cooper-Problem

Ein entscheidender Schritt zum mikroskopischen Verstédndnis der Supraleitung war die
Losung des sogenannten Cooper-Problems [16].

Hierbei handelt es sich um die Losung der Schrédingergleichung fiir zwei Elektronen
oberhalb eines gefiillten Fermisees mit einem attraktiven Potential aufgrund der Pho-
nonenwechselwirkung (siehe 4.2).

Das Ergebnis wird sein, dass fiir eine beliebig kleine Anziehung zwischen den Elektro-
nen ein Bindungszustand existiert.

In der BCS-Theorie wird dieses Ergebnis auf viele Elektronen verallgemeinert.
Zunéchst soll aber die Losung des Cooper-Problems ausfiihrlich vorgestellt werden:
Die Wellenfunktion von zwei Elektronen hat unter Trennung von Schwerpunkts- und
Relativkoordinaten folgende Form:

ooy . iqR
P(r, 7)) = P4(p) ¢ x(01,09)
Relativpunktswellenfunktion Schwerpunktswellenfunktion Spinwellenfunktion
R= n ;FTQ : Schwerpunktskoordinate
p=711—172 : Relativkoordinate (4.20)

Der Vektor 7 ist entsprechend der Schwerpunktswellenvektor.

Nach der Argumentation des letzten Abschnitts wird der Singulett-Zustand x = % (e
)—| J1)) betrachtet, wobei die Relativpunktswellenfunktion entsprechend symmetrisch
ist. Als Koordinatensystem wahlt man das Schwerpunktsystem, sodass ¢ = 0 verwendet
werden kann.

Eine Fourierentwicklung der Relativpunktswellenfunktion nimmt folgende Form an:

= g(k)e*e " = o(—f) (4.21)
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Nach diesen Uberlegungen wird nun die Schrodingergleichung dieses Systems aufgestellt
und gelost:

2

2
2hm (A + Az) + V(’l“l,rg):| w(’/?l,'l:é) = <6 + 2;;) w(’r_ﬁ,fé)

(4.22)

2
Hierbei wurde die Energie des Elektronenpaares beziiglich der Fermi-Energie ey = g%
angegeben, damit sich spéter leichter sagen ldsst, ob ein gebundener oder ungebundener
Zustand vorliegt. Das Potential ist durch 4.19 gegeben.

Einsetzen von 4.20 unter Verwendung der Fouriertransformation 4.21 fiithrt zu:

h2 12 — Zk‘

o

e ) [ a

72 o a9 o, o,
i(k —k)p 3 i(k —k)p _ 92 i(k —k)p Va3
m/ EE, e g(k)k d p+/ EE/ Ve g(k)d®p = (e + ep)/ EE/ e g(k)d’p

An dieser Stelle kann verwendet werden, dass die Terme [ ei(F _E)ﬁd3p nur dann einen
Beitrag leisten, wenn k = K

—k2 k) + E g(k = (¢ + 2ep)g(k)
mit eingeschlossenen Volumen: / Bp=v
V ~ h? ~
—— k)= |-——Fk 2 k
VE;;’ g(k) ( kT et EF)g()

B, v ,
k — k
9(k) V(—%k2+6+2€p> ;9( ) ‘Z

k
I S o)
I; E (mk —6—26F> I;/
B 1% R,
_XE: (%k2—6—26F> |%k o
1% 1 1 hwp
1:;225—6 |VZ:_>/0 &)t
k

k

n(&): Zustandsdichte

o [P
1_v/0 T

Die Zustandsdichte fiir Besetzungen oberhalb der Fermioberfliche wird bei den be-
trachteten niedrigen Temperaturen sehr klein sein, sodass n(£) durch n(0) abgeschétzt
werden kann. Auflerdem wird aus demselben Grund die Energie der Elektronen weit
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unterhalb der Debye-Energie liegen.

1 — 2hw
2n(0)V1n<6 D) = |le] < hwp
= —2hwpe /MO (4.23)

Die Energie eines solchen Elektronenpaares (Cooper-Paar) ist negativ an der Fermi-
energie bemessen, d.h. das es handelt es sich um einen gebundenen Zustand, der auch
fiir sehr schwache Wechselwirkung zwischen den Elektronen existiert.

Beziiglich des Energiespektrums der ungebundenen Elektronen entsteht eine Ener-
gieliicke e, die dafiir sorgt, dass das Cooper-Paar keine Anregung durch Wechselwir-
kungen im Gitter erfahren kann, da die damit einhergehenden Energieabsorptionen zu
gering sind (Abb. 4.2).

a) b)
E E
} Leitungs- } Leitungs-
band band
E E FoA
Cooper-
Paare

Abbildung 4.2: (a)lm Energiespektrum der normalleitenden Elektronen sind die
moglichen Zustidnde sehr dicht beisammen, so dass viele Wechselwir-
kungen im Gitter den Ladungstransport abbremsen. (b) Im Supraleiter
ist die Energie der Cooper-Paare herabgesetzt, sodass diese Wechselwir-
kungen verhindert werden und der Ladungstransport widerstandsfrei
geschieht.

Im Resultat transportieren die Cooper-Paare ihre Ladung ohne jeglichen Widerstand.

Auf diesem Ergebnis griindet sich nun die BCS-Theorie, die diese Ergebnisse auf ein
N-Teilchen-System tibertragt.
4.4. BCS-Grundzustand

Aufbauend auf dem Cooper-Problem wird nun ein System aus N Elektronen untersucht,
die entsprechend zu N/2 Paaren koppeln. Um dies korrekt zu beschreiben, startet man
mit einem Vielteilchenansatz, der ein Produkt von einzelnen Cooper-Paaren ist:

N =9(1,2)9(3,4) - (N =1, N)
fiir ¢ € {1, N — 1}2 'Lp(l,’l + 1) = @(T_ﬁ FQ)X(O’l,O’Q)
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Die (7,74 1) beschreiben jeweils ein Cooper-Paar, wobei die Schwerpunktswellenfunk-
tion weggelassen wurde, da sie fiir den Zustand nur eine globale Phase darstellt. Zur
Beriicksichtigung des Pauliprinzips muss dieser Ausdruck mit dem Antisymmetrisie-
rungsoperator A mulitpliziert werden (Bsp: Ay(1,2) = ¢(1,2) —¥(2,1)).

vy = AR (1,2)%(3,4) - (N - 1,N)]  |421
=3 D g g, Al AT () ()

k)l kN/Q

1 . .
— (] Tidix1)—| 4iTi+1)) :Singulett-Bildung
V2
In der Sprache der zweiten Quantisierung wird der Antisymmetrisierungsoperator im-
plizit durch die Kommutationsrelationen der fermionischen Erzeugungs- und Vernich-

tungsoperatoren c; c;% eingebaut, weswegen nun die Ausdriicke auf diese Art ge-
Kea

X(Tidig1) =

k )
schrieben werden sollen.

AGRETa0 (4Li) — o)

Fit —kil
= ol 4.24
= wN E E gkl gkN/Q k‘1T —k}l\L Ck:N/QTC—]CN/Q\L‘O> ( ) )
k?l kN/Q

Die Kommutationsrelationen der fermionischen Erzeuger und Vernichter, wobei der
Antikommutator durch {-, -} gekennzeichnet wird, lauten:

{cﬂ cf ,}=0 (4.25)
{epcp} =0 (4.26)
{c%o,cl}/} 80, o0 (4.27)

Da der Umgang mit 4.24 sehr kompliziert wird, bedient man sich der Erfolge der
Ginzburg-Landau- und London-Theorie und setzt als Grundzustandswellenfunktion
einen kohirenten Zustand an. Dieser Ansatz soll mit ¥/2¢“ bezeichnet werden:

YBYS = cexp Zama 2 |0)

= CH exp ( ﬂcq ) |0) |Pauli-Prinzip
:CH( +O‘kC;;T )\0>

H( i+ vgel e ¢>‘0> (4.28)

k

Zur Normierung werden nun einige Operatoren definiert, die aulerdem den Umgang
mit dem BCS-Hamiltonian fiir den Grundzustand, wo alle Elektronen zu Cooper-Paaren
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4.4 BCS-Grundzustand

kondensiert sind, stark vereinfachen werden:

T —
by = iR bp=c_pciy (4.29)
T
N = Ny +n BT Qbﬂb’;

Die Operatoren b bzw bl sind Vernichter bzw. Erzeuger von Cooper-Paaren. N ist
der Anzahloperator und kann dementsprechend auch als zwei Mal die Anzahl der
Cooper-Paare geschrieben werden. Die Vertauschungsrelationen fiir b, b ergeben sich
aus 4.25,4.26 und 4.27:

T Tt
b7, bE/] = [C—EicﬁT’ CIS/TQE’J
P | b P,
= C RS iy T Sl SRR |4.26, 4.25
0 Kk £k
- c ~c~ctcT4 —cicTﬂc > Cpa 5 SONSt
—kITETTRY kL TRt -k kTR
Der Fall k = & fiihrt zu:
I N IR L I B | o
b7, bE] = R R Clr, T RO SR Rt |4.27

P [ A 2 T
= C_R Sy, CET(l c

S [N I [ PN
= C—kickTCl%”rc—E¢ CETC’CT + CETC—kic—E¢CkT

A .
fuc_m)cm

TR N PN RN |
CRB R T TR T R R Ry

S L (1 — o AP
BRIy nkT"i'C—m(l CMCET)C_IZi
— . LoAf
= nkT—i_c—kicfﬁi

=l-ng-n_g (4.30)

("

Die neu definierten Operatoren 4.29 konnen verwendet werden, um den kiirzlich her-
geleiteten BCS-Hamiltonian 4.18, der bisher mit den fermionischen Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren geschrieben wurde, umzuschreiben.

BCS _ gt v EFr Th.
HBCS =2 Z egbiby — D Vil p Db

- =

E Bk
S
= Hy = Hyw
1 Fr _ Fr
vir ="Veiw

Das Frohlich-Potential wurde hier umgeschrieben, um herauszustellen, dass der Hamil-
tonian nun speziell fiir die Cooper-Paare verwendet werden soll, d.h. in dem Fall, wo
es ein attraktives Potential zwischen zwei Elektronen gibt.

An dieser Stelle besteht noch das Problem, dass die Teilchenzahl in |1/Z¢®) nicht festge-
legt werden kann. Stattdessen kann aber die mittlere Anzahl an Cooper-Paaren durch
das chemische Potential u adjustiert werden:
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4 MIKROSKOPISCHE THEORIE FUR KONVENTIONELLE SUPRALEITER

Die mittlere Anzahl der Cooper-Paare soll durch N = (B3| N[¢pBCS) gegeben sein.

BCS BCS _ f T F T
HPOS — HPOS - uN =2y golb = VI Lblog (4.31)
k Kk
—_————
Hy Hyw
E=e—p

Bei der Normierung von 4.28 empfiehlt es sich zunéchst nur mit den Koeffizienten aj
zu arbeiten und die Koeffizienten ug, v;: spiter wieder zu identifizieren.

|¢BCS> _ H (1 + a,;b%) |0)

k
= (PO |pEO%) = TT1ol (1+ azbe) (1+ agpbl, )10} | bj0) = (0pT =0

= =

kk

- [T (1 +atag b,;;b%) 10) 14.30

=TT |1+ agag (1= ngy —n_g,) S +0Lbp [10) | bJ0) = nlo)

Der normierte Zustand lautet also:

(1 + a,;b;f;)

|¢BCS> = H WKD |Koeffizientenvergleich 4.28
(1 Jogl?)
. 1
U= a2
(1 + |O‘E|2) /
aﬂ
E
N V7]
(14 lag2)"
=1=|ugl* + > VE (4.32)

Die letzte Gleichung ist die gesuchte Normierungsbedingung. Hiermit sind die Koeffizi-
enten ug, vi: noch nicht vollsténdig festgelegt, was wiederum dazu verwendet wird, um
die mittlere Gesamtenergie zu minimieren, was gerade dem Grundzustand des Systems
entspricht. Die Diskussion kann nun erfolgen.

Mit diesen Ergebnissen kann nun der Erwartungswert der Energie im Grundzustand
berechnet werden:

<¢BCS’H|¢BCS> — <¢BCS|HQ|1/)BCS> + <1/JBCS‘HW{/V‘1/JBCS>
Erster Summand:

(PO HolpPO) = TT(Ol(uf + vibg)2 D Ebtb{u s + vbL,)|0)

Ek ]

= * T * 7t xptpt % 5 51
=2 H §Z‘<0‘ [UEUEI bfbf+ UpUpr bfbibﬁ' + uk_; UEbEbfbf+ vak7 bl;bfbl_b]}”] ‘0>
U kk

> ooy
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4.4 BCS-Grundzustand

Der erste Term verschwindet, da ein Vernichter auf das Vakuum angewendet wird. Bei
der Auswertung des zweiten und dritten Terms fillt auf, dass die Anzahl der Erzeuger
nicht derjenigen der Vernichter entspricht, so dass hier das Skalarprodukt zwischen zwei
orthogonalen Zusténden ausgerechnet wird und somit kein Beitrag entsteht.

Es bleibt:

(WPOSHolpPO5) = 23 T &0fvrvbblbbl,]10)

P

I kk

Dieser Ausdruck ist nur dann von Null verschieden, wenn alle Indizes gleich sind, da
auch hier ansonsten orthogonale Zustédnde erzeugt werden.

(WPOS HolypPO%) =2 " &rlug/?
i

Die Auswertung von (B Hyy [¢BCS) liuft genau analog, weswegen letztlich folgt:

BCS BCS vE
WP Hyw [PC%) = 3 wpvpupon VT
ki
Insgesamt:
BCS BOS) vE
(vBYS|H |y =2 E elogl + E fu*% k’UZ’VE’%—E' (4.33)

= =

k,k

Die Koeffizienten ug, vi: seien reell, so dass zur Erfiilllung der Normierungsbedingung
4.32 die Koeffizienten |uz| = cos; und |vz| = sinf; gewihlt werden kénnen. Damit
gilt fiir den Erwartungswert der Energie unter Verwendung von sin 2z = 2sin x cos z:

1 ~
BCS BCS . F . .
(v [H|p7"7) = 225;;81112 0z + ZZVEI%JQI sin 20 sin 20/
k kK
Das Minimum der Energie kann durch Differentiation nach - bestimmt werden:

0= 2§l 7sin 207+ cos 205 ZV» o sin 207 sin 20
K

1 ~ . .
§ptan 20; = —3 Z Vg}_ly sin 207 sin 20 (4.34)
];“l

Die Energieliicke, die zwischen supraleitenden Cooper-Paaren und normalleitenden
Elektronen besteht, wird folgendermaflen definiert:

Def(Energieliicke): Ap(T =0) = — Z Va, e UV (4.35)
=—= Z V~, oo sin20p

€; ist das Anregungsspektrum des Supraleiters, das entsprechend eine etwas hohere
Energie als die normalleitenden Elektronen aufweisen. Dies wird im néchsten Abschnitt
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4 MIKROSKOPISCHE THEORIE FUR KONVENTIONELLE SUPRALEITER

iiber die Bogoliubov-Valatin-Transformation genauer erldutert. Setzt man diese Defini-

tionen in 4.34 ein, so erhélt man:

Ar
tan 29[’ = —
T
2 sin chos (9l~
 cos? 0y — sin? 0y
4.36 . I
—— sin 20; =t
64
i
&
cos 20f =2

Die Umformung nach ug, vi; geschieht durch die Losung des folgenden Gleichungssys-

tems.
sin 20E = QUE E
=2k (4.37)
k
cos 2(9,; = u% — v%
(4.38)

Quadriert man 4.37 und eliminiert durch 4.38 einen der Koeffizienten, z.B. ug, so ver-

bleibt:

|4.36
1 & .
=d—- - = lnur pos. Vorzeichen wegen Quadrat
2 2
Lol (4.39)
2 €
1 —
T (4.40)

2
S ul=_(1+2%

Setzt man diese beiden Ausdriicke in die Definition der Energieliicke 4.35 ein, so gelangt
man zu einer Gleichung fiir die Energieliicke, die selbstkonsistent gelst werden muss:

2
~ 1 &
— Fr - _k
Dp=— Y Vih w512 14.36
Pl k
k
_ ‘7F7" AI;/
= L, —L
Z/ kK kK 9.,
k

61



4.4 BCS-Grundzustand

~ Az

— —k 5 [e2 2
k, 2 £E1 + AEI

Zur Losung von 4.41 setzt man den expliziten Ausdruck fiir das attraktive Potential
4.19 ein. Dabei muss beachtet werden, dass die k-Abhéngigkeit mit dem Potential
verschwindet und dass Ap die Unstetigkeit bei hwp erbt:

A - < hw
0 ,sonst
Damit lautet 4.41 in dem nicht-verschwindenden Bereich:
U A 1 hwp
A=—— —_— - d
Y = L X — [ 7 n(eyas
|k |[<hwp i |k |<hwp P
1~ Un(O)/ ——d¢
—hwp 24/&% + A2
_1 ( hwp
= inh~! [ =2
n(0)U sin < A >
9 -1
A = 2hw inh 4.4
- o o ()| (44)

1
~ 2hwpe nOU

Bei der obigen Rechnung wurde wie gewohnt die Summe durch ein Integral ersetzt und
die Zustandsdichte innerhalb des kleinen Integrationsbereichs durch ihren Wert an der
Fermikante approximiert. Im letzten Schritt wurde eine kleine Energieliicke angenom-
men und entsprechend die sinh-Funktion angeschétzt. Das Ergebnis stimmt also bis auf
den Faktor zwei im Exponenten mit dem Ergebnis des Cooper-Problems 4.23 {iberein.
An dieser Stelle erkennt man zudem, dass 4.43 nach oben hin durch 2hwp beschrinkt ist.
Diese Energie entspricht einer kritischen Temperatur von etwa 20K, so dass Hochtem-
peratursupraleiter tatsichlich nicht durch die BCS-Theorie beschrieben werden kénnen.

Mit diesem Ergebnis kann nun wieder zur minimierten mittleren Energie zuriickgegangen
werden. Sie lautet damit:

BCS BCS\ __ ~ _ § 513 1 7 Fr AEAE/
(WEUPIH[WPY?) = E— uN = 22 5 < - ,g]) +7 ZVE’,E—E’ e (4.44)
k‘ !

)

1. Term:

5( 5;;’)_ 3
2N 2 (122 =N 1o —E
AN AR N - -]

~ / n(€)¢ T S, |4.42
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4 MIKROSKOPISCHE THEORIE FUR KONVENTIONELLE SUPRALEITER

B —hwp hwp '3
= [ T nteethas+ [ 7w - ) ©
+ / e (e le)de

hwp

Im zweiten Integral kann wieder n(£) ~ n(0) verwendet werden. Auflerdem kann das ers-
te und dritte Integral zusammengezogen werden, da ein Integrationsbereich von 2hwp,
in dem der Integrand keine vergleichsweise hohen Werte annimmt, keinen groflen Fehler
bedeutet.

5 E‘E N hwp hwp 0
2§2< _?;;> N/_ 0) €t — /MD €2+A2 £+/_# n(€) (E—lél)de

hwp /A 2 hwp 00
— _A%(0) / et [ el + / n(€)(E—|€))de

—hwp /A V.’L‘2 +1

Die Grundzustandsenergie (T=0) fiir normalleitende Elektronen ist gegeben durch ein
Integral iiber die Zustandsdichte, wobei ein Faktor 2 wegen der Spinentartung auftritt:

—u

=2 [ " n(e)ede (4.45)

Das letzte Integral gibt nur fiir negative Werte von £ einen Beitrag, weswegen folgt:

E(1- ) & _azn)en /29D 25(0) sinh " | P
QZ2< e ~ —A*n(0) A AP + 1+ A°n(0) sinh A
k

2 2 0 K
()2, + 2 / n(€)ede 443 |11 a2 S
K
A2 A2 0
~ —n(0)h%w? |1+ = (th> n(0)Pw? + — 0 +2/_Nn(§)§d§
B 1 9 A2 0
= —5n(0)A +U+2/un(§)§d§ |4.45
1 5 A2
o—gn( )A T

Der zweite Term aus 4.44 lautet:

/419 VA*/
i L (12 (1)

**/ **/ k
1 (VA VAL
= —— E 4.41
U 4 ( 2¢; > — ( 2€z > |
k k
A2
U

Setzt man beides zusammen, gelangt man zu einem einfachen Ausdruck fiir den Erwar-
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tungswert der Gesamtenergie im Grundzustand:

E —uN = FEy — %n(O)AQ (4.46)

Die Kondensationsenergie kann einfach abgelesen werden und betrigt —%n(O)Az.

4.5. Anregungen des Grundzustands: Bogoliubov-Valatin-Transformation

Ausgehend vom Erwartungswert der Energie im Grundzustand 4.33 kann nun die Ener-
gie E/E berechnet werden, die benétigt wird, um ein Cooper-Paar aufzubrechen und eines

der beiden Elektronen in den Zustand |k)| 1), wenn | — k)| |) unbesetzt bleibt, zu brin-
gen. Es kann in wenigen Schritten gezeigt werden, dass dies gerade der vorher definierten
Energie €;: in 4.36 entspricht:

Bei diesem Prozess muss a) die Bindungenergie zwischen dem Cooper-Paar aufgebracht
werden und b) dem Elektron die Energie £ i zur Besetzung des neuen Zustands mitge-
geben werden. Man beachte hierbei, dass zur Bestimmung des Grundzustandes reelle
Koeffizienten verwendet wurden.

cs CS
(WPOS| H |y 22§Ev~+2uk vgupop Vi o

44/

Ea) = _21;{/1C Zuk VU U Vﬁ, R |Paarzustand symmetrisch
_ R
= —2UE§E — 2U’E P Z uE/vE/ VE',%—E' ’4-23
EE
= —2’[)%§E + 2uEUEAE
Ey) = ¢&;
Zusammen ergbit dies:
&= Eoy + By = & (1 - 202) + 2upophg 14.40, 4.39
- A2
% %
_ 2 2~
= 512 + AE =€z

Wie man sieht, weist das Anregungsspektrum der supraleitenden Cooper-Paare ei-
ne Energieliicke Aj auf, die zugleich der minimale Anregungsenergie entspricht. Da
|TBCS) eine Uberlagerung aus verschiedenzahligen Viel-Teilchen-Wellenfunktionen dar-
stellt, soll nun betrachtet werden, wie die Erzeugung eines Elektrons C% aus dem BCS-

Grundzustand aussieht:

L gBOSY _ (yeet +pech o ol i Pringin: o} o —
CET\\I/ ) = (uk VR CR L ¢> H (u +U5C Tc . )|0> |Pauli-Prinzip: i 0
K £k
N Toor
= upcr, ﬁHﬁ (u toge el 4,¢>\0> (4.47)
K +£k
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Der entstandene Zustand ist wieder ein Viel-Teilchen-Zustand, in dem alle elektro-
nischen Zusténde aufler derjenige mit Wellenvektor k in der typischen BCS-Form zu
Cooper-Paaren gekoppelt werden. Damit rechtfertigt sich folgende Definition fiir die

Quasi-Teilchen-Anregung bei Supraleitern:

ko) ECTEU H ( Uz —|—vk/ct, c )]0)

K £k

Dementsprechend lautet 4.47:

Analog lasst sich die Locherzeugung bei k J berechnen:

BCS\ _ Tl tot
- WP = (UEC—IZ¢+UEC—IZ¢CET ¢> H ( Uz +Uk/CE/T ¢>|0>

C*ki‘
P
T URC-R Ry 11 ( Ui VR Gy d K >|0>
K £k
_ T T T
TR Ry 11 (UE Jrvk/c”rc ¥ )|O>
K £k
_ T T
YRS (1*6 R ﬂi) 11 ( +vk’c“’rc 7 )|O>
K £k
S—— ( ug +vpel, o )|o>
K £k
= —oglk 1)

(4.48)

(4.49)

| ¢/0) =0

14.27

14.27

| ¢|0) =0

14.48

(4.50)

Die verbleibenden Erzeugungs- und Vernichtungsmoglichkeiten lauten wie folgt.

BCS
CET\\II ) = (ukcm + UkckT ) (uEl + vk/ci,Tc -, )|0>
B £k
_ T
= UE (1 ckT) —k\L H (UEI —i—?}k/C-» —E/J,)|0>
£k
o (et ot tot
_Uk( ) ’?T) (uk U CC m)’m
K 4k
=gl — k)
BCS L it ) P
_m]\I/ ) = ukc_l—l—vkc_&chc_Ei) H (uk/ —|—vk/cq,Tc -, )\0>

A t g
URC g, T VECLR, —E¢05T> (uk +opep.cl 4,¢>\0>
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| cJoy =0, 4.27

14.27

| c|0) =0, 4.48

(4.51)

14.25

|Pauliprinzip,

(4.52)
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Kombiniert man 4.49, 4.50, 4.51 und 4.52 in verschiedenen Varianten und verwendet

die Normierung der Koeffizienten ug, vz, so findet man folgende Gleichungen:

CS
(u,;c_,;;¢ + ”UE(%T)\\I/B ) = (u
\IIBCS>

L

(UECT_E\L + UECET> |
T
(uECET — vEc_~¢>\

(UECET — UECT_EJ |wBCSy = (upvp —vzuz)| — k1) =

\I}BCS>

Die verwendeten Linearkombinationen erzeugen somit die Quasi-Teilchen aus dem BCS-
Grundzustand und werden Bogoliubov-Valatin-Operatoren genannt.

Def(Bogoliubov-Valatin-Operatoren):
[ T
’yEU = UECEU - UUEC—E—U
Vio = YiCho — UUECT_;;_U (4.53)

Die Wirkung der Vernichtungsoperatoren auf den BCS-Grundzustand liefern die Null,
weil sich in diesem definitionsgemifl keine Anregungen befinden. Ein Erzeugungsope-
rator hingegen erzeugt genau ein Quasiteilchen mit entsprechendem Spin und Wellen-
vektor.

Es sollen nun die Eigenschaften der Bogoliubov-Valatin-Operatoren diskutiert wer-
den.
Zunichst sollen die Kommutationsrelationen bestimmt werden.

’

— -, = =C>» — = -‘— 7 7 - 7 T
Vi Mot = (ukcka ovpel . )\ upcp —ovpe

+ (“E/CE’J’ -0 UE/CT_E,_U,) (chEg — O‘UECT_E_U) |4.26, 4.25

! T T
—O UpCp Vg€l by = OURC L UpCp
A | el e
OUps Cpr V€ e = O V€l UpCE |4.27
= UU—E'UE' — UU—E'UE/
0 (4.54)

{7}%0,7;%,0,} = (u,;c;%g — 01},;67];70_) <u];/ CITS’U’ — 0 v 07,;/70/)
T ! T
+ (upel, —ovpe g ) (ugel —ovge ) 1426, 425

N T
= =0 URCE VpC_jr_ o — OVEC_p UprChy

k ko
—oumcl, e - — o vme = uzch |4.27
B o VEC ko BC_R —o YRS, :
= auilg/vk‘/ - JU—E’UE’
iy (4.5)
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(e b = (upel — s 1 — 0 v
Vi TE o s~ 9YkC ko ) \UE K & FC_p_o
+ (uE/cE/a/ o vk/c o ) u,;a UU;;C,;;,U) |4.26, 4.25
ot . .
= ukcEUulC 7o + 0’ kavk,c k—Uc—E’—a’
O s U~Cor O vl -
+ U U Cpr 1 e F oo VRV C i C |4.27
= (upup +vpvg ) 0,60 |4.32
= 3,0 (4.56)

Die Bogoliubov-Valatin-Operatoren erfiillen somit dieselben Kommutationsrelationen
wie die fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, so dass man diese
Transformation als kanonisch bezeichnet. Zur Notation hoherer Anregungen sei Fol-
gendes vereinbart:

|E10'1E20'2...> — <’Yi fyi _,.)W)BC’S>

kio1 "kaog
Die Umkehrtransformation kann erraten oder durch Elimination gewonnen werden.

1 1

e =~ UiVEy T O ko
W ey At
Chy = UR Vg, TOURY (4.57)
Durch einfaches Einsetzen und unter Verwendung von up = u_; und v = v_z, was aus

4.40 bzw. 4.39 direkt abgelesen werden kann, besteht die Moglichkeit dleses Ergebnis
nachzupriifen. Exemplarisch sei dieses fiir den Erzeugungsoperator demonstriert:
t t

N N Y .
Cp = ug (uk’CEg ovgc_jp_, ) Hovgluge_j_, +kac;;‘0

= (u% + U%)C;%U |4.32
_
= %"

Die Bogoliubov-Valatin-Transformation soll im néchsten Abschnitt verwendet werden,
um thermodynamische Eigenschaften der Supraleiter herzuleiten.

4.6. Thermodynamische Eigenschaften von Supraleitern

Zur Bestimmung thermodynamischer Gréflen wird im Folgenden die Verteilungsfunkti-
on der Quasi-Teilchen-Anregungen benttigt werden. Sie lautet in zweiter Quantisierung:

Def(Verteilungsfunktion Quasi-Teilchen):
fip = Ok g, 1456
<7,;ﬂ,§0> =1-fi, (4.58)

Zunéchst aber schreibt man den BCS-Hamiltonian 4.18 ins grofikanonische Ensemble
um- wie zuvor fiir den Grundzustand. Daraufhin nutzt man die Bogoliubov-Valatin-
Transformation 4.57. Alle Terme mit ungleicher Anzahl an Quasi-Teilchen-Vernichtungs-
bzw. -Erzeugungs-Operatoren werden vorab vernachléssigt, weil sie im Laufenden kei-
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nen Beitrag zum Energieerwartungswert liefern.
_ T
Ho = Z ngC;;UCEa
ko
=> & _(UW}U + f”h;%;;fa) (um + WWT_,;_U)]
ko
_ 21 2,2 T
o ng k:fy fka To UE’Y_E_U’}LE?OJ
_ 21 2 i
= Z $F YR, Vo T VR (1 - V_E_ﬂ—f?—o)}

= Z fk T Vi Vit + ukVT Vit 2v ’yT R T 'yT s ki] |Summationsindex k — —k

_ (5,2 2 t t
- Z S 2Rt (“E - ) (PVIWM * 7—E¢7—E¢>]

HWW:—ZV w[CﬂCaC E¢k’?]
_ T
- Z V”’ F—F [( TR m) (“E'Y,;@ - v/ﬂ/ﬁ)

f t
. (u];,fy_l—ﬁ-/¢ — UE’VIZ%) <u];/ Y4 + UEIV—E’J}

= 743 ! f f f
-2 Virr [(—“E“E%;ﬂm * “E“E%Eﬂ_,&) (“E VRY-R gy TR “;;"Y,;fﬂ;;‘w)}

- T T T T
= — g V i [(—UEUEVETWET + upvg (1 - 7—&7*&)) (“E/ (O (1 — V_E’ﬂfl?’i) — ug UE/VE,T%?T)}
:—E V ~[u~v~u~/v~/<1—fyiy~ —’7T~7~)(1 'yi’yl —'yTﬁfyw )]

" TETETE Tk Er 'kt g -k K4k —K =KL

Verwendet man die Definition der Verteilungsfunktion der Quasi-Teilchen, kann die
mittlere Energie angegeben werden:

— ZfE [21}% + (u% - U%) (f,;T + f*ﬁ)}
k
_ Z ‘7’457%_%/ [uEv E/’U-v < fkT f_’a) (1 — fE/T — f—fc"i)}
Kk

Da die Bogoliubov-Valatin-Operatoren dieselben Vertauschungsrelationen wie Fermio-
nen erfiillen, wird ihre Verteilungsfunktion ebenfalls spinunabhéngig sein. Fiir die Entro-
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pie des Systems gilt dann folgende Gleichung;:

_ _kBZ Slnfe+ (1- fo)In(1— f7)]
:—QkBZ i frp+ (1= fp) In (1= f)]

Damit lautet die mittlere freie Energie:
(F)=(H) =TS

=g e () U+ 1)
_ZV*’“ pd [ RURYE VR (1_f12¢_f712¢) (1_f12’¢_f71?¢>}
- szTZ felnfe+ (1= f)In(1— f7)] (4.59)

Die Koeffizienten ug, v; werden genau analog wie fiir 4.33 bestimmt, wobei aufgrund
der nicht vollstdndig kondensierten Elektronen die Definition der Energieliicke A um
einen Faktor (1 —2f) erweitert wird, um die thermisch aufgebrochenen Cooper-Paare
zu beriicksichtigen:

__ZV* i U Yk (1-2fy)

o _ 1 &k _L( &

E
Zur Bestimmung der Verteilungsfunktion wird diejenige Verteilungsfunktion gesucht,
die die freie Energie 4.59 minimiert.

TN

O(F)

=0
of;
= Zﬁg [(“i - ”?5) (5z;f+ 54;7)}
—QZV E-F [ v (1 — O 5—/2;7) (1 —fE'T—f—m”
— Qk‘BTZ 5Efln f,; + 5Ef_ 5Ef1n (1 — fE) — 6Ef] |4.60
3
= 2§l€l + 2A€— —2kpTIn (1 — f;) + 2kpT In f;
l

= 2k:BT1n (1—f7) —2kpTIn f;

1- fr g

In 2 = IsT
1
fo= G o0

Setzt man dieses Ergebnis wieder in die Definition der Energieliicke ein, so erhilt man
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eine neue selbstkonsistent zu bestimmende Losung fiir die Energieliicke:

- 2
NI gy (1 - 4.60
%: Kokok R ( eEE’/kBT+1> |
SOTE L tanh (SE) OF
=2 Ve tanh (g 7 2%
k

Setzt man nun das Frohlichpotential 4.19 ein, so gelangt man zu:

U € A
Ar== % tanh(-E E Ar=A
A o <2kBT>2 €2 + A2, A%
€5 [<hwp E k

U €7 1
1=— tanh [ —& ) /
v kZ an <2kBT 2\/@ > —

€z |<hwp
hwp /2 2 1
1= n(O)U/ tanh £+a d¢ (4.62)
—hwp 2kgT 2 52 + A2

Die kritische Temperatur T, kann mit der zusétzlichen Bedingung A(T,) = 0 gewonnen
werden:

B hwp E
1 _n(O)U/—th tanh <2]€BTC> 2% d&

B hwp &-
= n(O)U/O tanh (QkBTc> gdf

Numerisch liefert die Integration das Ergebnis kT, ~ 1.13hwpe , welches wie-
derum in 4.62 eingesetzt werden kann, um die temperaturabhéingige Energieliicke zu
bestimmen. Die numerische Losung von 4.62 und die Bestimmung von 7 wird in C
vorgefiihrt. Der Verlauf ist in Abb. 4.3 gezeigt und ist in guter Ubereinstimmung mit
den experimentellen Ergebnissen fiir konventionelle Supraleiter.

—1/n(0)U

Aus der freien Energie soll nun noch das kritische Magnetfeld H.(T") berechnet wer-
den. Hierzu setzt man 4.60 und 4.61 in 4.59 ein:

, . A2 A
F)=2) & [”g+ﬁgfg—;fz] -2 [Qg (1—f;;)]
k k k K
_Z{fglnfg — fz)In [2cosh (2];T)]}
k

A2 A2
2~
=2 ¢ [v,;—+e,;f,;— 'g];fﬁ] -
R

+Z{ —2f.) — 2kpT [QCOSh <21€;T>H
_Z{ka v+ € — :

= A2
— — 2kpT |:2COSh <2kBT>} } -
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Abbildung 4.3: Aufgetragen ist die Energieliicke Ep in Einheiten der Energieliicke bei
T = 0 in Abhéngigkeit von T'/T,. Zusétzlich zum numerisch berechneten
Verlauf (durchgezogene Linie) sind die experimentellen Ergebnisse fiir
Zinn, Tantal, Blei und Niob aufgetragen. Die Verkleinerung der Ener-
gieliicke nimmt nicht abrupt ab, da an der kritischen Temperatur ein
Phaseniibergang zweiter Ordnung stattfindet. (aus [17])

= (F, — Fy) = ch(T)

Das kritische Magnetfeld kann wieder numerisch bestimmt werden und nimmt néherungsweise
denselben Verlauf an, wie in 2.3 geplottet wurde. Schliellich soll noch die Warmekapazitét
berechnet werden.

C = T% = —2kpT Y [Inf; —In(1- f)] Orf; |4.61
- ZkBTZI;—ETanE 6 = €(A(D)
g
2 dA
:_kBTQ§fE(1—fE)( +TAdT> \Z];—>/d§
2

— O [T aer© 0 s (2 - magy)

Im Bereich kleiner Temperaturen klingt f (&) sehr schnell ab. Auerdem ist dT in diesem
Bereich ungefihr Null, wie man in Abb. 4.3 sehr gut sehen kann. Damit lésst sich
vereinfachen:

2n(0) [*° 1 9 9 2
~ df——— (2 + A A=A0), VE2+AZx A+ =
¢ kpT? /0 ge\/£2+A2 + 1(5 ) | 0), V& + * 2A

2n(0) 2/ —A0 —g2
~ A (0)/kpT ,—£2/2kpTA(0)
T T? / d¢A=(0)e e
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3/2
A(0)> / RNV

2n(0)A(0)V2rkp <kBT

Der qualitative Verlauf der Wirmekapazitéit fiir kleine Temperaturen ist in Abb. 4.4

gezeigt.

C(T)
|

T

/ T=Tc
Die Wiarmekapazitét eines Supraleiters bei tiefen Temperaturen nimmt

qualitativ die dargestellte Form an. Bei tiefen Temperaturen lie-

Abbildung 4.4:
gen die Elektronen als Cooper-Paare vor, so dass der Beitrag zur
Wirmekapazitdt schnell sinkt. Bei T" = T, findet dann der unstetige

Ubergang zur Wirmekapazitét in der normalleitenden Phase statt.

Bei T ~ 0 sind die Elektronen beinahe alle kondensiert, sodass die Warmekapazitét
schnell gegen Null geht. Andererseits brechen bei hoheren Temperaturen immer mehr
Cooper-Paare auf und der elektronische Anteil an der Warmekapazitdt nimmt schnell
zu. Bei T = T, findet dann der unstetige Ubergang -Phaseniibergang zweiter Ordnung-

in die lineare Abhéngigkeit des normalleitenden Zustands statt.
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5 AUSBLICK

5. Ausblick

In dieser Arbeit wurde das Gebiet der unkonventionellen Supraleitung nicht behandelt.
Hierauf soll nun in Form eines Ausblicks eingegangen werden.
Hochtemperatur-Supraleiter weisen kritische Temperaturen 7, weit iiber dem erlaubten
T. nach 4.43 auf:

A < hwp
entspricht: T, ~ 25K

Hieraus folgt, dass in solchen Materialien ein anderer Paarungsmechanismus vorliegen
muss. Bisher liegt noch keine vollsténdige Theorie der Hochtemperatursupraleiter vor,
aber es gibt bereits viele Erklarungsmodelle, die auf Spinfluktuationen und stark kor-
relierten Elektronensystemen aufbauen.

Experimentell findet man in einigen Hochtemperatursupraleitern (bspw. SroRuQOy [18])
quadratische Flussgitter realisiert, obwohl in den Berechnungen zur Ginzburg-Landau-
Theorie das Dreiecksgitter stabiler sein sollte (Appendix B).

SroRuO4 weist dartiber hinaus anstelle der Singulett-Bindung der BCS-Theorie eine
Triplett-Bindung der Cooper-Paare auf. Allgemein findet man bei Hochtemperatursu-
praleitern neben der s-, und p-Wellensupraleitung auch d-, und f-Supraleiter, wo die
Leitungselektronen zu noch héheren Drehimpulszustdnden koppeln.
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A. Herleitung der zweiten Londongleichung mittels
Variationsansatz

Es wird diesmal bei der freien Energie F' des supraleitenden Systems angesetzt, wobei
wieder angenommen wird, dass sich ein Teil der Elektronen widerstandsfrei (Beitrag
Ey;n) und der andere Teil wie in einem Normalleiter (Beitrag F),) bewegt. Zusétzlich
zu diesen beiden Beitrdgen kommt natiirlich noch die magnetische Feldenergie hinzu.
AuBlerdem soll ein konstantes elektrisches Feld angelegt werden.

F =F,+ Egin + Epag = Fr + Fs (A.1)
1 .,
Bnag = 5 | B0
1 o
Ekin = 2/p5(T)UZ(f)d3T
ps = mng: Massendichte der supraleitenden Elektronen

Mittels 3.5 bei konstantem elektrischen Feld und 3.2 kann die kinetische Energie weiter
umgeformt werden zu:

1 .
Emf:/dﬂvXBmPﬁr
81

Es soll nun die minimale freie Energie unter einer Variation der magnetischen Induktion
gefunden werden. Dabei kann man sich ganz auf Fs konzentrieren, da alle Beitrige zu
F positiv sind und in Form einer Summe auftreten.

0= 6F,
- /[E(F)aé(m F XLV x BR)(V x 6B(7)|ddr (A2)

Man kann den zweiten Term unter Zuhilfenahme des Levi-Cevita-Symbols folgender-
maflen vereinfachen:

[ < BEN x 5B

_ / (€400, Be) (eum@i6 By )d®r  |part. Tntegration

= /31[(3j3k)6¢jk6um53m]d37“ - /(Ez‘jkal@jBk)(éizm5Bm)d3T \€ijk€itm = 0ji0km — 0jmOki
:/@@mm@mwmm%—/&@mmamﬁmm%

- /(lealeijkajBk)(SBmdgr |€ij10; By, = Aj

= [otomossade - [ado;mss e

+ /(elimalAi)(SBmd‘gr |Satz von Gauf}
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A HERLEITUNG DER ZWEITEN LONDONGLEICHUNG MITTELS

VARIATIONSANSATZ
= / (8, Bi)0 BrdA; — / (8, Br)d B;dAy,
S(v) S(v)
+ /[V x (V x B)|6Bd*r |Setze S(V) auBerhalb des Supraleiters
= / [V x (V x B)|6Bd*r (A.3)

Zusammen mit A.3 ldsst sich A.2 nun in folgende Form bringen:
0= /[é(f) + A2V x (V x B(7)]6B(F)d*r

Dieser Ausdruck ist fiir beliebige Variationen 6B (7) richtig, wenn der Integrand in den
eckigen Klammern null ist.
Somit konnte 3.8 aus einem Minimalprinzip abgeleitet werden.
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B. Numerische Berechnung des Abrikosov-Parameters fiir
Dreiecks- und Quadratgitter

Die Berechnung eines Abrikosov-Parameters ist grundsétzlich auch analytisch moéglich
[19], [20]. Dieser Weg ist aber sehr langwierig und fiihrt {iber unhandliche Jacobi-Theta-
Funktionen. An dieser Stelle soll deswegen ein Programm in C vorgestellt werden, das
diese Aufgabe iibernehmen soll.

Prinzipiell stellt man bei 3.73 und 3.74 fest, dass nur Terme vom Betrag 1 und Gauf-
funktionen, die um Gitterpunkte zentriert sind, auftreten. Diese fallen bekanntermafien
sehr schnell ab und so kann bei der weiteren Berechnung ohne groflen Fehler der Bereich
|n| > 20 vernachléssigt werden.

In den Programmen wird 7, = b genutzt und zur Vereinfachung der Schreibarbeit
T, = a genutzt.

Quadratgitter:
Als wichtigster erster Schritt muss zunéichst der Integrationsbereich bestimmt werden.
Die Integration lauft grundsétzlich iiber die Einheitszelle. Lésst man sich in Mathe-
matica das Gitter fiir verschiedene Werte von a und b plotten (bspw. in Abb. 3.7,
so sieht man, dass sich eine Einheitszelle immer in der Fliche =z € [-b/2,b/2] und
y € [~a/2,a/2] finden lisst. Uber diese Elementarzelle mit Fliche F soll im Folgenden
integriert werden.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <complex.h>
#include <stdlib.h>

//Diese Funktion soll Speicherplatz fuer die x Listenelemente waehrend
//der Integration freigeben.
double * malloc_real(int x){

double *array;

array = (double *)malloc(x*sizeof (double));

return array;

b

//Diese Funktion kopiert die Elemente von listl auf list2.
void copy_list(int N, double 1list1[], double list2[]){

int i;

for(i = 0; i < N; i++)

list2[i] = 1list1[il;

+

//Diese Funktion soll den Integrationsbereich auf N Punkte diskretisieren und
//in einer Liste abspeichern.

void linspace(double x0, double x1, int N, double list[N+1]){

double y = (x1-x0)/N;

int i;
for(i = 0; i < N+1; i++)

76



B NUMERISCHE BERECHNUNG DES ABRIKOSOV-PARAMETERS FUR
DREIECKS- UND QUADRATGITTER

list[i] = x0 + ixy;

}

//Diese Funktion kann verwendet werden, wenn man den Code ueberpruefen
//und die dabei auftretenden Listen ausgeben will.

void print_list(int N, double list[]){

int i;

for(i = 0; i < N; i++)

printf ("%1f\n", list[i]);

}

//Die zu integrierende Funktion ist komplex und haengt von den

//Parametern x,y,a,b und F ab. Da die Summation auch negative n-Werte einschliesst,
//wird zunaechst Psi(n=0) berechnet, welches dann auf die Psi mit positivem n und
//dann auf die Psi mit negativem n addiert wird.

double complex psi(double x, double y, double a, int n_max, double F){

int n;

//Per Definition ist ab=F:

double b=F/a;

double chi = sqrt(F/(2*M_PI));

double complex psi = exp(-x*x/(2*chi*chi));

for(n = 1; n < n_max; n++){

psi = psi + cexp(2*M_PI*I*nx*y/a)*cexp(-pow((x-n*b),2)/(2*pow(chi,2)));
psi = psi + cexp(-2*M_PIxI*n*y/a)*cexp(-pow((x+n*b),2)/(2*pow(chi,2)));
}

return psi;

3

//Hier werden die Funktionswerte von Psi fuer die diskretisierten

//list_x Werte berechnet, wobei zugleich der Betrag genommen und

//mit einem Exponenten (spaeter 2 oder 4) versehen wird. Die berechneten
//Werte werden in der Liste list_abspsi gespeichert.

void clc_psi(int N, double list_x[], double y, double a, int n_max, double F,
double list_abspsil[], double exponent){

int i;

double complex temp = O;

for(i = 0; i < N; i++){

temp = psi(list_x[i], y, a, n_max, F);
list_abspsi[i] = pow(cabs(temp),exponent);
}

}

//Abhaengig von der Stepsize bestimmen wir die Anzahl N unserer
//diskretisierten Werte auf dem Integrationsbereich und geben einen
//entsprechenden Speicherplatz fuer die Intervalle und Funktionswerte
//frei.

double integral_xy(double a, double F, int n_max, double step_size){
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double beta = 0;

double complex psiO = 0, psil = O;
int N = (int) (1/step_size);

double b=F/a;

double *list_x = malloc_real ((N+1)*sizeof (double));
linspace(-b/2, b/2, N, list_x);

double #*list_y = malloc_real ((N+1)*sizeof (double));
linspace(-a/2, a/2, N, list_y);

int i,j;

double *list_abspsiO = malloc_real ((N+1)*sizeof (double));
double *list_abspsil = malloc_real ((N+1)*sizeof (double));

//Hier wird nun das Integral von |Psi|~2 berechnet, wobei das Ergebnis
//in psi_int2 gespeichert werden soll. Dabei werden immer zunaechst
//die |Psi|"2-Werte fuer zwei benachbarte y-Arrays berechnet und in
//1list_abspsiO und list_abspsil gespeichert. Dies erledigt die erste
//for-Schleife. Die zweite for-Schleife laeuft entlang dieser beiden
//y-Arrays alle diskretisierten x-Werte ab und mittelt in jedem Schritt
//die vier auftretenden Werte und multipliziert diesen Wert mit dem
//zugrundeliegenden Quadrat (Step_size*Step_sizex*a) in der x-y-Ebene.
//Der Faktor a taucht deshalb auf, weil y ein Intervall a durchlaeuft
//und nicht nur 1 wie bei x.

double psi_int2 = O;

clc_psi(N+1, list_x, list_y[0], a, n_max, F, list_abspsiO,2);

for(j = 1; j < N+1; j++){

clc_psi(N+1, list_x, list_y[jl, a, n_max, F, list_abspsil,2);

for(i = 1; i < N+1; i++){

psi_int2 += axstep_sizexb*step_sizex(list_abspsill[i]
+list_abspsil[i-1]+1list_abspsiO[i]+1list_abspsiO[i-1])/4;

t

//Nachdem die beiden benachbarten y-Arrays vollstaendig abgelaufen wurden,
//muss das obere Array als unteres Array fuer den naechsten
//Schleifendurchlauf dienen.

copy_list(N+1, list_abspsil, list_abspsiO);

}

//Nun wird derselbe Algorithmus fuer die Integration von
//|Psi| 4 wiederholt.

double psi_int4 = O;

clc_psi(N+1, list_x, list_y[0], a, n_max, F,list_abspsiO,4);
for(j = 1; j < N+1; j++){

clc_psi(N+1, list_x, list_yl[jl, a, n_max, F, list_abspsil,4);
for(i = 1; i < N+1; i++){
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psi_int4 += bxstep_sizexa*step_sizex(list_abspsill[i]
+list_abspsil[i-1]+list_abspsiO[i]+list_abspsiO[i-1])/4;
}

copy_list(N+1, list_abspsil, list_abspsiO);

}
//printf ("psi_int4 = ¥1f\n", psi_int4);

//Zuletzt werden die beiden Ergebnisse nach der Definition des
//Abrikosov-Parameters miteinander verrechnet und ausgegeben.
beta = psi_int4/pow(psi_int2,2);

return beta;

}
int main(void){

//Hier wird Beta fuer den Fall T_x=T_y=F=1 berechnet, was das
//analytische Ergebnis Beta_square=1.18034 reproduziert.

/*

double step_size = 0.01;

double a = 1;

double F=1;

int n_max = 100;

double beta = integral_xy(a, n_max, step_size);

printf ("%1f\t %1f\n",a , beta);
*/

//Hier kann zusaetzlich Beta fuer verschiedene Werte von
//a berechnet werden. Dabei gibt val_a die Anzahl der zu
//berechnenden a-Werte im Intervall a_begin bis a_end an.
//Das Intervall von a wird mit linspace diskretisiert
//und die Ergebnisse von clc_psi in beta abgespeichert.
//Die Flaeche der Einheitszelle wurde zu F=1 gesetzt.
double step_size = 0.01;

int val_a = 250;

int n_max = 30;

double F=1;

double a_begin = 0.05, a_end = 3;
double *a = malloc_real(val_a);
linspace(a_begin, a_end, val_a-1, a);
int i,j;

double beta = 0;
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for(i = 0; i < val_a; i++){

beta = integral_xy(ali], F, n_max, step_size);
printf ("%1f\t%1f\n",al[i], beta);

}

}
Der Output des Programms ist in Abb. B.1 gezeigt.

Numerische Werte F=1
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Abbildung B.1: Der Abrikosov-Parameter S84 nimmt bei 7, = T, = F = 1 sein
Minimum an, was gerade einem Quadratgitter der Vortexstruktur
entspricht.

Nach [19] ist die analystische Losung des Problems durch folgenden Ausdruck gege-

ben:
2
k k2 9
fa = (Zn “3:2" )

KV 21

k :Minimierungsparameter

Das Minimum wird in dieser Darstellung fiir ¥ = kv/27 angenommen und betrigt
ebenfalls 5 = 1.18 (Abb. B.2).

An dieser Stelle sei nur kurz angemerkt, dass eine Vergréflerung der Elementarzel-
le 54 weiter verringert, wobei das Quadratgitter weiterhin die energetisch giinstigste
Konfiguration bleibt (Abb. B.3). Physikalisch ist dies so zu verstehen, dass ein Typ-
[I-Supraleiter Energie einsparen kann, wenn sich gegenseitig abstoflende Vortizes weit
weg voneinander sind.

Dreiecksgitter:
Zur Berechnung des Dreiecksgitters kann das vorherige Programm wieder benutzt wer-
den, wobei zunéchst die Funktion durch 3.74 ersetzt werden muss:
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Abbildung B.2: Der Verlauf des Abrikosov-Parameters laut analytischer Losung, wobei

der Ginzburg-Landau-Parameter x auf 1/v/27 gesetzt wurde. Das Mi-
nimum wird aus diesem Grund auch an der Stelle £ = 1 angenommen.

Num'erische Werte F=2

(1.41,0.59)
Bmin [ ' 7

a

min
a

Abbildung B.3: Der Abrikosov-Parameter 54 nimmt bei T, = T, = VF =2 =141

sein Minimum an. Der Wert ist gegeniiber dem Fall F=1 geringer, weil
die repulsiven Flusswirbel weiter voneinander entfernt sind.

double complex psi(double x, double y, double a, int n_max, double F){

int n;
//Per Definition ist ab=F:
double b=F/a;

//Innerhalb der Flaeche sind im Dreiecksgitter jedoch 2 Flussschlaeuche.
double chi = sqrt(F/(4#M_PI));

double complex psi = cexp(-pow(x,2)/(2xpow(chi,2)))+I*cexp(I*2*M_PIxy/a)*
cexp (-pow(x-0.5%b,2)/(2*pow(chi,2)));

for(n = 1; n < n_max; n++){

psi = psi + cexp(4*M_PI*I*nx*y/a)*(cexp(-pow(x-n*b,2)/(2*pow(chi,2)))
+I*cexp (2*M_PI*Ixy/a)*cexp (-pow((x-(n+0.5)*b),2)/(2*pow(chi,2))));

psi = psi + cexp(-4*M_PIxIx*nx*y/a)* (cexp(-pow(x+n*b,2)/(2*xpow(chi,2)))
+Ixcexp (2*M_PI*I*xy/a)*cexp(-pow((x-(-n+0.5)*b),2)/(2*pow(chi,2))));
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return psi;

}

Die umsténdliche Integration iiber eine Dreiecksfliche kann umgangen werden, wenn
man sich die Periodizitdt des Gitters zu Nutzen macht. Man kann n&mlich iiber die
gesamte Periode a in y-Richtung und b in x-Richtung integrieren und am Ende durch
4 teilen, da diese Fliache 4 Dreiecke enthélt. Dies wird wie folgt innerhalb der Funktion
integral xy implementiert:

double integral_xy(double a, double F, int n_max, double step_size){

double beta = 0;

double complex psiO = 0, psil = O;

int N = (int) (1/step_size);

//Die Flaeche der Elementarzelle muss auf das Quadrat durch einen
//Faktor 4 angepasst werden.

double b=(4x*F)/a;

double *1list_x = malloc_real((N+1)*sizeof (double));
linspace(-b/2, b/2, N, list_x);

double *list_y = malloc_real ((N+1)*sizeof (double));
linspace(-a/2, a/2, N, list_y);

int i,j;

malloc_real ((N+1)*sizeof (double));
malloc_real ((N+1) *sizeof (double));

double *1list_abspsiO
double *1list_abspsil

double psi_int2 = 0;

clc_psi(N+1, list_x, list_y[0], a, n_max, F, list_abspsiO,2);
for(j = 1; j < N+1; j++){

clc_psi(N+1, list_x, list_y[jl, a, n_max, F, list_abspsil,2);
for(i = 1; i < N+1; i++){

psi_int2 += axstep_sizexb*step_sizex(list_abspsill[i]
+list_abspsil[i-1]+1list_abspsiO[i]+1list_abspsiO[i-1])/4;

}

copy_list(N+1, list_abspsil, list_abspsiO);

¥

double psi_int4 = O;

clc_psi(N+1, list_x, list_y[0], a, n_max, F,list_abspsi0O,4);
for(j = 1; j < N+1; j++){

clc_psi(N+1, list_x, list_yl[jl, a, n_max, F, list_abspsil,4);
for(i = 1; i < N+1; i++){

psi_int4 += bxstep_size*a*step_sizex(list_abspsill[i]
+list_abspsil[i-1]+list_abspsiO[i]+list_abspsiO[i-1])/4;
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}
copy_list(N+1, list_abspsil, list_abspsiO);
}

//Die berechneten Integrale entsprechen 4 Dreiecksflaechen
//=> durch 4 teilen

beta = (psi_int4/4.0)/pow(psi_int2/4.0,2);

return beta;

}

Die Resultate sind in Abb. B.4 dargestellt und stimmen mit dem analytischen Ergebnis
(Abb. B.5) iiberein.
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Abbildung B.4: Der Abrikosov-Parameter 54 nimmt im Dreiecksgitter fiir F=ab=1 bei
4
a =3, dh. a/b = 1/\\{% = /3, sein Minimum an. Er betrigt 1.159
und ist somit geringer als im Quadratgitter.

In der analytischen Losung aus [20] konnte gezeigt werden, dass S4(a/b) = Ba(b/a).
Dieselbe Eigenschaft kann auch in der numerischen Losung beobachtet werden, wenn
man den Wertebereich von a auf [0.5,1] beschrankt. In dieser Region (Abb. B.6) wird ein
zu Abb. B.4 gespiegelter Verlauf beobachtet, was gerade Ausdruck dieser Eigenschaft
ist.
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Abbildung B.5: Der Abrikosov-Parameter S4(a/b) = S4(R) nach analytischer Rech-
nung nimmt im Dreiecksgitter fiir F=ab=1 sein Minimum bei a/b = v/3
an. In [20] wurde hierbei ausgenutzt, dass S4(a/b) = fa(b/a). Der mi-
nimale Wert ist 4 = 1.159. (aus [20])
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Abbildung B.6: Der Verlauf des Abrikosov-Parameters 54 ist im Bereich [0.5,1] gerade

die gespiegelte Version von 3.8, was gerade der Eigenschaft entpricht,
dass fiir festes F die Relation 54(a/b) = Sa(b/a) erfiillt sein muss.

84



C NUMERISCHE BERECHNUNG DER ENERGIELUCKE UND DER
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C. Numerische Berechnung der Energieliicke und der
kritischen Temperatur im Supraleiter

Ausgangspunkt der Rechnung soll die im Abschnitt 4.6 hergeleitete Bestimmungsglei-
chung 4.62 sein:

hwp
1 :n(O)U/ tanh ( V52+A2> L e = ¢/hop

—hwp 2kT | 2,/€2 + A2

1 \y2 + A2 1
n(0)U [ tanh ; dy
-1 2T 9 2 12
Vyr+A
1 ! Vo2 + A7 1
= / tanh ; dy (C.1)
n(O)U -1 2T 9 /y2 + A/Q

mit: A" = A/hwp
T = kT /hwp

Das Vorgehen besteht nun darin, eine Funktion zu schreiben, die das Integral fiir di-
verse Werte von 7" und A’ berechnet. Im niichsten Schritt muss dann der Schnitt beim
Integralwert W geplottet werden.

Bevor man zum Integral iibergeht, muss zunéchst iiberlegt werden, welchen Werte-
bereich A" und 7° annehmen sollen. Hierbei kann man sich auf einige experimentelle

Richtwerte stiitzen:

hwp ~ 1072eV
A ~1073eV
kp =8.6-10°eV/K

Damit werden sich 7" und A’ in einem Bereich der GréSenordnung 1072 bewegen.
Im Rahmen der Programmierung sei A" = D und T = T'. Der auskommentierte Pro-
1

grammcode (C++) fiir die Berechnung und Darstellung des OIS —T"—A'-Plots lautet:

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>
#include <fstream>
#include <iostream>

void linspace(double x0, double x1, int N, double *1list);
double simpson(double (*f) (double, void *params),double params[], double x0
, double x1, int N);

//Der Integrand wird mit seinen beiden Parametern D und T definiert.
double f(double x, void *params)
{

double *arr = (double *)params;

double D = arr[0];

double T = arr[1];
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return tanh((sqrt(x*x+D*D))/(2+T))*(1/(2*sqrt (x*x+D*D)));

int main(void)
{
//%x0 und x1 sind die Integrationsgrenzen
double x0 = -1, x1 = 1;
//N gibt die Anzahl der Schritte, in die der Integrationsbereich zerlegt
//wird
int N=10000;
//Anzahl der Werte fuer D und T, die im Intervall [X_begin,X_end]
//ausgewertet werden sollen
const int val = 100;
double X_begin = 0.00001, X_end = 0.05;
//Freigabe von Speicherplatz fuer die auszuwertenden Wertepaare T und D
double *X;
X = (double *)malloc(val*sizeof (double));
//Zerlegung des Wertebereichs fuer D und T in die oben genannten
//val Werte. Dies geschieht durch die linspace-Funktion:
linspace(X_begin, X_end, val-1, X);

int i,j;
//Die Ergebnisse der Berechnung werden in der Datei
//"3dEnergieluecke.dat" gespeichert.
std: :fstream fout("3dEnergieluecke.dat",std::ios::out);
//In zwei for-Schleifen wird das Integral fuer alle val*val moeglichen
//Kombinationen ausgewertet und direkt in der Datei gespeichert.
for(j = 0; j < val; j++){
//Die folgenden zwei Zeilen dienten zur Laufzeitabschaetzung.
if (3%50==0)
std::cout<<100.0%j/val<<std::endl;
for(i = 0; i < val; i++){
//hier werden dem Integral immer wieder zwei neue Wertepaare X[i],X[j]
//uebergeben.
double params[2] = {X[i],X[jl};
fout<<X[i]<<’\t’<<X[jl<<’\t’<<simpson(f, params,x0,xl, N)<<std::endl;
}
//Der Absatz dient zu einer einfacheren Handhabung der Resultate fuer
//gnuplot.
fout<<std::endl;
}
//Nun wird die Datei geschlossen und der gesicherte Speicherplatz
//wieder freigegeben.
fout.close();
free(X);
X
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//Die Berechnung des Integrals erfolgt nach der gewoehnlichen Simpson-Regel.
double simpson(double (*f)(double, void *params),double params[], double xO,
double x1, int N)

{
double list[2*N+1];
double h = (x1-x0)/N;
linspace(x0,x1,2*N,list);
double sum = O;
double templ = (*f) (1ist[0], params);
double temp2 = 0;
double temp3 = (*f) (1ist[2], params);
int i;
for (1 = 0; i < N; i++){
temp2 = (*f) (list[2*i+1], params);
sum += h/6*(templ+4*temp2+temp3) ;
templ = temp3;
temp3 = (xf)(list[2xi+4], params);
}
return sum;
}

//Die Funktion linspace teilt den Bereich [x0,x1] in N aequidistante
//Bereiche und speichert diese Werte in list.
void linspace (double x0, double x1, int N, double *1list)
{

double y = (x1-x0)/N;

int i;

for (1 = 0; i < N+1; i++){

list[i] = %0 + ixy;

Die Ausgabe des Programms kann mithilfe von gnuplot visualisiert werden und ist
in Abb. C.1 gezeigt. Wie man unschwer erkennt, behilt die A’ (T/)—Abhéingigkeit fiir
unterschiedliche Werte von 1/n(0)U ihre Form bei.

D%PugmmmsdHMMWMdemn&mmmAXT)NIH%U%45bm%hmnHmmu
schreibt man die main-Funktion des bisherigen Programms ein wenig um.

int main(void)
{
int N = 10000;
double x0 = -1, x1 = 1;
//Toleranzbereich err definieren, in dem Werte um 4.5 herum angenommen
//werden duerfen
double err= 0.005;
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1/n(0)U i

Abbildung C.1: Die Berechnung des Integrals aus C.1 liefert fiir beliebige Werte von
n(0)U qualitativ denselben Verlauf wie fiir A'(T"). Dies lisst sich an
den eingezeichneten Hohenlinien (rot) sehr gut erkennen.

double step_size = 0.001;
const int val = 100;
double X_begin = 0.00001, X_end = 0.05;

double *X;
X = (double *)malloc(val*sizeof (double));

linspace(X_begin, X_end, val-1, X);
int i,j;

double *Integral;
Integral = (double *)malloc(val*val*sizeof (double));
for(j = 0; j < val; j++){
for(i = 0; i < val; i++){
double params[2] = {X[i],X[j1};
Integral [j*val+i] = simpson(f, params,x0,x1, N);
//Wenn der Integralwert im Toleranzbereich liegt, sollen die
//Paare D und T als Wertepaar angenommen werden
if (fabs(Integral[j*val+i]-4.5)<err)
printf ("%1£\t%1f\n",X[i],X[j1);
}
printf ("\n");
}
free(Integral);
free(X);
}
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Die Ausgabe des Programms lédsst sich mit gnuplot darstellen und ist in Abb. C.2
gezeigt.

Tl

Abbildung C.2: Die Energieliicke nimmt anfangs noch langsam ab und geht dann
schnell gegen Null, wenn man sich Tcl nédhert.

Schlieflich kann kann aus C.1 die kritische Temperatur berechnet werden, wenn man
die Bestimmungsgleichung A'(7.) = 0 einsetzt. Man erhiilt:

1 ! NN
= / tanh ( y, ) dy |Symmetrie in y

n(0)U 1 2T, ) 24/y?

1
Y 1
- h .
/0 tan <2Té> ydy

Beziiglich der Divergenz bei y=0 muss kein besonderer Umstand gemacht werden, da
das Integral dennoch schnell konvergiert, was man leicht sieht, wenn man die untere
Grenze x0 ein wenig nidher oder weiter weg vom Nullpunkt verschiebt. Um diese Glei-
chung nach der kritischen Temperatur umzuformen, muss der bisherige Code nochmals
leicht umgeschrieben werden:

int main(void)
{
int N = 10000;
//Neue Integrationsgrenzen, wie eben diskutiert.
double x0 = 0.00000001, x1 = 1;

double step_size = 0.001;

const int val = 100;
double X_begin = 0.001, X_end = 0.05;
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double *X;
X = (double *)malloc(val*sizeof (double));

linspace(X_begin, X_end, val-1, X);
int i;

double *Integral;
Integral = (double *)malloc(val*val*sizeof (double));
for(i = 0; i < val; i++){
double params[2] = {0,X[i]};
Integral[i] = simpson(f, params,x0,xl, N);
//Durch die Symmetrisierung muss der Wert des
//Integrals mal 2 gerechnet werden.
printf ("%41£\t%1f\n",2*Integral [i] ,X[i]);
}
printf("\n");

free(Integral);
free(X);
}

Der numerisch berechnete Zusammenhang lisst sich dann an eine Exponentialfunktion
fitten, wie in Abb. C.3 gezeigt.

0.05 ; - ; ; ;
,% Numerische Werte *
0.045 % f(x)=a*exp(-x) iy
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Abbildung C.3: Die kritische Temperatur kann in Abhéngigkeit von 1/n(0)U sehr gut
durch eine exponentiell fallende Funktion mit Vorfaktor 1.13 beschrie-
ben werden.

Damit findet man also:

kpT. ~ 1.13hwpe 1/™OU
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