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1. Einleitung

1.1 Worum geht es?

Inhalt der theoretischen Festkorperphysik ist es, die
e Struktur der Festkorper,
e die kondensierten Phasen sowie
e die elementaren Anregungen

zu verstehen und fortschrittliche Methoden zu ihrer Beschreibung zu entwi-
ckeln. Im Mittelpunkt stehen die elektronischen und thermodynamischen
Eigenschaften von Festkorpern. In dieser Vorlesung wird die Betonung
auf den theoretischen Konzepten liegen, welche eine Beschreibung von
Festkorpern gestatten.

Es ist klar, dass Festkorper ebenso wie Atome und Molekiile nur im Rah-
men der Quantentheorie verstanden werden kénnen; diese ist fiir die Sta-
bilitdt der Materie (endliche Grundzustandsenergie Eg, thermodynamische
Stabilitdt Eg o~ N) sowie fiir die (chemische) Bindung verantwortlich. Ein
grofler Unterschied zwischen Festkérper und Molekiil liegt in der Zahl der
Atome, die bei Molekiilen von zwei bis hin zu Tausenden reicht, im makro-
skopischen Festkorper aber in der Gréfienordung von 1023 liegt. Da es sich
beim Festkorper um ein System aus sehr vielen Atomen handelt, ist er ein
Musterbeispiel fiir ein System, auf das Methoden der Statistischen Physik
angewandt werden konnen. Damit stellen wir fest, dass Festorpertheorie
nichts prinzipiell Neues ist, sondern eine Anwendung von Quantentheo-
rie und statistischer Physik auf ein spezielles physikalisches Problem, d.h.
einen speziellen Hamiltonoperator.

Hin und wieder kénnen Eigenschaften kondensierter Materie auch mit klas-
sischer Mechanik und Statistik behandelt werden. Uber die Legitimitét
solcher Zugénge wird man sich im einzelnen Gedanken machen miissen.
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Hamilton-Operator

Zunéchst befindet man sich in der Festkorperphysik wie in der Atomphysik,
aber anders als in der Kernphysik, in der gliicklichen Lage, den Hamilton-
Operator, der die Dynamik und die Statistik beschreibt, genau zu ken-
nen. Von den vier bekannten elementaren Wechselwirkungen (schwache
Wechselwirkung, starke Wechselwirkung, elektromagnetische Wechselwir-
kung und Gravitation) spielt fiir die Festkorperphysik (wie fiir Atom- und
Molekiilphysik) nur eine einzige eine Rolle: die elektromagnetische Wech-
selwirkung. Fiir diese kennen wir das entscheidende Potential genau: das
Coulombpotential. Jeder Festkorper besteht aus Elektronen der Masse m
und der Ladung —e sowie aus Kernen der Massen My und der Ladun-
gen Zye. Die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Teilchen ist rein
elektromagnetisch. Der iiberwiegende Teil dieser Wechselwirkung ist die
Coulomb-Wechselwirkung.

yAYA Ly
H = Z ‘I—ZQ—W—F@ZZ” —T| 2Z‘Rk Rl‘ 224—4

e T Ry
(1.1)
Andere Anteile (relativistischen Ursprungs) konnen gelegentlich fiir gewis-

se Details von Bedeutung sein (Spin-Bahn-Wechselwirkung, bei schweren
Kernen Massenformel).

Die einzigen nichttrivialen Parameter, die sich durch eine Skalentransfor-
mation nicht beseitigen lassen, sind die Kernladungszahlen Zy und die
Massenverhaltnisse m/My. Tatsdachlich hangen die Massen My, von einer
meist kleinen Isotopiebreite abgesehen, nur von Zy ab. Es ist faszinierend,
dass so wenige Parameter das ganze Spektrum der Erscheinungsformen
von Festkorpern iiberstreichen. Der Einfluss der Zy ist wie bei den Atomen
(siche Abb. 1.1) bizarr. Aus den gleichen Griinden (Schaleneffekte) hiangt
nicht nur die Chemie, sondern auch die FK-Physik empfindlich von Zy ab.

Obwohl wir mit Gl. (1.1) den vollsténdigen Hamiltonoperator des Festkor-
pers vorliegen haben, ist das Problem der Festkorperphysik schwierig und
nicht allgemein 16sbar. Der Grund liegt in der grofien Teilchenzahl, weshalb
auch statistische Physik erforderlich ist. Diese ist aber nur dann einfach,
wenn es sich um wechselwirkungsfreie Teilchen handelt (wie fast immer
in der Vorlesung Thermodynamik und Statistische Physik). Die Teilchen,
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Abbildung 1.1: Spiraltabelle der Elemente (nach Theodor Benfey).

die den Festkorper bilden (Elektronen und Atomkerne) sind aber alles an-
dere als wechselwirkungsfrei; sie wechselwirken iiber die langreichweitige
Coulombwechselwirkung. Dadurch erscheint das Problem von 10%® wech-
selwirkenden Teilchen zunéchst geradezu hoffnungslos.

Um hier weiterzukommen beschreitet man im wesentlichen zwei Wege.
Zum einen werden neue Methoden und Naherungen im Rahmen der Quan-
tentheorie entwickelt. Zum anderen sind Abstraktion und Modellbildung
wichtig: Je nach Fragestellung werden nur Teilaspekte des allgemeinen
Festkorper-Problems in Betracht gezogen, von denen man durch physi-
kalische Uberlegungen annimmt, dass sie die richtigen Beitrige zu einem
Effekt oder Phanomen enthalten. Mathematisch bedeutet das, dass Verein-
fachungen und Naherungen im allgemeinen Festkérper-Hamiltonoperator
vorgenommen werden mit dem Ziel, einen geeigneten effektiven Hamil-
tonian zu erhalten, den man behandeln, vielleicht sogar 16sen kann. Ein
wichtiges Konzept ist dabei die Vereinfachung des Hamiltonoperators in
der Weise, dass gewisse Elementaranregungen formal als wechselwirkungs-
freie Quasiteilchen (mit Fermi- oder Bose-Charakter) dargestellt werden
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konnen. Am Beispiel von Phononen ist die Vorgehensweise wie folgt: Man
separiert Gitter- und Elektronenanteile im allgemeinen Hamiltonoperator
und fiihrt eine harmonische Néherung fiir den Gitteranteil durch, d.h. ei-
ne Entwicklung bis zur 2. Ordnung um die Gleichgewichtspositionen; man
erhélt einen effektiven Hamitonoperator, der gekoppelte harmonische Os-
zillatoren beschreibt; dieser kann durch Hauptachsentransformation dia-
gonalisiert werden. Anschliefend fithrt man Oszillator-Auf- und Abstei-
geoperatoren ein und erhélt einen Hamiltonoperator fiir wechselwirkungs-
freie (Quasi-)Bosonen, die Phononen heilen. Den Phononenhamiltonope-
rator kann man mit Quantenstatistik behandeln und verstehen. Weitere
Beispiele fiir Quasiteilchenbeschreibungen sind: Magnonen zur Beschrei-
bung von Spinwellen, Polaronen (zusammengesetzt aus Elektronen und
Gitterpolarisation), Exzitonen (gebundene Elektron-Loch-Paare), Polari-
tonen, Plasmonen, usw. Im Konzept der wechselwirkungsfreien Elektronen
werden auch die Elektronen zu fermionischen Quasiteilchen, wobei man die
starken Wechselwirkungen in effektive Parameter eines wechselwirkungs-
freien Einteilchenmodells steckt.

Phanomene

Die unzahligen Moglichkeiten, die Elemente des Periodensystems zu kom-
binieren, ist nur eine Erklarung fiir die Vielfalt der in der Festkoperphysik
vorkommenden Phénomene. Diese Reichhaltigkeit ist schon sehr erstaun-
lich und ist ein Teil der Griinde fiir die Bedeutung und der Faszination
dieses Faches. Einige (wenige) Beispiele:

e Kristallisation
e Halbleiter: Transistoren, integrierte Schaltkreise.
e Halbleiter: Anderson Lokalisierung der Elektronen durch Unordnung.

e Supraleitung: Meissner Effekt, Josephson Effekt, magnetische Fluss-
schlauche, Hoch-Temperatur-Supraleitung.

e Spektroskopie: Atomphysik, Kurzzeitspektroskopie, Nicht-lineare Op-
tik (optische Schalter), Magnetooptik.

e Transport: elektrische und Warme-Leitfahigkeit, Leitwertquantisierung
in mesoskopischen Systemen.

e Quanten-Hall-Effekt: ganzzahlig (Unordnung) und fraktionell (Coulomb-
AbstoBung), Quantisierung des magnetischen Flusses.
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e Magnetismus: Anti- und Ferromagnete (Isolatoren/Metalle), Riesen-
magnetowiderstand.

e Bose-Einstein Kondensation: 3He, ultrakalte Gase.

Es ist klar, dass in dieser Vorlesung nur die Grundlagen erarbeitet werden.
Diese Grundlagen sollten jedoch im Prinzip ausreichen, um sich gegebe-
nenfalls in weitere Gebiete der Festkoperphysik einarbeiten zu kénnen.
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2. Struktur von Festkorpern

2.1 Kristallisation von Festkorpern

Bevor es einen Festkorper gibt, muss es zur Kristallbildung kommen. Bis
auf einige Ausnahmen (Gléser, amorphe Substanzen, Polymere, Zufallsle-
gierungen) sind alle Festkorper Kristalle, wenn auch zumeist mikroskopisch
kleine. Z.B. sind alle Metalle, mit denen wir es im Alltag zu tun haben, aus
Kristalliten aufgebaut. Es ist eine Erfahrungstatsache, dass der kristalline
Zustand der thermodynamisch stabilste ist. Bei vielen der genannten unge-
ordneten Systeme gibt es auch zumindest eine Nahordnung; allerdings ist,
zum Beispiel durch plétzliches Erstarren aus der Schmelze, die Ausbildung
der Fernordnung unterblieben. Beim Glaszustand handelt es sich in der Re-
gel nicht um ein absolutes Minimum der potenziellen Energie, sondern um
ein relatives Minimum, aus dem das System bei niedriger Temperatur we-
gen einer Potentialbarriere nicht heraus kann. Es ist also ein metastabiler
und nicht der thermodynamisch stabilste Zustand.

In dieser Einfithrung ist eine Beschrdnkung auf den kristallinen Zustand
sinnvoll, denn die Translationsvarianz erlaubt die Bestimmung vieler Ei-
genschaften von 10?3 Teilchen (z.B. Normalschwingungen von Kristallen),
wéahrend andererseits ein Molekiil mit 1000 Atomen schon Probleme berei-
ten wiirde.

Die Kristallbildung setzt eine Lokalisierung der Kerne voraus, was fiir klei-
ne Massenverhaltnisse m/My gesichert scheint. Fiir m ~ My wiirde kon-
densierte Materie sehr wahrscheinlich keine feste rdumliche Struktur an-
nehmen. Eine einheitliche Begriindung der Tendenz zur Kristallbildung
ist nicht bekannt. Sie erfordert die Losung der Schrédinger-Gleichung fiir
~ 10?3 wechselwirkende Teilchen, aus denen typischerweise makroskopische
Objekte aufgebaut sind. Dies ist ein duflerst schwieriges Problem. Fiir “klei-
ne” Systeme (~ 103 Teilchen) sind Computersimulationen moglich (Mole-
kulardynamik).

Wir untersuchen hier nicht das Problem der Kristallisation, welche wir als
gegeben voraussetzen. Vielmehr wenden wir uns den geometrischen Eigen-

7
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schaften des idealen Kristalls zu.

Das Jahr 2014 wurde von der UNESCO zum internationalen Jahr der
Kristallographie ernannt. Infolge dessen finden weltweit verschiedene Ver-
anstaltungen, Workshops und Konferenzen statt, um die neusten Ent-
wicklungen in diesem grundlegenden Teilgebiet der Festkorperphysik zu
prisentieren’. Die wissenschaftliche Zeitschrift Nature hat diesbeziiglich
einen besonderen Band gefertigt, der kostenlos unter http://www.nature.
com/milestones/milecrystal zugéinglich ist. Unter “milestones timeline”
sind alle fiir die Entwicklung dieser Wissenschaft relevante Ereignisse auf
einer Zeitachse aufgetragen, von 1912 bis zur Gegenwart. Eine grofle Aus-
wahl der historisch wichtigsten Verdffentlichungen sind unter “Collection
articles” und “NPG library” ebenfalls kostenlos erhéltlich.

2.2 Kristallsystem, Kristallgitter und Kristallstruktur

Der ideale Kristall ist unendlich ausgedehnt, fiillt also den gesamten Raum
durch periodische Wiederholung desselben Motivs (oder Bauelements, d.h.
gleiches Atom oder gleiche Atomgruppen). Periodizitdt bedeutet diskrete
Translationsinvarianz. Man unterscheidet Kristall-System, Kristall-Gitter
und Kristall-Struktur. Die Zahl der moglichen Kristall-Strukturen ist un-
endlich, zur Zeit sind etwa 400000 bekannt (eine enorme Vielfalt ist moglich
durch binére, ternére, quaternére usw. Verbindungen).

Ein Kristall-Gitter besteht aus Gitterpunkten im Raum, beschrieben
durch Angabe des Ortsvektors zu diesen Punkten. In Dimension d sind
die Gittervektoren als Linearkombination von d linear unabhéngigen Ba-
sisvektoren darstellbar:

= nia; mit n = (ng,No,...,Ng), Ny € Z. (2.1)

Die Basisvektoren aj spannen die Einheitszelle auf (sie miissen linear
unabhéngig sein und miissen somit nicht unbedingt in rechtem Winkel
zueinander stehen). Das Volumen des Einheitszelle ist

furd:2 VeZ:|al><627
fird =3 vez: ]61-(62>< 63)| (2.2)

In anderer Schreibweise kann man das Volumen in d = 3 auch so berechnen:

!'N#here Informationen hierzu findet man unter http://iycr2014.org/
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V = |det(616263) ’ . (2.3)

Die primitive Einheitszelle ist die kleinste Einheitszelle, mit der der
Raum gefiillt werden kann. In d = 2 funktioniert das z.B. nicht mit gleich-
seitigen Fiinfecken; es geht mit Quadraten, Rechtecken, Parallelogrammen
und regelméfligen Sechsecken. Man kann mathematisch beweisen, dass es
fir d = 2 und d = 3 nur Kristall-Gitter mit zwei-, drei-, vier- oder sechs-
zéhliger Drehsymmetrie (Rotationssymmetrie) geben kann. Eine Drehachse
heifit n-zdhlig, wenn das Gitter bei Rotation in Schritten von 27t/ um die-
se Achse in sich iibergefiihrt wird. Gemafl dieser Symmetrie unterscheidet
man verschiedene Kristallsysteme.

Fiir d = 2 gibt es vier Kristallsysteme:

1) Das quadratische System
mit a; = as, g = 90°.
Die Einheitszelle besteht
aus (Quadraten, hat eine
vierzdhlige  Drehsymmetrie, ® *
Spiegelsymmetrie an zwei
Achsen und Inversionssym-
metrie (Punkt-Spiegelung am
Inversionszentrum). °

L

Q

Qo

2) Das rechtwinklige System
mit a; # ag, & = 90°.
Die Einheitszelle besteht aus
Rechtecken, und das Gitter ©®
hat Spiegelsymmetrie an zwei

2

Q@

Achsen sowie Inversionssym- 2
metrie. °

Q|
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3) Das hexagonale System
(Dreiecksgitter) mit a; = as,
x; = 60°. Die Einheitszel-
len sind Rauten, das Gitter
hat eine sechszédhlige Dreh-
symmetrie, Spiegelsymmetrie
beziiglich drei Achsen und In-
versionssymmetrie.

QL

Q)

4) Das schiefwinklige System ’ » e »
mit a; 7é as, K1 ?é 90°. Die
Einheitszellen sind Parallelo-
gramme, und es gibt nur die
Inversionssymmetrie.

2

Q

Q|

Zu jedem Kristall-System gehoren eventuell mehrere Kristall-Gitter oder
Bravais-Gitter.

Bravais-Gitter

Das Bravais-Gitter bezeichnet das Periodizitétsgitter R, an dessen Punkten
Kopien von elementaren Bausteinen (bestehend aus Atomen, Molekiilen,
...) angehéngt sind. Dabei hat die Menge R folgende Eigenschaft ((a) und
(b) sind dquivalent):

(a) R ist eine (unendliche) Menge von diskreten Punkten mit einer An-
ordnung und Orientierung, die exakt genauso erscheint, unabhingig
davon, von welchem Punkt aus man sie betrachtet.

(b) R enthélt genau die Punkte

RN

R =nia; + neay + ngag, Ny, Ny, N3 € Z (2.4)
und aj, ag, as, sind linear unabhéngige Vektoren.

Die Vektoren aj, ds, as wie in (b) sind nicht eindeutig bestimmt. Jeder Satz
ai, ag, ag, der das Bravais-Gitter nach (b) erzeugt oder aufspannt, konsti-
tuiert sogenannte primitive Vektoren (Translationen). Das von den pri-
mitiven Gittervektoren aufgespannte Parallelepiped heifit Elementarzelle
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des Gitters. Ebenso wie primitive Gittervektoren nicht eindeutig bestimmt
sind, so ist eine Elementarzelle nicht eindeutig.

Bemerkungen

e Die Menge aller Translationen, unter denen ein Kristall invariant ist,
bildet eine Vektorgruppe, die Translationsgruppe des Kristalls.

e Sind aj, as, az primitiv, so sind die
A/ SN
a; = E mijaj , (2'5)
j

primitiv genau dann, wenn my; € Z und det(my;) = £1. (Zum Beweis
benutzt man die Kramer’sche Regel).

Beispiel: Liegt mit dem Bienenwabengitter ein Bravaisgitter vor?

Nein, aber ein Bravaisgitter mit zweiatomiger Basis: a; = (1,0) und as =

(1/2,/3/2).

In zwei Dimensionen gibt es nun

neben dem einfachen rechtswinkli- .
gen Gitter auch noch das zentriert-

rechtwinklige Gitter, bei dem sich ° ° °
noch zusétzlich im Zentrum jedes
Rechtecks ein Gitterpunkt befindet.
Zwar erscheint es als spezielles Schief- * 3 ° .
winkliges Gitter, aber weil es al-
le Symmetrieeigenschaften des recht-
winkligen Systems hat, wird es als
eigenes Bravais-Gitter innerhalb des
rechteckigen Kristallsystems aufge-
fasst.

Q|
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Unterschied Kristallsystem / Bravaisgitter

Eine beliebige Symmetrieoperation eines Bravaisgitters kann zusammenge-
setzt werden aus einer Translation Tﬁ um einen Gittervektor R und eine
Symmetrieoperation, die mindestens einen Gitterpunkt unverdndert lasst.
Also hat die volle Symmetriegruppe des Bravaisgitters nur folgende Ope-
rationen:

1. Translationen um einen Gittervektor des Bravaisgitters
2. Operationen, die einen Punkt des Gitters invariant lassen

3. Operationen, die durch sukzessive Anwendung von Operationen des
Typs 1. und 2. zusammengefasst werden kénnen.

In einer allgemeinen Kristallstruktur konnen Symmetrieoperationen hin-
zukommen, die nicht zu 1. bis 3. gehdren, und zwar Schraubenachsen und
Gleitebenen.

Fiir d = 3 gibt es 7 Kristall-Systeme und 14 Bravais-Gitter:

1) Das kubische System mit einem Wiirfel als (konventioneller) Einheits-
zelle, d.h. a; = as = ag = a, &1 = xo = &3 = 90° und drei zugehorigen
Bravaisgittern.

a a a

a a a

® ®
a a a

einfach kubisch (sc¢)  kubisch raumzentriert kubisch flichenzentriert
(bcee) (fce)
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2) Das tetragonale a+c

a+c
System mit einem
Quader mit quadra- \ \ \
tischer  Grundfldache

als Einheitszelle,
d.h. a; = as 75 as,
X1 :(XQ.: 0632.9'0 C c
und zwei Bravaisgit-

tern.
a a
® ®

a a
einfach tetragonal tetragonal raumzentriert

3) Das orthorhombische System mit einem beliebigen Quader als Ein-
heitszelle, d.h. a; # a2 # asz, ®; = o = 3 = 90° und vier Bravaisgittern.

a+b+c a+xb+c a+xb+#c a+b+#c

|
A
[

c C C C
a \ a \ a \ a
b b b b
einfach orthorhombisch  orthorhombisch  orthorhombisch
orthorhombisch basiszentriert raumzentriert flachenzentriert

4) Das monokline N
System  mit einem a ‘Q
Parallelepiped mit (=
rechteckiger  Grund-

fliche als Einheits-

zelle: a; 7é as 75 as, ‘}/ ‘}/

0612063:900#062 ﬁ E

und zwei Bravaisgit-

tern. einfach monoklin monoklin basiszentriert
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5) Das rhomboedrische = IB=]/ -+ 9(°
System mit einem Rhom-
boeder als Einheitszel-
le (die Seitenflichen sind
gleichseitige Rauten) d.h.
a; = dadz = as, X = &g =
&3 # 90° und nur einen
Bravaisgitter.

4
,B a
a\ La
a

6) Das hexagonale Sys-
tem mit einem Parallel-
epiped aus gleichseitigen C
Rauten und 4 Rechte-
cken als Einheitszelle. d.h.
a; = Qg # as, 4 = 0t =
90°, o3 = 120° und nur
einen Bravaisgitter. Q

7) Das trikline System a B 1% =+ 9()°
y P

mit beliebigem Parallel-

epiped als Einheitszelle,
dh. ay # ay # as 4
X1, X2, X3 # 90° und nur
einen Bravaisgitter.
a

Punktgruppe und Raumgruppe

Zusétzlich zur Translationsinvarianz haben die Gitter noch Punktsym-
metrien d.h. es gibt bestimmte diskrete Operationen, die das Gitter un-
ter Festhaltung eines Punktes (des Ursprungs) in sich iiberfithren, z.B.
Rotationen um bestimmte Achsen und diskrete Winkel, Spiegelungen an
Ebenen, Inversion (d.h. Transformationen (x,y,z) — (—x, —y, —z)). Die-
se Operationen bilden mathematisch eine Gruppe beziiglich ihrer Hinter-
einanderausfiihrung, die sogenannte Punktgruppe. Die Gesamtheit aller
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Symmetrieoperationen des Gitters (d.h. Gitter-Translationen plus Punkt-
gruppenoperationen einschliefilich Kombinationen von beiden) bilden die
sogenannte Raumgruppe (space group) des Gitters.

Je nachdem, ob man den vollstdndigen Kristall oder nur das Bravais-Gitter
beziiglich der vollen Raumgruppe oder der eingeschrankten Punktgrup-
pe untersucht, ergeben sich verschiedene Klassifikationen (angegeben ist
jeweils die Zahl in drei Dimensionen, mit Zahl in zwei Dimensionen in
Klammern):

Bravais-Gitter Kristall-Struktur

(mit kugel- (mit Basis

symmetrischer Basis) beliebiger Symmetrie)
Punkt-Gruppe | Kristallsysteme Kristallklassen

7 (4) 32 (13)
Raum-Gruppe || Kristallgitter /Bravaisgitter | Raumgruppen

14 (5) 230 (17)

Die 230 Raumgruppen sind in den International Tables for Crystallography,
Volume A Space Group Symmetry, Herausgeber Th. Hahn, Springer 2005
aufgefithrt und charakterisieren die Symmetrieeigenschaften der Kristalle
vollsténdig. Fiir die Angabe einer Kristallstruktur geniigt dann die Angabe
des internationalen Raumgruppensymbols bzw. der Raumgruppennummer
und der Wyckoffposition, d.h. der fraktionalen Koordinaten in der Zelle.

Es wiirde zu weit fithren, die Punktgruppen in Detail zu besprechen. Als
ein Beispiel betrachten wir die Punktgruppe fiir das kubische System. Die
folgenden Operationen fiithren einen Wiirfel und damit auch ein kubisches

Gitter in sich iiber: Drehungen um 90° = QZ” um 3 vierzdhlige Achsen

(durch die Seitenmitten des Wiirfels), Drehungen um 120° = %ﬂ um 4
dreizéhlige Drehachsen (Raumdiagonalen) und Drehungen um 180° = 7
um 6 zweizéhlige Achsen (um die Diagonalen durch zwei gegeniiberliegende
Kantenmitten), und diese 24 Operationen bilden gerade die sogenannte
Oktaedergruppe O. Zusitzlich gibt es noch die Inversion (Punktspiege-
lung am Ursprung), sodafl die kubische Symmetriegruppe Oy, (Oktaeder-

gruppe plus Inversion) 48 Elemente enthéhlt.

Die Symmetriegruppen der Kristallsysteme in d = 3 sind in Schoenflies-
Notation:
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triklin S
monoklin Con
orthorhombisch Doy
tetragonal Dyn
rhomboedrisch  Dg3q
hexagonal Degn
kubisch Oy

Dabei geben die Symbole die Klassifikation nach Drehachsen bzw. Haupt-
spiegelebenen an: Sj j-zdhlige Drehinversionsachse, C; j-zéhlige Drehachse
(j =2,3,4,6), h bedeutet eine Spiegelebene senkrecht zur j-zéhlige Dreh-
achse, Dj j zweizdhlige Drehachsen senkrecht zu einer j-zéhligen Haupt-
drehachse, O vier drei- und drei vierzéhlige Drehachsen wie im Oktaeder.

Primitive Einheitszelle und Wigner-Seitz-Zelle

In einigen der Bravaisgitter existieren in der charakteristischen Einheits-
zelle noch zusatzliche Gitterpunkte, die zentriert sind entweder rdumlich
im Mittelpunkt der Zelle (raumzentriert) oder in den Mittelpunkten der
6 Oberflachen der Zelle (flichenzentriert) oder in den Mittelpunkten der
beiden Grundflachen (basiszentriert). Die primitive, d.h. kleinstmogliche
Einheitszelle oder Elementarzelle ist dann nicht mehr die fiir das Sys-
tem und seine Symmetrie charakteristische konventionelle Einheitszel-
le.

Am Beispiel der drei kubischen Gitter sind primitive und konventionelle
Einheitszellen folgendermafien:
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1) Einfach-kubisches Gitter: Jeder Git-
terpunkt hat 6 néchste Nachbargitter-
platze (die Koordinationszahl, d.h.
die Anzahl der néachsten Nachbarn ei-
nes Bravaisgitters zu einem vorgegebe-
nen Punkt, ist 6). Die sinnvollste primi-
tive Einheitszelle entspricht der konven-
tionellen Einheitszelle und ist damit ein
Wiirfel der Kantenldnge a. Aufgespannt
wird die primitive Einheitszelle von Ver-
bindungsvektoren zu néchsten Nachbar-
Gitterpunkten; im kartesischen Koordi-
natensystem

1 0
alza 0 ,aQZCl 1
0 0

Das Volumen der primitiven Einheitszelle ist

a 0 0
VpEZ = |61 . (62 X 63)| = |det | 0 a O = a®
0 0 a

2) Kubisch-flichenzentriertes Gitter: Ei-
ne mogliche primitive Einheitszelle wird
wieder durch Verbindungsvektoren zu
néichsten Nachbarn aufgespannt; zu jeden
Gitterpunkt gibt es 12 néchste Nachbarn.

Mogliche a; sind:
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Die Form der primitiven Einheitszelle ist rhomboedrisch. Volumen der pri-
mitiven Einheitszelle:

o 11
VpEz:‘al'(agxag)’:§ det |1 0
01

—_ _ O
I
|

Die Tatsache, daf3 die primitive Einheitszelle nur 411 des Volumens der kon-
ventionellen Einheitszelle (dem Wiirfel mit Kantenldnge a) hat, hingt da-
mit zusammen, dass es effektiv 4 Gitterpunkte pro konventioneller Ein-
heitszelle gibt; die acht Eckpunkte des Wiirfels gehoren zu je acht, die
sechs Flachenmittelpunkte zu je zwei konventionellen Einheitszellen; damit
liegen 8 - % +6 - % = 4 Gitterpunkte in jeder konventionellen Einheitszelle.

3) Kubisch-raumzentriertes Gitter: In
diesem Gitter gibt es 8 néchste Nach-
barn, und zwar die Eckpunkte des einen
Gitterpunkt umgebenden Wiirfels mit
Kantenldnge a. Wieder eignen sich Ver-
bindungsvektoren zu néchsten Nachbarn
zum aufspannen der primitiven Einheits-

zelle, z.B.

o
G=- (1], @m=o-1], d=2] 1
a; = — LAy =—|—1], a3 =—
21 9 1 2 )
1 1 1
3 3
- N N a a
Vpez = ‘01°(C12><C13)} =—ldet| 1 -1 1]| =—
8 1 1 1 2

Das bedeutet wieder, dass es zwei Gitterpunkte pro Einheitszelle gibt, den

zentralen Punkt und jeden Eckpunkt zu %.

Wir wollen nun den Begriff der Elementarzelle weiterfassen und auch all-
gemeinere Geometrien als Parallelepipede zulassen. Einzige Bedingung ist:
durch wiederholte Anwendungen von Gittertranslationen muss der gesam-
te Raum iiberlappungsfrei ausgefiillt werden.
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Wigner-Seitz-Zelle

Es gibt eine ausgezeichnete Form der Elementarzelle (unabhéngig von Ba-
sisvektoren), die Wigner-Seitz-Zelle. Als Mittelpunkt der Wigner-Seitz-
Zelle wihlen wir einen Gitterpunkt (des Bravaisgitters). Zur Zelle gehoren
alle Punkte, die ndher an dem Mittelpunkt liegen als an irgendeinem ande-
ren. Offenbar kann die Zelle dadurch konstruiert werden, dass zur Verbin-
dungslinie des Mittelpunktes zu jedem anderen Punkt die mittelsenkrechte
Ebene konstruiert wird. Diese paarweise parallelen Ebenen schneiden die
Wigner-Seitz-Zelle aus. Offenbar spielen nur die ndheren Nachbarn bei die-
ser Konstruktion eine Rolle. In zwei Dimensionen erfolgt die Abgrenzung
durch bis zu 3 Geradenpaare (s. Dreiecksgitter), in drei Dimensionen von
bis zu 7 Ebenenpaaren. Nur fiir einfach-kubische Gitter sind die Wigner-
Seitz-Zellen wieder kubisch, im Allgemeinen ergeben sich kompliziertere
Formen. Der Vorteil der Wigner-Seitz-Zelle liegt darin, dass sie maximale
Gittersymmetrie zeigt.

Beispiele: Quadratgitter, Dreiecksgitter

S

I

Trotz ihrer verschiedenen Form ist das Volumen der Wigner-Seitz-Zelle
gleich dem der primitiven Einheitszelle.

Kristall-Strukturen

Nach der Diskussion von Gittertypen und Elementarzellen fehlt jetzt noch

die Anordnung der Atome in der Elementarzelle; diese zusétzliche Angabe
ist erforderlich zur Festlegung der Kristall-Struktur. Neben dem Gitter-
typ miissen wir die sogenannte Basis angeben. Im allgemeinen gibt es in
einer realen Kristall-Struktur mehrere Atome pro primitiver Einheitszelle.
Die Angabe der Basis bedeutet die Angabe der Atompositionen innerhalb
der Einheitszelle:

Ri, = Ry + Ry, (2.6)

mit Gittervektor ﬁﬁ und Position des p-ten Atoms der Basis Ry,.
Beispiele fiir wichtige Kristall-Strukturen sind:
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1) Die Natriumchlorid-
Struktur: Diese Kris-
tallstruktur besteht
aus einem  kubisch-
flachenzentrierten
Gitter mit einer zwei-
atomigen Basis; ein
Atom (z.B. Na) am
Punkt (0,0,0) und das
andere Atom (z.B. Cl)
bei (%,%,%) (beziiglich
der konventionellen
Einheitszelle). Beispiele
auBer NaCl: AgBr,
KCI, PbS

Quelle: wikipedia

2) Die Césiumchlorid-
Struktur: Diese Kris-
tallstruktur besteht
aus einem  einfach-
kubischen Gitter mit
einer zweiatomigen Ba-
sis; einem Atom (z.B.
Cs) bei (0,0,0) und
einem Atom (z.B. Cl)

bei (%, %, %) Beispiele
auBer  CsCl:  TIBr, ke — - N
CuZn, AgMg ‘L_‘ : '%/‘

Quelle: wikipedia
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3) Diamantstruktur: Diese
Struktur hat ein kubisch-
flachenzentriertes Gitter und
eine zweiatomige DBasis aus
identischen Atomen (Z.B. C)
bei (0,0,0) und das andere
Atom (z.B. Cl) bei (1,411,%)
(beziiglich der konventio-
nellen Einheitszelle). Jedes
Atom hat 4 néichste und 12
iiberndchste Nachbarn; die
nichsten Nachbarn bilden

einen Tetraeder. Beispiele N
auBer C: Si, Ge Quelle: wikipedia

4) Zinkblendestruktur: Alles
wie bei Diamant, nur unter- x)&

scheiden sich die Atome der
Basis, z. B Zn bei (0,0,0) und
S bei ( , 4, —) Beispiele aufler
/nS: GaAS ZmSe, CdS.

Quelle: wikipedia

5) Die hexagonal dichteste <@ @ @ i+ N* X&)
Kugelpackung (hcp): Diese D DD DD
Kristallstruktur besteht aus - DDD - DDD

einem hexagonalen Gitter mit
einer Basis aus zwei iden-

tischen Atomen bei (0,0,0)
und (2,%,3) beziiglich der
Einheitszelle des hexagonalen
Gitters. Beispiele: Mg, Zn, Cd

kubisch flachenzentriert (ABC) hexagonal dicht gepackt (ABA)

Quelle: wikipedia
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2.3 Das reziproke Gitter

Zu einem vorgegebenen Bravais-Gitter R wollen wir das sogenannte rezi-
proke Gitter R* definieren. Verschiedene Anwendungen fithren zu diesem
Begriff, so z.B.

e Fouriertransformation von gitterperiodischen Funktionen

e Studium der “Uberreste der Impulserhaltung” im diskreten Gitter (es
gibt keine kontinuierliche Translationsinvarianz!)

e Beugung (von Rontgenstrahlen, Neutronen usw.) an Kristallen

Definition

das reziproke Gitter besteht aus genau den Vektoren G, fiir die

etOR =1, mit R beliebig € Bravais-Gitter R (2.7)

Aquivalent hierzu ist die Forderung
é . ai = 27T‘pi , Pi € Z (2.8)

wobei aj, as, as primitive Einheitsvektoren von R sind, d.h. Basisvektoren
des direkten Gitters.
Die letzte Beziehung ist zu

G= Z Pi b; (2.9)

dquivalent, mit Vektoren

= us . , o N
b; = Vo €ijk @j X A mit Vppz = ’a1 - (ag x 03)| : (2.10)
pEZ

oder ausgeschrieben

2 . - 2t .

- 2 . .
as X dy, b3: a; X as. (2.11)

b = az X ag, by =

Vioez Vioez Vipez

Fiir zweidimensionale Gitter gilt dieselbe Definition mit az = (0,0,1)T.
Die Basisvektoren von direktem und reziprokem Gitter erfiillen die Ortho-
gonalitatsrelation

a; - b; = 278y . (2.12)
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Bemerkung: Offenbar ist das reziproke Gitter selbst ein Bravais-Gitter.
Das Reziproke des reziproken Gitters ist natiirlich das Ausgangsgitter:
R** = R.

Sind die Winkel zwischen den a; gleich 902 (orthorhombisch, tetragonal,
kubisch), d.h. a; = a;e;, dann gilt einfach b; = %a.

Das Skalarprodukt eines beliebigen Gittervektors R+ mit einem beliebigen

reziproken Gittervektor ist dann immer ein ganzzahliges Vielfaches von 27t

3 3 3
R; G = Zm&injbj = 27’[Z nipi- (2.13)
i=1 j=1 i=1

Brillouin-Zonen

Wir definieren die 1. Brillouin-Zone eines Kristalls als die Wigner-Seitz-
Zelle des reziproken Raumes. Genauer: B R L
Punkte im reziproken Raum bezeichnen wir mit k, Punkte k und k + G
nennen wir aquivalent.

1. BZ Gesamtheit aller nichtdquivalenten E, die nédher bei é = 0 liegen
als die zu ihnen dquivalenten. Die 1. BZ ist also die Wigner-Seitz Zelle
des reziproken Gitters.

2. BZ Gesamtheit aller nichtdquivalenten k geringsten Abstandes von
G = 0, die nicht in der 1. BZ liegen.

3. BZ (etc.) analog.

° . . 2.BZ
. o | ° . 3.BZ
° ° Py Py °

Das Volumen der Brillouin-Zonen ist (27)3/ Vpez, denn:

NN NN
[

(alagag)T(blbzbg) =2l = det(alagag) °det(b1b2b3) = (27’[)3.
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(2.14)

Netzebenen

Durch die reziproken Gittervektoren werden Familien von parallelen Git-
terebenen (Netzebenen) eindeutig beschrieben. Jeder reziproke Gittervek-
tor steht nadmlich senkrecht auf einer Familie von Gitterebenen des direk-
ten Bravaisgitters. Eine Gitterebene eines Bravaisgitters wird aufgespannt
durch drei nichtkollineare (nicht auf einer Geraden liegende) Gitterpunkte.
Eine Familie von Gitterebenen ist die Gesamtheit der zueinander parallelen
Gitterebenen. Denn wir zeigen im folgenden, dass zu einer vorgegebenen
Familie paralleler Gitterebenen

27T .
—n
d

einen reziproken Gittervektor beschreibt, wenn 1 der Normaleneinheits-
vektor auf der Familie von Gitterebenen und d der Abstand benachbarter

Gitterebenen ist. Dann gilt ndmlich fiir zwei Gittervektoren Ry, Ry zu Git-
terpunkten aus der gleichen Ebene:

G — (2.15)

G-(Ri—Ry) =0, (2.16)

damn L (ﬁl — ﬁg) Sind aber ﬁl, ﬁQ Gittervektoren zu Punkten aus ver-
schiedenen Ebenen der gleichen Familie, die den Abstand ld haben, dann
gilt

n-(Ri—Ry) =1d (2.17)

(die Projektion von (ﬁl — ﬁg) auf n hat die Linge 1d), und damit (nach
Erweitern durch 27t/d)

G- (R, —Ry) = 2ml (2.18)

Da auch der Ursprung in jeder Familie paralleler Gitterebenen enthalten
ist, gilt somit fiir jeden Gittervektor R

G-R=2nl (2.19)

mit ganzzahligen 1, womit gezeigt ist, dass das G aus Gl. (2.15) tatséchlich
ein reziproker Gittervektor ist. Dies ist auch bereits der kiirzeste rezipro-
ke Gittervektor mit dieser Eigenschaft, denn wenn es einen kiirzeres G in
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derselben Richtung ﬁégéibg, dann ergibe sich fiir Ry, Ry aus benachbarten
Ebenen der Familie |G - (R1 — Ra)| < 27, d.h. es giibe Gittervektoren, fiir
die das Skalarprodukt mit G kein ganzzahliges Vielfaches von 27t ist, im
Widerspruch zur Annahme, dass G ein reziproker Gittervektor ist. Um-
gekehrt gibt es zu jedem reziproken Gittervektor G eine Gitterebene und
damit auch eine Familie von Gitterebenen, zu denen G orthogonal ist, denn
sei z.B.

é = hBl + TLBQ + 153 (2.20)

mit ganzzahligen Tripel (hnl). Dann ist G offenbar orthogonal z.B. zu den
linear unabhéngigen Gittervektoren

ﬁl = Tlal — hag , ﬁz = 161 — hag (2.21)

Durch Ry, Ry wird dann eine Gitterebene aufgespannt und durch Verschie-
ben in Endpunkte verschiedener Gittervektoren eine Familie paralleler Git-
terebenen bestimmt, auf denen G orthogonal ist. Somit bestimmen die rezi-
proken Gittervektoren also eindeutig eine Familie von zueinander parallelen
Ebenen des direkten Gitters. Es ist iiblich, Gitterebenen durch Angabe der
sogenannten Millerschen Indizes (nkl) zu klassifizieren; dies bedeutet
gerade, dass G = nb; +kbo + lbs der kiirzeste zu den Gitterebenen ortho-
gonale reziproke Gittervektor ist. Der Abstand benachbarter Gitterebenen

ist dann
27T

G|
Periodische Funktionen

Viele Grofien oder Funktionen, die fiir kristalline Festkorper wichtig sind,
wie zum Beispiel das Potential V() und die Elektronendichte p(T) haben
die Translationsinvarianz des Gitters, d.h. sie erfiillen

f(¥) = f(¥ +R) (2.23)

fiir jeden Gittervektor R des Bravaisgitters R. Damit ist die Kenntnis
der Funktion innerhalb einer einzigen Elementarzelle (oder innerhalb der
Wigner-Seitz-Zelle) ausreichend, um sie schon auf dem ganzen Raum zu
kennen. Solche Funktionen lassen sich bekanntlich als Fourierreihe darstel-
len:

f(¥) = Y faelT (2.24)
G
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mit diskreten Fourierkoeffizienten

1 . o=
= — J . d®r f(r)e €7 (2.25)
P

f
Vioez

G
wobei Vpgz das Volumen der primitiven Einheitszelle darstellt. Aus der
Bedingung (2.23) folgt wegen

—
—

f(¥+R) = > faeiG'mR) = ) fzel®TelGR  £(7)
G G

die Beziehung
R =1=G-R=2m, nez (2.26)

fiir alle Gittervektoren ﬁ; also lduft die Summe (2.24) gerade iiber die
reziproken Gittervektoren G € R*. Das Funktionensystem {#eiG'R}

pEZ
bildet eine Basis auf dem Raum der quadratintegrablen Funktionen auf der

Einheitszelle des realen Gitters, falls G alle Punkte des reziproken Gitters
R* durchléduft; diese Basis ist periodisch beziiglich der Gittervektoren R des
realen Gitters. Es gelten folgende Orthonormalitétsrelationen:

1 3. i(G-G7T _
Voez LEZ d’re = 6676, (2.27)
Y ST =V, Y 5(F—R) (2.28)
G R

Zum Beweis stellen wir T, G beziiglich der Basisvektoren der primitiven
Einheitszellen von realem und reziprokem Gitter dar:

T = inai mit 0 <x; < 1daT € pEZ

3
G= ) hb mith€Z, (2.29)
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und
1 1 1 3
J d3r f(?) = VpF_Z J dX1 J dXQ J dX3f( Z Xia.i)

Bemerkung: Fiir diese Integralsubstitution in drei Dimensionen verwenden
wir den Transformationssatz: Seien U, V offene Mengen auf R"™ und
@ : U — V,(vi,ve,...,vn) = @(ug,us,...,uy) eine injektive differen-
zierbare Funktion mit stetigen partiellen Ableitungen mit Jakobimatrix
De(u,ug,...,uy) = (avi), die fiir alle x € V ungleich null ist. Dann

au]-

gilt fiir reellwertige stetige Funktionen f, die auf ¢(U) definiert sind

J av () = J aii (W) |det (D) ()| (2.30)
e(U) u
Hier haben wir
T aj; ao1 asi X1 aijrXp Qao21X2 asi1Xs
T = (01(12&3) X = 1 a2 a2 as X2 | = | Gi2X1 Q22X2 A32X3
a3 as3 ass X3 ai3X1 0a23X2 0ass3xs

~ (D)(X) = (@102d3)" ;|det(D@)(X)| = Vyez

Damit finden wir

~ 3l
1 J PBreiST — HJ dx; pl2mhy 0 wenn hj # 0

VpEZ 0 1 wenn alle hy = 0
(2.31)

d.h. die Beziechung (2.27). Auflerdem gilt fiir eine beliebige (also nicht not-
wendig gitterperiodische) Funktion f(T)

Jd?’rf(?) > el6T = ZZJ &3/ f(R +7/)elC (R (2.32)
G ReR

- EZ
GeERx G P

wobei wir 1 = R+ 71/ ersetzt haben und T’ nur noch iiber eine einzelne
Einheitszelle pEZE bei R lauft; damit wird das Integral aufgeteilt:

Jd3r = E J d3r’
- pEZ~
ReER R
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Wir fithren jetzt mit gR(?) diejenige gitterperiodische Funktion ein, die
auf der Einheitszelle pEZj2 bei R gerade mit der beliebigen Funktion f(T)

iibereinstimmt; bei den gR(?) handelt es sich also um periodische Fortset-

zungen der auf die Einheitszelle bei R eingeschrinkte Funktion f(R + 17).
Diese Funktion ldsst sich dann geméfi Gl. (2.24) und (2.25) als Fourierreihe
schreiben:

[arse) Y eo = ¥ 5 | e = Vg, Z > ot
.

GeRs R G R G
= pEZZQ 1’—0 pEZZf(A) Jd31”f p[:_zzé T—

(2.33)

Wegen der Beliebigkeit von f(T) ist damit Gleichung (2.28) bewiesen.

Da das direkte Gitter wieder reziprokes Gitter des reziproken Gitters ist,
konnen wir die Relationen (2.27) und (2.28) entsprechend fiir das reziproke
Gitter formulieren:

Vpez J 31 ik(R4R)
_PEZ A3k et (RTR) — 5. 2.34
(271)3 )1 Bz y RR! (2:34)
V.

ﬁ eikR _ § 5(k — G) (2.35)

R/

Kristallstrukturanalyse mit Rontgenbeugung

Wenn freie Teilchen (z.B. Photonen), die als ebene Welle e* beschrieben
werden konnen, auf einen Kristall einfallen, werden sie an einem gitterpe-
riodischen Potential, das V(1) = V(T + R) fiir alle Gittervektoren erfiillt,
gestreut und gehen dabei in einen Zustand k' iiber. Wie aus der Quan-
tenmechanik bekannt muss fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit (z.B. in
Bornscher Néherung, d.h. ohne Beriicksichtigung von Mehrfachstreuung)
das Matrixelement (k|V(T)[k’) bestimmt werden; nach Fermis Goldener
Regel ist die Streuung proportional zum Quadrat dieses Matrixelements.
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Es berechnet sich wie folgt:

KIVEIRD — Ky ik L . -
KIV(T)K')y = v J d3r e—lk?v(r)elkr =< J dBrZ Vo el(kHG—KT
G

= )_Vedois (2:36)

wobei Gl. (2.24) verwendet wurde. Fiir die Streuung an Kristallen besteht
daher die Auswahlregel

k' =k+G (2.37)

mit einem reziproken Gittervektor G. Der Wellenvektor von gestreutem
und einfallendem Teilchen muss sich gerade um einen reziproken Gitter-
vektor unterscheiden. Streumaxima werden also im Prinzip ein Bild des
reziproken, nicht des direkten Gitters liefern. Speziell fiir elastische Streu-
ung, d.h. k? = k'?, fithrt dies zu der Bedingung

2%k -G+ G2 =0 (2.38)

Nach Gleichung (2.22) ist der Betrag von reziproken Vektoren immer als

|G| = QTET“ mit Abstand d paralleler Gitterebenen darstellbar, auf denen

G orthogonal steht. Der Photonenwellenvektor ist durch k = 27” gegeben,
wenn A die Wellenlénge des Lichtes ist. Dann folgt:

8mr’n 47°n? ~ -
o cos & + E =0 mit ¢ = < (k, G)
~  —2dcosax =nA
N~ 2dsind = nA (2.39)
wobei —cos ¢ = —cos(5 —¥) = sind verwendet wurde. Es ergibt sich

also die Braggsche Reflexionsbedingung, wobei ¥ der Winkel zwischen
einfallenden Strahl und Gitterebene ist, d.h. o« = § + .

Die Form (2.36) des Matrixelements besagt auch, dass Streuexperimente
nicht nur Aussagen iiber das Kristallgitter liefern (steckt in 6@_2 a), son-
dern auch iiber die Dichteverteilung der Kerne (V;), d.h. iiber die Kris-
tallstruktur.

Photonen, Neutronen und Elektronen

Aus der Braggschen Reflexionsbedingung ist klar, dass 3—2 < 1 sein muss,
also A < 2d, d.h. die Wellenlénge des gestreuten Teilchen muss kleiner als
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der doppelte Netzebenenabstand sein. Die Materialien, die wir in der Regel
betrachten, haben interatomare Abstéande auf der Angstromskala und man
kann sich dann iiberlegen, welche Energien die gestreuten Teilchen haben
miissen und an welchen Potentialen sie streuen. Fiir Photonen gilt die

Dispersionsrelation (Verkniipfung zwischen Energie und Wellenzahl k =
27
%)

e =hw=hck= % (2.40)

Fiir sichtbares Licht gilt € ~ 1 eV, A = 0.4—0.7-10* A, sodass damit Struk-
tur auf der Mikrometerskala (1 pum = 10~%m = 10* A) untersucht werden
kann?. Zur Untersuchung von Struktur auf der Angstromskala werden Pho-
tonen mit Energie von € ~ 10* eV benétigt, und die Streuung erfolgt an
Variationen der dielektrischen Konstante, die durch Variationen der Elek-
tronendichte verursacht werden. Ein weiterer Aspekt ist die Eindringtiefe
der Strahlung oder Teilchen, die dariiber entscheidet, ob im Wesentlichen
die Oberfliche oder das Volumen eines Festkorpers zur Streuung beitra-
gen. Rontgenstrahlung mit € ~ 10* eV kann bis zu 1 mm in das Material
eindringen® und liefert daher Volumeninformation.

Elektronen mit Masse m, haben die Dispersionsrelation

Ch? R

& —_—
2M,  2MA2

(2.41)

Eine Wellenlinge von A = 1 A entspricht einer kinetischen Energie von
€ ~ 100 eV. die Elektronen streuen am elektrostatischen Potential, das oft
grof3 ist. Daher tritt Mehrfachstreuung auf, es sei denn, die Proben sind
sehr diinn (~ 1 wm).

Neutronen mit Masse m,, haben eine dhnliche Dispersion

h2k? h?
& =

om,  2mpA2 (242)
aber wesentlich grofiere Masse, sodass sich fir A = 1 A die Energie € ~
0.1 eV gibt. Also haben thermische Neutronen (“auf Raumtemperatur”) die
richtige Energie, um Strukturen auf der Angstrémskala zu untersuchen. Die
Streuung erfolgt an Atomkernen oder an Elektronenspins (da auch die Neu-
tronen einen Spin tragen). Typische Anregungen in Festkorpersystemen

2Gestreut wird das Licht an Variationen der dielektrischen Konstante bzw. des Brechungsindex.
3Siehe Figur unter http://en.wikipedia.org/wiki/Mean_free_path#Mean_free_path_in_
radiography.
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sind von der Groflenordnung von Bruchteilen von Elektronvolt. Das ist viel
weniger als die Energie von Rontgenstrahlen, aber von derselben Grofien-
ordnung wie die Energie von Neutronen. Da es schwierig ist, Anderungen
von 0.1 eV in einem Photon von 10% eV aufzuldsen, werden bei Rontgen-
streuung alle gestreuten Photonen in einer gegebenen Richtung, unabhéngig
von ihrer Energie, gemessen; Rontgenstrahlen streuen also quasielastisch
und messen den statischen Strukturfaktor S(q). Bei Neutronen hingegen
ist es leicht, Energieinderungen von 0.1 eV zu messen, und daher eignen
sie sich gut, um dynamische Anregungen in Festkorpern zu untersuchen.
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