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Präsenzübung
Aufgabe P3.1

Der elektromagnetische Feldstärketensor

Aus der Elektrodynamik kennen Sie den elektromagnetischen Feldstärketensor,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

Ausgedrückt durch ~E und ~B lässt sich dieser in natürlichen Einheiten schreiben als

(Fµν) =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

 . (1)

Drücken Sie (Fµν), FµνFµν und F ν
µ Fµν durch ~E und ~B aus.

Aufgabe P3.2

Lagrange- und Hamilton-Dichten

Berechnen Sie für folgende Lagrange-Dichten die Bewegungsgleichung des skalaren Felds φ. Unter
welchem Namen kennen Sie diese Gleichungen?

L1 = 1
2 φ̇

2 − 1
2(~∇φ)2, (2)

L2 = 1
2(∂µφ)(∂µφ)− m2

2 φ2. (3)

Analog zur klassischen Mechanik lassen sich die kanonisch konjugierte Impuls- und Hamiltondichte
definieren,

Π := ∂L
∂φ̇

, (4)

H ≡ H(φ,Π, ~∇φ,X) := Πφ̇− L(φ, ∂µφ,X)
∣∣∣
φ̇=φ̇(φ,Π,~∇φ,X)

. (5)

Berechnen Sie für L1 und L2 die zugehörigen Hamiltondichten H1 und H2.
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Hausübung
Aufgabe H3.1

Der Energie-Impuls-Tensor (2 + 4 + 5 = 11 Punkte)

In der Vorlesung haben Sie gelernt, dass der Energie-Impuls-Tensor identisch mit der erhaltenen Strom-
dichte ist, die einer Symmetrie unter Raum-Zeit-Translationen entspricht. Ersterer ist dabei gegeben
durch

Θµν = ∂L
∂(∂µφ)∂

νφ− gµνL. (6)

(i) Bestimmen Sie den Energie-Impuls-Tensor für das reelle Klein-Gordon-Feld,

L = 1
2(∂µφ)(∂µφ)− m2

2 φ2. (7)

Ist Θµν ein symmetrischer Tensor?

(ii) Der Energie-Impuls-Tensor ist durch die Erhaltungsgleichung

∂µΘµν = 0 (8)

nicht eindeutig festgelegt. Zeigen Sie, dass es möglich ist, einen zu Θµν physikalisch äquivalenten
Tensor Tµν 6= Θµν zu konstruieren, für den also gilt

∂µT
µν = 0 (9)

und der für die Energie und den Impuls des Felds dieselben Ergebnisse wie Θµν liefert.

(iii) Wir betrachten infinitesimale eigentliche, orthochrone Lorentz-Transformationen des skalaren Felds
φ(X),

Xµ SO+(1,3)−→ X ′µ = Xµ + δωµνXν , (10)

φ(X) SO+(1,3)−→ φ′(X ′) = φ(X), (11)

wobei δωµν = −δωνµ. Angenommen, die Wirkung sei invariant unter solchen Transformationen.
Zeigen Sie, dass die zugehörige erhaltene Stromdichte durch

Jµνλ = −1
2
(
ΘµνXλ −ΘµλXν

)
(12)

gegeben ist. Zeigen Sie weiterhin, dass deswegen der Energie-Impuls-Tensor symmetrisch sein muss.

Bemerkung: Der Energie-Impuls-Tensor ist nicht für jede beliebige Feldtheorie symmetrisch. Gemäß
Teilaufgabe (ii) ist es aber möglich, einen zu Θµν physikalisch äquivalenten Tensor Tµν zu definieren.
Insbesondere kann dieser so konstruiert werden, dass er symmetrisch ist. Diese spezielle Wahl für Tµν
ist auch als Belinfante-Rosenfeld-Tensor bekannt und wird z. B. in Abschnitt 7.4 des Buchs „The Quan-
tum Theory of Fields I: Foundations“ von Steven Weinberg sowie in Abschnitt 2.4 des Buchs „Field
Quantization“ von Walter Greiner und Joachim Reinhardt behandelt.
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Aufgabe H3.2

Skaleninvarianz (5 + 4 = 9 Punkte)

Die Wirkung des skalaren Felds φ(X),

S[φ] =
∫
V4

d4X L(φ, ∂µφ), (13)

sei invariant unter sogenannten Skalentransformationen,

Xµ −→ X ′µ = λXµ, (14)

φ(X) −→ φ′(X ′) = λ−dφ(X), (15)

mit d, λ ∈ R+.

(i) Zeigen Sie, dass die zugehörige erhaltene Noether-Stromdichte Jµ durch

Jµ = −d ∂L
∂(∂µφ)φ−Θµ

νX
ν (16)

gegeben ist.

(ii) Zeigen Sie darüber hinaus, dass

d
∂L
∂φ

φ+ (d+ 1) ∂L
∂(∂µφ)∂µφ− 4L = 0. (17)
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