2.2 Grundgesetze der Dynamik

fallt. Zunéchst wiirde man vermuten, dass der Auftreffpunkt gegeniiber dem Start-
punkt entgegen der Erdrotation (also westlich) versetzt erscheint, weil sich die Erde
wihrend der Fallbewegung ein Stiickchen weitergedreht hat. Dies ist zwar richtig,
aber der Stein hat beim Loslassen auch eine nichtverschwindende Geschwindigkeits-
komponente in Richtung der Erdrotation und diese ist auf der Turmspitze grofler
als am Fufl des Turms. Dies kehrt den Effekt um und sorgt fiir eine Ablenkung in
Richtung der Erdrotation (also 6stlich).

2.2.5 Beliebig beschleunigte Bezugssysteme

Wir betrachten ein Inertialsystem ¥ = {&, €, €3} und ein sich relativ dazu belie-
> !

big bewegendes System >’ = {é/, &;, €;}. Diese Relativbewegung setzt sich aus einer
Translation des Urprungs und einer Rotation der Koordinatenachsen zusammen, vgl.

Abb. 2.100
m

1 I’

Abbildung 2.10: Das Inertialsystem ¥ und das sich relativ dazu beliebig bewegende Nicht-
Inertialsystem X'

Wir betrachten einen beliebigen Vektor A’ im System Y,

3

"/_§ : ! =1
A= a; €; ,

=1

und berechnen seine Zeitableitung, aber vom System > aus gesehen, in dem sich ¥’ relativ
zu Y bewegt,
3
de;
—/ !/ 1
A Z 0
=1

Der erste Term beschreibt die zeitliche Anderung von A’ von ¥’ aus gesehen, denn dort
sind die €/ als kartesische Einheitsvektoren konstant und nur die Komponenten (Koordi-
naten) des Vektors dndern sich,

> dal
=2 dt
b

i=1

dA’
dt

(2.44)

2

(2.45)
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Welche Bedeutung aber hat der zweite Term in GI. ? Falls A’ = const, in ¥ , SO wire
der erste Term in Gl. |D null und der zweite Term gleich der gesamten Anderung von A’
pro Zeiteinheit d¢ von X aus gesehen. Diese resultiert nun allein aus der Rotation von ¥’
relativ zu X, denn eine Translation dndert nichts an den Einheitsvektoren € des Systems
> (Vektoren lassen sich stets beliebig verschieben). Die Anderung von A’ aufgrund der
Rotation 148t sich mit Hilfe des Vektors & der Winkelgeschwindigkeit ausdriicken. Dazu
betrachten wir Abb. 2.11]

Abbildung 2.11: Die Rotation des Systems ¥’ erzeugt von 3 aus betrachtet eine Anderung
des Vektors A’.

Offenbar ist dA’ 1 A’ und dA’ L &. Ferner ist der Betrag d4’ = A’ sin o (wdt). Diese
Tatsachen lassen sich als
dA' = (G x A')dt

ausdriicken, bzw. nach Division durch dt,

dA’ -
P =dxA". (2.46)
Rotation
Fassen wir beide Resultate (2.45) und (2.46]) zusammen, so erhalten wir fir Gl. (2.44]) das
Endresultat
dA’ dA’ L,
vl B 3 +dx A, (2.47)

—

Dies gilt fiir beliebige Vektoren, also auch fiir den Ortsvektor 7' = 7 — 7{:

.
T

dt

drp

. dt

dr’

g dt

dr’

= | ta@xi. (2.48)

Zl

3
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik

Nochmaliges Ableiten nach der Zeit, relativ vom System X aus gesehen, ergibt

d2r d?ry d <dF’ 45 x _,,)
—| = = = — WXT
dZ|. T A |, A\ dt |y -
e A g
= w _— B — T w —_—
2 |, dt |y, dt|s dt |,
d2r’ +*><d77, +d(D Xﬁ,_l_ﬁxdf’ L5 X (@ x )
— w _ T w w W r
a2 |, dt |y, | dt |, dt |y,
a2 a7 da
— +2d x + —| x7'+dx(dx7) (2.49)
a2 |, dt | At |y

Im folgenden bezeichnen wir zur Vereinfachung der Notation die Zeitableitung vom System
3} aus betrachtet wieder mit einem Punkt {iber der abzuleitenden Gréfle. Die Zeitableitung
vom System Y’ aus betrachtet schreiben wir allerdings voll aus. Dann folgt aus Gl. (2.49)
nach Multiplikation mit m und Umstellen der Terme fiir die Kraft im System ¥’

d2 —d . . d g}
! =F—mry—2mdad x r

d? |, dt

—md X (@XF)—mdx7,  (2.50)
El

wobei wir F' = m 7 benutzt haben. Der zweite Term auf der rechten Seite ist die Rela-
tivbeschleunigung der beiden Koordinatensysteme. Der dritte Term ist die Corioliskraft
und der vierte die Zentrifugalkraft.

2.3 Einfache Probleme der Dynamik

2.3.1 Das Grundproblem der Dynamik

Das Grundproblem der Dynamik besteht in der Berechnung der Raumkurve eines Kor-
pers mit Hilfe des 2. Newtonschen Axioms ([2.17)) bzw. der dynamischen Grundgleichung

219,

F=ma=mv=mr. (2.51)
Nach Division durch m sieht dieses Problem formal genauso aus wie das Grundproblem
der Kinematik: finde 7(¢) aus der Gleichung 7 = @ = F/m fiir gegebenes @ bzw. F/m.
Man mag jetzt vermuten, dass die Losung dhnlich einfach zu erhalten sein wird wie dort,
namlich durch zweimaliges Integrieren nach der Zeit. Dies trifft zu, wenn a bzw. F lediglich
eine Funktion der Zeit ist, @ = @(t) bzw. F = F(t). Beispiele dafiir sind der freie Fall,
der senkrechte Wurf oder der schrige Wurf, jeweils ohne Luftreibung. Diese Fille werden
ausgiebig in den Ubungsaufgaben behandelt.

La. aber ist die Kraft nicht nur eine Funktion der Zeit, sondern auch des Ortes und
gefs. der Geschwindigkeit, F=F (7,7, t). In diesem Fall handelt es sich bei der dynami-
schen Grundgleichung um eine Differentialgleichung fiir die Funktion 7(¢), die
es zu l6sen gilt. Um zu sehen, wie dies vonstatten geht, machen wir als néchstes einen
mathematischen Einschub.
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

2.3.2 Lineare Differentialgleichungen

Wir bezeichnen die n—te Ableitung der Funktion x(t) nach ¢t mit

d™z(t)
M) (1) = : 2.52
() = < (252)
Definition: Eine Beziehung

f(z™, =i t) =0, (2.53)

die ¢, x, sowie alle Ableitungen von z(¢) nach ¢ bis zur maximal n—ten Ordnung mitein-
ander verkniipft, heifit Differentialgleichung n—ter Ordnung fiir die Funktion z(t).
Beispiele:
1. Die Newtonsche Bewegungsgleichung in einer Raumdimension,
f(@,z,x,t) =mi— F(z,2,t) =0,
ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Funktion ().
2. Die Newtonsche Bewegungsgleichung in drei Raumdimensionen,
mr— F(F,it) = 0,
<~ mi; — Fj(xy, 29, 13,21, 39,23,1) = 0, i=1,2,3,

stellt ein gekoppeltes System von drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung
fiir die Funktionen x4 (t), xo(t), x3(t) dar.

Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung n—ter Ordnung ist von der Gestalt

I(t|’71772a"'77n)7

d.h. sie hingt von dem Satz n unabhingiger Parameter vy, 72, ..., 7, ab. Jeder vorge-
gebene Satz spezifiziert eine spezielle Losung der Differentialgleichung. Die Parameter
7; kénnen iiber die Anfangswerte x(ty), @(to), ..., 2"V (ty) festgelegt werden.

Definition: Eine lineare Differentialgleichung ist eine Differentialgleichung, in der
die Ableitungen () (¢) hochstens in erster (linearer) Ordnung auftreten,

Z a;(t) 29 (t) = B(t) . (2.54)

Falls 5(t) = 0, so liegt eine homogene lineare Differentialgleichung vor, falls 5(¢) # 0, so
heifit sie inhomogen.

Fiir homogene lineare Differentialgleichungen gilt das Superpositionsprinzip: Seien
x1(t), z2(t) zwei Losungen einer homogenen linearen Differentialgleichung. Dann ist auch

C1 Il(t> + Co .Tg(t)

mit beliebigen Koeffizienten ¢, ¢y eine Losung.
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik

Losungen 1 (t), x2(t), ..., x,(t) einer Differentialgleichung heifien linear unabhéngig,

falls die Gleichung
Z Oéj l’j (t) =0
j=1

nur fir oy = ap = ... = a,, = 0 erfiillt wird.

Sei m die maximale Zahl linear unabhingiger Losungsfunktionen. Die allgemeine
Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung n—ter Ordnung kann man als Li-
nearkombination dieser m linear unabhéngigen Losungsfunktionen schreiben,

2(t] 7, %2, ) = D aya(t) (2.55)
j=1

Dies zeigt man am besten durch einen Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an, dass dies
nicht moglich ware. Das bedeutet dann aber, dass die linke Seite von den anderen Losungen
linear unabhéngig ist, weil man sie nicht als Linearkombination der linear unabhéngigen
Losungen schreiben kann. Dann wiederum ist m nicht die maximale Zahl linear un-
abhéngiger Losungen, was aber ein Widerspruch ist, q.e.d..

Auf der rechten Seite der GI. treten m Parameter o; auf, auf der linken dagegen
n Parameter «;. Die Zahl m der Parameter «; darf nicht kleiner als n sein, also m > n,
denn die allgemeine Losung z(t | 71, 72,..., 7») benotigt mindestens n Parameter.
Andererseits muss auch m < n gelten, denn sonst hinge z(¢ | v1, 72, ..., ) von mehr
als n Parametern ab. Beide Bedingungen lassen sich nur fiir m = n erfiillen,

2(t] 7, %2, ) = D aga(t) . (2.56)
j=1

Die allgemeine Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung n—ter Ordnung
14t sich als Linearkombination von n linear unabhéngigen Losungsfunktionen darstellen.
Fiir eine Differentialgleichung n—ter Ordnung existieren maximal n linear unabhéngige
Losungsfunktionen. Es besteht ein eindeutiger Zusammenhang zwischen den o; und den

’}/j, z.B. Oéj = ")/]
Die Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung besteht aus einer
Superposition der allgemeinen Losung (¢ | 71, 72, ..., 7,) der homogenen Differenti-

algleichung und einer speziellen Losung zy(¢) der inhomogenen Differentialgleichung,

T(t] v, 2 Ya) = (] 71, 720+ ) + 20(2) - (2.57)

2.3.3 Bewegung im homogenen Schwerefeld mit Reibung

Als erstes Anwendungsbeispiel fiir das Losen von Differentialgleichungen betrachten wir
den freien Fall unter dem Einfluss von Luftreibung. Wir setzen hierzu die geschwindigkeits-
abhéngige Reibungskraft ([2.29)) zusammen mit der Schwerkraft (2.23) in die dynamische

Grundgleichung (2.51)) ein,

— mr+ao(f)7 = mg. (2.58)
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Hier haben wir @ = 7 geschrieben, um die Abhéngigkeit von den Zeitableitungen von 7
deutlich zu machen. Offenbar handelt es sich um eine inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung fiir die Funktion 7(¢).

Fiir Newtonsche Reibung, «(|r]) = 3 |r], ist diese Differentialgleichung nichtlinear,
denn es tritt eine transzendente Funktion der ersten Ableitung 7 auf, |7_‘] = Vr-7
die dartiberhinaus noch mit 7 multipliziert wird. Wir beschrénken uns daher auf den Fall
Stokesscher Reibung, a(|7]) = a = const.. In diesem Fall handelt es sich um eine

inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Funktion 7(t),
mr4+ar=mg. (2.59)

Die allgemeine Losung setzt sich geméfl Gl. aus der allgemeinen Losung der homo-
genen linearen Differentialgleichung und einer speziellen Losung der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung zusammen.

Losen wir also zunéchst die homogene Differentialgleichung

mii+ai;=0, i=1,273. (2.60)

Offenbar ist die Losung eine Funktion, fiir die bis auf das Vorzeichen und Vorfaktoren
die zweite Ableitung nach der Zeit gleich der ersten Ableitung nach der Zeit ist. Eine
Funktion, die sich beim Ableiten stets selbst reproduziert, ist bekannterweise die Expo-
nentialfunktion. Wir machen daher den Lésungsansatz

=" = =" = & =+%e". (2.61)
Einsetzen in Gl. (2.60) ergibt
my*e’ +aye’ =(my+a)ye’ =0 = v, =0, 72:_%.

Die beiden (es gibt nur zwei!) linear unabhingigen Losungen der homogenen Differen-
tialgleichung ([2.60) sind also

V) =1, aP() =etim, (2.62)
Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist dann

2O(1) — o 1 o) ¢-otim (263)

)

mit beliebigen Koeffizienten agl), agz). Diese ist in Abb. skizziert.

Nun miissen wir noch eine spezielle Lésung der inhomogenen Differentialgleichung kon-
struieren. Die Inhomogenitiit tritt aber nur in der z3—Komponente auf, da § = (0,0, —g)”
ist,

mis+als=—mg. (2.64)
Wir erhalten eine spezielle Losung aus folgender Uberlegung. Die Schwerkraft erhoht die

Geschwindigkeit des Korpers so lange, bis die damit ebenfalls anwachsende Reibungskraft
der Schwerkraft das Gleichgewicht hélt,

Frs+ Fo3=0 <= Fps=—ail) =mg=—F,3. (2.65)
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik

Abbildung 2.12: Die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
(12.60).

Dann ist der Korper kréftefrei, m :iés) = 0. Die Zeitableitung der speziellen Losung ergibt
sich aus der Bedingung (2.65) fiir das Kréftegleichgewicht,

Dies ist die Grenzgeschwindigkeit eines Korpers fiir den freien Fall mit Luftreibung.
Einmaliges Integrieren nach der Zeit von 0 bis ¢ ergibt

s m
:Eg)(t) = —Egt . (2.66)

Die Anfangsbedingung dieser speziellen Losung kénnen wir ohne weiteres zu xgs)(O) =0
wiéhlen, denn wir werden die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichun
ohnehin an die Anfangsbedingungen anpassen miissen. Dazu dienen die Parameter agl
und aEQ) der allgemeinen Losung @ der homogenen Differentialgleichung.

Gemif Gl. ergibt sich nun die allgemeine Losung der inhomogenen linearen

Differentialgleichung (2.59)) aus der Addition von ({2.63) und (2.66]),

wi(t) = a4 ol emetim
o) = a0 +a? e,
x3(t) = aél) + a:(f) e~ot/m _ % gt . (2.67)

Fiir die Geschwindigkeiten gilt

U1 (t) = l.ll (t) — _% a?) e—at/m :
’UQ(Z',') = Qj‘2(t) — _% a?) e—at/m :
! - —at/m m
wlt) = dalt) = — e =Ty (2.68)
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Diese zeigen das korrekte asymptotische Verhalten, némlich vy 5(¢) — 0 (¢ — oo) und
v3(t) = —mg/a = x'gs) (t — 00), die oben diskutierte Grenzgeschwindigkeit fiir den freien
Fall.

Wir passen nun die sechs Parameter agl), a§2), 1 = 1,2,3, an die Anfangsbedingungen
fiir ein spezielles Problem an, z.B. den freien Fall aus der Hohe h mit verschwindender
Anfangsgeschwindigkeit, 7(0) = (0,0, )7, #(0) = 0. Eingesetzt in die Glgen. (2.67) und

(2.68) ergibt dies

o
0=a{" +a?, 0:—@&,
O:agl)—l—af), OZ—EGQZ) ;
h:ag)—i—ag), O:—%af)—%g.
Daraus folgt
agl):a?):agl):a(;):o, aél):h—l—%g, agf):—ZL—;g

Wir erhalten also die Losung

923.12.2016 ri(t) =0, vi(t) =0,

Ig(t) =0 ) m m ’U2<t) = Tn,
173(75) =h+ Eg [Z (1 — G_O[t/m) — t] R ?)3(15) = Eg (e_at/m — 1) .

Die z—Komponente der Geschwindigkeit ist in Abb. als Funktion der Zeit dargestellt.

v,(t)

-mg /O

0 t

Abbildung 2.13: Die z—Komponente der Geschwindigkeit fiir den freien Fall.

Die Fallzeit tp ergibt sich aus der Bedingung
za(te) =0 =h+ 2 g [ D (1= emote/m) — gy
a’la

Dies ist eine transzendente Gleichung fiir ¢z, die Losung ist also nicht analytisch angebbar.
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik

2.3.4 Das Fadenpendel

Wir betrachten die Bewegung einer Masse m, welche an einem masselosen Faden der
Lange ¢ befestigt ist, vgl. Abb. Die Masse bewegt sich ganz offensichtlich auf einem
Kreisbogen mit Radius ¢. Es bietet sich daher an, fiir die Diskussion dieses Problems
ebene Polarkoordinaten zu verwenden.

Abbildung 2.14: Das Fadenpendel.

Welche Kafte wirken auf m?

1. Schwerkraft:
Fs=mg=F.+F,=F.¢ +F,ée, (2.69)

Aus Abb. ergibt sich

F,=mgcosyp, F,=—-mgsing. (2.70)

2. Fadenspannung: Fp. Sie sorgt dafiir, dass der Faden stets gespannt bleibt, aber
nicht reiffit. Dies zwingt die Masse m auf einen Kreisbogen mit konstantem Radius

r={=const., = 7r=7=0. (2.71)

Es handelt sich hierbei um eine Zwangsbedingung, die Fadenspannung ist eine
sog. Zwangskraft.
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Die dynamische Grundgleichung lautet in ebenen Polarkoordinaten
mr=m[(F —r¢?) &+ (r$+2i9) &) =F = Fs+ Fr = (F,— Fp) &+ F, &, . (2.72)
In Komponenten und unter Ausnutzung der Zwangsbedingung (2.71)) ergibt sich

—mlyp? = F,.—Fp=mgcosyp— Fp,
mlyp = F,=—mgsing. (2.73)

Die erste dieser Gleichungen legt die Zwangskraft fest,
Fr=mgcosp+ml@?. (2.74)

Hierbei ist der erste Term auf der rechten Seite die radiale Komponente der Ge-

wichtskraft und der zweite die durch die Drehbewegung der Masse entstehende Zentri-

fugalkraft. Beide Krifte werden von der Fadenspannung kompensiert, so dass die Lange

¢ des Fadens konstant bleibt, d.h. keine Bewegung in radialer Richtung stattfindet, 7 = 0.
Die zu l6sende Bewegungsgleichung ist die zweite Gl. ,

¢+%sm¢:o. (2.75)
Dies ist eine nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Funktion ¢(t),
also den Winkel der Auslenkung aus der Ruhelage. Diese Differentialgleichung vereinfacht
sich in der Ndherung kleiner Pendelausschléige. Dann kénnen wir ndmlich sin ¢ durch
den ersten Term seiner Reihenentwicklung ersetzen,

: 1 1
smgngp—§¢3+§gp5—... ~ o+ 0(p%) .
Mit der Definition
w? = % (2.76)
ergibt sich
p+uwe=0. (2.77)
Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Wegen ¢ = —w? ¢ muss ¢(t) eine Funktion sein, die sich bis auf das Vorzeichen und

den Vorfaktor w? bei zweimaligem Ableiten nach der Zeit selbst reproduziert. Es sind
aber gerade die trigonometrischen Funktionen, die diese Eigenschaft besitzen. Wir
machen daher den Losungsansatz

©1(t) = sin(wt) , pa(t) = cos(wt) . (2.78)

Man bezeichnet die trigonometrischen Funktionen auch als harmonische Funktionen
und diesen Losungsansatz als harmonische Schwingung. Die Nédherung kleiner Pen-
delausschlédge nennt sich auch harmonische Nidherung. In der Tat 16st der Ansatz ([2.78))

die Differentialgleichung (2.77)),

$1 =w cos(wt) , P = —w sin(wt) ,

¢ = —w?sin(wt) = —w?@; , By = —w? cos(wt) = —w? @y .
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik

Ferner sind sin(wt) und cos(wt) linear unabhéngige Losungen (man kann nicht die eine
Funktion als Linearkombination der anderen ausdriicken). Daher lautet die allgemeine
Losung der Differentialgleichung ([2.77))

@(t) = A sin(wt) + B cos(wt) , (2.79)

mit Konstanten A, B, die durch die Anfangsbedingung fiir ¢ (¢) und ¢(t) festgelegt werden,
also durch ¢(0) und ¢(0):
>(0
0(0)=B, ¢$(0)=Aw <= A:M. (2.80)
w
Die Schwingungsdauer T errechnet sich aus der Bedingung wT = 27, d.h. wenn
sin(wt) und cos(wt) eine volle Periode durchlaufen haben,

T=2" =9 = (2.81)

Dies ist die Zeit, die vergeht, wenn das Pendel einmal hin, zuriick, durch die Nullage, in
die entgegengesetzte Richtung und wieder zuriick geschwungen ist. Die Schwingungs-
frequenz ist das Inverse der Schwingungsdauer,

= —=—=_—,/Z. 2.82
S s e VY (282)
Aygr—
0
Ay
-0/®w0 t
Abbildung 2.15: Die phasenverschobene harmonische Schwingung.
Mit den Definitionen
A A2— A2 B
Ay=VA2+ B2, cosd=-——, sind=+v1—-cos2d =" — — =
Ag AO AO
konnen wir eine alternative Form der allgemeinen Losung angeben,
o(t) = Ap[cosd sin(wt) 4 sind cos(wt)]
= Ap sin(wt +9) . (2.83)
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Die Uberlagerung zweier harmonischer Schwingungen ist eine harmonische Schwingung
mit derselben Schwingungsfrequenz, aber mit einer Phasenverschiebung ¢, vgl. Abb.
2. 151

2.3.5 Komplexe Zahlen

Bewegungsgleichungen, die harmonische Schwingungen beschreiben, lassen sich sehr ein-
fach mit Hilfe von komplexen Zahlen l6sen. Dazu fithren wir zunéchst das Konzept der
sog. imagindren Zahlen ein.

Imagindre Zahlen

Quadratische Gleichungen vom Typ 22 — 32 = 0, 8 € R, lassen sich sehr einfach 16sen:
x = +3. Was aber passiert, wenn man das Vorzeichen von 3? umdreht? Wie kann man
eine Gleichung vom Typ 2% + 3% = 0, 8 € R lésen? Es gibt sicherlich keine Losung
im Raum der reellen Zahlen, da man die Wurzel aus einer negativen Zahl ziehen miifite,
2?2 = —32 < 0. Man kann sie aber dennoch lésen, wenn man den reellen Zahlenraum zum
Raum der komplexen Zahlen erweitert.

Definition: Eine Zahl o heifit imaginére Zahl, falls o? < 0.

Definition: Die Einheit i der imaginiren Zahlen erfiillt die Gleichung > = —1, d.h.

i=+v—1. (2.84)

Diese Gleichung ist symbolisch zu verstehen, denn eigentlich kann man keine Wurzel aus
einer negativen Zahl ziehen.
Mit Hilfe der Einheit der imagindren Zahlen 148t sich jede imagindre Zahl wie folgt
schreiben:
a=1y, yeR.

Beispiel: 0’ = —4=1i> 4= a=4+y—-4=+i-2,dh. y = +2.
Bemerkung:
PP=i-it=—i, i*t=¢7-*=(-1)>%*=1. (2.85)
Komplexe Zahlen

Definition: Eine komplexe Zahl z ist die Summe aus einer reellen Zahl und einer
imagindren Zahl,
z=z+1iy, r,yEeR. (2.86)

Man bezeichnet z als den Realteil von z und y als den Imaginérteil von z,
r=Rez, y=Imz. (2.87)
Fiir die Zahl z = 0 verschwindet sowohl der Realteil wie auch der Imaginéarteil,
2=0 <= =0 Ay=0.
Definition: Die zu z komplex konjugierte Zahl ist

=r—iy. (2.88)
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik

Offenbar gilt

1 1
Rez:x:§(2+z*), Imz:y:T(z—z*). (2.89)
i

Definition: Der Absolutbetrag einer komplexen Zahl ist

2] = Vo + 3 = \/ (Re2)? + (Im2)* (2.90)

Wir bezeichnen die Menge der komplexen Zahlen mit C. Die Menge der reellen
(imagindren) Zahlen bilden eine Untermenge der komplexen Zahlen, namlich die mit ver-
schwindendem Imaginérteil (Realteil),

RcC , R={z€C,Imz=0},
IcC , I={z€C,Rez=0},

Rechenregeln

Seien z = x 41y, z1 = x1 + 1y, und zo = x9 4+ 7y komplexe Zahlen.

1. Addition:
Zl:l:ZQ :ZL‘liI2+Z(y1iy2) .

2. Multiplikation:

2129 = (14 iy1)(x2 +iy2)
= 1Ty + 1Ty + i Toys + 8% Y1y
= 1T — 1Yo + 1 (T1Y2 + T2y1) -

Das Produkt verschwindet, wenn eine der beiden komplexen Zahlen null ist,
2129 =0 <= 2z1=0V 2,=0.
Spezialfall:

2=y +i(—rytay) =2+ = |z =Vzzr.

3. Division: V 29 # 0 gilt

A1 2125 (v +iy)(Te —dye)  T1T2 + iy 4y —Z1Y2 + Tl
2 27 v3 +y3 x5+ yi ity

Beispiel:
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Komplexe Zahlenebene

Man kann Real- und Imaginérteil einer komplexen Zahl als Komponenten eines zweidi-
mensionalen Vektors auffassen,

z=z+iy = (z,y) .

Die Basisvektoren sind
1=(1,0), i=(0,1).

Diese spannen die sog. komplexe Zahlenebene auf, vgl. Abb. [2.16]

Imz

—Y

Abbildung 2.16: Die Darstellung einer komplexen Zahl in der komplexen Zahlenebene.

Der Basisvektor (1,0) zeigt in Richtung der reellen Achse, der Basisvektor (0,1) in
Richtung der imaginidren Achse. Die komplex konjugierte Zahl z* ergibt sich aus z
durch Spiegelung an der reellen Achse.

Aus der Darstellung von komplexen Zahlen in der komplexen Ebene ergibt sich auch
deren Polardarstellung;:

r=rcosp, r=lzl=Va*+y?,

. 2.91
y=rsing, gOZarg(z):arctang. (2.91)
x
Daraus folgt
z = r(cosep+ising),
2 = r(cosp—isiny). (2.92)

Es sei noch auf eine Zweideutigkeit in der Polardarstellung (2.91)) hingewiesen. Wir erhal-
ten zwar stets tan ¢ durch Division von y durch x, aber es erhebt sich die Frage, welchem
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik

tan @

/

S

/

0 /2 T 3mw2 2=&

Abbildung 2.17: Der Tangens.

Wert von ¢ dies entspricht. Fiir tang = y/x € (—o00,00) gibt es stets zwei Werte von

¢ € [0,27], vgl. Abb. [2.17]

Dies liegt daran, dass tang = y/x = (—y)/(—x), so dass neben ¢ auch ¢ + 7 den
gleichen Wert fiir tan ¢ liefert. Die Losung besteht darin, den Wert fiir ¢ zu wéhlen, der

in Gl. (2.92)) eingesetzt die richtigen Werte fiir = und y liefert.

Exponentialdarstellung von komplexen Zahlen

Die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion lautet

p 9]
2 CL’S n

z @ _ .
e —1—|—:1:—|—2!+3!+...—Z .

Die Reihenentwicklungen der trigonometrischen Funktionen lauten

) ZZ'S .flf5 o0 . x?n—i—l

sinz = $_§+a+-..:§(—l) ZEE
72 Z[A 0 . r2n

cosx = 1—54—]—1-...:”2:0(—1) on)l

(2.93)

(2.94)

(2.95)
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Daraus leitet man die Eulersche Formel ab:

> X
P - 2 :Zn_
n!

n=0

i ey T2
2" ) Z EIEY
i 2n+1
= (_
o 2n 2n+1)!
= cosz+isinz. (2.96)

Offenbar gilt

Ree” =cosz, Ime” =sinz, [e”]= Vcos?x+sin’r=1. (2.97)

ZTI'/2 631'71'/2 —

Spezielle Werte: =i, ™ =-1, —i.
Aufgrund von Gl. (2.92) und der Eulerschen Formel (2.96) kann man komplexe Zahlen
auch als

z=re¥ =|z|e¥ (2.98)

darstellen. Dies ist die sog. Exponentialdarstellung einer komplexen Zahl z. Man be-
zeichnet = arg(z) auch als Phase einer komplexen Zahl und €’# als komplexen Pha-
senfaktor. Wegen cos(—¢) = cos ¢ und sin(—¢) = —sin ¢ gilt

2 =|z|e™ (2.99)

vel GL (2.92).

Die Umkehrformeln zur Eulerschen Formel lauten mit den Glgen. und -

cosp=— (¥ +e¥) , sinp=— (¥ —e¥), (2.100)

1
21

N =

Die Periodizitat der trigonometrischen Funktionen {ibertragt sich aufgrund der Eu-
lerschen Formel auch auf den komplexen Phasenfaktor:

e*™ = cos(2mn) +isin(2mn) =1+i-0=1, n=0, &1, £2,.... (2.101)

Daraus folgt, dass komplexe Zahlen periodisch in ¢ sind mit der Periode 27,

5= |Z‘ ip ’Z‘ ) 27rnz _ ‘Z| i(p+2mn) ) (2102>
Rechenregeln fiir die Exponentialdarstellung
1. Multiplikation:
2= = |al | O =2 = [z = |allnl, p=ag(z) =+ e

116



2.3 Einfache Probleme der Dynamik

2. Division:

|21

L _lal

2= = = ei(‘pl_‘”)5|z|ew — [g|l=7=, p=01— 2.
2 |z |22
3. Potenzieren:
2= = |z e = 2| e = |z| = ||, ¢ =np;.

4. Radizieren (“Wurzelziehen”):

2= Ym = |al et = 2] e = |2l =|ulV", p=pi/n.

5. Komplexer Logarithmus:
Inz =In [|2]e"@2™)] = In|z| + In @™ = In |2| + i (¢ + 27n) .

Fiir n = 0 erhalten wir den sog. Hauptwert, fiir n = +1, +2,... die sog. Neben-
werte.

Beispiel: Mit ™ = —1ist z = —5 = 5¢™, also In(—5) = In5 + i (2n + 1)7.

2.3.6 Der lineare harmonische Ozillator 9.1.2017

Der lineare harmonische Oszillator ist das wichtigste Modellsystem der Theoretischen
Physik. Er wird uns immer wieder begegnen. Seine angenehmste FEigenschaft ist, dass
seine Bewegungsgleichung exakt l6sbar ist. Diese lautet

i+twiz=0. (2.103)

Hierbei ist wy die sog. Eigenfrequenz des Oszillators.
Im folgenden sind drei Beispiele genannt, deren Bewegungsgleichung der des linearen
harmonischen Oszillators entsprechen.

1. Die Bewegungsgleichung fiir das Fadenpendel in der Nidherung kleiner Aus-
schlidge ¢ = z. Die Eigenfrequenz ist wg = /g/I.

2. Eine Masse zwischen zwei Federn mit Federkonstanten k/2, vgl. Abb.

Die Riickstellkraft der beiden Federn ist jeweils durch das sog. Hookesche Ge-

setz gegeben,

Fy = —g:z; . (2.104)

Es besagt, dass die Feder bei einer Auslenkung x der Masse m eine Kraft ausiibt, die
dem Betrag |z| der Auslenkung proportional und ihr entgegengesetzt ist. Betrachten
wir dies einmal im Detail: fiir positive Auslenkungen x > 0 der Masse m wird die
rechte Feder komprimiert und versucht, die Masse wieder in die Ausgangslage,
x = 0, zu driicken. Dies erkldrt das negative Vorzeichen von Fg. Fiir x > 0 wird
auflerdem die linke Feder gedehnt und versucht daher, die Masse wieder in die
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