1.1 Vektoren

fiir den Wert a = —a - E/ b*> € R. Damit erhalten wir nun
o, @0 @b, (@b
0<a"+ TR 2 TR a” — BT

Multiplikation mit b% ergibt

0<a®? —(@-b)? <= |@-b <ab ,qed.

Ein Vektorraum mit einem inneren Produkt (Skalarprodukt) heifit in der Mathematik

Pra-Hilbertraum (oder manchmal auch unitirer Vektorraum).

1.1.6 Vektorprodukt

Das Vektorprodukt, bzw. das sog. Kreuzprodukt, ordnet zwei Vektoren einen Vektor

Zu:

ixb=7. (1.27)

Dieser Vektor hat folgende Eigenschaften:

1. Der Betrag von ¢ ist

c=absiny. (1.28)

Damit ist die MaBzahl des Betrags von ¢ gleich der Mafizahl der Fléche des von @
und b aufgespannten Parallelogramms, vgl. Abb.

e
L

bsing

Sy

9)
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Abbildung 1.16: Zur Interpretation des Betrags des Kreuzproduktes ¢ = @ x b.

2. Der Vektor € steht senkrecht auf der von @ und b aufgespannten Ebene. Seine Ori-
entierung ergibt sich daraus, dass man den ersten Vektor (@) auf kiirzestem Weg in
den zweiten Vektor (b) dreht. Die Orientierung von & stimmt dabei mit dem Dreh-
sinn einer Rechtsschraube {iberein, s. Abb. Geméf der (zweiten) Definition
eines rechtshindigen Koordinatensystems bilden die Vektoren (d, 5,& also gerade
ein solches. Das Kreuzprodukt besitzt allerdings weniger eine Richtung als vielmehr

einen Drehsinn.

. Raumspiegelungen: Das Kreuzprodukt ¢ = a x b hat andere Eigenschaften unter
Raumspiegelungen als die Vektoren a, b. Spiegeln wir die Vektoren a@ oder b am Ur-
sprung (ihrem gemeinsamen Fufpunkt), so werden sie in die zu ihnen antiparallelen
Vektoren transformiert (ihre Richtung kehrt sich um),

a— —a, b— —b,
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a

Abbildung 1.17: Zur Orientierung des Kreuzproduktes ¢ = @ x b.

vgl. Abb. [1.18] Solche Vektoren heilen polare Vektoren. Wie aber verhélt sich

b

Abbildung 1.18: Transformation polarer Vektoren unter Raumspiegelungen.

das Kreuzprodukt unter Raumspiegelung? Rein mathematisch ergibt sich
(—@) x (=b)y=axb==c,

d.h. das Kreuzprodukt &ndert sein Vorzeichen nicht unter Raumspiegelungen. Dies
kann man sich aber auch iiber das Argument hinsichtlich des Drehsinnes von ¢ gra-
phisch veranschaulichen. Der Drehsinn, wenn man —a auf dem kiirzesten Weg in —b
dreht, bleibt der gleiche wie bei der Drehung von @ in b, s. Abb. Solche Vektoren
heiflen axiale Vektoren oder Pseudovektoren. Bemerkung: Skalarprodukte aus
zwei polaren oder zwei axialen Vektoren dndern sich nicht unter Raumspiegelungen,
sind also echte Skalare. Skalarprodukte aus einem polaren und einem axialen Vektor
dndern ihr Vorzeichen unter Raumspiegelungen. Man nennt sie daher Pseudoska-
lare.



1.1 Vektoren

Abbildung 1.19: Transformation des Kreuzproduktes unter Raumspiegelungen.

4. Antikommutativitit: .
axb=-bxd. (1.29)
Beweis: aufgrund der Definition des Kreuzproduktes ist der Vektor b x @ vom Betrag
her identisch mit ¢ = @ x b, aber er zeigt in die entgegengesetzte Richtung, s. Abb.

Daraus folgt —¢ = b x @. Nach Multiplikation beider Seiten dieser Gleichung
mit —1 folgt die Behauptung, q.e.d.

—
c
- —-
b b
—
a a
-
—c=bxa

Abbildung 1.20: Zur Antikommutativitdt des Kreuzproduktes.

5. @xb=0,falls (i) @ = 0 und/oder b = 0, (ii) b = d fiir belicbiges o € R, d.h. wenn
die beiden Vektoren in dieselbe (oder die entgegengesetzte) Richtung zeigen. Dies
folgt unmittelbar aus sin 0 = 0. Solche Vektoren nennt man kollinear. Kollineare
Vektoren spannen keine Ebene auf.

6. Distributivitit:

-

(@+b)xE=axc+bxc. (1.30)

Beweis: Man zerlege @, bund @+ b in Komponenten parallel und senkrecht zu ¢, s.

Abb. [L.21]
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a a |
(P ——
I I
a

Abbildung 1.21: Zerlegung von @ in Komponenten parallel und senkrecht zu ¢.

Offenbar gilt @ = @ + @, und analog b= l;” +b,a4+b=(d+ E)H + (T4 D),
Im Vektorprodukt mit ¢ tragen aber ausschliellich die senkrechten Komponenten
dieser Vektoren bei, z.B.

AXc=da, Xc.
Um dies zu beweisen, bemerkt man zunéchst, dass @ x ¢ und @, x ¢ in die gleiche

Richtung zeigen. Man muss also nur noch zeigen, dass ihre Betrége iibereinstimmen.
Dies folgt unmittelbar aus Abb.

|d, x ¢ :aLcsing:aLc:(a sinp)c=acsing =|d x | .

Weil also der parallele Anteil @) von @ beim Bilden des Kreuzprodukts mit ¢ wegfillt,
konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) im folgenden anneh-
men, dass @ bereits senkrecht zu ¢ steht, vgl. Abb. Gleiches gilt fiir b und a+ 0.

Abbildung 1.22: Zum Beweis des Distributivgesetzes.

Wir machen folgende Beobachtungen:
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1.1 Vektoren

(i) Die Vektoren @ x ¢, b x ¢, (@—+ l;) x ¢ liegen in der von @ und b aufgespannten
Ebene. Dies liegt daran, dass ¢ bereits senkrecht zu den Vektoren @, b und a+b
steht.

(ii) Fir die Richtungen gilt:

axc¢ 1L oa,
bxé L I;,
(@+b)xé L a+b.

Damit sind die Vektoren @ x ¢, b x ¢ und (@+ b) x ¢ gegeniiber den Vektoren &,
b und @+ b lediglich um 7/2 gedreht. Untereinander stehen die erstgenannten
aber im selben Winkel zueinander wie die letztgenannten, vgl. Abb. [1.23]

- A
axc

(a+ EX/C\

Abbildung 1.23: Die Vektoren @x &, bx ¢ und (@+b) x ¢ sind im Vergleich zu @, b und @ x b
um 7/2 gedreht. Alle Vektoren liegen in der von @ und b aufgespannten
Ebene.

(iii) Fiir die Betrage gilt:

ldxé¢l = a=]d,
bxel = b=y,
(@+b)xé = |a+b|,

d.h. der Betrag von @ x ¢ identisch mit dem von da, etc.
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1 Mathematische Vorbereitungen

Folglich ist die Relation (@ + l;) = @+ b nach Drehung aller beteiligten Vektoren
um 7/2 (durch vektorielle Multiplikation aller Vektoren mit ¢) gemé8 (ii) und (iii)
identisch mit:

(@+b)xé=axe+bxe.

Multiplikation beider Seiten mit ¢ ergibt die Behauptung, q.e.d.

. Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ,

Ax (bxd)#(@xb)xe.

Dies wird unmittelbar klar, wenn man sich iiberlegt, dass der Vektor auf der linken
Seite ein Vektor in der von b und & aufgespannten Ebene ist, wiahrend der auf der
rechten Seite ein Vektor in der von @ und b aufgespannten Ebene ist. Diese konnen
i.a. also nicht identisch sein.

. Bilinearitit: V o € R gilt:

(ad@) x b=a x (ab) = (@ x b) . (1.31)

Beweis: Die Multiplikation eines Vektors mit einer Konstanten &ndert nichts an
seiner Richtung. Aufgrund der Definition des Kreuzprodukts stimmen daher die
Richtungen aller in dieser Gleichung beteiligten Vektoren iiberein. Wir brauchen sie
also nur fiir die Betrége der beteiligten Vektoren iiberpriifen. Ferner ist die Gleichung
trivial erfiillt fiir « = 0. Wir betrachten daher nur v # 0 und unterscheiden:

(i) a>0:

(a@) x b| = (ca)b sin g = a(ab) sing = |@ x (ab)| = a(ab sin ) = a|@ x b .

(ii) a < 0: wegen ad@ = |a|(—a), ab = |a|(=b), a(@ x b) = |a|(—@ x b) und Abb.
[1.18] gilt

(@) x b| = |a|ab sin(r — @) = —|a|ab sinp = a|@ x b ,

@ x (ab)| = |a|absin(r — @) = —|alabsing = a|@ x b , q.e.d.
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Anwendungsbeispiel: Sinussatz

Betrachte Abb. Es gilt @+ b+ ¢ = 0. Daraus folgt unter Zuhilfenahme des Dis-
tributivgesetzes, der Antikommutativitit und der Tatsache, dass das Kreuzprodukt
fiir kollineare Vektoren verschwindet:

Axb = dx(—d—7) =—ax
(=b—3&) x b= —Cx

—

Offenbar gilt fiir Vektoren @, b und ¢, die @ + b + ¢ = 0 erfiillen, dass a x b =
&x @ = b x & Betrachten wir den Betrag der letzten Gleichung, ab sin(mr — ) =
ca sin(m — ) = be sin(m — «) und benutzen sin(m — @) = — sin p, so folgt ab siny =
ca sin = be sin «, oder, nach Division durch die entsprechenden Groflen,

a b c

sinaw  sinf  sinvy

, q.e.d. (1.32)



1.1 Vektoren

Abbildung 1.24: Zum Sinussatz.

1.1.7 “Hohere” Vektorprodukte

Das Kreuzprodukt bildet einen Vektor, den man auf zwei verschiedene Arten mit anderen
Vektoren multiplizieren kann.

Spatprodukt

Wir bilden das Skalarprodukt eines Kreuzproduktes mit einem Vektor,

-

@xb)-¢. (1.33)

Dieses Skalarprodukt heiBt Spatprodukt. Zur Interpretation des Spatprodukts betrach-
ten wir das von den Vektoren @, b und ¢ aufgespannte Parallelepiped, vgl. Abb. .

-
—
axb

Abbildung 1.25: Zur geometrischen Interpretation des Spatprodukts.
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1 Mathematische Vorbereitungen

Offenbar ist . B
(@xb)-¢=|dxblccosyp,

d.h. die Flache |@ x 5] des von @ und b aufgespannten Parallelogramms, multipliziert mit
der Projektion von ¢ auf @ x b. Ersteres ist aber auch die Grundfliche und letzteres
die Hohe des Parallelepipeds. Grundfliche mal Hohe ergibt genau das Volumen des
Parallelepipeds. Das Spatprodukt ist mit dem Volumen des von @, bund & aufgespannten
Parallelepipeds identisch.

Da es keine Rolle spielt, welche der Seitenflichen des Parallelepipeds als Grundfliche
gewihlt wird, dndert sich das Spatprodukt nicht unter zyklischer Vertauschung der
Vektoren,

(@xb)-T=(bxd) - -a=(Cxa)-b. (1.34)

Doppeltes Kreuzprodukt
Wir bilden das Kreuzprodukt eines Kreuzprodukts mit einem Vektor,
(@xb)x¢. (1.35)
Es gilt der Entwicklungssatz
x(bx &) =b@-é)—c@-b), (1.36)

ISI

den wir weiter unten beweisen werden. Mit dem Entwicklungssatz beweist man die Jacobi-
Identitat

-,

Ax(bx)+bx (Exa)+ex(@xb)=0. (1.37)
Der Beweis wird als Ubungsaufgabe gestellt.

1.1.8 Basisvektoren und Komponentendarstellung

Im folgenden sollen Vektoren durch Zahlenschemata dargestellt werden, welche ihre Kom-
ponenten in einer vorgegebenen Basis enthalten. Dazu bemerken wir zunéchst, dass jeder
Vektor @ als Produkt seines Betrags a mit dem Einheitsvektor a in @-Richtung dargestellt
werden kann,
a=aa.

Wir betrachten nun zwei kollineare Vektoren d, 5, d.h. zwei Vektoren, die in dieselbe
Richtung zeigen, a = 3, aber i.a. unterschiedliche Betrdge haben. Offenbar kann man a
durch b folgendermaflen ausdriicken:

oder
bd—ab=0. (1.38)

Allgemein bezeichnet man zwei Vektoren @, b als linear abhingig, wenn man nichtne-
gative Zahlen «, f € R finden kann, fiir die gilt:

ad+pBb=0. (1.39)
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1.1 Vektoren

Kollineare Vektoren sind offenbar linear abhéngig, denn Gl. ((1.39) ist fiir die Wahl o = b
und 8 = —a wegen Gl. ((1.38) identisch erfiillt.
Definition: n Vektoren ay, ds, ..., @, € V heiflen linear unabhingig, wenn aus

n
E Q{jaj:()
Jj=1

folgt, dass a; =0 V j, 1 < j < n. Falls nicht, so heiflen sie linear abhéngig.

Definition: Die Dimension eines Vektorraums V ist gleich der maximalen Anzahl
linear unabhéngiger Vektoren.

Definition: Die Basis eines d-dimensionalen Vektorraumes V ist eine Menge von d
linear unabhéngigen Vektoren.

Satz: Jeder beliebige Vektor b € V 1iBt sich als Linearkombination der Vektoren einer
Basis von V schreiben.

Beweis: Sei {d;, da, ..., d;} eine Basis des d-dimensionalen Vektorraums V. Per Defi-
nition sind {l;, dy, do,..., dq} linear abhéngig, denn sonst wire V (d 4 1)-dimensional.
Daraus folgt, dass 3 Koeffizienten {5, aq, as, ..., ag} # {0,0,0,...,0} mit

d
Zaj5j+ﬁgzo.
j=1

Offenbar muss  # 0 sein, da ansonsten Z?Zl a; @; = 0 mit Koeffizienten {on, as, ..., aq}
#40,0,...,0}, was aber wegen der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren {d, s, ..., dq4}
unmoglich ist. Dann darf man die obige Gleichung mittels Division durch $ nach b auflésen:

d a d
7 j - -
b——é FCL]‘—E ’yjaj,
Jj=1 Jj=1

mit v; = —a;/5, q.e.d.

Definition: Eine Menge paarweise zueinander orthogonaler Vektoren, {d;, ds, ... d,},
mit @;-d; =0 Vi#j,1<4,j5<n,n<d, bezeichnet man als Orthogonalsystem.
Falls n = d (Dimension von V), so bilden diese Vektoren eine Basis und man spricht von
einem vollstidndigen Orthogonalsystem, bzw. einer Orthogonalbasis von V.

Die beste Wahl fiir die Basisvektoren stellen Einheitsvektoren dar, {é), é,, ..., é;},
welche paarweise zueinander orthogonal sind,

1 fallsi=j,

€€ =0 = { 0 fallsi#j. (1.40)

Hier haben wir das sog. Kronecker-Delta §;; eingefiihrt. Jede Menge von paarweise zu-
einander orthogonalen Einheitsvektoren bezeichnet man als Orthonormalsystem. Eine
Basis von orthogonalen Einheitsvektoren bezeichnet man als vollstdndiges Orthonor-
malsystem, bzw. als Orthonormalbasis von V.

Aufgrund des oben bewiesenen Satzes gilt V @ € V:

Q=) a;é. (1.41)

j=1
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1 Mathematische Vorbereitungen

Man bezeichnet die Koeffizienten a; als Komponenten von a beziiglich der Basis {é}, €3,
..., €4}, bzw. als Koordinaten von @ in dieser Basis.

Die Komponenten bzw. Koordinaten sind von der Wahl der Basis abhéngig. Man kann
sie als Projektionen von a auf die einzelnen Basisvektoren darstellen,

d d
526: E ajgi'gj: E ajéij:ai, izl,...,d, (142)
Jj=1 J=1

wobei wir Gl. benutzt haben. Die spezielle Eigenschaft des Kronecker-Deltas 148t
die Summe iiber j “zusammenbrechen” und nur der Term mit j = “liberlebt”.

Bei fest vorgegebener Basis ist jeder Vektor @ eindeutig durch seine Komponenten
festgelegt. Man kann ihn daher auch durch ein Zahlenschema darstellen, z.B. als Spal-
tenvektor

ai
a =
Qq
oder als Zeilenvektor
T
a :(&1, as, ..., ad) .

Das Superskript T" bedeutet Transposition, d.h. Vertauschung von Spalten und Zeilen.
Der transponierte Spaltenvektor @’ ist damit ein Zeilenvektor. In der Regel definieren wir
Vektoren @ als Spaltenvektoren.

Beispiel: Das Orthonormalsystem {é}, é>, €5} (auch als {€,, €,, €.} bezeichnet) bildet

eine Basis des Ej3, vgl. Abb. (a). Daraus folgt (s. Abb. [1.26(b)):
d=a161+aé+azés (=a, €, +a,€,+a,€,), mta =€ -d=acosy;, i=1,23.

Hierbei ist ¢; der Winkel zwischen dem Einheitsvektor &; und dem Vektor @, p; = Z(€&;, @).
Man bezeichnet cos p; = a;/a als Richtungskosinus.
Der Betrag von @ ist eindeutig durch seine Komponenten festgelegt,

3 3 3
a = a-a= E aiajé}-éj: E aiajéij: E a?: CL%"‘G%"‘CL%.
=1 i,j=1 i=1

Daraus folgt auch

1 = \/cos? p; 4 cos? gy 4 cos? g, oder 1 = cos® gy + cos? @a + cos? 3 .

Bei Vorgabe von zwei Richtungskosinus ist der dritte also bis auf das Vorzeichen festgelegt,
cos p3 = £4/1 — cos? p; — cos? py.

1.1.9 Rechenregeln in Komponentendarstellung

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns auf den Vektorraum FE3 mit der Orthonormalba-

. — — — — . — 3 -
sis {€1, €5, €3}, d.h. Vektoren @ € E3 kann man schreiben als @ = (ay, az, a3) = Y 5, a; €;.
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1.1 Vektoren

34z

(b)

) Das Orthonormalsystem {€}, €, €3} als Basis des E5. (b) Der Vektor

Abbildung 1.26: (a
a als Summe der mit den Komponenten a; skalierten Einheitsvektoren
€;.

1. Spezielle Vektoren:
(i) Nullvektor: 0 = (0,0,0)7.

(ii) Basisvektoren: e = (1,0,00",
e = (0,1,007, (1.43)
es = (0,0,1)".
2. Addition:
F=d+b

Ci

3
=) (a;+b5)€;

!
v

1 J

J

1

3
— a-5:ci:Z(aj+bj)€i-€j: (aj+bj)5,-j:ai+bi
j=1

= = (ay +by,as+by,az +b3)" .

M-

1

<
Il

Bei vorgegebener Basis entspricht die Addition von Vektoren der Addition der Kom-

ponenten der Vektoren.

3. Multiplikation mit reellen Zahlen: Sei b= ad, a € R. Dann gilt

23



1 Mathematische Vorbereitungen

Bei vorgegebener Basis entspricht die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen
Zahl der Multiplikation jeder Komponente des Vektors mit dieser Zahl.

4. Skalarprodukt:
3 3 3
ab: Za,bjé;@ = Zaibjéij :Za,bz .
i,j=1 i,j=1 i=1

Das Skalarprodukt ist gleich der Summe der Produkte der Komponenten.
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5. Vektorprodukt: Man iiberzeugt sich zunichst anhand von Abb.|[1.26] dass folgende
Identitéten gelten:

— — — — — — — —

1 Xey=¢€3, €agXe€3=¢€1, €3 X€ =¢€y.
Daraus folgt

1 falls (4, j, k) gerade Permutation von (1,2, 3) ist ,
€ - (€ x €y) =€, =« —1 falls (4, j, k) ungerade Permutation von (1, 2, 3) ist,

0 sonst .

(1.44)

Gerade Permutationen von (1,2,3) sind zyklische Permutationen, also (2,3,1) und
(3,1,2). Ungerade Permutationen sind antizyklische Permutationen, also (3,2,1),
(2,1,3) und (1,3,2). In GL haben wir mit dem Symbol €, den total anti-
symmetrischen Tensor dritter Stufe, auch Levi-Civita-Tensor genannt, ein-
gefiihrt.

Eigenschaften des Levi-Civita-Tensors:
(i) Die Komponenten des Tensors verschwinden fiir zwei oder drei gleiche Indizes,
€k = €ji = €55, =0 Vi,j,k. (1.45)
Nur unterschiedliche Indizes ergeben eine von null verschiedene Komponen-
te.
(ii) Die Komponenten des Tensors wechseln ihr Vorzeichen unter Vertauschung
zweier Indizes,
€ijk = —€ikj = €kij = —€kji = €jki = —Ejik - (1.46)
Dies folgt aus der Definition des Tensors.
(iii) Konvolutionssatz:

3
Z €ikj €jim = 0il Okm — Oim Okt - (1.47)

J=1

Dies beweist man leicht durch Ausschreiben der Summe auf der linken Seite und
eine explizite Fallbetrachtung fiir die “freien” Indizes i, k,l,m (benutze, dass
die Komponenten des Levi-Civita-Tensors fiir zwei oder drei gleiche Indizes
verschwinden).



