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1. Einleitung

Das von der Temperatur und dem chemischen Potential aufgespannte Phasendiagramm
der Quantenchromodynamik (QCD) — vgl. Abbildung 1.1 — ist in den letzten Jahren
verstérkt untersucht worden (vgl. [1, 2]). Wahrend im Bereich grofen chemischen Po-
tentials, d.h. grofer Dichten, exotische Materiezustéinde im Zusammenhang mit der
sogenannten Farbsupraleitung erwartet werden, spiegelt der Bereich nahe der Achse
verschwindenden chemischen Potentials die Evolution des sich abkiihlenden Universums
wider. Dies ist auch der Bereich, der durch die Beschleunigerexperimente RHIC und
LHC zugénglich wird.

Bei tiefen Temperaturen gibt es keine freien Farbladungen und die Materie liegt in
ihrem hadronischen Zustand vor. Bei hoheren Temperaturen wird aufgrund der asymp-
totischen Freiheit die QCD-Kopplung immer schwicher, bis die dynamischen Freiheits-
grade schliefflich durch schwach wechselwirkende Quarks und Gluonen gegeben sind.
Ob es zwischen der hadronischen Phase und diesem Quark-Gluon-Plasma einen echten
Phaseniibergang gibt oder ein kontinuierlicher Ubergang — ein sogenannter crossover —
vorliegt, ist zunachst nicht klar und kann je nach chemischem Potential unterschiedlich
sein (vgl. [3]).

Die Achse verschwindenden chemischen Potentials ist durch Simulationen der auf
einem Raumzeitgitter diskretisierten QCD zugénglich (vgl. [2, 5]). Aktuelle Ergebnis-
se [6, 7] zeigen, dass fiir verschwindendes chemisches Potential das kontinuierliche Uber-
gangsverhalten realisiert ist und dass sich dieser Ubergang bei etwa 175 MeV lokalisieren
lisst. Die Ubergangsregion erstreckt sich iiber einen Bereich von etwa 40MeV. Diese
Zahlen stiitzen sich dabei auf Simulationen, bei denen zur Diskretisierung des Quark-
sektors die sogenannten staggered Fermionen (vgl. z. B. [8]) verwendet wurden. Unter-
suchungen mit anderen Fermiondiskretisierungen, insbesondere der Wilson’schen mit
der Verbesserung durch den sogenannten Sheikholeslami-Wohlert Term, liefern dhnliche
Werte fiir die Ubergangstemperatur, sind aber insgesamt noch nicht so weit fortgeschrit-
ten [9, 10, 11]. Dies lésst es wiinschenswert erscheinen, die Vorhersagen mit staggered
Fermionen durch die Verwendung weiterer Formulierungen zu ergdnzen und abzusichern.
Auch angesichts des anhaltenden Disputs iiber die grundsétzliche Verwendbarkeit der
staggered Fermionen unter Benutzung des sogenannten rooting-Verfahrens [12, 13| ist
eine solche alternative Behandlung sicherlich geraten.

Die unverbesserten Wilson-Fermionen leiden unter Diskretisierungsartefakten schon
in der ersten Ordnung des Gitterabstandes. Seit 1999 gibt es eine Variante dieser Fer-
mionformulierung, die es erlaubt, solche Gittereffekte durch einen modifizierten Mas-
senterm zu vermeiden. Dabei handelt es sich um die sogenannte twisted mass QCD
(tmQCD; vgl. [14]), die ihren Namen der chiral verdrehten Masse schuldet. Im Bereich
verschwindender Temperaturen ist die tmQCD gut untersucht und findet fiir aktuelle
Projekte Verwendung [15]. Die ersten anfénglichen Untersuchungen fiir nichtverschwin-
dende Temperaturen stammen allerdings erst aus dem Jahr 2006 [16].

Bevor physikalische Fragestellungen in Bezug auf den thermischen Ubergang der QCD
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Abbildung 1.1: Schematisches Phasendiagramm der QCD; Quelle: [4]

mit der neuen Formulierung angegangen werden kénnen, muss die von Gitterartefakten
durchsetzte Phasenstruktur dieser Formulierung hinreichend verstanden sein. Aufserdem
sollte man auch eine Vorstellung von der Grofe der Gittereffekte im Vergleich zu ande-
ren Fermiondiskretisierungen haben. Denn obwohl die erste Ordnung im Gitterabstand
fiir geeignet gewahlte Parameter automatisch verbessert ist, konnen natiirlich die nach-
folgenden Ordnungen das Verhalten beeintrachtigen. Diese Arbeit soll deshalb einen
Beitrag zur Untersuchung der tmQCD bei endlichen Temperaturen erbringen. Ein Teil
der Ergebnisse wurde bereits in [17] veroffentlicht.

In den néchsten beiden Kapiteln werden einige Grundlagen zusammengestellt, auf de-
nen das Weitere basiert. Kapitel 2 behandelt dabei die Kontinuums-QCD, wahrend in
Kapitel 3 die Gitterregularisierung in der Wilson’schen Formulierung vorgestellt wird.
In Kapitel 4 wird dann die tmQCD fiir zwei entartete Fermionenarten eingefiihrt. Da-
bei werden insbesondere die automatische Verbesserung und die Phasenstruktur bei
verschwindender Temperatur diskutiert. In Kapitel 5 werden die wesentlichen numeri-
schen Methoden fiir die durchgefiithrten Simulationen und die verwendeten Observablen
zusammengetragen.

Kapitel 6 ist dem Schwachkopplungsregime gewidmet. Durch die Untersuchung des
Drucks in diesem Bereich, fiir den exakte Kontinuumsergebnisse existieren, lassen sich
die Gittereffekte quantifizieren. In Kapitel 7 werden dann die aus den Simulationen
der vollen QCD erhaltenen Daten benutzt, um Aussagen iiber die Phasenstruktur der
tmQCD bei nichtverschwindender Temperatur zu machen.

Nach der Zusammenfassung in Kapitel 8 sind im Anhang die verwendeten Abkiirzun-
gen und Konventionen gesammelt. Auferdem ist eine Ubersicht iiber die im Rahmen
dieser Arbeit durchgefiihrten Simulationen angehéngt.



2. Quantenchromodynamik im
Kontinuum

In diesem Kapitel werden einige wesentliche Grundlagen zusammengefasst. Nach einem
kurzen historischen Uberblick im folgenden Abschnitt werden im Weiteren die fiir diese
Arbeit wichtigen Aspekte der Kontinuumsformulierung der QCD behandelt. Dabei geht
es zum einen um die Berechnung thermischer Gleichgewichtserwartungswerte mithilfe
euklidischer Funktionalintegrale. Zum anderen wird der storungstheoretische Zugang
mittels der Schwachkopplungsentwicklung kurz vorgestellt.

2.1. Entwicklung des Standardmodells

Seit seiner Entstehung in den 60er und 70er Jahren des 20. Jahrhunderts hat sich das
heute sogenannte Standardmodell der Elementarteilchen als grundlegende Theorie zur
Beschreibung der Wechselwirkungen zwischen den elementaren Teilchen, d.h. denje-
nigen Teilchen, fiir die es bislang keine experimentellen Anzeichen einer Substruktur
gibt, etabliert. Damals postulierten Gell-Mann [18] und Zweig [19] die Quarks als die
Konstituenten der Hadronen; dabei bildete der sogenannte Achtfache Weg, also die Ein-
ordnung der Hadronen in SU(3) Multipletts, durch Gell-Mann und Ne’eman die Basis
(vgl. hierzu die Referenzen 1 bis 3 in [18]).

Die Beschreibung der Wechselwirkungen im Standardmodell erfolgt duch Quanten-
feldtheorien [20, 21|, deren Prototyp die Quantenelektrodynamik (QED) ist, die schon
in den 1940er Jahren formuliert wurde. Wichtige Beitrage kamen hierbei insbesondere
von Schwinger, Tomonaga und Feynman (vgl. [22]). Ein bedeutender weiterer Schritt
war die Formulierung der Yang-Mills Theorie [23|, da sie als nichtabelsche Eichtheo-
rie asymptotische Freiheit besitzt, wie von Gross und Wilczek [24] sowie Politzer [25]
gezeigt wurde. Die asymptotische Freiheit ist eine wesentliche Voraussetzung fiir das
Confinement, d. h. die Beobachtung, dass freie Quarks nicht existieren.

Die einzige Ausnahme unter den bekannten fundamentalen Wechselwirkungen bildet
die Gravitation, die sich bisher nicht erfolgreich als Quantentheorie hat formulieren las-
sen. Auf den fiir die aktuelle Teilchenphysik relevanten Energie- bzw. Langenskalen, die
natiirlich durch die vorhandenen experimentellen Moglichkeiten bestimmt sind — beim
LHC am CERN sollen bis zu 14 TeV erreicht werden (vgl. [26]) — spielt die Gravitation
bisher keine Rolle. Die verbleibenden Krifte, d.h. die starke und die schwache Kraft
sowie der Elektromagnetismus, werden im Rahmen des Standardmodells erfolgreich be-
schrieben. Ein herausragender Erfolg war hierbei die Vereinigung der schwachen Kraft
mit der Quantenelektrodynamik zur elektroschwachen Theorie (vgl. [27, 28]).

Die physikalischen Freiheitsgrade einer Quantenfeldtheorie sind durch Felder auf der
kontinuierlichen Raumzeit gegeben, die entweder — im urspriinglichen Operatorformalis-
mus — als Operatoren auf einem Zustandsraum definiert sind oder aber im Funktionalin-
tegral als Integrationsvariablen auftreten. Beide Formalismen sind gleichermafien giiltig;
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jedoch bietet die Funktionalintegralmethode, die auf Dirac und Feynman zuriickgeht,!
fiir viele Anwendungen Vorteile, weshalb die weitere Betrachtung auf diesen Zugang
beschrénkt bleibt.

2.2. Lagrangedichte der Quantenchromodynamik

Der die Wechselwirkung zwischen den Konstituenten hadronischer Materie, also den
Quarks und den Gluonen als zugehorigen Austauschbosonen, beschreibende Teil des
Standardmodells ist die Quantenchromodynamik (QCD) [21]. Die Farbe ist dabei eine
zunéchst zur Erhaltung des Pauli-Prinzips ad hoc eingefiihrte zusétzliche Quantenzahl
der Quarks. In der QCD wird sie dadurch zum dynamischen Prinzip erhoben, dass fiir
die Lagrangedichte lokale Eichinvarianz unter SU (3)p-Transformationen im Farbraum
gefordert wird. Somit ergibt sich die folgende Lagrangedichte fiir die QCD:?

LG9, 9) = B(e) (D" —m) () — {Fp F0 (21)

Dabei beschreiben die fermionischen Felder ¢(x) = (g, f(x)) die Quarks. Der In-
dex f unterscheidet die verschiedenen Quarkarten (up, down,...), die auch als flavour
bezeichnet werden. Ferner tragen die Fermionfelder einen Farbindex ¢ = 1,2,3 sowie
einen Spinorindex «. Als Spinoren transformieren die Fermionfelder nichttrivial unter
der Lorentzgruppe. Zusammen mit den Dirac’schen «-Matrizen ist die so definierte La-
grangedichte der einzige renormierbare skalare Ausdruck, der sich fiir Spin-1/2-Teilchen
bilden ldsst.

Die kovariante Ableitung D), = 9, — igAj,(z)T" stellt die lokale Invarianz unter
SU (3) p-Transformationen sicher. Durch diesen Term sind die Fermionen an die Eich-
felder Aj,(z) gekoppelt. Die Matrizen T" sind die acht Generatoren der SU(3):

[Tra TS] = Z-f?“stTt (2.2)

Es gilt die Normierung Sp7"7T* = %(5’"3. Der Feldstarketensor F,, = —igF;,T" ist
definiert tiber die folgende Beziehung:

—igFu = [Dy, D)) (2.3)

Der in den Feldstarken quadratische Yang-Mills-Teil der Lagrangedichte gibt den dy-
namischen Teil des reinen Eichsektors an. Da die SU(3) eine nichtabelsche Gruppe ist,
tauchen auch in den Eichfeldern kubische und quartische Selbstwechselwirkungsterme
auf.

Fiir die spétere Ubertragung auf die gitterregularisierte Theorie sei noch angemerkt,
dass sich die kovariante Ableitung in Verbindung zu einem infinitesimalen Paralleltrans-
port setzen lasst. Dazu bedenkt man, dass die normale Ableitung als Grenzfall einer
endlichen Differenz aufgrund der ortsabhingigen SU(3)-,Phase nicht mehr sinnvoll

!Feynman beruft sich bei seiner Formulierung von Pfadintegralen fiir die Quantenmechanik [29] auf
Diracs Arbeiten.
2In dieser Arbeit werden ,natiirliche Einheiten* mit /i = ¢ = kg = 1 verwendet.



2.3. Thermische Feldtheorie

definiert ist. Man benotigt also dhnlich wie auf einer gekriimmten Fléche einen Paral-
leltransport P(x,en,) zwischen den beiden Punkten x und x + eny,.

Y(x +eny) — P(x,eny,)p(z)
=Y(x +eny) —Y(x) — 6p(x,eny) (2.4)
— () — 6 (x,eny)

Mit 6¢ = eig A}, T"¢ erhilt man die kovariante Ableitung. Den infinitesimalen Parallel-
transport P(x,en,) =1+ ig A} T" kann man dann auf endliche Absténde verallgemei-
nern; hier wird im Hinblick auf die spitere Verwendung in Kapitel 3 das Ergebnis fiir eine
gerade Linie der Lange a angegeben, auf der die Eichfelder als konstant angenommen
werden:

P(z,an,) = 94T (2.5)

2.3. Thermische Feldtheorie

Bei der Beschreibung von Vielteilchensystemen ist man an kollektiven Eigenschaften
wie der Temperatur oder dem Druck interessiert. Dies ist z. B. der Fall fiir das soge-
nannte Quark-Gluon-Plasma, das im frithen Universum vorgelegen haben muss. Der
Ubergang vom Quark-Gluon-Plasma zur hadronischen Phase bei etwa 175 MeV liegt im
Bereich der aktuellen Beschleuniger, sodass es neben kosmologischen Beobachtungen
auch Experimente gibt bzw. in absehbarer Zeit geben wird, die sich mit den theoreti-
schen Vorhersagen in Verbindung setzen lassen sollten.

Die Statistische Physik [30] bietet einen Rahmen zur Beschreibung von Vielteilchen-
systemen, der zunéchst von der zu Grunde liegenden Wechselwirkungstheorie unabhén-
gig ist. Im grofkanonischen Ensemble werden die Temperatur T, das Volumen V' und das
chemische Potential p festgehalten. Die zentrale Grofe ist dann die Zustandsumme Z:

Z(T,V, ) = Spe A1) (2.6)

Die Spur ist iiber alle Zustéinde des Systems auszufithren und 3 = T~ ist die inverse
Temperatur. Der thermische Gleichgewichtserwartungswert einer Grofse f ist wie folgt
gegeben:

() = 5Sp fe PN (27)

In dieser Arbeit interessiert der Spezialfall verschwindenden chemischen Potentials,
sodass im Folgenden stets 1 = 0 angenommen wird. Dies entspricht Systemen mit sehr
kleiner bzw. verschwindender Dichte.

Um die Spur in der thermischen Quantenfeldtheorie auszufithren (vgl. zum Folgen-
den [31]), wiihlt man die Schrédingeroperatoren fiir das Feld ¢(x, 0) und die kanonisch
konjugierte Impulsdichte 7(x,0) sowie ihre Eigenzusténde:
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Die Vektoren |¢) bzw. |r) bilden jeweils ein vollstindiges Orthonormalsystem. Fiir ein
System mit dem Hamiltonfunktional H = [ d®z H (¢, 7) kann man damit die Zustands-
summe wie folgt schreiben:

Z =Spe Pt = /qu <¢> ‘e*ﬁH‘ ¢> (2.9)

Im obigen Ausdruck kann man den Term exp(—FH) als Zeitentwicklung um die imagi-
nére Zeit § = it auffassen. Diese Zeitentwicklung wird nun in infinitesimale Teile auf-
gespalten, zwischen die Terme der Form [dey [¢r) (¢r| bzw. [dmy |7y) (mx| geschoben
werden. Diese wirken aufgrund der Vollsténdigkeit als Einsoperatoren. Durch Ausfiih-
ren der Impulsintegration gelangt man zu folgender Funktionalintegraldarstellung der
Zustandssumme:

7= /D¢e‘f@d4“ (2.10)

¢(x,0)
:¢(X7ﬂ)

Dabei wurde die Abkiirzung | 3 diz = foﬂ dr [d®z verwendet. Das Funktionalintegral
tiber die Felder ¢ beriicksichtigt die periodische Randbedingung ¢(x,0) = ¢(x, ). Fir
Fermionen erhélt man aufgrund der Grassmann-wertigen Integration antiperiodische
Randbedingungen, d. h.:

$(x,0) = —1(x, 5) (2.11)

Wichtig ist anzumerken, dass es sich fiir die thermischen Erwartungswerte aufgrund
der Verwendung der imaginéren Zeit um euklidische Funktionalintegrale handelt, d. h.
die Zeitachse ist gegeniiber der Minkowski-Raumzeit um 90° Wick-rotiert. Euklidische
Vektoren werden mit x = (x,x4) = (21, x2,x3, x4) bezeichnet und der Zusammenhang
zwischen der Zeitkomponente xg = t eines Minkowski-Vektors mit der euklidischen Ent-
sprechung x4 = (8 ist durch 8 = it gegeben. Fiir die euklidische Version der Dirac’schen
v-Matrizen gilt:

{3V W}t =261 (2.12)

Die euklidische Form der QCD-Lagrangedichte lautet:

— 1
£ =6y Dy+ m) + L FLEy, (2.13)

Wegen der endlichen Zeitausdehnung, die die Temperatur des Systems definiert, kon-

nen fiir diese Richtung nur diskrete Frequenzen mit ganzzahligem n auftreten:
2mnT fiir Bosonen

“n { (2n + 1)xT  fiir Fermionen (2.14)

Dies sind die sogenannten Matsubara-Frequenzen, die mit ipg = p4 identifiziert werden.
Die diskrete Struktur fiihrt insbesondere dazu, dass Integrale {iber die Zeit in unendliche
Summen {ibergehen.

10
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2.4. Perturbativer Zugang

2.4.1. Schwachkopplungsentwicklung

Um den Erwartungswert einer Observablen O zu berechnen, muss man das folgende
Funktionalintegral 16sen, wobei hier die euklidische Form angegeben wird:

/Dr¢, O, i, A,) e S@bAu) (2.15)

Fiir eine wechselwirkungsfreie Theorie, bei der die Wirkung quadratisch in den Feldern
ist, ist dies geschlossen moglich. Zunéchst wird der einfachste Fall eines einzelnen Ska-
larfeldes ¢ betrachtet, fiir dessen Zweipunktfunktion man das folgende Ergebnis erhilt:

(To(x / Dé o(x — Az —y) (2.16)

Man muss den freien Propagator A(x—y) duch Inversion aus dem Kern M der Wirkung
bestimmen, der durch die Bilinearform S = (¢, M ¢) definiert ist. Dieses Ergebnis lasst
sich zu Wicks Theorem fiir zeitgeordnete n-Punkt-Funktionen verallgemeinern:

(o). o)) = { 2o 5 A@o(ar) = Toan)  gerade (2.17)
n ungerade
Dabei wird iiber alle Permutationen von (1,2,...,n) summiert. Das Zusammenfassen

von je zwei Feldern einer n-Punkt-Funktion zu Propagatoren wird als Kontraktion be-
zeichnet, sodass Wicks Theorem (vgl. [21, Kap.4]) besagt, dass man iiber alle diese
Kontraktionen summieren muss. Bei der Ubertragung auf Fermion-Felder miissen noch
die Antikommutatorbeziehungen beriicksichtigt werden, die zu Vorzeichenwechseln fiih-
ren kénnen.

Wechselwirkungen entsprechen Termen, die zumindest kubisch in den Feldern sind.
Fiir die QED ist z. B. L1 = e, A,1. Hier ist eine geschlossene Auswertung nicht mehr
moglich. Da aber die Kopplungskonstante e bzw. e = o a2 1/137 sehr klein gegeniiber
1 ist, bietet sich eine Entwicklung in der Kopplung an:

1
oY = g 0TS g 750 (1 —eS;+ 5625’% +.. ) (2.18)

Damit lassen sich beliebige Prozesse auf Wicks Formel zuriickfiihren. Durch Systema-
tisierung gelangt man zu einem Satz von Regeln, den Feynman-Regeln, die zu einer
graphischen Darstellung der Prozesse korrespondieren.

Der stérungstheoretische Zugang ist in der QED extrem erfolgreich; es sei nur an
das Paradebeispiel der (g — 2)-Bestimmung erinnert (vgl. hierzu [21, Kap. 6.3]). Fiir die
QCD sieht die Situation allerdings wegen der asymptotischen Freiheit anders aus. Die
effektive Kopplungskonstante ag(Q) wird — gerade entgegengesetzt zum Fall der QED
— nur fiir sehr grofse Impulsiibertrage @ klein, sodass eine Kopplungsentwicklung nur
fiir entsprechend hohe Energien und damit verbunden fiir sehr hohe Temperaturen Sinn
macht. In das Regime, in dem eine Entwicklung nach der Kopplung nicht méglich ist,
ist das Confinement einzuordnen. Aber auch der thermische Ubergang selbst liegt bei
Temperaturen, die fiir den perturbativen Ansatz zu klein sind (vgl. [2]).
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2. Quantenchromodynamik im Kontinuum

Da fiir die genaue Untersuchung der hiermit verbundenen Phénomene die Storungs-
theorie nicht zur Verfiigung stehen kann, miissen nichtperturbative Methoden verwendet
werden. Dies ist neben der Regularisierung der Theorie die wesentliche Motivation fiir
die Einfiihrung der Gitter-QCD.

2.4.2. Eichfixierung und Geistfelder

Bei der Einfiihrung der Eichfelder wurde bisher nicht beriicksichtigt, dass es noch die
Freiheit der Eichtransformation gibt. Fiir die Funktionalintegrale bedeutet dies, dass
iiber kontinuierlich viele dquivalente Eichfeldkonfigurationen integriert wird, was zur
Divergenz des Integrals fiihrt. Alternativ sieht man das Problem beim Versuch, den
Propagator durch Inversenbildung aus dem quadratischen Teil der Eichwirkung zu be-
stimmen, da der zu invertierende Operator singulér ist.

Um dieses Problem gerade im Hinblick auf stérungstheoretische Rechnungen zu behe-
ben, muss die Eichung fixiert werden, d.h. aus jeder Klasse von Eichfeldern, die durch
Eichtransformation verbunden sind, darf nur eines zum Funktionalintegral beitragen.
In kovarianter Form geschieht diese Eichfixierung durch die Methode von Faddeev und
Popov [32], die ihren Ausgangspunkt im Funktionalintegral [D(A) e~54) {iber die Eich-
felder nimmt (vgl. auch [21, Kap. 16.2]). Zur Eichfixierung fordert man fiir eine gegebene
Funktion G"(A) = 0. Diese Bedingung wird beriicksichtigt iiber die folgende Beziehung;:

s

2.1
S (2.19)

- /Daa(Gr(A))det <
Dabei geht A* durch Eichtransformation aus A hervor. Fiir das Funktionalintegral ergibt
sich damit:

DA) 5D s [Da [D(A)e=5Ds (G7(4)) det (254D (2.20)
/ S(A) / / S(A) ( G (Aa)>

doa®
Wenn man eine lineare Eichung wéhlt, so ist 5G;;'O(éfa) unabhéngig von «, weshalb [Da
faktorisiert und nur als multiplikative Konstante auftritt, die durch die Normierung
absorbiert wird. Eine geeignete lineare Eichung hat die folgende Form:

G'(A) = 9, A (z) — o (2) (2.21)

Die Determinante kann man nun durch die Einfiihrung Grassmann-wertiger Geistfelder
als Funktionalintegral schreiben:

i (PTE) g (L prn) = oot o
g

oo

Hierbei ist die Wirkung fiir die Geistfelder durch den folgenden Ausdruck gegeben:
1
SCeist = /d4:vcr(a:) <825” + fT’St(?MAZ> c(x) (2.23)
g

In G ist die Funktion w beliebig zu wahlen. Deshalb kann man auch iiber diese Funk-
tionen mit Gauf’scher Gewichtung der Breite ¢ integrieren und dann die J-Funktion

12



2.4. Perturbativer Zugang

auswerten:
(w2
/D(A) e~ /Dw e ' 5 /D [A, ¢, ¢] e 57 5Geist§ (GT(A))

= /D [A767 C] eisisGeiStidelx %(BMAZ)Q

(2.24)

Der letzte Term Lop = i(@MAL)Q dient letztlich zur Eichfixierung und fiihrt auf einen
modifizierten Eichfeldpropagator, der hier in der Impulsdarstellung angegeben ist:

1

A (k) = 2

k. k
(5,“, —(1- g)‘éj) 5" (2.25)
Den Fall £ = 1 bezeichnet man als Feynman-Eichung.

Die obige Methode zur Eichfixierung hat den Vorteil, dass sie manifest kovariant ist.
Allerdings fiihrt sie auch die unphysikalischen Geistfelder ein. Diese miissen in einer
Storungsrechnung beriicksichtigt werden, da sie fiir die nichtabelsche Theorie iiber den

Term ¢ f7*'9,, A%,¢" an die Eichfelder koppeln. Der zugehdrige Propagator lautet:

rs 1 TS
Geist(k) = ﬁé (2'26)
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3. Gitterformulierung der
Quantenchromodynamik

Neben dem storungstheoretischen Ansatz zur Berechnung von QCD-Vorhersagen, der
wegen der laufenden Kopplung auf den Bereich sehr hoher Energien beschrankt bleibt,
bietet die Formulierung der Theorie auf einem diskreten Raumzeitgitter, die auf einen
Ansatz Wilsons 33| zuriickgeht, einen nichtperturbativen Zugang. Durch die Einfiihrung
eines Raumzeitgitters I' = aZ* mit dem Gitterabstand a wird aus dem euklidischen
Funktionalintegral ein herkémmliches Integral tiber abzahlbar viele Freiheitsgrade:

[P~ [T astw) (3.1)

zel

Fiir die so regularisierte Theorie ergibt sich nun die Méglichkeit numerischer Simula-~
tionen. Physikalische Vorhersagen erhélt man durch den Kontinuumslimes ¢ — 0, bei
dem allerdings zu beachten ist, dass die Gitterparameter fiir Massen und Kopplungskon-
stanten vom Gitterabstand abhéngen. Insbesondere ist der ultraviolette Fixpunkt der
QCD-Kopplung g = 0, d.h. also der Kontinuumslimes ergibt sich fiir verschwindende
nackte Kopplung g(a — 0) = 0.

Dieses Kapitel basiert auf [8, 34, 35]. Zunéchst wird die Gitterformulierung fiir Eich-
felder und Fermionen eingefiihrt sowie die nichttriviale Phasenraumstruktur bei T' = 0
fiir die Wilson’sche Fermiondiskretisierung diskutiert. Danach wird die Storungstheorie
auf dem Gitter betrachtet.

3.1. Diskretisierte Eichfeld- und Fermionwirkungen

3.1.1. Eichfelder

Zur Formulierung des Eichsektors der gitterregularisierten QCD beriicksichtigt man,
dass bei der Diskretisierung anstelle der Ableitungen endliche Differenzen auftreten.
Damit ist klar, dass anstelle des infinitesimalen Paralleltransports mit den Eichfeldern
A7, (z) ein endlicher Paralleltransport wie in Gleichung (2.5) benétigt wird. Mithin wer-
den die Eichfreiheitsgrade durch die SU(3)-Matrizen U, (x) beschrieben. Diese verhalten
sich wie folgt unter Eichtransformationen V € SU(3)p:

Up(z) — Vi(z + af)Up(z)V (2) (32)

Mit jeder dieser Linkvariablen identifiziert man die gerichtete Verbindung zwischen zwei
Gitterpldtzen x und = + afi. Die Spur iiber ein Produkt von Linkvariablen, das einem
geschlossenen Weg entspricht, ist dann eichinvariant. Die einfachste entsprechende Grofe
ist die sogenannte Plakette:

Ulfy(x) = Ul‘:(w)UlE(:L‘ + av)Uy(z + afpp)U,(x) (3.3)
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3. Gitterformulierung der Quantenchromodynamik

Damit lasst sich die Wilson’sche Eichwirkung konstruieren:

Sa=8>a" ) (1 — éRe Sp Uﬁ(:@) (3.4)

T 1<v<p<4

Entwickelt man diesen Ausdruck mit Uy, (x) = exp(iagA},T") fiir kleine Gitterabstinde,
so geht er fiir @ — 0 in die Yang-Mills-Wirkung tiber, wenn die inverse Kopplung als
6= g% gegeben ist.!

Neben der oben eingefithrten Wirkung kann man beliebige andere definieren, insofern
sie fiir a — 0 in die Yang-Mills-Form tibergehen. Obwohl alle so gegebenen Wirkungen
zur gleichen Kontinuumswirkung korrespondieren, lésst sich natiirlich das Verhalten im
Kontinuumslimes durch héhere Terme in a verdndern. Dies ist insbesondere fiir nume-
rische Simulationen wichtig, bei denen immer endliche Gitterabstédnde zu wahlen sind.
Eine solche Wirkung mit verbessertem Verhalten im Kontinuumslimes ist die sogenannte
stree-level-Symanzik“-verbesserte Eichwirkung (t1Sym), die zusétzlich zur Plakette noch
rechteckige (1 x 2)-Schleifen enthalt [36, 37]. Die freien Koeffizienten vor den beiden Tei-
len der Wirkung sind dabei so gewéhlt, dass die fithrende Ordnung von Gitterartefakten
fiir tree-level Prozesse verschwindet:

Sa =0 226# Z (1—;ReSpU5V(:C)>

T 1<v<pu<4

DS

T 1<pu<v<4

(3.5)

<1 — éRe Sp (U;,TQ(JU) + Uif(@))

| =

3.1.2. Wilson-Fermionen

Zur Beschreibung von Fermionen auf dem Gitter gibt es verschiedene Varianten, wobei
hier die Formulierung nach Wilson [33| benutzt wird. Dabei werden die Ableitungen in
der Kontinuumswirkung durch endliche Differenzen ersetzt und fiir die kovarianten Ab-
leitungen die Linkvariablen U, (x) als Paralleltransporter eingefiigt. Die Fermionwirkung
hat dann die Form:

Sp(,,U) =Y a"(w)(am + 4r)ip(x)

1 44 (3.6)
9 Z a* Z Y(z +ap)(r +v,)Uu(z)y(2)
T p==%1
Dabei wurde eine leicht modifizierte Schreibweise mit der Konvention vy_, = —7, be-

nutzt. Die Terme mit r stammen aus dem sogenannten Wilsonterm, der Gitterversion
des d’Alembert-Operators, der die Versechzehnfachung der fermionischen Freiheitsgrade
durch das Auftreten der Doppler an den Rédndern der ersten Brillouin-Zone verhindert:

Sl (@)D (e) = o~ () (2(x) - v(x + ap) - Bla - ajy) (3.7)

'Um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden und dennoch bei der iiblichen Notation zu bleiben, werden im
Weiteren sowohl die inverse Temperatur als auch die inverse Kopplung mit 8 bezeichnet und im
Zweifelsfall wird explizit klargestellt, welche Grofie gemeint ist.
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3.2. Chirale Symmetriebrechung und Aoki-Phase

In den meisten Féllen wird » = 1 gesetzt, was auch hier im Weiteren benutzt wird.
Fiir r = 0 ginge die Wilson-Wirkung in die Wirkung fiir naive Fermionen mit den
Dopplermoden iiber.

Den freien Propagator erhalt man durch Inversion der Fermionmatrix Mg, die durch
die Beziehung S =3, (x) Mgyt (y) definiert ist:

-1

4
1 . 2r .
Aw(p) = [ i- g Yusin(ap,) + am + — g s1n2(apu/2) ® Lrarbe ® Lavour (3.8)
@ p=1 “ p=1

Die modifizierte Masse M (p) = am + 2 Zizl sin?(ap,,/2) geht fiir verschwindendes a
linear gegen am, wenn keine Impulskomponente am Rand der Brillouinzone liegt. Fiir
eine Dopplermode mit n Impulskomponenten bei 7/a hingegen ergibt sich die modifi-
zierte Masse M (p) = am + Zn + O(a). Im Kontinuumslimes erhalten die Doppler also
eine unendliche Masse und sind somit dynamisch nicht relevant, solange die Bedingung
r # 0 erfiillt ist.

Eine oft verwendete dquivalente Darstellung erh&lt man durch Umskalierung der Fel-
der:

a?(am + 4r)Y?p(z) — () (3.9a)

a3 (am + 4r)Y2)(x) — P(z) (3.9b)
1

= Sam s (3:9¢)

k ist der sogenannte Hopping-Parameter, mit dem sich die Hopping-Parameter-Dar-
stellung ergibt:

+4

P, 1, U) Za — 5 > P+ ap)(r +7,)Up(@)d(x) (3.10)

p==x1

3.2. Chirale Symmetriebrechung und Aoki-Phase

Die Wilson’sche Fermionformulierung verhindert das Auftreten von Dopplern. Allerdings
bringt der Wilsonterm auch einige Nachteile mit sich. So treten Gitterartefakte schon
in der ersten Ordnung des Gitterabstandes auf.

Die Diskussion der Nachteile der Wilson’schen Fermionwirkung ist verkniipft mit der
chiralen Symmetrie der Kontinuumswirkung der QCD, d. h. der Symmetrie im Grenzfall
masseloser Fermionen (vgl. [21, Kap. 19.3]):

U1 ® SU(ns) @ U(L)y ® SU(ns)r (3.11)

U(1)y driickt die Erhaltung der Fermionzahl aus, wéhrend die U (1) 4-Symmetrie durch
Quanteneffekte, die axiale Anomalie, gebrochen wird. Der Vakuumzustand mit <E@Z)> #*
0 ist nicht invariant unter der verbleibenden SU(ns)r, ® SU(ns)r-Symmetrie, sodass
diese spontan gebrochen ist:

SU(ns)r @ SU(ng)r — SU(nys)y (3.12)
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3. Gitterformulierung der Quantenchromodynamik

Entsprechend der Anzahl an Generatoren der spontan gebrochenen Untergruppe miissen
n% — 1 Goldstone-Bosonen auftreten (vgl. [21, Kap. 11.1]).

Die chirale Symmetrie ist in guter Naherung fiir den Fall ny = 2 mit den up und
down Quarks realisiert, da deren Massen von unter 10 MeV verglichen mit einer typi-
schen Energieskala Aqcp ~ 200 MeV als klein und entartet angesehen werden kénnen.
Die dabei auftretenden drei Goldstone-Bosonen sind die Pionen; ihre Masse wird in
dieser Betrachtungsweise durch die Quarkmasse als kleine Stérung generiert, wobei die
Beziehung m2 ~ m, gilt (vgl. [21, Kap. 19.3]).

Auf dem Gitter bricht der Wilsonterm die chirale Symmetrie explizit, sodass die spon-
tane Symmetriebrechung der QCD erst im Kontinuum wieder hergestellt wird. In der
Tat besagt das Nielsen-Ninomiya-Theorem [38], dass es unter sehr allgemeinen Voraus-
setzungen keine Fermiondiskretisierung geben kann, die sowohl den Bedingungen der
chiralen Symmetrie als auch der Dopplerfreiheit geniigt. Damit lassen sich aber die
Pionen auch nicht mehr als die Goldstone-Bosonen zur spontan gebrochenen chiralen
Symmetrie auffassen.

Ferner generieren die Terme der Form r¢U, 4% einen Beitrag zur Masse, der von der
Wechselwirkung zwischen Fermionen und Eichfeldern und damit von der Kopplungs-
konstante abhéngt. Insbesondere erhélt man eine masselose Theorie nur dann, wenn der
Massenparameter auf einen nichtverschwindenden kritischen Wert m. (bzw. k.) einge-
stellt wird. Nur im wechselwirkungsfreien Fall ist m. = 0 bzw. k. = 1/(8r). Damit erhalt
man fiir nichtverschwindende Kopplung eine kritische Linie x.(3), deren Endpunkte bei
Ke(B — 00) = 1/(8r) und k(5 = 0) = 1/4 liegen.

Auf Aoki [39, 40] geht die Erkenntnis zuriick, dass das (k, 3)-Phasendiagramm fiir
ny = 2 Wilson-Fermionen eine weitere Phase enthalten sollte. In dieser Aoki-Phase ist
die flavour Symmetrie von SU(2) nach U(1) spontan gebrochen und der Ordnungspara-
meter <@z”y57'3zp> hat einen nichtverschwindenden Erwartungswert. Dieser ist ungerade
unter Paritatstransformationen, sodass die Paritat ebenfalls gebrochen ist. Der endliche
Ordnungsparameter entspricht einer von Null verschiedenen Masse fiir das neutrale Pion.
Die anderen beiden bleiben als Goldstone-Bosonen zu der gebrochenen flavour Symme-
trie masselos, sodass am Rand der Phase das gesamte Pion-Triplett masselos sein muss,
um die flavour Symmetrie wiederherzustellen. Numerische Untersuchungen [41] finden
eine Aoki-Phase mit endlicher Breite bei kleinen Werten der inversen Kopplung 3, d. h.
im Starkkopplungsregime. Eine Skizze der Aoki-Phase im (k, 3)-Phasendiagramm fiir
verschwindende Temperatur ist in Abbildung 3.1 zu sehen.

3.3. Storungstheorie auf dem Gitter

Wie im Kontinuum (vgl. Abschnitt 2.4.1) ist auch auf dem Gitter eine Schwachkopp-
lungsentwickulung mdglich, wobei der endliche Gitterabstand als Regulator fungiert.
Darstellungen dazu findet man in den Standardwerken zur Gittereichtheorie [8, 35]. Als
wesentliche Referenz wird hier der umfangreiche Artikel von Capitani [42] herangezogen.

Nach der Entwicklung der Eichfelder U,(z) = exp(igaA},T") dienen wie im Konti-
nuum die Gluonfelder Aj, als Freiheitsgrade fiir die Stérungstheorie. Folglich muss im
Funktionalintegral die Integration iiber die SU(3)-Elemente U, durch die Integration
tiber die Felder A, ersetzt werden. Die resultierende Funktionaldeterminante lésst sich
in der Form exp(—Syag) schreiben, sodass sie einen zusétzlichen Beitrag zur effektiven
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3.3. Stérungstheorie auf dem Gitter

1/4

1/8

Abbildung 3.1: Skizze des (x, §)-Phasendiagramms fiir ny = 2 Wilsonfermionen (r = 1) mit
der Aoki-Phase, in der die Paritéits-flavour-Symmetrie spontan gebrochen ist.

Wirkung liefert.

Durch die Entwicklung der Exponentialfunktion exp(igaALT’") treten Terme mit be-
liebig vielen Eichfeldern auf, die in héheren Ordnungen der Stérungstheorie zu beriick-
sichtigen sind. Dadurch werden die aus dem Kontinuum bekannten Vertizes um eine
wachsende Anzahl weiterer ergiinzt. Die bis zur Ordnung O(g?) wichtigen Vertizes sind
in [42, S.138| aufgelistet. Neben den bisher genannten gibt es natiirlich auch Geist-
Gluon-Vertizes durch die Eichfixierung (vgl. Abschnitt 2.4.2). Das Gitter-Aquivalent
zum Eichpropagator lautet im Falle der Wilson’schen Eichwirkung;:

1 ] AV TS
Cula) = o (5,“/ -(1-¢) qgg ) 5 (3.13)

Die Gitterimpulse sind dabei abgekiirzt als ¢, = %sin (%), vgl. Anhang A.1.6.

Die Terme aus der reinen Eichtheorie und damit auch der Propagator hingen von der
gewéhlten Eichwirkung ab. Der obige Propagator und ebenso die Vertizes in [42] bezie-
hen sich allesamt auf die Wilson’sche Eichwirkung. Fiir andere Wirkungen ergeben sich
kompliziertere Beziehungen. Der Propagator der tISym-Wirkung etwa ist dem Anhang

von [43] zu entnehmen:

(A% (@) ™" = (D@8 — Eu(q) + 4€ sin (¢,,/2) sin (q,/2)) 6" (3.14)

Dabei bedeuten die Abkiirzungen:
Dy(q) = 4a11 »_sin® (¢,/2)
—16a12 » _sin®(g,/2) (2 — sin® (¢,/2) — sin® (q,/2)) (3.15)

E.(q) = 4an sin? (qu/2) sin? (qv/2)
— 16a19 sin? (q,,/2) sin? (q,,/2) (2 sin? (¢, /2) — sin? (qu/2))
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3. Gitterformulierung der Quantenchromodynamik

Mit a1; = 5/3 und a2 = 1/12. Fiir a;; = 1 und a2 = 0 erhielte man wieder die
Wilson’sche Wirkung.
Der Geistpropagator hat stets die folgende Form:

rs 1 rs
Geist(Q) = qﬁé (316)
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4. Twisted Mass QCD

Bei der twisted mass QCD (tmQCD) handelt es sich um eine Modifikation der Wil-
son’schen Formulierung der Gitter-QCD. Sie wurde als solche von Frezzotti, Grassi,
Sint und Weisz [44, 45] mit dem Ziel eingefiihrt, den sogenannten exzeptionellen Konfi-
gurationen zu begegnen. Diese sind verkniipft mit Nullmoden des Wilson-Propagators,
die fiir kleine Massen auftreten konnen. Der chiral verdrehte Massenterm der tmQCD
verhindert das Auftreten dieser Konfigurationen.

Eine wichtige Eigenschaft der tmQCD wurde von Frezzotti und Rossi [46] gefunden:
Stellt man den Hopping-Parameter s auf seinen kritischen Wert r.(f3) ein, so wird die
Masse allein durch den multiplikativ renormierbaren Parameter des chiral verdrehten
Massenterms bestimmt und die Theorie ist automatisch O(a)-verbessert.

Eine aktuelle Ubersicht iiber die tmQCD findet man in [14]. Daneben wird hier auf [47]
zuriickgegriffen. Wahrend in der angegebenen Literatur auch eine Formulierung mit chi-
ral verdrehtem Massenterm fiir mehrere flavours diskutiert wird, wird hier nur der Fall
zweier massenentarteter Quarks eine Rolle spielen, sodass die Fermionfelder im Folgen-
den stets als flavour Dubletts aufzufassen sind. Der erste Abschnitt dient zur Einfiih-
rung der Formulierung der tmQCD, wéihrend der zweite sich mit der automatischen
O(a)-Verbesserung beschéftigt. Zuletzt wird die nichttriviale Phasenraumstruktur bei
verschwindender Temperatur vorgestellt.

4.1. Formulierung der tmQCD

Als Ausgangspunkt fiir die Einfithrung der tmQCD dient hier die fermionische Konti-
nuumswirkung:

Se = [ 445 (3D, + M) vi(o) (4.1)

Die masselose Wirkung besitzt die chirale Symmetrie, die durch die Dynamik spontan
gebrochen wird. Der Massenterm fithrt zu einem expliziten Bruch der axialen Symme-
trie, sodass nur der Vektoranteil iibrig bleibt. Insofern kann man davon sprechen, dass
die Form des Massenterms die {ibrigbleibende Symmetrie vorgibt und als &ufseres Feld
die Richtung der Symmetriebrechung bestimmt. Deshalb sollte eine andere Wahl des
Massenterms zu einer physikalisch dquivalenten Formulierung fiihren.

Eine verédnderte Form des Massenterms lasst sich als Koordinatentransformation der
Fermionfelder auffassen. Dabei fithrt diese Transformation den Ubergang aus der ur-
spriinglichen physikalischen Basis (/) in die neue chiral gedrehte, sogenannte , twisted

basis® () durch und lisst sich wie folgt schreiben, wobei die dritte Paulimatrix 73 auf
die flavour Komponenten wirkt:
iw’YsTg
Y =e2 X (4.2a)
_ i
b = xearr (4.2b)
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4. Twisted Mass QCD

Der Ableitungsterm ist wegen {v,,75} = 0 invariant unter dieser Transformation,
wahrend sich der Massenterm verandert:

DM = XMy
= XM (cos(w) + iys7° sin(w)) x (4.3)
=X (m+ipys7) x

Dabei wurden in der letzten Zeile von (4.3) m = M cos(w) und p = M sin(w) definiert.
Offenbar gilt fiir die unrenormierte Masse M der Quarks:

M = /m?2+ p? (4.4)

1 ist der neue Massenparameter zum chiral verdrehten Term. Fiir den Fall w = /2 — also
m =0, p = M — ergibt sich die maximale Verdrehung des Massenterms gegeniiber dem
restlichen Teil der Wirkung, sodass dies auch als voller bzw. maximaler twist bezeichnet
wird. Da die Transformation eine nicht spontan gebrochenen Symmetrie beschreibt,
liefert die Wirkung in der neuen Basis eine dquivalente Beschreibung der QCD [48]:

Sp = / d*zX(z) (VuDp + m + ipyst®) x(x) (4.5)

Geht man nun {ber zu einer gitterregularisierten Theorie mit Wilson’schen Fermio-
nen, so bricht der Wilsonterm die Invarianz des Ableitungsteils der Wirkung unter der
Basistransformation. Dennoch kann man einen chiral verdrehten Massenterm einfiihren.
Da die urspriingliche Gitterwirkung und diejenige mit dem zusétzlichen Massenterm
anders als im Kontinuum nicht durch eine Transformation verbunden sind, handelt es
sich allerdings um verschiedene Regularisierungen der Kontinuumswirkung, die erst im
Kontinuumslimes zusammenfallen. Insbesondere bricht die tmQCD nicht nur die chirale
sondern auch die Paritits-flavour-Symmetrie.

Ist My, die Wilson’sche Fermionmatrix mit kritischer Masse m.., so setzt man fiir die
Fermionmatrix der tmQCD:

My = My +m + iy (4.6)

Mit dem Massenparameter M erhélt man damit fiir die unrenormierten Parameter:

m = M cos(w) (4.7a)
p = M sin(w) (4.7b)

Umgekehrt gilt:
tanw =1 = H (4.7¢)

m  mg— Me

Eine wichtige Feststellung ist (vgl. z. B. [47, Kap. 4.3|), dass ein Verdrehungswinkel w =
/2 unter Renormierung erhalten bleibt. In diesem Fall muss lediglich die kritische Masse
fixiert werden. Die physikalische Quarkmasse wird dann allein durch das multiplikativ
renormierbare p bestimmt.
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4.1. Formulierung der tmQCD

4.1.1. Der freie Propagator

Um eine Schwachkopplungsentwicklung durchfiihren zu kénnen, wird der Fermionpro-
pagator der tmQCD bendtigt. Es ist klar, dass dieser fiir verschwindendes p in den Wil-
son’schen Propagator (3.8) iibergehen muss. Die Herleitung des tmQCD-Propagators
erfolgt iiber die Bedingung, dass der Propagator gerade die inverse Fermionmatrix ist:

thAtm = (MW + Z.N'757—3)Atm =1 (4'8)

Durch den Ansatz Aty = Aw (1 4+ >_,2, #"A,,) gelangt man zu folgender Form fiir den
freien Propagator:
1 — ipysm° Aw

4.9
L+ 2 | Ay’ )

Atm = AVV

Dabei ist ]AW\Q = AwAw! proportional zur Einheitsmatrix und im Nenner als skalare
Grofse zu lesen.

Durch Umformungen erhélt man eine alternative Impulsraum-Schreibweise, die auch
in [14] benutzt wird:

—i Y, Wh, + 5P° + m — ipysT
— " D)
p2 + (%pQ + m) + ,u2

Atm (p> = ® 1Farbe (4- 10)

4.1.2. Symmetrien der tmQCD

Die Symmetrien der tmQCD werden in [14, Kap. 2.4] ausfiihrlich erldutert. An dieser
Stelle sollen die wesentlichen Symmetrien, die dem Beweis der automatischen O(a)-
Verbesserung zugrunde liegen, zusammengetragen werden.

Obwohl die Paritdt P wegen des chiral verdrehten Massenterms keine Symmetrie mehr
ist, kann man eine daraus abgeleitete neue Symmetrieoperation P, finden, die in [14] als
,twisted parity” bezeichnet wird. Dabei wird berticksichtigt, dass der neue Massenterm
ungerade unter Paritétstransformationen ist:

P,=Px[p— —py] (4.11)

AuRerdem ist die diskrete chirale Transformation R} von Bedeutung:

: 1
Rg:{x Ut X (4.12)
X — XivsT

Diese Transformation ist eine Symmetrie der Kontinuumswirkung (4.5), wenn die Masse
allein durch den chiral verdrehten Massenterm gegeben ist, d. h. wenn y = M und m =0
gilt.

In der Gitterwirkung bricht der Wilsonterm diese Symmetrie. Es ist aber moglich,
durch Einfiihrung einer Operation D, die alle Terme mit (—1)%m multipliziert, wobei
dm die Massendimension der auftretenden Felder ist, wiederum eine Symmetrie der
Gitterwirkung zu erhalten:

RE XD x [ —p (4.13)
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4. Twisted Mass QCD

4.2. Maximaler Twist

4.2.1. Automatische Verbesserung

Die automatische O(a)-Verbesserung [46] fiir die tmQCD gehort zu den groften Vorteilen
dieser Formulierung. Sie ergibt sich fiir den maximalen twist, d.h. fiir w = 7/2, wenn
die Masse allein durch den chiral verdrehten Term bestimmt wird.

Fiir den Beweis der automatischen O(a)-Verbesserung sind eine Reihe von Herange-
hensweisen vorgestellt worden [49, 50, 51|. [14] bietet eine zusammenfassende Diskus-
sion des Beweises, die hier kurz skizziert werden soll, um deutlich zu machen, dass er
auch bei endlichen Temperaturen giiltig bleibt. Den Ausgangspunkt bildet die effektive
Wirkung, die die Gitter-QCD nahe am Kontinuumslimes darstellt und auf Symanzik
zurtickgeht [52]:

Ser = So + aSy +aSy. .. (4.14)

Dabei ist Sy gerade die entsprechend zu regularisierende Kontinuumswirkung. Genau
wie die Wirkung miissen auch die gegebenenfalls betrachteten aus den Fermion- und
Eichfeldern zusammengesetzten Felder ¢ als effektive Grofen geschrieben werden, d. h.
also Geff = o + agy + a*da + ...

Die Berechnung von Erwartungswerten, z.B. einer n-Punkt-Funktion, bei der alle
Punkte z; in endlichem Abstand voneinander gehalten werden, erfolgt beziiglich der
Kontinuumswirkung;:

(@) 6(wn)) = 5 [DIB0A] 6(w0) . bla)e™ (1= aSi +..)
= (¢o(21) - .- Po(zn))s,
~a [aly (onlar) . ool 1), (4.15)

+ CLZ (Po(x1) .- p1(zk) - - - do(21)) g, + O(a?)
k=1

Von der Normierung Z kommen keine Beitriage in dieser Ordnung, da der O(a)-Term
proportional zu (S7) ist und damit aus gleich zu diskutierenden Symmetriegriinden
verschwinden muss. Die y-Abhéngigkeit der Lagrangedichte ist {iber die entsprechenden
Felder zu verstehen. Die Rolle von mdéglichen Kontakttermen fiir y = x; wird bei [49]
und [53] diskutiert. Diese konnen in die Definition der Felder ¢; absorbiert werden.

In [53] wurden die moglichen Beitrége zu S im Falle reiner Wilson Fermionen unter-
sucht. Der einzige relevante Term ist dabei von der Sheikholeslami-Wohlert-Form:

S1=caw [ AT (@)o Fu(@)u(z) (116)

Ein dhnlicher Term wére zusétzlich fiir die tmQCD-Wirkung denkbar:
St =¢ [ a0 5@) 1m0 P a)0(a) (117)
Wesentlich ist nun die Feststellung, dass Sy unter gewissen Symmetrien invariant

ist, die nicht spontan gebrochen werden. Damit Erwartungswerte (O) g, einen nicht ver-
schwindenden Wert annehmen kénnen, muss diese Invarianz auch fiir die entsprechenden
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4.2. Maximaler Twist

Operatoren O gelten. Die relevanten Symmetrieoperationen wurden in Abschnitt 4.1.2
beschrieben. Dass spontane Symmetriebrechung fiir diese nicht auftreten kann, wird
in [14, Kap. 3.2| diskutiert. Die erweiterte Paritét (4.11) schliefst das Auftreten eines
Terms der Form S} — wie in (4.17) angegeben — aus, sodass die gesamte O(a)-Korrektur
durch den Sheikholeslami-Wohlert-Term bestimmt wird.

Da die chirale Symmetrie spontan gebrochen ist, muss die Richtung des chiralen Kon-
densats festgelegt werden. Dies geschieht durch das die Symmetrie explizit brechende
aufsere Feld, also die Masse [50]. Fiir das weitere Vorgehen ist nun die Annahme des ma-
ximalen Verdrehungswinkels entscheidend, d.h. w = 7/2 sowie mp = 0 und pr = Mg.
In diesem Fall gilt:

() =0 und  (Yiys730)) = v(MR) (4.18)

Dabei ist mit limps, o limy . ¥(Mp) # 0 der durch die spontane Symmetriebrechung
bedingte nichtverschwindende Erwartungswert des chiralen Kondensats bezeichnet.

Die Kontinuumswirkung weist fiir w = 7/2 die diskrete Symmetrie R} (4.12) auf.!
Da R% sowohl <@i’y57‘3¢> als auch <@¢> invariant lasst, handelt es sich um eine exakte
Symmetrie der Kontinuumstheorie. Wichtig ist hierbei, dass <$¢> unter R% eigentlich
sein Vorzeichen éndert; dies spielt nur fiir die hier betrachtete maximale chirale Ver-
drehung keine Rolle, da <E1/J> = 0 gilt. Letztlich weifs man jetzt, dass nur R%—gerade
Operatoren von Null verschiedene Erwartungswerte beziiglich Sy besitzen.

Die Korrektur in erster Ordnung, S; aus Gleichung (4.16), ist Ri-ungerade. Damit ist
klar, dass (S1) = 0 gelten muss. Auferdem verschwinden fiir alle Ri-geraden Operatoren
O die Ausdriicke der Form (OL;), da der Erwartungswert einer insgesamt Ri-ungeraden
Grofse gebildet wird.

Betrachtet man Gleichung (4.15), bleiben als einzig mogliche O(a)-Beitréage noch Ter-
me der Form (¢o(x1) ... d1(zk) . .. do(2n))g,- Um auch diese auszuschliefen, ist noch zu
zeigen, dass ¢ ungerade beziiglich der Transformation R% ist. Dazu beriicksichtigt man,
dass alle Summanden a*¢;, in der Entwicklung des Operators ¢ dessen Gittersymmetrien
geniigen miissen. ¢; hat gegeniiber ¢g wegen des zusétzlichen Faktors a gerade eine um
1 verénderte Massendimension. Damit das Transformationsverhalten unter der Gitter-
symmetrie R x D x [ — —u] unveriindert bleibt, muss ¢; also zwingend Ri-ungerade
sein. Mit dieser Feststellung ist der Beweis der automatischen O(a)-Verbesserung bei
maximaler chiraler Verdrehung vollstandig.

Letztlich ist festzustellen, dass der obige Beweis unabhéngig davon gilt, ob der Fall
endlicher Temperaturen betrachtet wird. Die eingehenden Symmetrieoperationen basie-
ren — insofern sie die Raumzeitkoordinaten betreffen — auf der Paritit, die zwischen
Zeit- und Raumkoordinaten unterscheidet: P : = = (x,t) — (—x,t). Die automatische
O(a)-Verbesserung fiir die tmQCD bei maximalem twist bleibt folglich auch im Fall
T # 0, der durch eine endliche Ausdehnung in Zeitrichtung charakterisiert ist, erhalten.

4.2.2. Kritische Masse

In den Beweis der automatischen Verbesserung eingegangen ist zum einen die Giiltigkeit
der Symanzik-Entwicklung. Zum anderen ist hervorzuheben, dass Groéfsen, die ungerade
unter R sind und somit verschwindenden Erwartungswert im Kontinuumslimes besit-
zen, O(a)-Effekte aufweisen konnen. Ferner ist die Definition fiir den maximalen twist,

"Hier wird die Notation aus [14] verwendet; in [50] wird dieselbe Symmetrie als 71 bezeichnet
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4. Twisted Mass QCD

so wie sie hier verwendet wurde — <@w> = 0 — fiir Gittersimulationen wenig praktisch.
Eine bessere Festlegung gelingt durch die PCAC-Relation:

2 (G0 Ap () PT(0))

MpCAC = (4.19)
20 (Pr(x)Pr(0))
Dabei sind P"(z) die pseudoskalare Dichte und Aj(x) der Axialvektorstrom.
T — T"
P (z) = X(x)75 5 x(@) (4.20)
T V3 Tr
Al () = X(2) 7755 x(2) (4.21)

2

In [14, Kap. 3.2] wird diskutiert, dass O(a)-Unsicherheiten in der Bestimmung der
kritischen Masse die O(a)-Verbesserung nicht zunichte machen, da sie ungerade Grofen
unter der chiral verdrehten Paritit P, sind und damit nur die O(a?)-Effekte in Erwar-
tungswerten modifizieren. Ein potentielles Problem stellen aber diese O(a?)-Korrekturen
dar, da sie fiir kleine u sehr grofs werden konnen. Es ergibt sich eine Grenze fiir den re-
normierten Massenparameter, unterhalb derer die O(a?)-Korrekturen zu grof werden.
Durch die Wahl der Bedingung, mit der die kritische Masse bestimmt wird, wird die
Grofe dieser Untergrenze beeinflusst [14, Kap. 3.3.1]; dabei fiithrt die PCAC-Bedingung
zu der Forderung pup > a?A3.

Da die PCAC-Bedingung in der chiral verdrehten Basis formuliert ist, muss die kri-
tische Masse eigentlich fiir jedes in einer Simulation verwendete p einzeln bestimmt
werden, sodass man Werte m.(p) erhélt. Alternativ kann als Definition fir die kriti-
sche Masse die chirale Extrapolation m.(u — 0) benutzt werden. Dies entspricht der
Einfithrung einer O(a)-Unbestimmtheit in der kritischen Masse, die nach den obigen
Argumenten nur zu einer Modifikation der O(a?)-Effekte in Erwartungswerten fiihrt.
Da in jedem Fall O(a)-Unsicherheiten in die kritische Masse einfliefen, wird anstelle der
Extrapolation auch die kritische Masse m¢(pmin) zum kleinsten verwendeten iy als
Definition benutzt [54].

4.3. Phasenstruktur bei 7'=0

Gegeniiber dem Phasendiagramm bei verschwindender Temperatur fiir reine Wilson-
Fermionen ist dasjenige fiir die tmQCD um eine Dimension zu einem dreidimensiona-
len (k,(,n)-Raum erweitert. Der Ordnungsparameter fiir die Aoki-Phase — vgl. Ab-
schnitt 3.2 — wird jetzt bis auf einen Normierungsfaktor als der chiral verdrehte Mas-
senterm betrachtet, der auferhalb der (1 = 0)-Ebene die Paritits-flavour-Symmetrie
iiberall explizit bricht. Mithilfe der chiralen Stérungstheorie sind zwei mogliche Szena-
rien fiir Phaseniibergéinge in diesem Phasendiagramm ausgemacht worden [55, 56].

Dies ist zum einen das schon bei den Wilson-Fermionen ohne twist bekannte Aoki-
Szenario, das fiir die tmQCD auf die (x = 0)-Ebene beschrinkt bleibt. Das zweite
Szenario, das in [56] als ,normal scenario* bezeichnet wird, beschreibt fiir festes 3 eine
Phaseniibergangslinie erster Ordnung, die sich senkrecht zur (k, 3)-Ebene bis zu einem
Wert p. ~ a® erstreckt, um dort in einem kritischen Endpunkt zweiter Ordnung zu
enden. Der Schnitt mit der (k,()-Ebene entspricht gerade dem kritischen Hopping-
Parameter k(). In Abbildung 4.1 sind die beiden Szenarien fiir festes (5 in der (m, u)-
Ebene skizziert.

26



4.3. Phasenstruktur bei T =0

Abbildung 4.1: Die beiden Phaseniibergangsszenarien, die sich aus der chiralen Stoérungstheo-
rie ergeben: Aoki-Szenario (links) und normales Szenario (rechts); aus [56].

B Aoki phase
B 45 order phase transition plana

Abbildung 4.2: Skizze des (T = 0)-Phasendiagramms fiir Fermionen mit chiral verdrehtem
Massenterm; aus [57].

Das Aoki-Szenario ist schon fiir normale Wilson-Fermionen im Starkkopplungsregime
etabliert. Numerische Simulationen (vgl. [57] und Referenzen darin) zeigen, dass sich
fiir grofere B an die Aoki-Phase das zweite Szenario anschlieft (vgl. Abbildung 4.2).
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5. Numerische Simulationen

Um Vorhersagen aus der QCD abzuleiten, miissen die entsprechenden Funktionalinte-
grale ausgewertet werden. Dies ist fiir die gitterregularisierte Theorie bei endlichen Volu-
mina numerisch moglich, da es nur endlich viele Freiheitsgrade gibt. Dennoch bleibt die
Zahl der durchzufiihrenden Integrationen sehr grof$, sodass in der Praxis auf leistungs-
starke Parallelrechner und Monte-Carlo-Verfahren zuriickgegriffen werden muss. Bei der
Monte-Carlo-Integration wird nur eine gewisse Auswahl der méglichen Feldkonfiguratio-
nen betrachtet. Diese Konfigurationen werden zuféllig mit einer Wahrscheinlichkeit, die
ihrer Gewichtung exp(—S) im Funktionalintegral entspricht, gewdhlt. Diese Gewichtung
wird als ,,importance sampling” bezeichnet und wird durch die Euklidisierung moglich,
aufgrund derer exp(—S) positiv reell ist.

Der verwendete Algorithmus soll dann eine moglichst schnelle Annédherung an das tat-
séchliche Ergebnis liefern. In jedem Fall sollte der Algorithmus exakt sein, d. h. gegen die
richtige Wahrscheinlichkeitsverteilung konvergieren. Der fiir die Simulationen in dieser
Arbeit zur Verfligung stehende Algorithmus ist ein generalisierter Hybrid-Monte-Carlo
(GHMC) [58]. Im néchsten Abschnitt wird der zu Grunde liegende Hybrid-Monte-Carlo
(HMC) [59] kurz beschrieben und es werden einige Modifikationen im Rahmen der Er-
weiterung zum GHMC genannt.

Im zweiten Teil wird die statistische Analyse der Daten, die man aus einer numerischen
Simulation erhélt, erldutert. Dieser Teil stiitzt sich im Wesentlichen auf [60] sowie auf [8].
Der letzte Abschnitt stellt einige fiir diese Arbeit wichtige Gitter-Observablen vor.

5.1. HMC-Algorithmus

Der HMC-Algorithmus verbindet zwei Methoden fiir die Erzeugung neuer Konfigura-
tionen. Zum einen gibt es eine stochastische Komponente, bei der die Konfigurationen
geméfs ihrer Wirkung gewichtet werden; zum anderen gibt es eine deterministische FEnt-
wicklung (Molekulardynamik). Hierfiir werden hermitesche spurlose Impulse P, einge-
fiihrt. Die Felder entwickeln sich dann geméf den Hamilton’schen Bewegungsgleichungen
fiir die folgende Hamiltonfunktion:

H(P,U,¢,¢") = Z +Sc(U) + Ser(U, 6, 67) (5.1)

Dabei werden die Fermionfelder durch bosonische Pseudofermionfelder ersetzt. Hier-
flir definiert man @) = ~vsM, wobei M die Fermionmatrix fiir einen flavour sein soll.
Aufgrund der Beziehung MT = 45M~s5 ist @ hermitesch und man kann die folgende
Ersetzung durchfithren:

/ [U 0, ¢] =Sp(U)=Sa(U) _ /D [U, b, ¢T} o= 5c(U)=Spr(U,¢,0") (5.2)
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5. Numerische Simulationen

Die Pseudofermion-Wirkung ist quadratisch in den Feldern ¢, ¢t: Spr = ¢TQ~2¢. Dies
liisst sich auch ausdriicken als Spp = RTR mit ¢ = QR. Die Pseudofermionfelder lassen
sich also aus einer Gauk’schen Verteilung exp(—R'R) gewinnen.

Somit besteht der erste Schritt des HMC-Algorithmus in der Erzeugung von Gaufs-
verteilten Pseudofermionfeldern und Impulsen P, die fiir die Molekulardynamik benotigt
werden.

Der néchste Schritt ist die Generierung neuer Eichfelder und Impulse durch Integra-
tion der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen in der Monte-Carlo Zeit ¢:

dU _dH _, dP _ _dH _ _dS

w-ap-r @ @@ (5:3)

Da bei der numerischen Losung der vorhergehenden Gleichungen Diskretisierungsfehler
auftreten, schliefst sich noch ein sogenannter Metropolis ,,accept/reject” Schritt an. Die
neue Konfiguration (U’) wird mit einer Wahrscheinlichkeit p4 angenommen:

pa = min (l,exp (—(H(P’, U, 6,6") — H(P,U, ¢, ¢T)))) (5.4)

Wenn das gewéihlte Integrationsschema reversibel und volumenerhaltend ist, so ist der
HMC-Algorithmus exakt.

In [58] wird der generalisierte Hybrid-Monte-Carlo Algorithmus (GHMC) beschrie-
ben, der fiir diese Arbeit verwendet wird. Zum einen wird dort die sogenannte ,,multiple
time scale“-Integration eingefiihrt, die beriicksichtigt, dass die Wirkung in mehrere Teile
getrennt werden kann (insb. Eichwirkung und Pseudofermionwirkung), deren Variatio-
nen unterschiedlich grofse Betrige besitzen. Je grofler die Variation desto kleiner sollte
der Zeitschritt sein, um kleine Diskretisierungsfehler zu behalten. Durch die Einfiihrung
unterschiedlich grofier Zeitschritte fiir die einzelnen Anteile der Wirkung wird somit
die Leistung des Algorithmus’ optimiert, da kleine Diskretisierungsfehler zwar lingere
Zeitschritte erfordern aber dafiir die Akzeptanzrate erhéhen.

Die zweite Methode wird als ,,mass preconditioning bzw. Hasenbusch-Beschleunigung
(vgl. [61]) bezeichnet. Dabei wird nicht nur ein Pseudofermionpaar eingefiihrt sondern
zwei. Dadurch erhélt man einen weiteren freien Parameter, den man so einstellen kann,
dass die Leistung des Algorithmus’ verbessert wird.

5.2. Analyse von Monte-Carlo Daten

5.2.1. Monte-Carlo-Simulation und Markov-Prozesse

Bei der Monte-Carlo Simulation werden die einzelnen Feldkonfigurationen auf Grund-
lage der unmittelbar vorhergehenden zuféllig erzeugt. Dies bezeichnet man als Markov-
Prozess (vgl. [60]). Fiir die Wahrscheinlichkeit P(X,, = U|X,,—1 = U’) im n-ten Schritt
die Konfiguration U = {(¢(z),%(z),U,(z)), z € '} zu finden, wenn zuvor die Konfigu-
ration U’ vorlag, gilt dann:

P(X,=UXp1=U)=wlUd ,U)P(X,_1=U") (5.5)

Interpretiert man die Konfigurationen als Elemente des Ereignisraums €2, so ist W =
(w(U',U)) € M(|Q x |9]) die Ubergangsmatrix.
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5.2. Analyse von Monte-Carlo Daten

Das eigentliche Ziel ist die Berechnung von Erwartungswerten fiir eine Observable A,
d. h. von Funktionalintegralen:

() = / D[4, 3,U] A, 3, U)e @) (5.6)

In der Simulation ersetzt man diesen Erwartungswert durch das Ensemblemittel iiber
die verschiedenen erzeugten Konfigurationen:

N
() =+ D" Aa) = 3 A P@) (57)
=1 u

Die erzeugten Konfigurationen definieren durch die H&aufigkeit ihres Auftretens ein
Wahrscheinlichkeitsmaf P(U), das sich — wenn die Ersetzung des Erwartungswertes
durch das Ensemblemittel gerechtfertigt sein soll — fiir lange Messungen der Boltzmann-
Verteilung e~ anndhern muss.

5.2.2. Jackknife-Binning

In der Praxis mochte man bestimmte Observable, die als Funktionale der Felder gegeben
sind, bestimmen, d.h. aus jeder Feldkonfiguration erzeugt man einen entsprechenden
Datenpunkt:

Uj — a5 = a(l/lj) (5.8)

Die ersten a; werden dabei durch Konfigurationen erzeugt, die weit vom Gleichgewicht
entfernt sind. Im Grenzwert unendlich langer Messungen spielt dies fiir die Bestimmung
der Erwartungswerte mithilfe des Ensemblemittels keine Rolle. Bei den in der Realitét
endlichen Datensétzen ist es aber sinnvoll, die ersten Werte nicht zu berticksichtigen.
Typischerweise kann man gut per Augenmafs eine entsprechende Thermalisierungsphase
ausmachen, nach der die Datenpunkte vergleichsweise nah um einen Gleichgewichtswert
schwanken. Im Weiteren soll {a;} den Satz von N Datenpunkten bezeichnen, der zur
Auswertung herangezogen wird.

Da die a; aus einem Markov-Prozess stammen, sind sie untereinander korreliert, was
bei der Bestimmung von Unsicherheiten beriicksichtigt werden muss. Dennoch bleibt
fiir den Erwartungswert (a) das arithmetische Mittel @ der beste Schétzer:

1 N
(@) ma=+> a (5.9)
j=1

Um die Korrelationen bei der Berechnung des statistischen Fehlers zu berticksichtigen,
greift man auf das sogenannte Jackknife-Binning zurtick. Die Idee dieser Methode (vgl.
z.B. [60]) besteht darin, aus den gegebenen N Datenpunkten Np Blocke (bins) der
Lénge B vorzumitteln. Wenn diese Blocke grofs genug sind, so kénnen die vorgemittelten
Datenpunkte als untereinander unkorreliert angenommen werden. Aufferdem ergibt sich
der Vorteil, dass die neuen Daten aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes anndhernd
einer Gauf’schen Verteilung geniigen, sodass die Fehleranalyse standardméfig erfolgen
kann. Fiir die Varianz ergibt sich damit:

Np
o2 = N?V;IZ(bk—b)Q (5.10)
k=1
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Dabei sind die by die iiber jeweils einen Block vorgemittelten Datenpunkte. Um die
Methode stabiler zu machen, mittelt man nicht tiber den Inhalt des jeweiligen Blocks,
sondern verwendet gerade die nicht in diesem enthaltenen Datenpunkte. So verfiigt jeder
einzelne vorgemittelte Wert iiber eine groftere Statistik.

Eine einfach zu verwendende und robuste Formel fiir Grofen, die selbst Funktionen
der priméren Daten sind, erhélt man, indem man in der obigen Formel die by, durch f(by)
ersetzt und fiir den Mittelwert, das Mittel {iber die sekundiiren Werte f = 5" f(bx)/Np
wahlt:

o2 = LS (pb) - F)? (5.11)

Die optimale Grofte der Blocke kann man als Plateau aus Diagrammen, in denen die
Fehlerabschitzung gegen die Bingrofse aufgetragen ist, ablesen.

5.3. Observable

5.3.1. Plakette und Polyakov-Loop

Es gibt zwei Gitter-Observable der reinen Eichtheorie, die fiir Simulationen und die
Suche nach Phaseniibergéngen von einiger Bedeutung sind. Die erste ist der Erwar-
tungswert der Plakette (P) := (SpU”").

Auch bei der Verwendung verbesserter Eichwirkungen, wie etwa der t1Sym-Wirkung,
erhélt man mit diesem Erwartungswert ein Maf fiir die mittlere Grofse der euklidischen
Wirkung des Eichsektors und damit fiir die innere Energie. Der Deconfinement-Phasen-
iibergang geht dementsprechend mit einem Anstieg des Erwartungswertes der Plakette
einher.

Endliche Temperaturen entsprechen auf dem Gitter wie im Kontinuum einer endli-
chen zeitlichen Ausdehnung. Damit erhidlt man die wichtige Relation fiir die inverse
Temperatur 6 bzw. die Temperatur 7"

1
6= 7= a Ny (5.12)
Wegen der periodischen Randbedingungen erhélt man eichinvariante Gréften nicht nur
durch geschlossene Schleifen sondern auch durch Linien, die von einem Rand zum an-
deren laufen. Eine entsprechende Observable ist der sogenannte Polyakov-Loop:

Ni—1
1
L(x) = +-Sp I Ua(x,24) (5.13)
¢ n4=0

Hierbei gibt N. = 3 die Anzahl der Farben an.

In [62] wird der Polyakov-Loop mit der freien Energie eines Quarks in Verbindung
gesetzt. Um dies zu begriinden, verwendet man die quarkfreien Zusténde |s) und den
Erzeuger 91(x, 3) bei (x, 3). Dann gilt fiir die Zeitentwicklung:

N¢—1

U(x,8) = [] Ua(x,2a)t(x,0) (5.14)

na=0
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Mit diesen Bezichungen erhilt man fiir die entsprechend normierte freie Energie F' =
—T'In Z eines statischen Quarks:

1Y (s, 0)e T (x, 0)|s)
N . [P s)
>

_ 120 |w<x B)YT(x,0)s)
N, s|e—PH |s) (5.15)

Nt 1
<Sp H Us(x :c4)> (L)

Wegen der Translationsinvarianz des Gitters in Raumrichtung kann auf die Angabe des
Ortsvektors verzichtet werden. Fiir endliche Gitter ist entsprechend raumlich zu mitteln.

Da die freie Energie einer einzelnen Farbladung in der Confinement-Phase divergiert,
signalisiert ein verschwindender Polyakov-Loop gerade Confinement. Das Verhalten des
Polyakov-Loops in der reinen Eichtheorie lasst sich ferner in Bezug auf die Zentrums-
Symmetrie der Eichwirkung verstehen [62]. Das Zentrum einer Gruppe G ist gegeben
durch C(G) = {z € G|Vg € G : zgz~! = g}; fiir die SU(N)-Gruppen gilt C(SU(N)) =
Zn. Wéhrend die SU (3)-Eichwirkung invariant unter diesen Transformationen ist, zeigt
der Polyakov-Loop folgendes Verhalten:

e—ﬁF —

o}

L—zL, z€Zs (5.16)

Ist die Z3-Symmetrie ungebrochen, muss der Polyakov-Loop demzufolge verschwinden,
was zum Confinement korrespondiert. Dementsprechend ist in der Deconfinement-Phase
die Zentrums-Symmetrie wegen (L) # 0 spontan gebrochen. Fiir die reine Eichtheorie
ist der Polyakov-Loop also ein echter Ordnungsparameter.

In Anwesenheit dynamischer Fermionen verliert der Polyakov-Loop diese Rolle als
Ordnungsparameter, da der fermionische Teil der Wirkung nicht invariant unter der
Zentrumstransformation ist. Anders ausgedriickt kommt es im Confinement nicht zur
Divergenz der freien Energie einer einzelnen Farbladung, da diese durch neue Quark-
Antiquark-Paare abgeschirmt wird. Dennoch signalisiert eine grofie freie Energie, d. h.
ein kleiner Wert des Polyakov-Loops, Confinement, wohingegen der Polyakov-Loop im
Deconfinement einen gréferen Wert annimmt.

5.3.2. Pionnorm

Eine fermionische Observable, die auf den thermischen Ubergang sensitiv ist, ist die soge-
nannte Pionnorm. Dabei handelt es sich eigentlich um einen pseudoskalaren Korrelator;
die Bezeichnung Pionnorm ist allerdings tiblich und lasst sich bis zu [63| zurtickverfol-
gen. Grundlage sind die pseudoskalaren Dichten P*, die mit 7% = 7! & ir? wie folgt
definiert sind:

P*(z) = @(w)%%fiw(m) (5.17)

Damit erhiilt man den Korrelator fiir verschwindenden Impuls, der als Pionnorm |7 ||?
bezeichnet wird:

I7)> => (P~ (x)P*(0)) = (d(x)ysu(z)u(0)y5d(0)) (5.18)
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5. Numerische Simulationen

Die Komponenten u, d des flavour Dubletts ¢ sind dabei explizit ausgeschrieben. Die so
definierte Grofe hat den Vorteil, dass sie invariant unter den Basistransformationen (4.2)
ist, sodass sich ihre Bedeutung bei Verdnderung der Parameter im (x, u)-Raum nicht
dndert. Als Korrelator sollte die Pionnorm beim thermischen Ubergang ein Maximum
zeigen. Fiir echte Phaseniibergéinge erster oder zweiter Ordnung sollte der Wert dieses
Maximums mit wachsendem Volumen divergieren (vgl. Abschnitt 7.1.1).
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6. Eigenschaften der tmQCD bei
schwacher Kopplung

Eine Moglichkeit, Aussagen iiber das Verhalten der Gitterregularisierung mit chiral ver-
drehtem Massenterm zu machen, ist, das Verhalten bei schwacher bzw. verschwindender
Kopplung zu untersuchen. In diesem Fall sind die erhaltenen Resultate mit den entspre-
chenden Ergebnissen aus der Kontinuumsstorungstheorie direkt vergleichbar, sodass sich
die Gittereffekte quantifizieren lassen.

Der erste Schritt im direkt folgenden Abschnitt wird die Betrachtung des freien Pro-
pagators — noch bei verschwindenden Temperaturen — sein. Danach wird bei endli-
chen Temperaturen der Druck bei verschwindender Kopplung untersucht, d. h. also der
Stefan-Boltzmann-Grenzwert. Abschlieffend wird die erste Ordnung in der Schwach-
kopplungsentwicklung behandelt.

6.1. Freier Propagator

Bereits durch die Betrachtung des freien Propagators der tmQCD, der in Gleichung (4.9)
bzw. (4.10) angegeben ist, lassen sich Aussagen iiber Gittereffekte treffen. Ausgangs-
punkt ist der tmQCD-Propagator Ay, in der Formulierung in Abhéngigkeit vom Wil-
son’schen Propagator Awy:

1 — iy Aw

A = Aw
' 1+ 2 | Ay ?

(6.1)

Es sei noch einmal daran erinnert, dass das Betragsquadrat der Operatoren Ay, und
Aw, da es proportional zum Einsoperator ist, als skalare Grofe gelesen werden soll. Mit
dieser Konvention bietet sich das inverse Betragsquadrat als interessante Grofke an, da es
sich als Funktion des Impulses graphisch darstellen lasst. Fiir den tmQCD-Propagator
gilt dann:

Benl 2 = (AmAan) = Al (1442 1AW ) (62)

Das Betragsquadrat des inversen Kontinuumspropagators ist p? + M? mit der Ge-
samtmasse M. In Abbildung 6.1 ist |Atm|_2 fiir vollen twist im Impulsraum fiir p =
(p1,p2,0,0) in der ersten Brillouin-Zone dargestellt.

Mit dem Kontinuumsverhalten des Wilson-Propagators \AW|_2 — p? + m?, wobei
m die hier endlich gehaltene nicht verdrehte Masse ist, verifiziert man der korrekten
Grenzwert des Propagators der tmQCD:

2
- 1% 2 2 2
|Aim| 2 = (0° +m?) <1+2 2) =p+m?+p (6.3)
prm v
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6. FEigenschaften der tmQCD bei schwacher Kopplung

Ein Vergleich des Propagators fiir vollen bzw. keinen twist mit dem Kontinuumsver-
halten ist in Abbildung 6.2 gezeigt. Dabei ist p = (p1,0,0,0); fiir andere Richtungen
im Impulsraum ergeben sich keine qualitativen Anderungen. Man erkennt, dass der
tmQCD-Propagator mit maximal verdrehter Masse im Bereich kleiner Impulse besser
mit dem Kontinuumsverhalten tibereinstimmt als fiir eine nicht verdrehte Masse.

6.1.1. Dispersionsrelation

Aus den Polen des freien Propagators mit —ipy = E ergibt sich die freie Dispersi-
onsrelation F(p). Diese ldsst sich mit der Kontinuumsbeziehung E(p) = +/p? + M?
vergleichen. Aus dem Nenner des Propagators in Gleichung (4.10) erhélt man folgende
Bestimmungsgleichung fiir E(p):

2

3 3
; E
JZ:; sin?(p;) — sinh?(E) + 2; sin? <%> — 2sinh? (2> +mo | +p2=0 (6.4)

Diese implizite Gleichung fiir F ldsst sich numerisch 16sen. Fiir eine Masse M = 0.5 ist
die Dispersionsrelation in Abbildung 6.3 gezeigt. Insbesondere fiir kleine Impulse liegt
die Dispersionsrelation fiir die Masse bei vollem twist viel ndher am Kontinuumswert als
diejenige fiir die nicht verdrehte Masse. Wéhrend im Kontinuum E(0) die Masse angibt,
weichen die Dispersionsrelationen auf dem Gitter davon ab. Diese Liicke kann also als
weitere Grofe zur Quantifizierung der Gitterartefakte dienen. Die Definitionsgleichung
fir £(0) ergibt sich direkt aus Gleichung (6.4):

sinh?(aE(0)) — <am0 — 2sinh? (C‘Ez(o)>>2 —(ap)?> =0 (6.5)

In der obigen Gleichung ist der Gitterabstand a explizit aufgefiihrt, um zu verdeutlichen,
dass man fiir kleine a entwickeln kann und zu folgender N&herungsformel fir E(0)
gelangt, solange der Massenparameter nicht zu nah am Cutoff a~! ist:

E0)=M (1 - %CLM cos(w)) + O(a?) (6.6)

Fiir w = 7/2 fallen also die O(a)-Terme weg. Tatséchlich wird auch klar, dass zumin-
dest im wechselwirkungsfreien Fall die O(a)-Effekte fiir w = 0, d.h. fiir reine Wilson-
Fermionen, am groften sind. In Abbildung 6.4 ist die numerische Losung fiir Glei-
chung (6.5) in Abhéngigkeit vom Verdrehungswinkel zusammen mit der Vorhersage
aus der Ndherungsrechung aufgetragen. Man erkennt, dass der Abstand zwischen E(0)
und dem Wert des Massenparameters fiir vollen twist sehr klein wird. Im Unterfenster
der Abbildung ist eine Vergroferung im Bereich w ~ m/2 gezeigt, um zu verdeutli-
chen, dass die Ubereinstimmung zwischen der Naherungsrechung und den numerischen
Werten wegen hoherer Korrekturen im Gitterabstand nicht exakt ist.
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6.1. Freier Propagator
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Abbildung 6.1: Inverses Betragsquadrat des tmQCD-Propagators |Ay,, (p)|72 bei vollem twist
und g = 0.005 in der ersten Brillouin-Zone fiir p = (p1, p2,0,0).
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Abbildung 6.2: Vergleich des Verhaltens des Propagators fiir vollen twist und dem Wil-
son’schen Fall fiir einen Massenparameter M=0.5 fiir p = (p1, 0,0, 0).
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6. FEigenschaften der tmQCD bei schwacher Kopplung

1.6 T T T T T T
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1.4 | Kontinuum _

0.4 '
0 0.2 0.4 0.6

P1

Abbildung 6.3: Dispersionsrelation E(p) fir p = (p1,0,0,0) mit einer Masse M = 0.5 bei

vollem (p = 0.5) und keinem (m = 0.5) twist.

numerisches Ergebnis  +

0.00501

0.00500

E(0)

0.00499

1.54 T2 1.60

0 V2 T 3/21t 21

Verdrehungswinkel w

Abbildung 6.4: Vergleich des numerischen Wertes fiir £(0) mit der Vorhersage aus der Ndhe-
rungsrechnung (6.6) in Abhéngigkeit des Verdrehungswinkels w bei einer Masse M = 0.005. Im

Fenster ist eine VergroRerung im Bereich w ~ 7 gezeigt.
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6.2. Stefan-Boltzmann-Grenzwert

6.2. Stefan-Boltzmann-Grenzwert

In diesem Abschnitt wird die freie Energiedichte bzw. der Druck (f = —p) fiir eine
Reihe von Gitterwirkungen berechnet: auf Seiten der Eichbosonen fiir die Wilson’sche
Wirkung und die verbesserte tISym-Wirkung; fiir den fermionischen Teil fiir die freie
Wilson-Wirkung sowie fiir Wirkung der tmQCD. Dabei werden die Resultate jeweils
in Bezug zum Kontinuumsergebnis gesetzt, d. h. zum Stefan-Boltzmann-Grenzwert, der
sich exakt berechnen ldsst. Dieses Vorgehen findet sich auch in [64]|, wo verbesserte
staggered Fermionen untersucht wurden.

6.2.1. Freies Gas aus Quarks und Gluonen im Kontinuum

Zur Berechnung des Druckes eines idealen Gases im Kontinuum kann man die Statisti-
sche Mechanik verwenden [30, Kap. 4]. Es werden masselose Bosonen (im Hinblick auf
die ebenfalls masselosen Eichbosonen) und massive Fermionen betrachtet, wobei man
von der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung fiir die einzelnen Teilchen ausgeht:

sf, = p® 4+ m? (6.7)

Es muss jeweils die Zustandssumme fiir das gesamte System mit der Hamiltonfunktion
H = zn \ "p,AEp berechnet werden. Da es keine Wechselwirkungsterme gibt, faktorisiert

sie:
g

Z =Spe Pt = Z e P lpmetnp — HZe_ﬂnPEP (6.8)

{np} P np

g = >, 1 ist der Entartungsgrad fiir die Energieniveaus — fiir das Beispiel eines Photons
oder Gluons mit zwei Spinfreiheitsgraden ist also g = 2.

Die Dichte der freien Energie in einem homogenen System erhdlt man durch Loga-
rithmieren:

T
=—-p=—=InZ 6.9
f=—p=—y (6.9)
Da die freie Energie F' = —T'In Z eine extensive Grofe ist, ist f volumenunabhéngig,

weshalb der eigentlich notwendige thermodynamische Limes (V' — oo) bereits in (6.9)
enthalten ist.

Fiir Bosonen kénnen die Besetzungszahlen ny beliebige Werte aus N annehmen. In
Gleichung (6.8) erhélt man somit eine geometrische Reihe:

Zg = (H 1_el—p/T> (6.10)

Wenn man nun den Logarithmus bildet und dabei von der Summe iiber diskrete p zum
Integral iibergeht, so erhélt man:

B d’p —ep/T
fG—gT/Wln(l—e p ) (6.11)
Dieses Integral kann im masselosen Fall, d. h. fiir e, = ||p|| exakt gel6st werden:
2
fa = —9T4% (6.12)
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6. FEigenschaften der tmQCD bei schwacher Kopplung

Damit ergibt sich auch die Form, in der das Stefan-Boltzmann-Gesetz iiblicherweise
angegeben wird:
PG,;sB _ jf
T ~ 990
Die SU(3)r der QCD besitzt acht Generatoren, d. h. man hat acht Gluonen mit jeweils
zwei Spinfreiheitsgraden. Insgesamt ist also g = 16.
Da die Fermionen dem Pauliprinzip geniigen miissen, nehmen die Besetzungszahlen
hier nur die Werte 0 und 1 an. Damit ergibt sich aus Gleichung (6.8):

Zp = <H (1 + e—EP/T)>g (6.14)

p

(6.13)

Fiir die Dichte der freien Energie gilt somit:
d3p
— T In (1 —EP/T>
fr=-g / (%)3 n(l+e

6.15)
T4 / (
= g /d:nm x2 — ln 1+e z

m/T

Das obige Integral 1dsst sich nur fiir den Fall m = 0 exakt 16sen. Man erhélt dann:

fr(m=0)=—g_ (6.16)

Fiir die ny Quarks der QCD zdhlt man zwei Spin- und drei Farbfreiheitsgrade. Aufierdem
taucht noch ein weiterer Faktor 2 wegen der Teilchen-Antiteilchen-Entartung auf, sodass
insgesamt gilt:

g=ns-2-3-2=12ny (6.17)

Fiir den Druck eines masselosen Quarkgases hat man also folgenden Stefan-Boltzmann-
Wert:
prsg 21 w2

T4 ~ 2 "o

Fiir massive Fermionen definiert man folgende Funktion (vgl. auch [64]):

g m ?S_g /dxx\/xz ln (1+e™) (6.19)

m/T

(6.18)

Dann ist g(0) = 1 und man kann 3, g(my/T') in dem Sinne als effektive flavour Anzahl
ansehen, als dass fiir masselose Teilchen . g(0) = ny gilt. Fiir den Druck gilt somit
(vgl. Abb. 6.5):

prsp 21 w2
= =N g(my/T) = 9
f

6.20
T4 2 0 ( )
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6.2. Stefan-Boltzmann-Grenzwert

p/T4

Abbildung 6.5: Druck fiir massive Fermionen in Abhéngigkeit von m/T fiir ny = 2

6.2.2. Freies Gas aus Quarks und Gluonen auf dem Gitter

Die Berechnung des Druckes fiir die einzelnen Gitterwirkungen erfolgt auf einem Gitter
mit unendlicher Ausdehnung in die drei Raumrichtungen und einem isotropen Gitter-
abstand a fiir alle Richtungen. Die freie Zustandssumme fiir ein Gas aus Fermionen und
Eichbosonen lautet dann:

Z= / (gdUw> / (E[dw(w)di/}(x)) e~ Sr=6 (6.21)

Die Normierung wird konventionsgeméfs so gewéhlt, dass fiir verschwindende Tem-
peratur auch der Druck bzw. die freie Energie verschwindet. Da diese Grofen durch
den Logarithmus der Zustandssumme gegeben sind, bedeutet dies, dass jeweils der Bei-
trag, den man fiir eine unendliche Ausdehnung in Zeitrichtung erhélt, abgezogen werden
muss. Damit ist es sinnvoll, die folgende Abkiirzung zu verwenden:

N

3 4
[0 = [ G toe) - [ GHee) 62

[0,27)3 =1 [0,27)4

Fiir ein endliches Volumen mit N, Gitterpldtzen in jede Raumrichtung ersetzt man
lediglich die Impulsintegration durch endliche Summen:

27rd 1 N,

p

— = — E 2
2w N . (6.23)
0 n=

Ohne Wechselwirkungen faktorisiert Z und man kann die Anteile von Fermionen und
Eichbosonen am Gesamtdruck getrennt berechnen. Fiir die Fermionen gilt bei entspre-
chender Normierung:

T
prF = VlnDetM (6.24)

Dabei ist M = A~! die (freie) Fermionmatrix fiir die jeweils gewihlte Gitterwirkung.
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6. FEigenschaften der tmQCD bei schwacher Kopplung

Der Propagator fiir die Wilson-Fermionwirkung ist in Gleichung (3.8) angegeben.
Fiir die weitere Rechnung wird r = 1 gesetzt. Bei der Wirkung der tmQCD hat man
die Fermionmatrix M, = My + iuys7>. Die flavour Determinante lisst sich direkt
angeben:

Det ; My = My My + 12 (6.25)

Im Folgenden kénnen die reinen Wilson-Fermionen als Spezialfall der tmQCD mit ver-
schwindendem Verdrehungswinkel w = 0 behandelt werden. Staggered Fermionen fallen
im wechselwirkungsfreien Fall mit den naiven Fermionen, die man fiir verschwindenden
Wilsonparameter r = 0 zuriickerhélt, zusammen, wenn man die durch die Doppler er-
hohte flavour Zahl beriicksichtigt. Desahlb kénnen auch die Fermionen vom staggered
Typ recht einfach zum Vergleich herangezogen werden.

In der vorhergehenden Gleichung lisst sich der Einheitsoperator im Farbraum sofort
auswerten und man erhélt einen Faktor Np,he = 3. Fiir den Teil nichtverschwindender
Temperatur ergibt sich folglich:

N¢—1
3 va / o N Z tnDet (|G (k. ) + 4?) (6.26)

[0,27)3

Dabei gibt G(k) den impulsabhéngigen Teil der Wilson’schen Fermionmatrix an, d. h.
Mw = G(k)®1;®1p. Das Betragsquadrat von G ist proportional zum Einheitsoperator
und soll folglich wie schon in vorangegangenen Fallen als Skalar zu verstehen sein.

G(k m+2r2sm ( )—I—zZ’msm (6.27)

Die wie iiblich in der Notation unterdriickten Gitterkonstanten a kénnen durch eine
Substitution (ap — p) aus dem Integral entfernt werden. Uber den Zusammenhang
T—! = aN; gelangt man dann zu einer numerisch auswertbaren Form:

Pr
T = 12N4/1n (\G(k)|2 + ;ﬁ) (6.28)
Entwickelt man |G(k)|? in der Gitterkonstanten a, so erhilt man:
IG(k)[* = k? +a® (m? + mk® + L&%) + O(a®) (6.29)

Damit stehen im Logarithmus nur Terme der Ordnung O(a”), O(a?) und hoher. Es
ist also klar, dass der freie Druck keinen Beitrag der O(a) aufweist und die automati-
sche O(a)-Verbesserung der Formulierung bei maximaler chiraler Verdrehung nicht zum
Tragen kommen kann. Diese Observable in der wechselwirkungsfreien Theorie ist damit
allerdings dazu geeignet, die O(a?)-Effekte bei verschiedenen Verdrehungswinkeln zu
vergleichen.

Bei den Eichbosonen ergibt sich die zusdtzliche Komplikation, dass nur zwei von
vier Freiheitsgraden physikalisch sind. Deshalb muss eine Eichfixierung vorgenommen
werden, sodass die Spur in der Zustandssumme Z = Sp e tatsichlich nur iiber phy-
sikalische Freiheitsgrade lauft (vgl. [65]). Dies kann in kovarianter Weise entsprechend
der Prozedur von Faddeev und Popov geschehen (vgl. Abschnitt 2.4.2). Dann allerdings
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6.2. Stefan-Boltzmann-Grenzwert

entkoppeln die einzufiihrenden Geistfelder nicht von den physikalischen Freiheitsgraden.
Insbesondere ist ihr Beitrag temperaturabhéngig, sodass er selbst im wechselwirkungs-
freien Fall beriicksichtigt werden muss, um physikalisch sinnvolle Resultate zu erhal-
ten [31, Kap. 8.1].

Fiir die Wilson’sche Eichwirkung ist der Propagator in Gleichung (3.13) angegeben.
Im Folgenden wird stets die Feynman-Eichung & = 1 benutzt. Der Gluonpropagator in
Feynman-Eichung und der Geistpropagator zeigen dieselbe Impulsabhéngigkeit:

AE L, (p) = P 20,0rs und Al = P 20 (6.30)

Um den Druck zu berechnen, muss ein Ausdruck von folgender Form ausgewertet wer-
den:
In Zg + In Zgeist = & InDetAg — In Det Ageist (6.31)

Der Faktor % kommt aus der Gaufs’schen Integration, das Minuszeichen riihrt von der
Grassmann-Integration her und durch die diagonale Lorentz-Struktur des Eichanteils
kommt noch ein zusétzlicher Faktor 4 ins Spiel. Alles in allem erhélt man damit:

InZq 4+ In Zgeist = — /lnﬁ2 (6.32)
P

Dies ist gerade die Hélfte des Ergebnisses, dass man ohne die Beriicksichtigung der
Geistfelder erhalten héitte. Insofern kann man davon sprechen, dass die Geistfelder als
zwei negative Freiheitsgrade die nichtphysikalischen Freiheitsgrade aufheben.

Insgesamt folgt so fiir den Druck mit der Wilson’schen Wirkung (w, = 21’\7,:”)

%:—81\@ /ln 4Zsm (F,./2) (6.33)

Die tISym-Wirkung ist gegeniiber der Wilson’schen Eichwirkung um Beitrége recht-
eckiger Schleifen ergénzt. Der Eichpropagator ist in Gleichung (3.14) angegeben, wih-
rend die Form des Geistpropagators unverdndert bleibt. Da die beiden Propagatoren
eine unterschiedliche Impulsabhéngigkeit aufweisen, kommt es durch die Einfiihrung
der Geistfelder nicht mehr zu der einfachen Halbierung des Druckes wie bei der Wil-
son’schen Eichwirkung. Insgesamt gilt es, folgende Formel auszuwerten:

y4e _
L= 4Nt4/k In (DetAN (k)) —2In 425111 k./2) (6.34)

Die Auswertung der Determinante iiber den tISym-Propagator geschieht sinnvollerweise
automatisiert durch ein geeignetes Mathematikprogramm.!

6.2.3. Masselose Teilchen im SB-Grenzwert

Zunéachst wird der Druck eines Gases masseloser Teilchen im Stefan-Boltzmann-Grenz-
wert betrachtet. Dabel hat man zum einen die Eichbosonen mit der Wilson’schen bzw.
der t1Sym-Wirkung, zum anderen masselose Fermionen, wobei dann die Wilson’sche und

'In dieser Arbeit wurde Mathematica 5.2 verwendet; Copyright: Wolfram Research, Inc.
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6. FEigenschaften der tmQCD bei schwacher Kopplung

die chiral verdrehte Formulierung zusammenfallen. Aufserdem werden naive Fermionen
betrachtet, die in diesem Fall das Verhalten der staggered Fermionen widerspiegeln.
Die Ergebnisse fiir den Druck, der auf den jeweiligen Stefan-Boltzmann-Grenzwert aus
den Gleichungen (6.16) bzw. (6.13) (mit g = 16) normiert ist, sind in Abbildung 6.6
zu sehen. Da bei unendlichem rdumlichen Volumen die zeitliche Gitterausdehnung die
einzige verfiighare Skala ist, entspricht der Grenzwert Ny — oo dem Kontinuumslimes.
Um dies zu begriinden, betrachtet man die Bestimmungsgleichung fiir die Temperatur:

1

T=—
aNt

(6.35)

Sollen also die physikalischen Bedingungen fixiert werden, so muss mit a — 0 notwendig
N; — oo gelten.

In der nachfolgenden Tabelle sind die Ergebnisse fiir masselose Teilchen nochmals
zusammengestellt.? Die Ergebnisse fiir die tI1Sym-Wirkung bei N; = 4,6, 8,10 wurden
auch schon in [64] angegeben. Dort findet man aukerdem Ergebnisse zu verbesserten
staggered Fermionwirkungen. Die hier erhaltenen Werte fiir naive bzw. staggered Fer-
mionen sind eine Reproduktion des entsprechenden Diagramms in [43]. Man erkennt,
dass staggered Fermionen bei kleineren N; nicht so stark vom Kontinuumswert abwei-
chen wie Wilson’sche Fermionen. Allerdings néhern sich die beiden Diskretisierungen in
ihrem Verhalten an, sodass fiir Ny = 10 beide bei etwa 1.24 liegen.

p/psB

Ny Plakette tISym-Wirkung Wilson’sche Fermionen naive Fermionen
4 | 1.3777937(1) 0.928(01) 3.8281(01) 2.14062(6)
5| 1.2129964(1) 0.977(02) 2.8014(01)
6 | 1.1323319(1) 0.992(04) 2.1154(03) 1.7712(3)
7| 1.0903105(1) 0.997(07) 1.7040(05)
8 | 1.0660961(1) 0.998(11) 1.4641(08) 1.422(1)
9 | 1.0508985(1) 0.998(18) 1.3231(13)

10 | 1.0405581(1) 0.998(28) 1.2363(20) 1.238(3)

6.2.4. Massive Teilchen im SB-Grenzwert

Um das Verhalten massiver Fermionen im Kontinuumslimes zu betrachten, muss man die
zwei zur Verfligung stehenden Parameter, die zeitliche Ausdehnung Ny und den Massen-
parameter M, so verdndern, dass die physikalischen Bedingungen, d. h. die Temperatur
T und die Masse m erhalten bleiben. Zur Fixierung dient der Quotient aus Masse und

Temperatur:

% — (aM)N, (6.36)

Dabei ist aM der dimensionslose Massenparameter, der ansonsten wegen der Konven-
tion a = 1 selbst als M bezeichnet wird. Um also m/T" konstant zu halten, muss mit
wachsendem N; aM immer kleiner werden. Bei der Normierung des Drucks auf den
Stefan-Boltzmann-Grenzwert — Gleichung (6.20) — muss die endliche Masse ebenfalls

2Die numerische Integration wurde mit der Routine DO1FCF der Fortran-Bibliothek der Numerical
Algorithms Group (Mark 20) durchgefiihrt; zur Kontrolle diente DO1GBF.
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Abbildung 6.6: Verhalten des Druckes, normiert auf den jeweiligen Stefan-Boltzmann-
Grenzwert, fiir masselose Teilchen im Kontinuumslimes N; — oo.

berticksichtigt werden. Das Ergebnis fiir zwei verschiedene Werte von m /T fiir tmQCD-
Fermionen bei vollem twist verglichen mit reinen Wilson-Fermionen ist in Abbildung 6.7
gezeigt und in der nachfolgenden Tabelle zusammengefasst.> Man erkennt insbesondere
bei dem grofkeren Wert von m /T und kleinen Ny, dass die urspriingliche Wilson’sche
Formulierung sogar etwas kleinere Gitterartefakte aufweist. Insgesamt verhalten sich
die beiden Diskretisierungen jedoch in derselben Art und Weise.

p/pse(m/T)
ohne twist voller twist
Ny | m/T=002 m/T=02 m/T=0.02 m/T=02
4 3.81663(8) 3.73610(8) 3.82834(8)  3.84902(8)
5 2.7944(2) 2.7462(2) 2.8015(2) 2.8146(2)
6 2.1115(4) 2.0845(4) 2.1156(4) 2.1236(4)
7 1.7018(7) 1.6870(7) 1.7041(7) 1.7091(7)
8 1.463(2) 1.455(2) 1.464(2) 1.468(2)
9 1.322(2) 1.318(2) 1.323(2) 1.325(2)
10 1.236(3) 1.234(3) 1.237(3) 1.238(3)

Es sei nochmals auf das Ergebnis des vorangegangenen Abschnitts 6.2.2 hingewiesen,
dass der freie Druck keine O(a)-Effekte aufweist und hier somit Effekte hoherer Ord-
nung betrachtet werden. In Abbildung 6.8 ist der Wert des Druckes normiert auf den
Stefan-Boltzmann Wert bei m/T = 0.02 und N; = 8 in Abhéngigkeit von w gezeigt.
Hier erkennt man, dass die Gittereffekte bei verschwindendem twist minimal sind und

3Die numerische Integration wurde wiederum mit der Routine DO1FCF der Fortran-Bibliothek der
Numerical Algorithms Group (Mark 20) durchgefiihrt; zur Kontrolle diente ebenfalls DO1GBF
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6. FEigenschaften der tmQCD bei schwacher Kopplung

fiir w = m, d.h. bei 4 = 0 und einer nicht verdrehten Masse, die mit der negativen
Gesamtmasse iibereinstimmt, die Abweichung vom Kontinuum am gréfsten ist. Dass die
chiral verdrehte Formulierung grofere O(a?)-Effekte aufweist als die Wilson’sche, ist
nicht iiberraschend, was insbesondere mit dem expliziten Bruch der Paritéts-flavour-
Symmetrie zusammenhéngt (vgl. Abschnitt 4.2.2). Wichtig ist aber auch anzumerken,
dass das Beispiel zeigt, dass der Unterschied zwischen den verschiedenen Verdrehungs-
winkeln mit schlimmstenfalls 0,4 % recht klein ist.

Eine weitere Moglichkeit Gittereffekte aufzuzeigen, ist, fiir ein festes Ny den Massen-
parameter zu variieren. Dies entspricht zwar nicht physikalisch fixierten Bedingungen,
aber wenn alle Werte des Druckes auf den Kontinuumsgrenzwert mit dem entsprechen-
den m/T normiert werden, so kann man mit wachsendem Massenparameter, der sich
immer mehr dem Cutoff a~! nihert, das Anwachsen der Gitterartefakte sehen. Ein
entsprechendes Diagramm ist in Abbildung 6.9 dargestellt, wo Unterschiede zwischen
maximaler Verdrehung und reinen Wilson’schen Fermionen erkennbar sind. Es treten
Wertebereiche auf, in denen die Wilson-Formulierung zu leicht niedrigeren Gittereffekten
fiihrt, was zu der vorhergehenden Beobachtung aus Abbildung 6.7 passt.

Letztlich kann man noch das Verhalten im thermodynamischen Limes (V — o0)
betrachten, der hier fiir ein endliches Raumvolumen durch Ny — oo erreicht wird.
Abbildung 6.10 verdeutlicht fiir einen festen Wert von m/T und festes N; = 8, dass das
Verhalten fiir tmQCD-Fermionen bei vollem bzw. keinem twist praktisch iibereinstimmt.
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Abbildung 6.7: Verhalten des Druckes, normiert auf den jeweiligen Stefan-Boltzmann-
Grenzwert, fiir massive Fermionen im Kontinuumslimes N; — oo und m/T = konstant.
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Abbildung 6.8: Verhalten des Druckes, normiert auf den Stefan-Boltzmann-Grenzwert, fir
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Abbildung 6.9: Verhalten des Druckes, normiert auf den jeweiligen massenabhéngigen Stefan-
Boltzmann-Grenzwert, fiir wachsenden Massenparameter bei N; = 8, 10.
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maximal chiral verdrehte Fermionen mit m/T = 0.02 auf einem Gitter mit N, = 8.
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6.3. Korrektur zum Druck in erster Ordnung

Die erste Korrektur zum Druck eines wechselwirkungsfreien Gases in der Schwachkopp-
lungsentwicklung der QCD ergibt sich in O(g?). Hierfiir muss der Logarithmus der
Zustandssumme Z = [D[p, 1, U] exp(—Sp — gS1 — g?S2 — ...) entwickelt werden:

1 1, .,

Diese Korrektur wurde in [66] berechnet, wobei dort der fermionische Anteil und der
reine Eichsektor getrennt behandelt wurden. Da hier das Ziel in einer Bestimmung der
Diskretisierungseffekte der tmQCD besteht, wird das Augenmerk im Folgenden auf dem
fermionischen Teil liegen. Aus [66] bzw. [31, Kap. 5.5.1] erhélt man die folgende Formel:

pg) B d3p NF
™ — 3 "9 T2

 8ny d3 d3q N (p)Nr(q)
T 2/ (2m)3 / (2m)3 FEpEf ' (0:3%)

m? m?

' (” (By— B —(p—a) ' (B + B2 - (p—q>2>

Dabei werden die Abkiirzungen Np(p) = (exp(8E,) + 1)~ fiir die Besetzungszahl und
E, = /p? + m? fiir die Energie benutzt. Gegeniiber der in [31, 66] angegebenen Formel?
wurde von vornherein der in dieser Arbeit relevante Fall verschwindenden chemischen
Potentials betrachtet.

Fiir ny = 2 masselose Fermionen gilt [31, Kap. 5.5.1]|:

e 5
T = gl ~ —0.1388899° (6.39)

Fiir massive Fermionen muss man die Impulsintegration numerisch ausfithren. Durch
die Substitution p — x = p/T héngt das Ergebnis nur noch von einem Parameter,
m/T, ab. Die Ergebnisse fiir vier Werte von m/T" sind in der nachfolgenden Tabelle
zusammengefasst.

(2)

m/T pT% (np=2
0. -0.13887(1)g

(1)
0.005 -0.13887(1)
0.01  -0.13885(1)g
0.1  -0.13708(1)

6.3.1. Storungstheorie fiir gitterregularisierte tmQCD

Die Wirkung der tmQCD stimmt mit derjenigen fiir Wilson’sche Fermionen bis auf den
chiral verdrehten Massenterm iiberein. Da der Massenterm nur in den Propagator ein-
geht, bleiben also die Wechselwirkungsvertizes der tmQCD gegeniiber der Wilson’schen

n [31] wird die entsprechende Druckkorrektur in der QED angegeben. Das QCD Ergebnis erhilt man
durch die Ersetzung der Kopplung e — 4¢?; vgl. das dortige Kapitel 8.3.
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6. FEigenschaften der tmQCD bei schwacher Kopplung

Formulierung unmodifiziert. Sie konnen [42, S.138] entnommen werden. Der tmQCD-
Propagator wurde bereits in Gleichung (4.9) bzw. (4.10) angegeben. Fiir die Berechnung
der fermionischen Druckkorrektur in O(g?) sind zwei Vertizes zu beriicksichtigen:

(V1) = —g(T7)*® <m cos <(p1+2p2)“> + sin <(pl+2m)“>) (6.40)

1 ;s ab (p1 +p2) (pl n p2)
rs,ab __ 2 rstrt . . W o
(VQ),LLV - _59 5#” <Nc +d™'T > <—Z’)/u Sin <2> 4+ cos <2>>
(6.41)

V1 beschreibt den Quark-Quark-Gluon-Vertex, wiahrend Vo zum 2-Quark-2-Gluon-Ver-
tex gehort. Daraus ergeben sich die folgenden zwei Feynman-Diagramme:

@ _ 11 @ _ 1

Die Wahl einer spezifischen Eichwirkung hat zwar keinen Einfluss auf die Quark-Gluon
Vertizes; jedoch wird der Eichpropagator durch die Form der Wirkung bestimmt. Fiir
die hier gemachten Stérungsrechnungen ist als einfachste Moglichkeit die Wilson’sche
Eichwirkung verwendet worden. Dadurch werden gegeniiber verbesserten Eichwirkun-
gen, wie etwa der tISym-Wirkung, sicherlich zusédtzliche Gitterartefakte eingefiihrt. Die
vorangegangene Betrachtung des Stefan-Boltzmann-Grenzwertes, vgl. Abbildung 6.6,
legt allerdings nahe, dass sich diese zusétzlichen Diskretisierungsfehler in einem kon-
trollierbaren Rahmen bewegen. Diese Annahme wird untermauert durch die Ergebnisse
aus [43, Fig.5], wo die O(g?)-Korrektur fiir Fermionen vom staggered Typ mit den
beiden Eichwirkungen berechnet wird und die korrespondierenden Datenpunkte jeweils
nahe beieinander liegen.

Mit der Wilson’schen Eichwirkung fiihren die beiden fermionischen Diagramme auf
die folgenden Impulsintegrale, die numerisch berechnet werden miissen, wobei die auf
dem Gitter endlichen Matsubara-Summen explizit ausgefiithrt werden:

@)

p T
F(A) _ SP A () Vi (P, k) A (k) Vi (K, ) Ay (p — k)

T™ — 2VTH4
1 K — Ap?
:16921\7;*/ = (p.p —q) 1 4n (6.43)
pa 4 (p* + M?(p) + p2)(p — ¢ + M?(p — q) + pi?)

(2)
Pr(B) T
L=~ gp7aSP A (p)12A6(g)
_ 1692Nt4/ 1 X, cos(py)M(p) ~ 7°
psq

@ P+ MP(p)+ 4P

(6.44)

Dabei sind K(p, k) = >, ((c,, —sy)M(p)M (k) — 40,,31,M(p)E1, — 203%,,]31,) +4p - k,

M(p) =m+ p*/2, ¢, = cos (Lgk)”) und s, = sin (Lgk)”).
Wegen des linearen Auftretens des fiir die Wilson’schen Fermionen typischen impuls-
abhiingigen Massenterms M (p) in den obigen Integralen, kann die O(g?)-Korrektur zum

Druck anders als der zuvor berechnete Beitrag in O(g°) durchaus Diskretisierungsfehler
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6.3. Korrektur zum Druck in erster Ordnung

in O(a) aufweisen. Diese kénnen allerdings nur iiber den in M (p) enthaltenen nicht ver-
drehten Massenterm m eingefiihrt werden, wodurch die automatische O(a)-Verbesserung
fiir maximale Verdrehung, d.h. m = 0, deutlich wird.

Die Auswertung der obigen Integrale erfolgte mit der CUBA-Bibliothek [67]. Fiir pg() )
wurde dabei die Routine divonne benutzt. Das Integral zum Teil B faktorisiert in zwei
unabhéingige Impulsintegrationen fiir die Fermion- und die Gluonschleife. Das vierdimen-
sionale (T' = 0)-Integral iiber den Gluonimpuls ergibt dabei gerade die Konstante Zp,
die im Anhang von [42] auf 396 signifikante Stellen angegeben wird. Die restlichen drei
Integrationen wurden mit der CUBA-Routine cuhre ausgewertet. Zur Kontrolle diente
fiir alle Integrationen die vegas-Routine.

6.3.2. Kontinuumslimes fur die erste fermionische Druckkorrektur

In den Abbildungen 6.11 und 6.12 sind die Resultate zu den Gleichungen (6.43) und
(6.44) fiir verschiedene Parameter wiedergegeben. Dabei wurden zur Durchfiihrung des
Kontinuumslimes bei grofser werdendem N, jeweils die physikalischen Bedingungen iiber
m/T = amNy festgehalten. Die Werte sind in der nachstehenden Tabelle zusammenge-
tragen.

(2),,(2)
Pr /pF,Kontinuum

m/T =0 m/T = 0.005 m/T = 0.1 m=0
Ny Wilson  Wilson voller twist ~ Wilson voller twist staggered
4 27.5(3) 27.07(6) 27.4(3) 28.90(8) 28.4(1) 4.1(2)

5 20.8(7)  20.4(2) 21.0(6)  23.3(2) 22.8(3)
6 15(2)  14.0(3) 15(2)  18.4(4) 18.1(6) 4.0(5)

7 11(3) 9.3(6) 10(3)  15.8(8) 16(1)
8 10(4) 7(1) 8(4) 16(2) 16(2) 3(3)

Die Werte fiir die staggered Fermionen sind wie im wechselwirkungsfreien Fall als Spe-
zialfall der Wilson’schen Fermionen mit Wilsonparameter » = 0, d.h. also als naive
Fermionen, berechnet worden. Sie reproduzieren Ergebnisse aus [43].

In Abbildung 6.11 ist deutlich zu erkennen, dass die Wilson-Fermionen verglichen
mit denen vom staggered Typ wesentlich grofsere Diskretisierungsfehler aufweisen. Dies
war auch schon im wechselwirkungsfreien Fall — vgl. Abbildung 6.6 — zu beobachten.
Allerdings ist der Effekt fiir die O(g?)-Korrektur noch sehr viel ausgeprigter.

In Abbildung 6.12 ist die O(g?)-Korrektur fiir Fermionen verschiedener Massen je-
weils fiir maximalen Verdrehungswinkel und unmodifizierte Wilson-Fermionen gezeigt.
Bei dem kleineren der beiden Parameterwerte m/T = 0.005 ist kein Unterschied zum
masselosen Fall zu erkennen; alle Punkte stimmen innerhalb ihrer jeweiligen Unsicher-
heit {iberein. Die Ergebnisse fiir m/T = 0.1 liegen stets oberhalb der anderen Punkte,
d.h. hier sind die Diskretisierungseffekte grofser. Dies ist fiir hohere Massen, die né-
her am Cutoff a~! liegen, so zu erwarten. Der Unterschied zwischen maximaler chiraler
Verdrehung und normalen Wilson’schen Fermionen ist gering. Bei kleineren N; weisen
die Fermionen mit maximal verdrehter Masse etwas geringere Gittereffekte auf als die
unmodifizierten. Im Kontinuumslimes N; — oo muss das Ergebnis unabhéngig vom
Verdrehungswinkel sein, was mit den erhaltenen Ergebnissen kompatibel ist.
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Abbildung 6.11: Korrektur zum Druck in Ordnung g2 normiert auf den Kontinuumsgrenzwert
fiir masselose Fermionen.
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Abbildung 6.12: Korrektur zum Druck in Ordnung g2 normiert auf den Kontinuumsgrenzwert
fiir Fermionen bei verschiedenen Massen.

52



7. Phasenstruktur der tmQCD bei
endlicher Temperatur

In den Abschnitten 3.2 und 4.3 wurde die nichttriviale Phasenstruktur der Gitter-QCD
mit Wilson’schen bzw. tmQCD-Fermionen bei verschwindender Temperatur vorgestellt.
Bei starker Kopplung gibt es eine Aoki-Phase in der (u = 0)-Ebene, an die sich fiir
schwéchere Kopplung eine Phaseniibergangsflaiche anschliefft. Der Schnitt dieser Fliche
mit der (1 = 0)-Ebene ist die Kurve des kritischen Hopping-Parameters r.(3,T = 0).1
Fiir nichtverschwindende Temperaturen muss dieses Bild modifiziert werden.

Nach einigen generellen Bemerkungen zur Untersuchung des thermischen Phasen-
iibergangs der QCD mittels numerischer Simulationen im folgenden Abschnitt wird die
spekulative Phasenstruktur im (k, 3, u)-Raum diskutiert. Der Rest dieses Kapitels be-
schéftigt sich mit den Simulationen, welche unter Verwendung des GHMC (58] durch-
gefithrt worden sind. Die Grofe der dabei erreichten Statistiken ist in Anhang A.2 an-
gegeben. Die Simulationsergebnisse erlauben Aussagen iiber die mogliche Struktur des
Phasendiagramms.

Alle Simulationen wurden auf einem 163 x 8-Gitter auf den apeNEXT in Rom gemacht
(vgl. [68]). Die verwendeten Observablen sind die Plakette, der Realteil des Polyakov-
Loops und die Pionnorm, die in Abschnitt 5.3 eingefiihrt worden sind. Zu Polyakov-
Loop und Plakette wurde jeweils auch die Suszeptibilitit bestimmt, die beim Ubergang
ein Maximum aufweisen muss. Die Pionnorm zeigt als Korrelator schon selbst dieses
Verhalten. Die Suszeptibilitit ist wie folgt normiert:

Yo = NZ ((0%) - (07) (7.1)

7.1. Thermischer Phaseniibergang der QCD auf dem Gitter

In dieser Arbeit werden die Eigenschaften der tmQCD bei endlichen Temperaturen
untersucht. Dieser Abschnitt dient dazu, den Anschluss an die physikalische Fragestel-
lungen herzustellen, die sich gegebenenfalls zukiinftig unter Verwendung der tmQCD
bearbeiten lassen. Dabei geht es zum einen um die Klassifikation von Phaseniibergidngen
durch Gittersimulationen und zum anderen um die Massenabhéngigkeit des thermischen

QCD-Ubergangs.

7.1.1. Klassifikation von Phaseniibergingen

Fisher [69] folgend werden Phasentibergénge im thermodynamischen Limes durch Nicht-
analytizitaten in den Ableitungen des jeweils betrachteten thermodynamischen Potenti-
als, d. h. hier der freien Energie F' = —T In Z, klassifiziert, wobei man Phaseniibergénge

In diesem Abschnitt bezeichnet 3 stets die inverse Kopplung.
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erster Ordnung von solchen hoherer Ordnung unterscheidet. Im Falle eines endlichen
Sprungs in einer der ersten Ableitungen des thermodynamischen Potentials liegt ein
Ubergang erster Ordnung vor. Bei einem Ubergang hoherer Ordnung sind entsprechend
alle ersten Ableitungen analytisch. Ublicherweise unterscheidet man ferner zwischen
Ubergéngen zweiter Ordnung, bei denen wenigstens eine der zweiten Ableitungen diver-
giert, und kontinuierlichen bzw. analytischen Ubergéngen — vgl. [70, Kap. 2.1].

Im Falle des Ferromagneten als haufig gewahltem Beispielsystem [30, 69, 70| sind die
Magnetisierung, die sich aus der Ableitung nach dem dufteren Feld H bei festgehaltener
Temperatur ergibt, sowie die zugehorige isotherme Suszeptibilitat wichtige Observablen:

2
w @), - bEEG), o
T T T

Unterhalb einer kritischen Temperatur T, und bei verschwindendem &ufleren Feld H
nimmt die Magnetisierung, die die mittlere Ausrichtung der Spins angibt, einen nicht-
verschwindenden Wert an, sodass das System eine Vorzugsrichtung aufweist. Dadurch
wird die Symmetrie beziiglich der Ausrichtung der Spins spontan gebrochen. Bei ho-
heren Temperaturen wird diese Symmetrie wieder hergestellt und die Magnetisierung
verschwindet. Damit dient die Magnetisierung als Ordnungsparameter, der angibt, in
welcher Phase sich das System befindet.

Bei einem Ubergang erster Ordnung #ndert sich die erste Ableitung des thermody-
namischen Potentials diskontinuierlich. Dabei konnen metastabile Zustinde auftreten,
in denen das System bei einem Phaseniibergang im nicht mehr thermodynamisch sta-
bilen Zustand verbleibt, bevor es weiter vom Ubergangspunkt entfernt in den neuen
Grundzustand springt. Die zweite Ableitung des Potentials, d. h. die Suszeptibilitét hat
wegen des Sprungs in der ersten Ableitung die Form einer J-Funktion. Bei dem Beispiel-
system des Ferromagneten tritt ein solcher Phaseniibergang erster Ordnung auf, wenn
in der Tieftemperaturphase die Richtung des dufteren Feldes wechselt. Die genannten
Metastabilitdten sind dann der als Hysterese bekannte Effekt.

Da bei einem Phaseniibergang zweiter Ordnung erst die zweite Ableitung des thermo-
dynamischen Potentials divergiert, &ndert sich die erste Ableitung kontinuierlich. Wegen
der Divergenz der zweiten Ableitung im Ubergangspunkt muss aber die Anderung der
ersten Ableitung mit senkrechter Steigung an dieser Stelle sehr abrupt geschehen. Dies
ist das Verhalten, dass ein Ferromagnet zeigt, wenn die Temperatur bei verschwin-
dendem &ufseren Feld erhoht wird. Bei Phaseniibergéingen hoéherer Ordnung sind die
beiden ersten Ableitungen analytisch und der Ubergang erfolgt kontinuierlich mit endli-
cher Breite. Ein Ferromagnet in einem nichtverschwindenden &ufseren Feld verhélt sich
in dieser Weise bei Temperaturinderung; insbesondere lisst sich ein Ubergangspunkt
nicht mehr eindeutig festlegen.

In Gittersimulationen mit dem Ziel, einen Phaseniibergang aufzufinden und zu klas-
sifizieren, stellt sich das Problem, dass stets bei endlichem Volumen, d. h. nicht im ther-
modynamischen Limes, simuliert werden muss. Die Zustandssumme ist in diesem Fall
analytisch und besitzt keine reellen Nullstellen als Funktion der thermodynamischen
Parameter T,V |71]. Damit sind die freie Energie und alle Ableitungen analytisch. Die
Nichtanalytizitdten entwickeln sich erst fiir V' — oo, wenn sich die Nullstellen auf die
reelle Achse zubewegen. Findet man also einen Ubergang in einer Gittersimulation,
so ist dieser immer kontinuierlich und das Verhalten im thermodynamischen Limes ist
zunédchst unklar.
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Ein Merkmal eines Ubergangs erster Ordnung im endlichen Volumen besteht darin,
dass sich das metastabile Verhalten als doppeltes Maximum in den Héufigkeitsverteilun-
gen entsprechender Observablen zeigt. Ein systematischer Weg, die Art eines Phasen-
iibergangs festzustellen, steht durch das sogenannante finite size scaling zur Verfiigung,
wo die Volumenabhiingigkeit des beobachteten Ubergangs untersucht wird; vgl. [70,
Kap. 2.5, 2.6]. Hierfiir bieten sich zum einen Suszeptibilitidt und spezifische Warme an,
die als zweite Ableitungen des thermodynamischen Potentials im thermodynamischen
Limes fiir Ubergéinge erster und zweiter Ordnung divergieren miissen, withrend sie fiir
analytische Ubergéinge einen endlichen Wert erreichen. Zum anderen kann man be-
trachten, wie sich die Position des (pseudo-)kritischen Punktes, festgelegt z. B. {iber das
Maximum der Suszeptibilitiat, verdndert.

Fiir einen Phaseniibergang erster Ordnung in d Raumdimensionen und einem hinrei-
chend groken Volumen V = L% gilt:

Cmax ~ L Xmax ~ L% Be(00) — Be(L) ~ L7¢ (7.3)

Phaseniibergénge zweiter Ordnung lassen sich in Universalitdtsklassen einordnen, die
durch wenige globale Eigenschaften, wie Symmetrien und die Dimension des Systems,
festgelegt werden [30, Kap. 7|. Der Grund hierfiir besteht in der Divergenz der Korre-
lationslénge am kritischen Punkt, weswegen mikroskopische Wechselwirkungen an Be-
deutung verlieren und das System kollektives Verhalten zeigt, das sich durch wenige
kritische Exponenten charakterisieren lésst. So verschwindet im unendlichen Volumen
der Ordnungsparameter am kritischen Punkt wie |T'— T,|%, withrend die Suszeptibilitit
und die spezifische Warme divergieren:

X~ |T =T c~|T —T 7 (7.4)
Ein weiterer kritischer Exponent gibt die Divergenz der Korrelationslédnge £ an:
E~|T =T (7.5)

Mit den so eingefiihrten Grofen gilt fiir einen Phaseniibergang zweiter Ordnung fiir die
Anniherung an den thermodynamischen Limes V = L¢ — oo:

Cmax ™~ La/y Xmax ™~ L’Y/V ﬁc(oo) - /BC(L) ~ L_l/V (76)

7.1.2. Massenabhingigkeit des thermischen Ubergangs

Die Art des thermischen Phaseniibergangs der QCD héngt von der Grofe der Massen-
parameter m,q und mg ab, wobei mg die strange-Quarkmasse und m,q die Masse der als
entartet angenommenen up- und down-Quarks angibt; am physikalischen Punkt erfolgt
der thermische Ubergang kontinuierlich. Der hier gegebenen Beschreibung liegen [2, 72]
zugrunde.

Im Grenzfall der reinen Eichtheorie und der masselosen QCD erfolgt der thermische
Ubergang als Phaseniibergang erster Ordnung. In der masselosen QCD wird durch den
Ubergang die chirale Symmetrie wiederhergestellt und das chirale Kondensat <E¢> ver-
schwindet als Ordnungsparameter in der Hochtemperaturphase. In der reinen Eichtheo-
rie hingegen ist der Polyakov-Loop der Ordnungsparameter beziiglich der Z3-Symmetrie,
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Abbildung 7.1: Art des thermischen Uber- Abbildung 7.2: Qualitativer Verlauf des ther-

gangs in Abhingigkeit der (entarteten) up- mischen QCD-Ubergangs fiir ny = 2 Quarks

down Quarkmasse m,q und der strange- in Abh#ngigkeit der Quarkmasse. Die ungefih-

Quarkmasse mg; aus [5] ren Temperaturwerte im chiralen Limes und
im Grenzfall der reinen Eichtheorie wurden ge-
méf [2] ergénzt.

die bei hohen Temperaturen gebrochen ist, was, wie in Abschnitt 5.3.1 besprochen, zum
Deconfinement korrespondiert.

Diese Grenzfille gehoren in der (myq, ms)-Ebene — vgl. Abbildung 7.1 — zu Bereichen
mit Ubergangsverhalten erster Ordnung in der linken unteren (m,q = ms; = 0) und
der rechten oberen Ecke (m,q = ms = o0), die durch Linien zweiter Ordnung begrenzt
werden. Zwischen diesen beiden Bereichen erstreckt sich eine Region, in der ein konti-
nuierlicher Ubergang erfolgt. Noch ungeklirt ist das Verhalten im chiralen Limes der
zwei-flavour-Theorie (ms = 00, Mmyq — 0); im Falle eines Ubergangs zweiter Ordnung
miisste dieser zur Universalitdtsklasse der 3d O(4)-Spinmodelle gehoren |2].

In Abbildung 7.2 wird der qualitative Verlauf des thermischen Ubergangs in Abhén-
gigkeit der Masse fiir ny = 2 Quarks gezeigt [2]. Die Ubergangstemperatur steigt mit der
Masse. Im chiralen Limes liegt sie bei etwa 170 MeV und fiir unendlich schwere Quarks,
d.h. im Grenzfall der reinen Eichtheorie, bei 270 MeV. Die Art des Ubergangs im chira-
len Limes ist nicht klar. Fiir mittlere Quarkmassen liegt ein analytischer Ubergang vor,
der bei einer kritischen Masse, bei der ein Ubergang zweiter Ordnung erfolgt, in einen
Ubergang erster Ordnung iibergeht.

7.2. Mogliche Phasenstruktur

Die Eigenschaften der Gitter-QCD mit reinen Wilson-Fermionen bei nichtverschwinden-
den Temperaturen sind schon seit langerer Zeit untersucht worden, vgl. z. B. |9, 73, 74,
75]. Dabei zeichnet sich folgendes Bild ab:

Das wesentliche neue Element gegeniiber dem Fall verschwindender Temperaturen ist
die thermische Ubergangslinie x7(/3), unterhalb welcher sich die Tieftemperaturphase
befindet, in der Farbladungstrager dem Confinement unterliegen. Wahrend k7 (3) bei
einem endlichen maximalen Wert der inversen Kopplung 3 endet, nahert sich die Kurve
fiir kleiner werdendes 8 dem kritischen k.(3,7 = 0) an. Eine Aoki-Phase existiert
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Abbildung 7.3: Aoki-Phase fiir Wilson-Fermionen bei endlichen Temperaturen; aus [74]

im Starkkopplungsregime fir k < xkp(3). Ob die obere Grenze der Aoki-Phase mit
dem thermischen Ubergang zusammenfillt, ist nicht endgiiltig geklart [74, 75|, was in
Abbildung 7.3 gezeigt wird. Sollte es tatsichlich zwei getrennte Ubergangslinien geben,
héngt deren Abstand sicherlich von der Eichwirkung ab. Indizien fiir eine solche Liicke
wurden mit der tlISym-Wirkung in [17] gefunden. Ferner besteht die Moglichkeit, auf
endlichen Gittern Relikte der Ubergiinge bei T' = 0 zu finden (vgl. [73]).

Creutz hat ein Modell fiir eine mogliche Erweiterung der Phasenstruktur in den
(K, B, u)-Raum vorgeschlagen |76]. Er argumentiert dabei mit der Kontinuumssymme-
trie der QCD unter Rotationen in der (m, u)-Ebene. Auch wenn diese Symmetrie auf
dem Gitter nicht existiert, sollte sie in Richtung des Kontinuumslimes zumindest né-
herungsweise giiltig sein. Dabei iibersetzt sich die Rotation von (m, p) in die folgende
Beziehung fiir die unrenormierten Gittergrofien:

v i (ostn)

Man kann erwarten, dass die obige Beziehung durch die Dynamik verzerrt oder sogar
aufgehoben wird. Dies wird schon allein daraus ersichtlich, dass die O(a)-Effekte ei-
ne Funktion des Verdrehungswinkels sind. Creutz’ Argumentation folgend miisste man
dennoch auf dem Gitter bei hinreichend schwacher Kopplung Linien gleicher Physik fiir
jede -Ebene finden. Dadurch wiirde die thermische Ubergangslinie x7(3) Teil einer
konischen Ubergangsfliche wr (3, 1).

Im Starkkopplungsregime kann man nicht erwarten, dass die Beziehung (7.7) auch nur
ndherungsweise realisiert ist. Dementsprechend sollten keine Linien konstanter Physik
existieren. Vielmehr kann in der (u = 0)-Ebene die Aoki-Phase liegen, wie dies in den
Untersuchungen fiir gewohnliche Wilson-Fermionen [74, 75| tatsdchlich gefunden worden
ist. Abbildung 7.4 zeigt diese spekulative Phasenstruktur, wihrend Abbildung 7.5 einen
Schnitt fiir festes, grofses 8 mit einer moglichen Linie konstanter Physik zeigt.

Zwar muss die bis hierher beschriebene Struktur beim Ubergang zum Kontinuum
realisiert sein. Aber es ist durchaus denkbar, dass dies erst sehr spét geschieht, sodass
iiber weite Bereiche des Gitterabstandes eine qualitativ andere Phasenstruktur auftritt.
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Davon sollte in erster Linie der Bereich x > k. betroffen sein, sodass man unter der
Annahme, dass die p-Achse weiterhin eine Symmetrieachse des Phasendiagramms ist,
fiir festes 8 im Schwachkopplungregime ein Verhalten &hnlich zu dem in Abbildung 7.6
gezeigten vermuten konnte. Diese wiirde mit kleiner werdendem a mehr und mehr in
die von Creutz beschriebene Form — vgl. Abbildung 7.5 — {ibergehen.

7.2.1. Modell eines effektiven Potentials

Neben der Diskussion der Phasenstruktur der tmQCD bei endlichen Temperaturen auf
Grundlage von Gleichung (7.7) wird in [76] ein effektives Potential aufgestellt, das qua-
litative Merkmale des thermischen Ubergangs in der tmQCD wiedergeben soll. Das
Potential besteht aus drei Teilen, von denen der erste den Deconfinement-Ubergang in
der reinen Fichtheorie modelliert; die relevante Observable ist der Polyakov-Loop L:

Va(L) = ay |LI* + aa(T. — T) |L|* — asRe(L?) — ayRe(L) (7.8)

Die ersten beiden Terme fiihren dabei zu einem Phaseniibergang, bei dem in der Hoch-
temperaturphase der Polyakov-Loop einen nichtverschwindenden Erwartungswert an-
nimmt. Der as-Term reduziert die Symmetrie von U(1) auf Zs und fithrt zu einem
Ubergang erster Ordnung, wihrend der letzte Term, der linear in Re(L) ist, aus dem
echten Phaseniibergang einen kontinuierlichen Ubergang macht und so die Anwesenheit
dynamischer Quarks beriicksichtigt.

Der zweite Teil des Potentials befasst sich mit dem Quarksektor und ist verwandt mit
den Modellen der chiralen Stérungstheorie bei 7' = 0 [56]:

Volo,7) = Mo? + 72 —v?)? — ¢; (i - 1> o+ co0? — 3 (7.9)
C

Die Freiheitsgrade werden durch die Variablen o ~ 1t und 7/ ~ itpy5779 (j = 1,2, 3)
beschrieben. Neben den beiden in den Variablen linearen Massentermen tritt insbeson-
dere mit ca0? ein Term auf, der Gitterartefakte beriicksichtigen soll. Da hier der Bereich
grofser 3 betrachtet wird, in dem bei T = 0 das in Abschnitt 4.3 als normales Szena-
rio bezeichnete Verhalten realisiert ist, muss ¢y negativ gewéhlt werden. Dariiberhinaus
héngt . von der inversen Kopplung § ab, was nur dann unberiicksichtigt bleiben kann,

wenn diese Grofse fixiert wird.
Die beiden bisher eingefithrten Teile des Potentials werden durch den dritten Teil

gekoppelt:

V(o, 7, L) = Va(L) + Vo(o,7) + as |L|* (62 + 72) (7.10)

Durch diese Kopplung kann ein grofer Wert des Polyakov-Loops dazu fiithren, dass das
Potential sein Minimum fiir verschwindendes chirales Kondensat annimmt.

Das so beschriebene effektive Potential muss aufgrund der Beziehung V(mws;pu) =
V(—ms; —p) eine zur k-Achse symmetrische Phasenstruktur beschreiben. Eine weitere
Symmetrie gilt fiir die durch x parametrisierte unverdrehte Masse:

(ot 2) v (ne(2-2) o

Durch die obige Beziehung wird jedem Wert von s ein weiterer zugeordnet, bei dem das
Phasendiagramm dieselbe Struktur aufweist. Es lassen sich also die beiden folgenden
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Abbildung 7.5: Schnitt fiir festes hinrei-
chend grofses 8 durch das nebenstehende Pha-
sendiagramm. Die geschlossene Kurve skiz-
ziert die Linie gleicher Physik fiir den ther-
mischen Phaseniibergang; die erste Ordnung
Ubergangslinie aus der T = 0 chiralen Sto-
rungstheorie ist ebenfalls eingezeichnet.

—1 o

?

Abbildung 7.6: Schnitt fiir festes hinreichend grofes 8 durch das (k, 3, u)-Phasendiagramm,
wobei ein mdoglicher zu Abbildung 7.5 alternativer Verlauf der thermischen Ubergangslinie ge-
zeigt wird: Die thermische Ubergangslinie 7 (u) erreicht bei . keinen Scheitelpunkt und iiber
den weiteren Verlauf im Bereich x > k. wird keine Aussage getroffen.
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Symmetrien unabhéngig von den gewéhlten Parametern angeben:

= — (7.12a)
-1
K — (2 — 1) (7.12b)
ke K

Somit sind zwei Achsen im (&, u)-Diagramm ausgezeichnet. Das ist zum einen die oben
beschriebene k-Achse als Symmetrieachse. Die zweite wird durch den Wert k = k., der
der Fixpunkt der durch Gleichung (7.12b) gegebenen Abbildung ist, definiert.

l T T

. T T T T T
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Abbildung 7.7: Thermische Ubergangslinie in der (k,u)-Ebene fiir das in Gleichung (7.10)
angegebene effektive Potential bei T' = 1.6 mit den Parameterwerten aus (7.13) und (7.14). Die
blauen Punkte wurden mittels der Relationen in (7.12) aus den roten berechnet.

Fiir diese Arbeit wurde die thermische Ubergangslinie x7(u) aus dem effektiven Po-
tential fiir eine feste Temperatur beispielhaft fiir einen Parametersatz bestimmt. Dabei
wurde auf die Relationen (7.12) zuriickgegriffen. Die Parameter der reinen Eichtheorie,
in der hier der Polyakov-Loop vereinfachend als reelle Variable behandelt wird, wurden
so festgelegt, dass der Deconfinement-Ubergang gut erkennbar ist.

04122 ()é2:3 04322 Oé4=0.1 TC:1 (7.13)
Die restlichen Parameter wurden wie folgt fixiert:
Ke=1 A=1 v=1 m=m=0 ¢1=09 c=-06 a5=>5 (7.14)

In diesem Fall befindet sich das masselose System (k = 1, u = 0) bei einer Temperatur
T = 1.6 in der Deconfinement-Phase. Erhoht man die Masse durch Verédnderung von
# oder p, so kann man einen thermischen Ubergangspunkt (s, ) zur Confinement-
Phase finden. In Abbildung 7.7 ist die resultierende thermische Ubergangslinie darge-
stellt, die mit dem Creutz’schen Modell — vgl. Abbildung 7.5 — konsistent ist.
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Abbildung 7.8: Ergebnisse fiir die thermische Ubergangslinie bei z = 0.005 verglichen mit
den verfiigharen k.(8,T = 0).

7.3. Simulationsergebnisse

7.3.1. Thermische Ubergangslinie bei ;i = 0.005

In den Simulationen der tmQCD wurde bei g = 0.005 der Punkt (x, 5) des thermischen
Ubergangs fiir drei Werte von 3 bestimmt: 8 € {3.75,3.775,3.8}. Die Ergebnisse sind
auch in [17] zu finden. In den Abbildungen 7.9 bis 7.13 sind die Observablen gezeigt. Die
erhaltenen Punkte fiir die thermische Ubergangslinie 7 (3, 1) sind in der nachfolgenden
Tabelle sowie in Abbildung 7.8 zusammengefasst. Dabei wurde der Wert fiir § = 3.9
aus |16] ergdnzt. Aufserdem werden die Daten mit den Werten fiir x.(3,7 = 0) aus [15,
57, 77| verglichen.

5| mr(B.n=0.005) | (T =0,5)

3.75 0.1656(3) 0.1660(1)
3.775 0.1646(4) -
3.8 0.1638(3) 0.164111
3.9 0.1597(5) 0.160856

Der Abstand zwischen k7 und k. wird mit steigendem 3 grofter. Aufserdem fallt xp
mit steigendem [, d. h. man kann davon ausgehen, dass die Quarkmasse ansteigt. Wegen
des Zusammenhangs zwischen der Kopplung und dem Gitterabstand entspricht ferner
ein wachsendes 3 bei festem INV; einer steigenden Temperatur. Somit ist die kritische
Temperatur 7. eine mit der Quarkmasse steigende Grofe, was zu den existierenden
Beobachtungen mit anderen Fermiondiskretisierungen passt (vgl. Abbildung 7.2).

Mit wachsender Quarkmasse, d. h. in diesem Fall mit steigendem (3, nimmt insbeson-
dere die Bedeutung des Polyakov-Loops als Observable zu, da das System mit schwereren
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Quarks dem Grenzfall der reinen Eichtheorie ndher kommt, in der der Polyakov-Loop
eigentlich als Ordnungsparameter fiir den Phaseniibergang dient. Gleichzeitig wéachst
aber auch die Ubergangstemperatur, sodass die Plakette immer weniger als Observa-
ble geeignet ist. Beide Trends kénnen in den Abbildungen 7.10 bis 7.13 nachvollzogen
werden. Dennoch ist aus allen Grofen das Ubergangsverhalten ablesbar.

Dieses Ergebnis macht deutlich, dass auch bei nichtverschwindendem chiral verdrehten
Massenterm eine thermische Ubergangslinie gefunden werden kann.
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Abbildung 7.9: Pionnorm in Abhéngigkeit von s bei yu = 0.005 und die verschiedenen Werte
von f3.

62



7.3. Simulationsergebnisse

0.572

0.57 r
0.568 r
0.566 r
0.564 r
0.562 r

0.56 r
0.558 r

Plakette

0.556
0.554
0.552

°
°

0.162

0.163

0.164

0.165
K

0.166

0.167

0.168

Abbildung 7.10: Erwartungswert der Plakette in Abhéngigkeit von s bei u = 0.005 und die

verschiedenen Werte von (.

0.008
0.0075 r
0.007 r
0.0065
0.006 r
0.0055 r
0.005 r
0.0045 r
0.004 r
0.0035 r
0.003 r
0.0025

Suszeptibilitat der Plakette

®

0.162

0.163

0.164

0.165
K

0.166

0.167

0.168

Abbildung 7.11: Suszeptibilitdt der Plakette in Abhéngigkeit von x bei ¢ = 0.005 und die

verschiedenen Werte von (.

63



7. Phasenstruktur der tmQCD bei endlicher Temperatur

0.018 - - - . .
0.016 r
0.014 r % ]
0.012

3

0.01 | i ; + |

0.008 | 2

Re(Polyakov-Loop)

0.006 | 4 .
A A

0.004 o .

0.002
0.162

0.163

0.164

0.165

0.166

0.167

0.168

K

Abbildung 7.12: Realteil des Polyakov-Loops in Abhéngigkeit von x bei y = 0.005 und die
verschiedenen Werte von .
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Abbildung 7.13: Suszeptibilitit des Realteils des Polyakov-Loops in Abhéngigkeit von k bei
= 0.005 und die verschiedenen Werte von f3.
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7.3.2. Thermischer Ubergang in der (, 1)-Ebene

Dem Creutz’schen Modell fiir die thermische Phaseniibergangsfliche folgend sollte die
thermische Ubergangslinie x7(p) bei festem 3 ihren Scheitelpunkt gerade bei voller chi-
raler Verdrehung erreichen; vgl. Abbildung 7.5. Das Ubergangssignal in pu-Richtung, in
die die Phasengrenze senkrecht durchstochen wiirde, sollte dann deutlich besser sein
als das in die dazu orthogonale k-Richtung. Um dies zu iiberpriifen wurde in Simula-
tionen bei 3 = 3.8 der Ubergang zunichst in p-Richtung gesucht und danach derselbe
Ubergangspunkt in x-Richtung betrachtet.

Die Observablen fiir die pu-Richtung sind in den Abbildungen 7.14 bis 7.18 im rele-
vanten Bereich gezeigt. Aus ihrem Verhalten wird zwar deutlich, dass im betrachteten
p-Intervall ein Ubergang stattfindet, der allerdings sehr breit zu sein scheint. So veréin-
dert sich zwar die Groke der Plaketten- und Polyakov-Loop-Erwartungswerte deutlich
(Abbildungen 7.14 und 7.16), jedoch gibt es keine Region, in der eine rasche Anderung
stattfindet. Entsprechend weisen die Suszeptibilitdten (Abbildungen 7.15 und 7.17) keine
klaren Maxima auf. Die Fluktuationen bei kleinen p kénnten darauf hindeuten, dass die
Simulationen hier durch Uberreste der Phasenstruktur bei verschwindender Temperatur
beeintrachtigt sind.

Das beste Signal unter den verschiedenen Observablen bietet die Pionnorm, die in
Abbildung 7.18 gezeigt ist. Hieraus kann man einen pseudokritischen chiral verdrehten
Massenparameter ablesen, der mit den anderen Observablen, insbesondere den Suszep-
tibilitdten, konsistent ist:

pr(k = 0.164111, 3 = 3.8) = 0.018(3) (7.15)

Entsprechend wurde der Wert p = 0.018 fiir die Untersuchung in s-Richtung bei
demselben [ gewihlt; in den Abbildungen 7.19 bis 7.23 sind die Observablen gezeigt.
Das Signal in diese Richtung ist &hnlich breit wie das in p-Richtung. Insgesamt kann
man folgenden Wert fiir den thermischen Ubergang abschétzen:

kr(=0.018, 8 = 3.8) = 0.1640(4) (7.16)

Beziiglich der Qualitat des Signals in k- und p-Richtung lasst sich kaum ein Unter-
schied feststellen. Dies entspricht nicht der Erwartung geméf der Creutz’schen Modell-
vorstellung. Das ahnliche Verhalten in beide Richtungen legt vielmehr eine Lage der
Ubergangslinie wie in Abbildung 7.6 skizziert nahe. Die grofe Breite und die damit
verbundene geringe Qualitdt des Signals limitieren allerdings die Stérke dieser Aussage.

Es ist moglich, unabhéngig von der Signalqualitit die Giiltigkeit von Gleichung (7.7),
die die unrenormierten Massenparameter in Verbindung setzt, anhand der fiir g =
3.8 gefundenen Punkte des thermischen Ubergangs in der (k, u)-Ebene zu iiberpriifen.
Die Ergebnisse fir die Abbildung auf eine effektive unrenormierte Quarkmasse gemaf
Gleichung (7.7) sind in der folgenden Tabelle zusammengetragen.

rr(B=38) pr(B=338) | Mg

0.1638(3) 0.005 | 0.008(5) (Abschn. 7.3.1)
0.1640(4) 0.018 | 0.0181(9) (Abschn. 7.3.2)
0.164111 0.018(3) | 0.018(3) (Abschn. 7.3.2)
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hung und g = 3.8. maximaler Verdrehung und § = 3.8.

Die Werte aus Abschnitt 7.3.2 filhren zu iibereinstimmenden effektiven Massen, da
es sich hier im Rahmen der Unsicherheiten um denselben Punkt in der (k,u)-Ebene
handelt. Das Resultat fiir Mg aus der Untersuchung bei p = 0.005 in Abschnitt 7.3.1
hingegen ist signifikant kleiner. Dies deutet ebenfalls auf eine Realisierung der thermi-
schen Ubergangslinie wie in Abbildung 7.6 hin.

Um eine weitere Aussage iiber die Struktur im tmQCD-Phasendiagramm zu erhal-
ten, wurden Daten bei 8 = 3.9 und k = k(8 = 3.9,7 = 0) in Abhéngigkeit von p
gesammelt. Da k = k. gilt, sollten diese gerade der nackten Quarkmasse entsprechen.
Aufserdem konnte auf Daten fiir den Polyakov-Loop bei 5 = 3.9 und p = 0.005, die in [16]
verwendet wurden, zuriickgegriffen werden. Diese wurden mithilfe von Gleichung (7.7)
ebenfalls auf eine effektive unrenormierte Quarkmasse abgebildet. Das Ergebnis, das
in Abbildung 7.24 zu sehen ist, macht deutlich, dass bei § = 3.9 der Zusammenhang
zwischen den Daten bei (k7,u = 0.005) und bei (k.(8), ur) naherungsweise durch
Gleichung (7.7) beschrieben wird. Zumindest tendentiell kann man aber der Abbildung
entnehmen, dass die Daten zu p = 0.005 einer etwas kleineren effektiven Quarkmasse fiir
den Ubergang entsprechen. Dies stimmt qualitativ mit dem obigen Ergebnis fiir 3 = 3.8
iiberein.
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Abbildung 7.24: Vergleich von Daten bei verschiedenen (x, u)-Paaren bei 8 = 3.9. x und pu
wurden benutzt um geméf Gleichung (7.7) eine effektive Quarkmasse zu erhalten.

Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass die Simulationsergebnisse einen Verlauf
der thermischen Ubergangslinie xr(u) bei festem 8 wie in Abbildung 7.6 moglich er-
scheinen lassen, wihrend die konische Struktur abweichend von Gleichung (7.7) stark
aufgebogen sein miisste. Bei maximaler chiraler Verdrehung liegt der thermische Uber-
gang offenbar bei einer grofleren Quarkmasse als bei verschwindendem bzw. kleinem

Verdrehungswinkel.
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Gegenstand dieser Arbeit sind die Eigenschaften der twisted mass QCD bei endli-
chen Temperaturen. Nach der Einleitung (Kapitel 1) werden dazu zunéchst die nétigen
Grundlagen zusammengetragen. Kapitel 2 behandelt einige Aspekte der Kontinuums-
formulierung der QCD und insbesondere die Berechnung thermischer Erwartungswer-
te, wohingegen in Kapitel 3 die gitterregularisierte QCD mit Wilson’schen Fermionen
vorgestellt wird. Darauf aufbauend wird in Kapitel 4 die tmQCD als alternative Git-
terregularisierung auf Basis der Wilson’schen Fermionformulierung eingefiihrt. Hierbei
ist von besonderer Bedeutung, dass man fiir volle chirale Verdrehung eine automatische
O(a)-Verbesserung erhalt. Allerdings ist die tmQCD durch Gitterartefakte in Form ei-
ner nichttrivialen Phasenstruktur bei verschwindender Temperatur beeintrichtigt. Einen
Zugang, um Aussagen iiber das Verhalten der tmQCD machen zu koénnen, bilden ne-
ben der Schwachkopplungsentwicklung Monte-Carlo-Simulationen. Einige diesbeziigli-
che Grundlagen finden sich in Kapitel 5, bevor die in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse
in den Kapiteln 6 und 7 vorgestellt und diskutiert werden.

Kapitel 6 behandelt das Verhalten bei schwacher bzw. verschwindender Kopplung.
Aus dem freien Propagator erhélt man dabei die freie Dispersionsrelation E(p), die
deutlich kleinere Abweichungen vom Kontinuumsverhalten bei maximaler Verdrehung
als im Fall reiner Wilson-Fermionen aufweist. Bei endlichen Temperaturen wird der
Druck p bzw. die dimensionslose Grofe p/T* betrachtet. Diese Grofie weist fiir O(g°)
keine Diskretisierungseffekte in der ersten Ordnung des Gitterabstandes auf. Dadurch
verliert die automatische O(a)-Verbesserung ihre Bedeutung. Vielmehr ist zu kléren,
ob nicht die O(a?)-Effekte der tmQCD bei vollem twist sehr viel gréRer sind als bei
verschwindender Verdrehung. Dies kann aufgrund der gemachten Untersuchungen im
Stefan-Boltzmann-Grenzwert ausgeschlossen werden; die O(a?)-Effekte sind zwar vom
Verdrehungswinkel abhéngig, variieren aber nur schwach und bleiben so stets von einer
vergleichbaren Gréfe. Die in O(g?) gefundene Verbesserung bei maximaler Verdrehung
ist marginal, d.h. der Einfluss der O(a)-Effekte in dieser Ordnung ist vorhanden aber
klein.

Aus den Ergebnissen wird deutlich, dass staggered Fermionen bei endlichem Gitter-
abstand deutlich kleinere Abweichungen vom Kontinuumsverhalten zeigen als die Wil-
son’sche bzw. tmQCD-Formulierung. Somit lasst sich festhalten, dass die tmQCD den
Nachteil der Wilson-Fermionen gegeniiber denen vom staggered Typ nicht aufhebt. Un-
tersuchungen mit Wilson’schen Fermionen behalten damit auch mit der Modifikation des
chiral verdrehten Massenterms v. a. Bedeutung als Kontrolle und Absicherung der Resul-
tate, die sich mit staggered Fermionen schneller erzielen lassen. Wéahrend der Vergleich
mit den staggered Fermionen skeptisch zu betrachten ist, bedeutet die automatische
O(a)-Verbesserung sicherlich einen Vorteil gegeniiber den reinen Wilson-Fermionen.

Ein nichtperturbatives Problem der tmQCD, das mit GHMC-Simulationen unter-
sucht worden ist, ist die Phasenstruktur im (&, 3, 4)-Raum, die in Kapitel 7 diskutiert
wird. Fiir physikalische Probleme z. B. im Bezug auf die thermische Ubergangstempe-
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ratur oder die Zustandsgleichung ist dabei der Bereich in Richtung des Kontinuumsli-
mes von besonderem Interesse. Reine Wilson-Fermionen besitzen dort eine thermische
Ubergangslinie x7(/3). Eine eben solche Ubergangslinie ist hier auch fiir einen nichtver-
schwindenden Wert des chiral verdrehten Massenterms p = 0.005 gefunden worden.

Creutz hat ein Modell vorgeschlagen, das fiir einen festen Wert der inversen Kopp-
lung 3 geschlossene Linien gleicher Physik in der jeweiligen (&, u)-Ebene vorhersagt.
Die fiir diese Arbeit durchgefithrten Simulationen, hauptséichlich bei § = 3.8, deuten
darauf hin, dass diese Linien stark aufgebogen sind. Der thermische Ubergang liegt bei
maximaler Verdrehung bei einer deutlich grofseren Masse, als nach der Modellvorstel-
lung zu erwarten wéare. Um zu einem klaren Bild iiber die thermische Phasenstruktur zu
gelangen, fehlen insbesondere noch Ergebnisse fiir den Bereich k > k.. Aus den bisher
erzielten Daten ldsst sich vermuten, dass die thermische Ubergangslinie s7(u) bei fes-
tem [ auch fiir k > k. weiter ansteigt und bei groferen Werten des Hopping-Parameters
durch Dopplerartefakte in einer noch unklaren Weise beeinflusst wird. Erst viel nédher
zum Kontinuumslimes wiirde dann Creutz’ Bild zunehmend Giiltigkeit erlangen.

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass die tmQCD fiir Untersuchungen bei end-
lichen Temperaturen durchaus geeignet ist und gewisse Vorteile gegeniiber nicht ver-
drehten Wilson-Fermionen bietet: Die automatische O(a)-Verbesserung zeigt zwar im
Schwachkopplungsregime fiir den Druck nur kleine Effekte, kann aber fiir andere Ob-
servablen durchaus von grofserer Relevanz sein. Dariiberhinaus sind die Funktion als
infraroter Regulator und die multiplikative Renormierung des chiral verdrehten Mas-
senterms p zu nennen. Vor der Verwendung fiir physikalische Fragestellungen bei endli-
chen Temperaturen muss allerdings die Phasenstruktur noch besser verstanden werden.
Ein Aspekt ist hierbei der oben diskutierte Verlauf der thermischen Ubergangslinie in
einer festen (k, 1)-Ebene, der abschliefend gekldrt werden sollte. Ferner ist aber gerade
der thermische Ubergang in 3-Richtung, der bisher nicht untersucht worden ist, von
Bedeutung, da physikalische Unterschungen aller Voraussicht nach in dieser Richtung
verlaufen werden. Dies héngt zum einen damit zusammen, dass durch § bzw. {iber den
Gitterabstand a(3) im Wesentlichen die Temperatur geregelt wird. Zum anderen steht
in diese Richtung die Methode von Ferrenberg und Swendsen [78] zur Verfiigung, die
eine bessere Ausnutzung der erhaltenen Monte-Carlo-Daten erlaubt.

Alle im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen betreffen den Fall ei-
nes massenentarteten Quarkdubletts. Da die Masse des strange-Quarks aber etwa im
Bereich des thermischen Ubergangs liegt, sollte ein Fernziel der Verwendung der tmQCD
sein, den thermischen Ubergang unter Einbeziehung zumindest eines weiteren, nichtent-
arteten Quarks zu untersuchen. Fiir 7' = 0 werden bereits entsprechende Formulierungen
der tmQCD betrachtet. Aber auch fiir den Fall ny = 2 gibt es mit der Universalitéts-
klasse des thermischen Ubergangs im chiralen Grenzfall noch eine offene Frage, zu deren
Untersuchung die tmQCD herangezogen werden kann.
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A. Anhang

A.l. Verwendete Konventionen und Abkiirzungen

A.1.1. Einheitensystem

Es werden natiirliche Einheiten mit » = ¢ = kp = 1 verwendet. Die Umrechnung in
andere Einheitensysteme erfolgt mittels der nachfolgend angegebenen Werte, die aus [79]
entnommen sind:

he = 197.326968(17) MeV fm (A.1)
¢ = 299792458 ms ™! (A.2)
kp = 8.617343(15) - 10 5 eVK ™! (A.3)

Damit entsprechen 100 MeV einer Temperatur von 102 K.

Bei der Gitterformulierung wird in den meisten Féllen der Gitterabstand a = 1 ge-
setzt, da auf dem Gitter ohnehin nur dimensionslose Parameter von Bedeutung sind. Um
von den Gitterparametern zuriick auf dimensionsbehaftete Groflen zu transformieren,
miissen die Grofsen mit den entsprechenden Potenzen des Gitterabstandes a multipliziert
werden, um die richtige Massendimension zu erhalten.

A.1.2. Euklidische Raumzeit

Ein Minkowski-Vektor z = (20, 2!, 22 23) wird durch Wickrotation in der Zeit in den
euklidischen Vektor x = (x1,x9,x3,x4) iberfithrt [8, Kap. 1.3|. Dabei gilt der Zusam-
menhang z¢p = —izy. RAumliche Vektoren werden als x = (x1,x92,x3) abgekiirzt. Die
euklidische Metrik wird durch das Kronecker-Symbol ¢,,,, angegeben. Fiir die Dirac’schen
~v-Matrizen gilt im Euklidischen |8, Kap.8.1.2]:

{’Ym’YV} = 25}“/1 (A4)

A.1.3. Summenkonvention

Das Auftreten zweier gleicher Indizes impliziert die Summenkonvention. Ausgenommen
davon sind Raumzeit-Indizes fiir Gittergrofsen, fiir die die Summen stets explizit ausge-
schrieben werden.

A.1.4. Integration bei endlichen Temperaturen

/ﬂd%: /OﬂdT/d?’x (A.5)
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A.1.5. Impulsintegration auf einem raumlich unendlichen Gitter

N

3 4
[0 = [ G o - [ ghiuwm (a0

[0,27)3 =1 [0,27)4

Das Integral ist normiert auf den Wert 0 bei verschwindender Temperatur, d. h. N; — oc.

A.1.6. Gitterimpulse

. 2 . rapy _ 1.
pu=_sin (7) Py =_sin (apu) (A.7)

A.2. Ubersicht iiber die Simulationen

Alle Simulationen wurden mit dem zur Verfiigung stehenden GHMC Code [58] auf den
apeNEXT in Rom (vgl. [68]) durchgefiihrt. Die Gittergroke war jeweils 163 x 8. Im
Folgenden wird die erreichte Statistik fiir die verschiedenen Parameterkombinationen
angegeben.

A.2.1. Simulationen zu Abschnitt 7.3.1

08 K W Statistik I3 K W Statistik
3.75 0.1640 0.005 5000 3.775  0.1640 0.005 14491
3.75 0.1644 0.005 5000 3.775 0.1642 0.005 13992
3.75  0.1648 0.005 10000 3.775  0.1644 0.005 15988
3.75 0.1652 0.005 10000 3.775 0.1646 0.005 14968
3.75  0.1656 0.005 10477 3.775  0.1648 0.005 16033
3.75  0.1657 0.005 10477 3.775 0.1652 0.005 10000
3.75 0.1658 0.005 10000 3.775 0.1656 0.005 12744
3.75 0.1660 0.005 10776 3.775 0.1660 0.005 2243
3.75 0.1671 0.005 5000

3.75 0.1677 0.005 5000

8 kK “ Statistik

3.8 0.1625 0.005 20956
3.8 0.1627 0.005 19980
3.8 0.1629 0.005 19980
3.8 0.1631 0.005 19980
3.8 0.1633 0.005 19980
3.8 0.1635 0.005 19980
3.8 0.1637 0.005 21976
3.8 0.1639 0.005 21976
3.8 0.1641 0.005 15489
3.8 0.1643 0.005 4988
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A.2. Ubersicht iiber die Simulationen

A.2.2. Simulationen zu Abschnitt 7.3.2

68 kK 1 Statistik 68 kK 1 Statistik
3.8 0.164111 0.010 6750 3.8 0.1637 0.018 11000
3.8 0.164111 0.011 5500 3.8 0.16375  0.018 18000
3.8 0.164111 0.012 7000 3.8 0.16385  0.018 14550
3.8 0.164111 0.014 20000 3.8 0.1639 0.018 20000
3.8 0.164111 0.0153 8750 3.8 0.1640 0.018 21250
3.8 0.164111 0.0166 12750 3.8 0.164111 0.018 20000
3.8 0.164111 0.018 20000 3.8 0.1642 0.018 19500
3.8 0.164111 0.0193 10000 3.8 0.1643 0.018 20000
3.8 0.164111 0.0206 11250 3.8 0.1645 0.018 11250
3.8 0.164111 0.022 20000 3.8 0.1647 0.018 12500
3.8 0.164111 0.026 20000
3.8 0.164111 0.030 15500
6 K 1 Statistik
3.9 0.160856 0.0085 500
3.9 0.160856 0.0170 500
3.9 0.160856 0.0270 2000
3.9 0.160856 0.0370 2000
3.9 0.160856 0.0460 2000
3.9 0.160856 0.0560 2000
3.9 0.160856 0.0660 2000
3.9 0.160856 0.0770 2000
3.9 0.160856 0.0870 500
3.9 0.160856 0.0970 500
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