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1 Einleitung

Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik (SM) hat sich zur Beschreibung ele-
mentarer Prozesse etabliert. In ihm werden alle bekannten Elementarteilchen und ihre
Wechselwirkungen untereinander beschrieben. Die zugehétrige Lagrangedichte lautet

Lsm = Lqoep + LEw + Liggs - (1.1)

Hierbei ist Lrw der elektroschwache Sektor, welcher die schwach- und elektromagnetisch
wechselwirkenden Leptonen enthélt. Nach A. Salam, S. Glashow und S. Weinberg 143t
sich eine Theorie aufstellen, welche diese beiden phimenologisch stark unterschiedlichen
Gebiete vereint. Locp beschreibt starkkoppelnde Teilchen, die Quantenchromodynamik
(QCD, vom griechischen Wort fiir Farbe, ,, xpwpua®). Luiggs ist der Higgs-Sektor, welcher
eine theoretische Notwendigkeit ist, um den Teilchen eine Masse zuzuweisen. Ansonsten
weist das SM grundsétzlich zu fordernde Eigenschaften nicht auf. Das so postulierte
, Higgs-Teilchen“ ist dementsprechend wichtig und sein Nachweis Gegenstand aktueller
Experimente, beispielsweise am ,, Large Hadron Collider” (lhc.web.cern.ch).

Die der starken Wechselwirkung unterliegenden Quarks bilden die Hadronen, die
Hauptbestandteile der uns umgebenden Materie. Quarks tragen Farbladung und treten
in sechs verschiedene Arten (,,Flavours“) auf, welche typischerweise in ,, Isospindupletts*

(@) () 6)

zusammengefasst werden. Sie unterscheiden sich in Masse und Quantenzahlen.

Fin Phénomen ist charakteristisch fiir QCD: das Confinement. Es gibt drei verschie-
dene Farbladungen, welche man als griin, rot und blau bezeichnen kénnte. Kombiniert
man diese drei, erhdlt man ein nach auflen hin weiles (farbneutrales) Objekt. Den
Zwang, dass nur solche ,weiflen“ Objekte in der Natur vorkommen, bezeichnet man
als Confinement. Bei extremen Bedingungen, beispielsweise bei Beschleunigerexperi-
menten, kann dieser Zwang aufgebrochen werden (Deconfinement) und Objekte mit
Nettofarbladung werden moglich. Ein aktuelles Forschungsbeispiel ist das Quark-Gluon-
Plasma, ein Zustand freier Quarks und Gluonen, den Ubermittlern der starken Kraft.
Confinement entsteht dadurch, dass die Stiarke der Wechselwirkung vom Abstand der
Teilchen abhéngt, was man als , laufende Kopplung* bezeichnet. Bei groflen Abstdnden
ziehen sich die Teilchen stark, bei kleinen schwach an. Man bezeichnet sie als asympto-
tisch frei. Diesem Umstand ist es unter anderem geschuldet, dass die Theorie der QCD
zwar bekannt, jedoch heutzutage nicht geschlossen l6sbar ist. So versagt Storungstheorie
in der Kopplung bei niedrigen Energien und ein solcher Zugang ist nicht moglich.

Gittersimulationen ermoglichen das Losen der QCD auf numerischem Weg auch im
nichtperturbativem Bereich. Auf diese Weise wird das QCD-Phasendiagramm aktuell
sowohl bei endlichen Temperaturen als auch bei endlichem chemischen (Baryon-)Pot-
ential 4 untersucht (fiir eine Ubersicht siehe [1-3]). Von der asymptotischen Freiheit
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Abbildung 1.1: Das Phasendiagramm der QCD

[http://solid13.tphys.physik.uni-tuebingen.de/faessler/Fuchs/VI/hadro.html] .

kann man auf mindestens drei Phasenbereiche schliefen: eine hadronische Phase (kleine
T und p), Quark Gluon Plasma (hohe T') sowie eine farbsupraleitende Phase (hohe
T, kleine p). Bei endlichem g und 7' = 0 existiert ein Ubergang erster Ordnung zu
einer supraleitenden Phase. Es stellt sich die Frage, was nun zwischen diesem und dem
Deconfinementiibergang bei p = 0 passiert. Es besteht die Mo6glichkeit eines Bereiches
von Ubergéngen erster Ordnung, die in einem kritischen Punkt enden. Die Existenz
dieses Punktes ist jedoch umstritten. Abbildung 1.1 fasst diese Erkenntnisse zusammen.

Gittersimulationen werden bei endlichem chemischen Potential durch das ,,Sign-
Problem* erschwert [4]. Es existieren verschiedene Moglichkeiten zur Umgehung die-
ses Problems, welche den kritischen Punkt betreffend aber nicht eindeutige Resultate
liefern. Eine dieser Moglichkeiten ist bei rein imaginédrem g zu simulieren, um anschlie-
Bend mittels analytischer Fortsetzung auf reelles p riickschliefen zu kénnen. In diesem
Bereich besitzt QCD eine Periodizitit beziiglich p, die Roberge-Weiss-Symmetrie [5].

Um einen weniger problembehafteten Zugang zu finden, lassen sich ,effektive Theori-
en“ fiir die QCD formulieren. Diese sind auf einen bestimmten Aspekt ausgerichtet und
erlauben durch ihre Untersuchung Riickschliisse auf die volle Theorie. Das sogenannte
, Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio-Modell“ (PNJL-Modell) stellt ein relativ junges effek-
tives Modell der QCD dar. Es ist so konstruiert, dass es bei masselosen und leichten
Quarks den chiralen Ubergang der QCD zeigt und sich bei unendlich schweren Quarks
wie die reine Eichtheorie verhélt. Bei Variation der Masse kann es somit als Indikator
fiir das Verhalten der QCD beziiglich Phaseniibergéngen dienen. Es wurde urspriinglich
fiir Ny = 2 formuliert und stellt eine Theorie auf Mean-Field-Level dar [6].

Das Modell wird derzeit von verschiedenen Arbeitsgruppen untersucht. Bei zwei Fla-
vours geben die Veréffentlichungen von Weise et al. einen guten Uberblick iiber den
aktuellen Stand bei reellem p [8-15], wohingegen Kashiwa et al. das Modell bei ima-



0.4 T

(a)
0.3 | F i
— i ey 2T
= Coo” | M e T
v P T T
= D E
01 =
0 | 1 1
] 1 2 3 4
8/(mi3)

Abbildung 1.2: Das Phasendiagramm des PNJL-Modells fiir Ny = 2 bei imagindrem
chemischen Potential aus [7] fiir eine Quarkmasse von 5.5 MeV. Die Punkte D und E
verbindet eine Linie von Deconfinementiibergédngen, die Punkte C und F eine von chiralen
Ubergéngen. Es handelt sich jeweils um Crossoveriibergéinge. Die von E ausgehende
Halbgerade ist die Roberge-Weiss-Ubergangslinie.

gindrem g untersuchen [7,16-24]. Das dort erstellte Phasendiagramm fiir zwei 5.5 MeV
schwere Quarks ist in Abbildung 1.2 gezeigt. Eine Erweiterung auf drei Flavours gibt
es ebenfalls, siehe hierzu [25], [26] und [27,28]. In diesen wird jeweils der Fall von zwei
masseentarteten leichten und einem schweren Quark bei rellem p betrachtet. Das ur-
spriingliche Modell wird auch erweitert, beispielsweise wird die Mean-Field-Ndherung
verlassen [13] oder ein zusétzliches chemisches Isospinpotential betrachtet [24].

In dieser Arbeit wird das PNJL-Modell bei imagindrem chemischen Potential p un-
tersucht. Hierzu werden die Phaseniibergéinge des Modells in verschiedenen Parameter-
bereichen bestimmt. Es werden die Fille von zwei und drei verschiedenen Quarkflavour
betrachtet. In Letzerem wird das Augenmerk auf drei massenentartete Quarks gelegt.

In Kapitel 2 werden die mathematischen und phimenologischen Grundlagen darge-
stellt. Es wird die zur Beschreibung des Confinement wichtige Grofle des Polyakovloops
eingefithrt und die QCD als Feldtheorie formuliert sowie ein Uberblick iiber deren Ei-
genschaften und Symmetrien gegeben. Diese werden im dritten Kapitel dazu benutzt
effektive Theorien fiir die QCD einzufiihren. Fiir den leichten Massenbereich ist dies das
Nambu-Jona-Lasinio-Modell [29], fiir den Fall unendlich schwerer, statischer Quarks
wird ebenfalls ein effektives Modell formuliert. In Letzterem wird hier neben zwei in
der Literatur etablierten Ansitzen ein weiterer vorgeschlagen. Im vierten Abschnitt
werden diese dann zum bereits erwihnten PNJL-Modell zusammengefiihrt. Das the-
modynamische Potential €2 wird fiir dieses Modell berechnet und dessen wesentlichen
Eigenschaften werden diskutiert. Im fiinften Kapitel wird dann kurz in die zum Losen
eines zur Auswertung von {2 aufgestellten Gleichungssystems verwendeten numerischen
Methoden eingefiihrt sowie das beim numerischen Losen verwendete Setup erldutert.
Die darauffolgenden Kapitel beinhalten die Resultate der Simulationen, in denen auf
die verschiedenen Ansétze fiir den Polyakovloop eingegangen wird und €2 fiir verschie-
dene Massen ausgewertet wird. Abschliefend werden die Ergebnisse in Kapitel Acht
zusammenfassend diskutiert und ein kurzer Ausblick auf mogliche weitergehende Stu-
dien gegeben. Im folgenden Anhang sind verwendete Konventionen gegeben und Details
der Simulationen aufgefiihrt.
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2 Quantenchromodynamik (QCD)

Zur mathematischen Beschreibung der Quantenchromodynamik (QCD) werden Aspek-
te der thermische Quantenfeldtheorie sowie der statistischen Physik benétigt. In diese
wird im Folgenden auf Grundlage von [30] und [31] eingefiihrt. Danach wird kurz auf
reine Eichtheorien eingegangen und die spéter wichtige Grofle des Polyakovloops ein-
gefiihrt. Abschliefend wird die QCD formuliert und wesentliche Eigenschaften angege-
ben.

2.1 Elemente aus Feldtheorie und Statistik

Mithilfe der statistischen Physik werden makroskopische Gleichgewichtssysteme bei
endlichen Temperaturen beschrieben. Man ist hierbei nicht am Verhalten der Einzel-
teile, sondern nur an den globalen Eigenschaften des Systems interessiert. Dieses hingt
von dufleren Parametern wie der Temperatur oder einem chemischen Potential ab. Pro-
minente Beispiele sind thermodynamische Systeme wie z.B. Wasser. Es interessiert hier
nicht, wie sich jedes Molekiil im Einzelnen bewegt, sehr wohl aber in welchem Aggre-
gatzustand sich das Wasser bei einer gewissen Temperatur befindet.

Zentrale Grofle bei der Beschreibung ist die Zustandssumme Z. Aus ihr konnen alle
relevanten Groflen des Systems wie Druck, Entropie oder Energie berechnet werden, das
System ist vollsténdig bestimmt. Beispielsweise ist das thermodynamische Potential (2
pro Volumen definiert als —7'/V In Z. Die Zustandssumme ergibt sich zu

Z(8) = Tr (e_B(H_NiNi)> = (¢ho|e PH=1ND| g} (2.1)

wobei H der Hamiltonoperator des Systems ist und u; das zu einer erhaltenen Teil-
chenzahl bzw. Ladung N; gehorige chemische Potential. Die Temperatur T' geht iiber
B = 1/T ein. In dieser und allen folgenden Formeln wird stets die Einstein’sche Sum-
menkonvention verwendet.

Der Ausdruck ¢, = ¢q(x,t) ist ein an jedem Raumzeitpunkt definiertes Feld. Fiir
Felder kann als Verallgemeinerung klassischer Mechanik eine Feldtheorie (FT) formu-
liert werden. Zentraler Bestandteil der FT sind die Lagrangedichte £ = L(¢g, 0¢,) und

die Wirkung
S:/d4x£:/dt/d3x£, (2.2)

die einem Extremalprinzip unterliegt, was auf die Euler-Lagrange-Gleichungen

68 oL oL
6di(x) — Oi(x) O (W) =0 (2.3)

fithrt. Bekannter Vertreter ist die Elektrodynamik (ED), in der die Dynamik elektrisch
geladener Teilchen beschrieben wird.
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Von einer Symmetrie eines Systems spricht man, falls S unter entsprechenden Trans-
formationen invariant ist. So wird zum Beispiel als Manifestation des relativistischen
Prinzips in Feldtheorien Invarianz unter Lorentztransformationen gefordert. Zu jeder
Symmetrie gibt es nach dem Noethertheorem einen erhaltenen Ladungsstrom j* und
eine erhaltene Ladung Q = [ d3x;°, welche wiederum die Symmetrietransformation
erzeugt. Durch die Inkorporation entweder der Symmetrie oder der erhaltenen Ladung
wird die mathematische Form von £ bereits mafigeblich bestimmt. So ist £gp invariant
unter einer U(1)-Phasentransformation e'** und die dadurch erhaltene Ladung kann mit
der elektrischen Ladung identifiziert werden.

Prinzipiell lassen sich zwei Arten von Symmetrietransformationen unterscheiden, glo-
bale und lokale. Lokale hingen im Gegensatz zu globalen vom jeweiligen Raumzeit-
punkt z ab. Invarianz unter ersteren Transformationen zwingt zur Einfiihrung weiterer
Felder in die Theorie, welche an die Materiefelder koppeln. Die Bewegungsgleichun-
gen lassen gewisse Freiheiten in der Wahl dieser Felder zu, man kann sie ,,eichen® (z.B.
Coulomb-Eichung oder Lorentz-Eichung). Man spricht daher auch von Fichtheorien und
Eichfeldern. Eichfelder lassen sich geometrisch als Paralleltransport von einem Raum-
punkt zu einem infinitisimal entfernten interpretieren. Die Forderung nach Eichinvari-
anz macht auch physikalisch Sinn, da die Eichfelder reale Entsprechungen haben. So
kann in der ED das Eichfeld mit dem Photon identifiziert werden.

Wichtiger Vertreter von Symmetrietransformationen ist SU(N), die Gruppe der uni-
tdren NxN-Matrizen mit Determinante 1. Deren Generatoren geniigen der Relation

[Ta, Tb] = ifabcTc (24)

mit Strukturkonstanten fup.. Die Eichgruppe der ED ist die U(1).

Symmetrien kénnen explizit gebrochen werden, bei der SU(N) zum Beispiel durch
einen Massenterm der Eichfelder. Von spontaner Symmetriebrechung spricht man, wenn
der Grundzustand des Systems nicht mehr invariant unter einer Symmetrietransforma-
tion ist. Aus diesem nichtverschwindenden Vakuumerwartungswert folgt die Existenz
masseloser Teilchen, welche an den Strom j, koppeln (Nambu-Goldstone-Theorem).
Der Vakuumerwartungswert heifit auch Ordnungsparameter und dient als Indikator fiir
den Symmetriebruch. Die auftretenden Teilchen haben dieselben Eigenschaften wie die
erhaltene Ladung, eine skalare Ladung erzeugt also skalare Teilchen.

Ebenso kann eine Symmetrie wiederhergestellt werden. Den Zustand eines Systems
beziiglich einer bestimmten Symmetrie bezeichnet man als Phase, die Brechung bzw.
Wiederherstellung dieser als Phaseniibergang.

Bei Phaseniibergéngen gibt es drei Grundtypen. Als Phaseniibergang erster Ordnung
wird eine Unstetigkeit der Systemgréfe X bezeichnet, als ein Ubergang zweiter Ordnung
entsprechend eine in deren Ableitungen beziiglich dem dufieren Parameter. Bei einem
stetigen Ubergang spricht man von einem Crossover.

Um den Zustand eines Systems bei bestimmten dufleren Bedingungen zu bestimmen,
bietet sich das Potentialbild an. Der physikalische Grundzustand entspricht dem Zu-
stand niedrigster Energie, dem Potentialminimum. Auf diese Weise lassen sich auch
Phaseniibergénge veranschaulichen.

Generisches Beispiel fiir einen Phaseniibergang zweiter Ordnung (z.B. bei Magneten)
ist das Potential

V(9) = — e + Aot (25)

10
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Abbildung 2.1: V aus 2.5 mit komplexem ¢ in der gebrochenen Phase mit y? = X\ = 5/4.

Beim Ubergang der Masse p? von negativen zu positiven Werten entstehen aus dem
Koordinatenursprung neue Minima bei ¢ = +1/u2/). In welches Minimum sich das
System begibt, ist in gewisser Weise zufillig. Durch die Wahl des Minimums wird die
Symmetrie jedoch spontan gebrochen: Unterhalb der Curie-Temperatur besitzt der Ma-
gnet eine ausgezeichnete Nettomagnetisierung. Da das neue Minimum kontinuierlich aus
dem alten entsteht, handelt es sich um einen Ubergang zweiter Ordnung.

Wenn man ¢ = ¢1 +i¢s komplex ansetzt, sieht man, dass V nur von dem Betrag von
¢ abhingt, V ist symmetrisch unter U(1)-Phasentransformation e'®. In der gebrochenen
Phase bricht der Grundzustand diese Symmetrie, V' hat das Bild eines ,,Flaschenbodens*
(Abbildung 2.1). Durch Anderung der Phase kann das Minimum also beliebig rotiert
werden.

Das Minimum léasst sich stets auf der positiven rellen Achse wéihlen. Dann gilt
(¢2) = 0 und es folgt, dass ¢ keine Masse besitzt. Es handelt sich also um das Nambu-
Goldstone-Teilchen, welches aufgrund der U(1)-Brechung zu erwarten war. ¢; wiederum
hat den Erwartungswert (¢;) = y/p2/A und ist somit der Ordnungsparameter fiir den
Phaseniibergang.

Der Ubergang von einer Phase in eine andere kann auch durch eine andere GriBe
als den Ordnungsparameter angezeigt werden, zumal dieser nur bei spontaner Symme-
triebrechung sinnvoll definiert ist: Die Suszeptibilitit x ~ (X2) — (X)? zeigt je nach
Ubergangstyp charakteristisches Verhalten am Punkt des Ubergangs, dem sogenannten
kritischen Punkt. Bei Phaseniibergéingen zweiter Ordnung divergiert diese Gréfle am
Ubergangspunkt. In der Nihe des kritischen Punktes liisst sich die Theorie dann durch
wenige charakteristische Grofien, die kritischen Exponenten, beschreiben und einer be-
stimmten Universalitétsklasse zuordnen.

Zur Formulierung einer Quantenfeldtheorie (QFT) wird nun der von R. Feynman
eingefithrte Pfadintegralformalismus [32] benutzt. Das Pfadintegral kann als Integral
iiber alle moglichen Feldkonfigurationen gesehen werden, die mit einem Phasenfaktor
proportional ihrer Wirkung gewichtet werden. Hierzu betrachtet man die Amplitude
(dple 1t |¢,) fiir eine (bosonische) Feldkonfiguration ¢,, die nach einer Zeit ¢’ in ¢y
iibergeht. Nun teilt man das Zeitintervall ¢ in N Teilstiicke auf und fiigt zwischen jede
der daraus resultierenden N Amplituden einen kompletten Satz an Eigenfunktionen
ein, wobei jedoch zwischen solchen der Felder und ihren konjungierten Impulsen ;
abgewechselt wird.

11
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Da (¢i41]m;) = exp (i [ d*x m;(x)pi41(x)) bekannt ist, lisst sich die Ubergangsam-
plitude im Limes N — oo als

—iHt )= (x) g 3
(ple |pa) = /D?T/( oo D¢ exp /dt/de

schreiben. Hierbei ist [ Dm = A}E)noo J <Hfi1 dm;/ 271'). Vorteil dieser Methode ist, dass
die Felder nicht korrespondenzartig in Operatoren umgewandelt werden, sondern ihre
klassische Natur behalten. Analog gilt die Formel auch fiir Fermionen.

Bei der Quantisierung einer Eichtheorie stoft man bei den Eichfeldern auf Probleme.
Deren Konfigurationen miissen auf jeweils einen Punkt eines jeden Orbits im Phasen-
raum eingeschrinkt werden. Ansonsten wiirde man unendlich viele physikalisch gleich-
wertige Konfigurationen beriicksichtigen und das Pfadintegral wiirde divergieren. Diese
Finschrénkung ist die Verallgemeinerung der Eichungen in der Elektrodynamik und
fiihrt auf die Faddeev-Popov-Geistfelder. Bei den Symmetrien der Theorie kann es
ebenfalls zu Problemen wihrend der Quantisierung kommen. Quanteneffekte konnen
dafiir sorgen, dass die Theorie nur dann eichinvariant renormierbar ist, wenn die Sym-
metrie gebrochen wird. Man bezeichnet dies als Anomalie und spricht davon, dass die
Symmetrie die Quantisierung nicht iiberlebt hat [33].

Mit dem Pfadintegral lésst sich nun ein Zusammenhang zwischen einem statistischen
und einem feldtheoretischen System herstellen. Hierzu betrachtet man den Fall ¢, = ¢,
in obigen Uberlegungen. Das System kehrt also nach der Zeit ¢ in den uspriinglichen
Zustand zuriick. Nach einem Ubergang vom Minkowski- zum Euklid’schen Raum via
Wick-Rotation ¢ — it entspricht das Pfadintegral genau der Zustandssumme (2.1):

/ Dr / ::x d¢exp{ / dr / & L} (2.6)

Das Zeitintervall ¢’ wird hierbei mit der inversen Temperatur [ identifiziert. Ein d-
dimensionales statistisches System kann also durch eine (d + 1)-dimensionale euklidi-
sche Feldtheorie beschrieben werden mit kompakter ,,Zeitrichtung® und Ausdehnung (.
Das Entsprechende gilt fiir fermionische Felder. Fiir praktische Rechnungen geht man
iiblicherweise vom (x,7)- in den (p,w)-Raum iiber. Die Fourier-Reihe lautet dann

o(x,7) = % Z exp{i(px + wnT)}(g(p, Wn) - (2.7)

n7p

Die Periodizitéit in (2.6) hat Konsequenzen fiir mogliche Energien w,,, die nur die diskre-
ten Werte der Matsubara-Moden annehmen kénnen, hier w,, = 2n7 /3. Fiir Fermionen
gelten aufgrund des Pauli-Prinzips antiperiodische Randbedingungen, entsprechend er-
gibt sich in diesem Fall w,, = (2n + 1)7/f.

Bisher wurde nicht néher auf die Lagrangedichte £ eingegangen. Sie lésst sich ty-
pischerweise in einen freien Teil, welcher den kinetischen Term %(Buqﬁ)Q und den Mas-
senterm %m2¢52 beinhaltet, sowie einen Wechselwirkungsteil Ly zerlegen. Im Allge-
meinen kann fiir eine Theorie mit Wechselwirkungen das Pfadintegral nicht geschlossen
berechnet werden. In diesem Fall ist es iiblich, das Exponential der Wirkung nach der

12
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Kopplung hin zu entwickeln ( ,,Stérungsrechnung®). Die dabei auftretenden mathemati-
schen Ausdriicke lassen sich in graphischen Regeln, sogenannten Feynmandiagrammen,
ausdriicken. Der Feynmanpropagator fiir ein freies Feld ¢ ist

Ar(z —y) = (0[To(x)o(y)[0)o , (2.8)

welcher durch den Feynmangraphen

T Yy

dargestellt wird. Ap kann interpretiert werden als ein Teilchen, welches am Ort z er-
zeugt wird, zu y propagiert und dort wieder vernichtet wird. Der Zeitordnungsoperator
T sorgt dafiir, dass die Kausalitdt erhalten ist.

Auch bei wechselwirkenden Feldern tritt Ag auf. Das Teilchen propagiert iiber ihn
zum Wechselwirkungspunkt (auch Vertex genannt), interagiert und propagiert weiter,
z.B. in solchen Graphen (¢*-Theorie):

X O

Die von z, ¥, ... ausgehenden Linien nennt man &duflere Linien, die anderen entsprechend
innere Linien. Da beim ersten Graph keine geschlossenen inneren Linien auftreten, wird
er Baumgraph genannt, den zweiten Graph nennt man Schleifendiagramm.
Physikalisch wichtig ist der Propagator A in der vollen Theorie. Die Masse des Teil-
chens entspricht nicht der ,nackten“ Masse, welche im Massenterm auftritt. Durch Va-
kuumfluktuationen wird diese verdndert. Diese Fluktuationen entsprechen gerade den
Schleifendiagrammen. Ausgedriickt werden diese Beitrdge in der Selbstenergie 3:

22Q+8+..E* (2.9)

Der volle Propagator kann dann wie folgt geschrieben werden

0. 00—

=(1+Ap%) " Ap (2.10)

und die gesamte Masse des Teilchens (,, Konstituentenmasse“) ist M = mg + .

Man kann £ auch beziiglich des Potentialbildes interpretieren. Der Massenterm ist das
einfachst mogliche Potential des harmonischen Oszillators. Durch Ly kommen nun
weitere Terme hinzu, im Beispiel der ¢*-Theorie resultiert dies in (2.5). Auf klassischer
Ebene wire das Potential nun bestimmt. Genau wie die Masse wird sich das Potential
durch Quanteneffekte jedoch verindern. Man kann ein effektives Potential

1 4
Vet = Vilass + §h/ ((21 ) In det [IA ] + O(hz) (211)
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2 Quantenchromodynamik

angeben, welches diese Effekte beriicksichtigt (hierzu wurde A explizit ausgeschrieben).
Der erste Term ist das klassische Potential, im zweiten stehen Einschleifenbeitrige, die
Determinante lduft iiber alle Freiheitsgrade aufler der Raumzeit. Hohere Schleifenbei-
trage sind nicht aufgefiihrt.

Bei Berechnungen von Schleifendiagrammen kommt es oft zu Divergenzen im ultra-
violetten oder infraroten Bereich. Um diese zu umgehen, versucht man die Theorie
geschickt zu renormieren, so dass diese Divergenzen anschliefend nicht mehr auftreten.
Hierzu werden die auftretenden Integrale zuerst regularisiert und die verschiedenen
Groflen anschliefend renormiert.

Die einfachste Regularisierungsmethode ist die Einfithrung eines Cut-Offs in der Inte-
gration. Dieser darf in der renomierten Theorie in den Endergebnissen dann nicht mehr
auftreten. Ein Beispiel fiir einen ultravioletten Cut-Off ist die Gitterregularisierung.
Hierbei wird der Raum &hnlich einem Kristall als symmetrisches Gitter mit Gitterab-
stand a diskretisiert.

2.2 SU(N)-Yang-Mills-Theorie: Der Polyakovloop

Nach C. N. Yang und R. L. Mills (YM) ist eine Eichtheorie ohne Materiefelder, eine
sogenannte reine Eichtheorie, benannt [34]. Bei endlicher Temperatur ergibt sich deren
Wirkung zu

Sym = /05 dT/d3x{ — iTr ]:5”} ,

mit den SU(N)-Eichfeldern 4, = AjT, und dem lorentzinvarianten Feldstirketensor
Fiy = 0uAy — 0,AL + g fabcAZAf,. Fiir N>1 verschwindet der letzte Term nicht, N=1
liefert den QED-FEichterm. Natiirlich ist Sy eichinvariant, es gibt aber noch weitere
interessante Symmetrien.

Aufgrund der Spur in der Zustandssumme ist das Eichfeld periodisch in (euklidischer)

Zeitrichtung:
Ay(x, 7+ 0) = Au(x, 7).

Bei Eichtransformationen, welche gemif A, — U(A, + 0,)UT und F,, — UF,UT
transfomieren (U € SU(N)), miissen diese Randbedingungen ebenfalls erfiillt sein, was
bedeutet, dass die Transformationen selbst periodisch sein miissen. Hierbei ergibt sich
allerdings noch eine weitere Moglichkeit, die Periodizitét bis auf einen , Twist* U (x, 7+
B) = h U(x,7) mit einer konstanten Matrix h € SU(N) (h = 1 korrespondiert zur
normalen Eichtransformation). Eichinvarianz verlangt, dass h mit allen SU(N)-Matrizen
vertauscht, also aus dem Zentrum von SU(N) stammt:

Z(N) = {h = z1, z = exp(27in/N),n € (1,2...,N)}
Sym ist zentrumsymmetrisch und Z(N) offensichtlich eine globale Symmetrie. Man
muss beachten, dass aufgrund ihrer antiperiodischen Randbedingungen Quarks die

Z(N)-Symmetrie explizit brechen. Aber auch ohne (dynamische) Quarks lassen sich
Schlussfolgerungen ziehen. Ein im System platziertes, unendlich schweres (statisches)
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2.2 SU(N)-Yang-Mills-Theorie: Der Polyakovloop

Im(@)

Abbildung 2.2: Der Polyakovloop aus Gittersimulationen [35] (N, = 3).
Rot: Confinementphase, Griin: Deconfinementphase.

Quark wird beschrieben durch eine um die Zeitrichtung gewundene Wilson-Linie, den
Polyakov-Loop

B
d=N1Tr L=N"1Tr Pexp {1/ drAa(x, 7')} (2.12)
0

mit dem Pfadordnungsoperator P. (Genau genommen ist dieses ® nur die Spur des
eigentlichen Polyakovloops. Im Weiteren wird dies jedoch nicht unterschieden.) Der
Erwartungswert

(®(x)) = %/DA ® exp(—Sym(A)) = o BLOF(x)

misst die freie Energie AF;, des statischen Quarks, also die zum Einbringen ins System
benétige Energie. Physikalisch ist ein einzelnes Quark als farbtragendes Objekt nicht
moglich, solange Confinement gilt, bei tiefen Temperaturen. Dementsprechend ist in
diesem Fall AF, = oo und (®) = 0. Im Deconfinement, also bei hohen Temperatu-
ren, gilt hingegen AF, < oo, und damit (®) # 0. ¢ transformiert nichttrivial unter
Z(N)-Transformationen und bricht so bei nichtverschwindendem Erwartungswert die
Z(N)-Symmetrie spontan. Daraus entstehen N degenerierte Minima. Somit ist der Er-
wartungswert des Polyakov-Loops ein Ordnungsparameter fiir den Confinement-/ De-
confinementiibergang in reiner Eichtheorie. Es gilt:

(@) =Te, (@) 1= (2.13)

Gittersimulationen von Syy bestétigen dieses Bild, Abbildung 2.2 zeigt ein Beispiel.
Man sieht deutlich, wie & beim Phaseniibergang von Null zu einem von drei dquivalen-
ten Minima iibergeht. Diese liegen jeweils um einen Winkel %’r voneinander entfernt.
Der Ubergang ist erster Ordnung bei T, ~ 270 MeV [6].

Die explizite Brechung der Z(N)-Symmetrie durch dynamische Quarks ergibt phy-
sikalisch sofort Sinn, da fiir jedes Quark ein Antiquark zur Verfiigung steht, um die
Farbneutralitét wiederherzustellen. Obwohl (®) in diesem Fall kein exakter Ordnungs-
parameter mehr ist, kann er als Indikator weiter verwendet werden.
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2 Quantenchromodynamik

Auch wenn keine Z(N)-Symmetrie mehr vorliegt, kann man noch Uberreste von ihr
finden. A. Roberge und N. Weiss untersuchten 1986 eine SU(N)-Eichtheorie mit Quarks
und zusétzlich einem rein imaginédren chemischen Potential p = i0/5 [5]. Sie fanden
unter den Tranformationen

A, — UAMU_l—é(auU)U_l

v — Uy (2.14)
2k

b — 5

eine Periode 27/N: Z (0) = Z (0 + 2nk/N),k € N. Die Transformationen U sind da-
bei gerade aus dem Zentrum von SU(N) und die Periodizitit somit ein Uberbleib-
sel der Z(N)-Symmetrie in reiner Eichtheorie. Diese Symmetrie wird Roberge-Weiss-
Symmetrie (RW-Symmetrie) und (2.14) erweiterte Z(N)-Transformation genannt. Auch
die zwei unterschiedlichen Phasen lassen sich wiederfinden. Oberhalb einer kritischen
Temperatur 7, weisen thermodynamische Groflen wie 2 oder auch ® Unstetigkeiten
bei § = (2k + 1) /N auf, unterhalb nicht. Der Ubergang zwischen beiden Phasen wird
Roberge-Weiss (RW)-Phaseniibergang genannt (sieche Abbildung 1.2). Auch hier spielt
die Z(N)-Symmetrie hinein: Oberhalb von T, gibt es N degenerierte Minima, analog
zur reinen Eichtheorie. Die Diskontinuitéiten sind gerade die Ubergéinge zwischen die-
sen Minima.

2.3 Quantenchromodynamik

Die QCD beschreibt die starke Wechselwirkung der farbtragenden Quarks. Sie ist eine
SU(N.)-Eichtheorie mit Fermionfeld 1), welches die Quarks in Ny-Flavours beinhaltet.
Austauschteilchen der Wechselwirkung sind die Gluonen, welche mit den Eichfeldern
A, identifiziert werden. Die Lagrangedichte ergibt sich zu

Lacn = ~3FL P + TGP — M) (215)

Die Massenmatrix M ist diagonal im Flavour-Raum. Die Eichfelder koppeln mit Kopp-
lungsstiarke g an die Quarks iiber die kovariante Ableitung

ig
(Do = Oubecr = 5 (Na)ewr AL (2.16)
(,u,y =0,...3%abc=1,.,(N>=1);¢,d =1, ...,Nc) .

Die Unschirferelation AEAt > h/2 erlaubt es, dass Teilchenpaare fiir eine kurze
Zeit ,,aus dem Nichts“ entstehen und wieder verschwinden. Analog zur QED kann man
sich dies als Wolke aus Quarks und Gluonen vorstellen. Anders als die neutralen Pho-
tonen tragen die Gluonen jedoch selbst Farbladung, das heifit sie wechselwirken auch
miteinander. Je ndher man also experimentell an ein Quark herangeht, desto stérker
verzerren diese Vakuumfluktuationen das Ergebnis. Diese Tatache ist dafiir verantwort-
lich, dass die Konstituentenmasse des Quarks erheblich hoher ist als diejenige aus der
Massenmatrix.
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2.3 Quantenchromodynamik

Die QCD hat verschiedene Symmetrien, die teilweise in der Natur realisiert sind. Eine
Ubersicht ist in Tabelle 2.1 gegeben. Die Symmetriegruppe lautet

Gocp = SUv(Ny) ® SUA(Ny) ® Uy (1) @ Ua(1) ® SU-(N)
= [SUN;) @ U1)], ® [SUNs) ® U(1)] , ® SU(N,) . (2.17)

Letztere Formulierung gilt fiir links- und rechtshéndige Fermionen, die Weyl-Spinoren
Yr.r = (1 £ v5)1. Diese sind die Projektionen auf den rechts- bzw. linkshidndigen
Anteil der Fermionen. Von chiraler Symmetrie spricht man, wenn sich ¢; und ¥g
unabhéngig voneinander transformieren lassen. Ein Massenterm mischt diese und bricht
die Symmetrie somit explizit.

Experimentell lassen sich diese Symmetrien anhand des Spektrums der Hadronen,
also Bindungszustdnden aus Quarks, bestitigen; man findet sie in den Quantenzahlen
wieder. Bei den Hadronen sind nicht alle Kombinationen von Quarks erlaubt; damit
ein Farbsingulett vorliegt, kann man beispielsweise ein Quark mit einem Antiquark
(Mesonen) oder drei Quarks (Baryonen) zusammenfiigen, aber nicht vier Quarks.

Quarks unterscheiden sich stark in ihren Massen. u- und d-Quarks sind ungefihr
gleich schwer (~ 5 MeV). Die leichtesten Mesonen sind daher die Pionen 7 (|du)),

7~ ([ud)) und 7° <%{]Eu> + \Ed>}) . Sie haben eine Masse von ca. 135 MeV. Nimmt man

das s-Quarks hinzu, bekommt man weitere Mesonen, die sogenannten Kaonen K, KT,
K’ und K° mit Massen von ungefiahr 485 MeV. Hierbei handelt es sich um pseudoskalare
Teilchen mit Spin 0, da man jeweils Quarks mit entgegengesetztem Spin kombiniert hat.
Haben sie denselben Spin, erhélt man analog die Vektormesonen p und K* mit Spin 1.
Beide haben Paritdt —1, es gibt jedoch keine beobachteten Gegenstiicke mit positiver
Paritdt. Diese Tatsache entspricht der Brechung der axialen Uy4(1)-Symmetrie. Lange
Zeit konnte dieser Umstand theoretisch nicht erklirt werden, bis schliellich gezeigt
werden konnte, dass aufgrund von Instantoneffekten eine Anomalie auftritt und die
Symmetrie die Quantisierung nicht iiberlebt [33]. Abbildung 2.3 (links) zeigt das Oktett
der pseudoskalaren Mesonen, die aus u-, d- und s-Quarks aufgebaut sind.

Besonderes Augenmerk gilt der chiralen und der Farbsymmetrie unter Variation der
Quarkmassen. Sowohl fiir massive als auch fiir masselose Quarks ist die chirale Sym-
metrie bei kleinen Temperaturen gebrochen. Thr Ordnungsparameter ist das Quarkkon-
densat (1)1)). Sie wird in einem Ubergang 2. Ordnung (masselos) bzw. einem Crossover
(massiv) wiederhergestellt. Die chirale Symmetriegruppe ist die SUy(Ny) ® SU4(Ny),
die im masselosen Fall spontan zu SUy (N) gebrochen wird. Entsprechend gibt es dort
Nfc — 1 masselose Nambu-Goldstone-Bosonen, welche z.B. fiir Ny = 2 mit den Pionen
identifiziert werden konnen.

‘ Symmetrie Name Vorkommen im Experiment ‘
SUy(Ny) Isospin ~ erhalten fiir Ny =2 (M #0)
Uy (1) Baryonenzahl immer erhalten
Us(1) Strangeness erhalten bei starker WW
SUy(N¢) ® SUA(Ny) Chiralitét erhalten fiir M =0
Ua(1) Axial nicht erhalten
SU.(N,) Farbe immer erhalten

Tabelle 2.1: Symmetrien der QCD.
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Abbildung 2.3: Links: Mesonen-Oktet aus u-, d- und s-Quarks mit elektrischer Ladung q und
Strangeness s [www.absoluteastronomy.com/topics/Eightfold_way_(physics)].
Rechts: Qualtitatives Phasendiagramm der QCD fir Ny =2+ 1 bei g = 0 (aus [1]).

Die Farbsymmetrie manifestiert sich im Confinement. Eine theoretische Erklarung
liefert die Renormierungsgruppentheorie. Man erhélt einen Ausdruck fiir die effektive
Stérke s der Kopplung, der vom Impulsbertrag Q abhingt (,laufende Kopplung*).
Fiir grofie Q, also kleine Absténde, ist as < 1, fiir kleine Q (groe Abstéinde) allerdings
nicht. Somit ziehen sich zwei Quarks umso stérker an, je weiter man sie voneinander
entfernt (asymptotische Freiheit), was der Phase des Confinement entspricht. Grofie
Q entsprechen allerdings groflen Energien, das heifit, dass fiir die Kopplung normaler-
weise g ~ 1 gilt und Stérungsrechnung somit sinnlos ist. Die Art des Ubergangs von
Confinement zu Deconfinement héngt von der Anzahl der Flavours ab. Im Fall unend-
lich schwerer Quarks ist er, wie schon erwahnt, erster Ordnung. Bei kleiner werdenden
Massen wird ein Bereich von Ubergiingen erster Ordnung verlassen und er wird zu ei-
nem Crossover. Begrenzt wird dieser Bereich durch eine Linie von Ubergéingen zweiter
Ordnung, siehe hierzu beispielsweise [36].

Je nachdem, ob die Quarks gleich oder verschieden schwer sind, erhélt man unter-
schiedliches Verhalten im Bereich kleiner Quarkmassen. Im physikalischen Fall von zwei
leichten und einem schweren Quark (Ny = 24 1) héngt es von der Masse des schweren
Quarks ab, ob wiederum in einen Bereich mit Ubergingen erster Ordnung eingetreten
wird, gleiches gilt bei drei gleich schweren Quarks (N; = 3). Bei zwei gleich schweren
Quarks (Ny = 2) endet der Crossoverbereich im chiralen Ubergang zweiter Ordnung
bei verschwindenden Quarkmassen (obwohl auch hier ein Bereich von Ubergéngen ers-
ter Ordnung nicht vollig ausgeschlossen ist, siehe [37]). Zusammengefasst ist dieses
Verhalten im Phasendiagramm 2.3 (rechts). Der physikalische Punkt liegt in der Cros-
soverregion. Wenn man nun ein chemisches Potential anschaltet, beschreibt die Linie
mit Ubergéingen zweiter Ordnung eine aus der Bildebene herauskommende Fliche. Es
héngt nun davon ab wie diese Fliche gekriimmt ist, ob der Bereich erster Ordnung
wéchst oder nicht und damit auch, ob der physikalische Punkt bei einem gewissen p in
diesen Bereich fillt. Wire dies der Fall, so hétte man einen Hinweis auf einen kritischen
Punkt im QCD-Phasendiagramm erhalten. Es gibt aber Ergebnisse, die in eine andere
Richtung weisen (vgl. [1]).
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3 Effektive Theorien fur QCD

In der QCD ist die Kopplung stark und Storungstheorie in der Kopplung somit meis-
tens nicht sinnvoll. Um in solchen Féllen ein Gefiihl fiir die volle Theorie zu bekommen,
stellt man typischerweise eine effektive Theorie auf. Diese beinhaltet in gewissem Um-
fang dieselben Eigenschaften, ist aber mathematisch handhabbarer als die urspriingliche
Theorie. Durch Anpassen der Parameter an experimentelle Ergebnisse kann die effek-
tive dann mit der urspriinglichen Theorie abgeglichen werden. Schwere Quarks kénnen
zum Beispiel in guter Néherung nichtrelavistisch behandelt werden und man kann ein
wasserstoffdhnliches Problem formulieren (Quarkonium). Es geht aber auch andersher-
um. Da die c-, t- und b-Quarks viel schwerer als die u-, d- und s-Quarks sind, kann
man sie bei Temperaturen weit unterhalb von m. getrost vernachlissigen. Entsprechend
werden in dieser Arbeit nur die Fille

u
Ny = 2: ¢:<Z> und Ny=3 ¢=|d

S

betrachtet. Des Weiteren sind m,, und my so klein im Vergleich zu mg, dass stets der
Grenzfall m,, = mgq = mg < ms betrachtet wird. Mit diesem eingeschrinkten Fla-
vourinhalt wird nun zunéchst eine effektive Theorie zur Beschreibung der aus leichten
Quarks konstruierten Mesonen entwickelt. Danach wird der entgegengesetzte Grenzfall
unendlich schwerer Quarks betrachtet. Diese werden durch den Polyakovloop beschrie-
ben, fiir welchen ebenfalls eine effektive Theorie aufgestellt wird.

Eine Ubersicht bieten [38] und [39] sowie [40].

3.1 Nambu-Jona-Lasinio-Modell (NJL-Modell)

Bei hohen Temperaturen ist es moglich, QCD storungstheoretisch zu behandeln. Ein
Quarkstrom J! wechselwirkt dann mit einem zweiten Strom iiber den Austausch eines
Gluon,

Lint ~ J(2)g° D3, (x,y)J¥ (y) - (3.1)
Die Wechselwirkung ist nichtlokal, sie wird mittels des Gluonpropagators D iibertragen.
Wenn die Temperatur nun erniedrigt wird, verliert die Stérungstheorie ihre Giiltigkeit.
Durch einige Annahmen kénnen die Gluonen jedoch , ausintegriert” werden. Gittersi-
mulationen zeigen, dass Gluonen in der hadronischen Phase typischerweise nur iiber
eine sehr kleine Entfernung (=~ 0.2 fm) wirken, was einer Impulsskala A von ca. 1 GeV
entspricht. Wenn nun der Impulsbereich der Quarks unterhalb dieser Skala liegt, kann
man die Wechselwirkungen durch eine lokale Kopplung zwischen den beiden Stromen
approximieren:
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‘ Symmetrie Transformation Invariante Wechselwirkung ‘
SUy(Np) ¢ —e ™y ) — el T/ VY, by
Up(l)  g—elhp P e 0, Yis T Iyt
SUANNy) ¢ — e m0%/2y 4 — e i T0%/2 (hh)? + (PirsTe)?, Py
Ual)  w—e @By G geifn s

Tabelle 3.1: Mogliche Wechselwirkungen, die die Symmetrien der QCD erhalten (fiir Ny = 2).
Fiir Ny = 3 miissen die Pauli- durch die Gell-Mann-Matrizen ersetzt werden.

Ling ~ GeJ!(x)J} (z) . (3.2)

Die Kopplung g wird hierbei in eine effektive Kopplung G, ~ g>A\~2 absorbiert. Hier-
durch wird die lokale SU(N,)-Eichinvarinaz durch eine globale ersetzt. Durch eine Fierz-
Transformation lassen sich die Strome in Quark-Antiquark-Interaktionen umwandeln.
Aus dem Transformationsverhalten der Quarks ergeben sich dann mégliche Wechselwir-
kungen, welche die Symmetrien der QCD erhalten (Tabelle 3.1). Wie die adjungierten
Spinoren transfomieren, kann man sich an der chiralen Transformation verdeutlichen:

(iT075/2 Z 17"975/2) wine 4D piag Z —17"975/2 _ e im0/2 |

Hiermit ldsst sich zeigen, dass 1t und ivys7;7) unter SUy (N ¢)-Transformationen wie
folgt transformieren:

P —  rpcos @ — PiysTi0/07) sin O (3.3)
Diysmih —  DivsTith + p(0/60);sin 6 — YivsT6/00(0/6);(1 — cosb)

wobei 6 = |0] ist. Der Ausruck (1))? + (1iy571)? ist dann invariant, er entspricht einer
4-Quark-Wechselwirkung.

Man sieht weiterhin, das der Term E’y,ﬂ/} wegen Y5y, = —7YuYs stets moglich ist,
ebenso wie ein kinetischer Term @h).

Auf diese Weise wurde 1961 von Y. Nambu und G. Jona-Lasinio ein effektives Modell
(NJL-Modell) zur Beschreibung des chiralen Ubergangs zweier Flavours aufgestellt [29].
Die Symmetriegruppe ist Gngi, = SUy(Ny) ® SUA(Ny) ® Uy (1), wobei die globale
SU(N,)-Farbsymmetrie vernachlissigt wurde. Die in QCD durch die Anomalie verhin-
derte axiale Symmetrie ist ebenfalls nicht vorhanden. Es ist

Ly = iy + Lww [+Lum] - (3.4)

Der (urspriinglich nicht vorhandene) Massenterm Lj; bricht die chirale Symmetrie
explizit. Im Wechselwirkungsterm Ly stehen Produkte der unter Gyjr, invarianten
Wechselwirkungsterme.

Die obige 4-Quark-Wechselwirkung ist der einfachsten Fall. Sie lisst sich wie folgt um-
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3.1 Nambu-Jona-Lasinio-Modell

schreiben:

Lww = Lig = Gs[(09)* + @irsTe)’]
= 3G @) + [@mr'e)’] +
5Gs [(@0) — @)’ + @insmy)” — [@insv)’]
1

= 3G |(7)” + (Pist'v)’] + Go [det B (1+75) ¥+ det (1 = 75) v]

= LA LTS (i=0,..3). (3.5)

Hierbei zeigt 7; die jeweilige Komponente von 7 an. Mit der nullten Komponente ist
stets die Einheitsmatrix gemeint. Die Determinante wirkt im Flavourraum und die
Matrix 9 (1 + v5) v ist wie folgt zu verstehen:

(A E)v =~

_ (ﬂ(l ty5)u (1 £7s) d> (3.6)

u
d1£)u d(1+)d

Das Umschreiben ist nur formaler Natur, bietet allerdings die Mo6glichkeit zum Vergleich
des Modells mit drei Flavours. Der Determinantenterm wurde von ’t Hooft vorgeschla-
gen [33], um die U 4(1)-Symmetrie zu brechen, die bei einer Wechselwirkung analog zu
obigem L4, vorhanden wire. Es ist also

Lo’ = %Gs4 (@\')" + @iasxiv)?]  (=0,...8) (3.7)
Lof " = Gug[det D (1+75) v +detdh (1 —5) ¥ . (3.8)

Das Ausfiihren der Determinante fiihrt auf eine zusétzliche 6-Quark-Wechselwirkung.
Daher wird hier auch eine weitere Kopplungskonstante Gg eingefiihrt.
Lget induziert Wechselwirkungen, welche Quarks verschiedener Flavours mischen. Bei
Ny = 2 hat dies wegen m,, =~ mg keine Konsequenzen. Bei Ny = 3 jedoch ist ms > myg
und es treten zusétzliche Terme auf.

In dieser Arbeit werden in den beiden Flavourfillen folgende Wechselwirkungen
berticksichtigt:

Np = 2
Lig = Gil(v)* + (iysTy)?] (3.9)
Lyy = —Gy(pyu)? (3.10)
Lsg = Gus[(V0)” + (WinsT)?] (3.11)
Nf = 3
Ly, = Gu [(wzp)z + (Eiwizp)z] (i=0,..,8) (3.12)
Lyy = —Gy(py)? (3.13)
E6q = GGq [det@(lﬂL%)ﬂH—det@(l _75)¢] (3'14)
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3.2 Mean-Field-Approximation

In einer Mean-Field-Approximation (MFA) werden die Wechselwirkungen eines Feldes
durch die Wechselwirkungen mit dem Erwartungswert o des Feldes ersetzt. Fluktua-
tionen A = 1) — o um den Erwartungswert herum werden hierbei vernachlissigt. Dies
stellt oft bereits eine gute Nidherung der vollen Dynamik dar.

N¢ =2 Da u- und d-Flavour nicht unterscheidbar sind, setze (Y1, +1Pg10q) = (P1p) =
o (skalar), (YivsT¢) = 7 (pseudoskalar) und n = (1pyo1)) (vektorwertig). Die rium-
lichen Erwartungswerte (%) (i = 1,...,3) verschwinden [16]. ¢ und 7 entsprechen
den Mesonen und n wird mit der Quarkzahldichte identifiziert. In MFA werden die
Wechselwirkungen wie folgt modifiziert:

W) — (A40)? =200+ 0% = —0% + 20900
(WPiysTh)? — (A +7)? = 2A7 + 72 = —7? + iz TYT
Gy — (B4 n)? ~ Znoum — o

Einsetzen in Lg, ergibt

ﬁgq — —3G38 (71'2 + 0'2)2
+4G g [(03 + 071'2) P+ (71'3 + 027r) Ei%ﬂb)] . (3.15)

Als Lagrangian in MFA ergibt sich so

Lyfn = $(d — 0y — M)y —U (3.16)
mit U = Gs(0? + 7%) — Gyn? + 3Gs(0? + w2)%, Konstituentenmasse M = mg + 3,
Ny = —2Gs(0 + iv5m) — 4Gs(0® + om? + iy (7 + o?m)) und By = —2G,n.

In der MFA wird die Quarkdynamik also so reduziert, dass man diese auf die Form
eines Teilchens zuriickfiihrt, welches sich in einem Potential U bewegt. Auf diese Weise
wird die Auswertung der Zustandssumme stark vereinfacht.

Falls sowohl Ggg als auch G, null sind, wird die MFA mittels des Gauflintegrals

Sad d4xg} = [poenfi [atatzao- ) G

sogar exakt, wenn man A mit 17 sowie B mit (4G,)~! identifiziert. Das hierbei ein-
gefiihrte Feld ¢ nennt man Hilfsfeld, es kann mit 2Gso identifiziert werden (N’ ist die
Normierung). Entsprechend kann mit den Pionen verfahren werden.

N¢ = 3 Hier gibt es entsprechend die Kondensate o;, K; und n;, mit i = u, d, s.
Aufgrund der flavourmischenden Wechselwirkung sieht man eine bedeutend kompli-
ziertere Struktur als in Ny = 2:

Yoi = —2Guq(0; +15K;) — 2Geq(0j0) + K Ky)
—2GU’I’LZ‘
U = GS(Ji2 + Kf) + 4Geq (040405 + 1K, KgKs) — G,n? .

7

e
=
I
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3.3 Parameterbestimmung

Die Indizes j und £ in ¥, ; zeigen die jeweils anderen beiden Flavours an. Schliellich
ergibt sich
Ny=3 /.
Lyfps = (P =702y - M)y - U. (3.18)
In der Massenmatrix M stehen die jeweiligen Konstituentenmassen M; = m; + X ;
auf den Diagonalelementen. Prinzipiell hat man also dieselbe Struktur wie in Ny = 2,

allerdings hiangen die Konstituentenmassen auch von den Kondensaten anderer Flavours

ab.

3.3 Parameterbestimmung

Nachdem man die MFA durchgefiihrt hat, muss sichergestellt werden, dass die Massen
mit denen der urspriinglichen Theorie iibereinstimmen. Dies fiihrt auf eine Selbstkon-
sistenzgleichung (oder, in Analogie zur BCS-Theorie der Supraleitung, zu einer ,,Gap-
Equation®) fiir die Konstituentenmasse. Die Parameter werden so gewéhlt, dass ex-
perimentelle Groflen wie Massen von Teilchen und deren Zerfallsbreiten reproduziert
werden. Das Modell ist nicht renormierbar [38] und es wird im Folgenden ein Cut-Off
A zur Regularisierung der Impulsintegration eingefiihrt.

N¢ =2 Sei im Weiteren Ny = 2 und Liyw = (3.5). Das NJL-Modell hingt dann von
den Parametern A, G5 und der Quarkmasse mg ab.
Die Selbstkonsistenzgleichung ergibt sich zu

M = m+4GNN/A dp 1 (3.19)
O Jo @r)PE(p)” '
welches wiederum iiber
A 3
— d’p 1
Vi) = —6M / ) 320
Wit ) @ E®) (3:20)

mit der Konstituentenmasse zusammenhéngt [38]. Die Energiedichte ergibt sich als
E(p) = v/p? + M2.

Als zu reproduzierende experimentelle Daten wihlt man Masse und Zerfallsbreite des
Pions. Aus der Ubergangsamplitude vom Vakuum in einen Pionzustand und aus der
Selbstenergie des Pions ergeben sich die Bestimmungsgleichungen zu (aus [38])

12 NM/A dp 1 (m-Zerfallsbreite) (3.21)
T = c T-4erralispreite s .

o (2m)3 E3(p)
m2 = —% (4iGchNfI(m72T))71 (m-Masse) (3.22)

=

-+

~

—~

w

~—
|

[ COR| CORIE

Im chiralen Grenzfall findet man m, = 0 und kann die drei Pionen mit den masselosen
Nambu-Goldstone-Bosonen identifizieren, die durch die spontane Symmetriebrechung
enstehen.
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3 Eftektive Theorien fiir QCD

Berechnung von (3.22) Um auch in m2 das 3D-Cut-Off-Schema einzufiihren muss
(3.23) zunéchst iiber py integriert werden.

-1
d4p m2\ 2 m2\ 2

i7 2y _ g _ 2 M _ 2

o] [l ] )
Sei m2 = (m2,0,0,0). Daraus folgt

m2\ > m2\? m2\?
<p:|: 7”) —M?*=—p?+ <p0 + 7”) — M? = <—iip0 + 7”) — E*(p).

Dann ist

d3p idpg
i 2 _ 1dpo
iI(m:z) / @r)3 | or

([ 5) ] [(-im -5 P

T = ipg — dz = idpgy

{5 - (a5 - ]

_ / d3p i - arctan(iEHf%/Z) arctan(iE_H‘zﬂ/Q) 10
27m)3 87 | (B +mg/2)me/2E  (E —mg/2)mz /28|
(A.8) / d’p 1 1 N 1
B 2m)38 | (E+mg/2)ms/2E = (E—my/2)m,/2E
d’p 1 2 2 1)L
— P (B2t
/ erpap (B ma/Y)
Mit (3.22) erhélt man also
A g3 -1
2 mo d’p 1 2 2 1)L
= —— [ 4GsN.N — (B* — 4 . .24
ma M ( Gs c f/o (27‘(‘)3 4E( mn/ ) > (3 )

Das verbleibende Integral kann analytisch gelost werden (b = m2 /4, d? = b*> — M?).

o (M Pp 1 A 2 3 93 _ 32 /3 22
277/0 (27?)34_(E —b) = /dpp (\/p + M? —b*\/p*+ M )

0

-1

1 b2 — M? M? + dx + bE
= ln(x+E)—§ ol ln<2 — >
d/b
A
N le—M21n<(2M2—dm+bE)>
2 bd r+d .

A

= In(z+E)+1In <(M2 +bE_dx)($_d)>

(M2 £ bE + dz)(z + d)

0
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3.3 Parameterbestimmung

Fiir die Pionmasse gilt m, < 0.2 GeV = b? < 0,01 GeV?, withrend m* < 0.3 GeV, was

M? < 0,09 GeV? entspricht. Daraus folgt d? < 0, also d € C\R. Mit e = id lisst sich

das Argument des Logarithmus wie folgt umschreiben:
(M2+bE—dz)(x—d) _ b2x+bExr—ie(x>+bE+M?)
(M?24bE+dz)(z+d) — b*z+bEx+ie(z2+bE+M?)

)

)
_ (VPz+bEx)?—e?(22+bE+M?)? . —2(b’x+bEx)e(x? +bE+M?)
(b2x+bEz)2+e2( 2+bE+M?)2 +1 (b2x+bEz)2+e2( 2+bE+M?)2

:Z_
-z

Der Betrag des Quotienten einer komplexen Zahl mit ihrem komplex Konjugiertem |§|

ist Eins. Man kann daher % = e!? schreiben. Des Weiteren ist Im(%) < 0, daher gilt
fiir die Phase

(b’x 4 bEx)? — (2 + bE + M?)? )

L _arCCOS<(b2x+bEx) (22 + bE + M2)?

2E2
= — arccos <1 — 2m> .

Es folgt
(M2 +bE — da)(x — D)\ |
x)(x
1 E 1
n@+E) + In <(M2+bE+dx)(a:+d)> )
2 2 A
M2 _ mz M2 _ mz E2
= In(z+ E)+ ——% arccos | 1 —2%
iz M2(E2 _ TTF) 0
2 2
M?— L= M? — Zz)E(A)?
= In(A+ E(A)) + ——2 arccos <1—2( r) (m2) )
™ M2(E(A)? = =)
M2 T
In(M) — 4
My
Schliefllich ergibt sich die Pionmasse zu
m2 = —% (4G, NN ) !
2 2 2
A+ E(A M? - Tz M2 — Mz VE(A)2 M2 _ Mz 1
.(ln< + ()>+ 4arccos<1—2( ) (2)>— 477)
M My M2(E(A)? — Zx) e
1
(3.25)
Es gilt weiterhin
A 43
d’p 1 1 A A A2
=——|—=—=—-In|— 1+ — 3.26
/0 CrP ) 2x By | TV T ae (3:26)

Die Stromquarkmasse mg wird beim Losen des sich so ergebenden Gleichungssystems
stets als Konstante angesehen. Das Losen ergibt fiir die angegebenen experimentellen
Daten bei mg = 5.5 MeV folgende Parameter:

G, A
5.498 GeV~2 | 0.6315 GeV
Ir My
93.3 MeV 138 MeV
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3 Eftektive Theorien fiir QCD

Werden nun weitere Wechselwirkungen hinzugenommen, veréndern sich obige Glei-
chungen entsprechend. Man erhélt pro Wechselwirkung eine weitere Gleichung und muss
daher jeweils eine weitere zu reproduzierende Grofie hinzunehmen.

N¢ =3 Im Dreiflavourfall ist das GLS grundsétzlich gréfler, da man zusétzlich die
Masse des Strangequarks mg als Parameter erhélt und selbst im einfachsten Fall die
6-Quark-Kopplungskonstante G zu bestimmen hat. Hierbei sollen zusétzlich die Kaon-
und Etamassen mg = 495.7 MeV und m,, = 957.5 MeV reproduzieren werden.

3.4 Effektive Theorie fiir den Polyakovloop

Im Limes unendlicher schwerer Quarkmassen wird die QCD durch die reine Eichtheorie
Sywm beschrieben. Der Polyakovloop @ dient als Ordnungsparameter fiir den Deconfi-
nementiibergang, in welchem die Z(N.)-Symmetrie spontan gebrochen wird.

Im Folgenden wird N = N, = 3 und ein statisches Eichfeld betrachtet, wodurch sich

d = N;'Tr exp{iBAs} (3.27)
ergibt. In der Polyakov-Eichung [6] ist die Wilson-Linie

L = (B02at83)8) _ ging (eiﬁasa’eiwb,eiﬁm) (3.28)

diagonal mit ¢, = ¢3 + %8 ,qu —¢3 + \[ und ¢, = —¢, — ¢p = —% und schliellich

d=N! (eiﬁ% + PP eiﬁ¢c> . (3.29)

Fiir N, = 3 ist ® eine komplexe Zahl, analog zur ED trégt es also eine Ladung. La-
dungskonjugation bewirkt CAM = A}, und damit CP = —®y [40]. Eine effektive Theorie
muss also sowohl die Z(N.)-Symmetrie besitzen als auch unter Ladungskonjugation in-
variant sein.

Die einfachste Wahl ist
el = aiq>ai<1>H +U(D, Dy, T) . (3.30)

Der Index H beim Polyakovloop deutet die hermitesch konjugierte Matrix an. In einer
MFA wird ® mit seinem Erwartungswert identifiziert und das Verhalten dieser Theorie
héngt allein vom Potential U ab.

Man weif3, dass der Deconfinementiibergang erster Ordnung ist. Fiir ¢/ gibt es in der
Literatur (siehe [6], [8]) zwel unterschiedliche Ansitze:

U = T4[ 2(T)q) ®+b(T)In[1 — 6@pP + 4(2° + ©}) — 3(2p®) ]] (3.31)
U, = 14 [-@@@-@(@M@%) el )( )]. (3.32)

Ansatz U; ist durch eine Starkkopplungsentwicklung motiviert [6], wiihrend das Poly-
nom aus Uy genau das generische Beispiel fiir solch einen Ubergang ist. Man sieht, dass
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3.4 Effektive Theorie fiir den Polyakovloop

a(T) 3.51 - 2.47(w) + 15.22(w)’
o(T) | 6.75 - 1.95(w) + 2.625(w)” - 7.44(w)”
b(T) | -1.75 (@)’ | d(T) | 0.75 | e(T) | -75

Tabelle 3.2: Vorfaktoren fiir U, und Us mit @ = Ty/T aus [8] und [9].

beide Potentiale sowohl bei Ladungskonjugation als auch unter Z(3)-Transformationen
invariant sind. Die Vorfaktoren wurden [8] und [9] entnommen und so gewéhlt, dass
sie die Gitterergebnisse fiir das thermodynamische Verhalten der reinen Eichtheorie
reproduzieren. Sie finden sich in Tabelle 3.2.

In beiden Potentialanséitzen findet sich keine Abhéngigkeit von einem moglichen che-
mischen Potential u. [40] folgend kann dieses jedoch beriicksichtigt werden, zur effekti-
ven Wirkung kommen dann die Terme

exp{—F(m —p)} + @y exp{—5(m+p)} (3.33)

hinzu, wobei m die Masse des Quarks anzeigt. Falls m gegen unendlich strebt und p
endlich bleibt, erhilt man wiederum den obigen Fall der reinen Eichtheorie. Ein weiterer
Ansatz fiir das Polyakovlooppotential wire daher

Uy = Uip+T"[h® + 1Oyl , (3.34)

mit h = exp{—F(m —pu)} und ' = exp{—F(m+ u)}. Us erfiillt im Allgemeinen
allerdings nicht die Z(N,)-Symmetrie. Dieses war zu erwarten, da sie, sobald man che-
misches Potential anschaltet, von dynamischen Quarks explizit gebrochen wird. Nur
bei verschwindendem Realteil von g und im Fall unendlich schwerer Quarks erfiillt der
Ansatz auch diese Symmetrie. h und A’ entsprechen externen Feldern, welche an den
Polyakovloop angekoppelt werden.
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4 Das Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio-
Modeli

Es wurden im letzten Kapitel zwei effektive Theorien aufgestellt, eine fiir den chiralen
und eine fiir den statischen Quarklimes. Beide beschreiben wichtige Eigenschaften der
QCD, chirale Symmetrie und Confinement. Eine Zusammenfiihrung beider Modell zur
Kombination beider Symmetrien wurde 2004 von K. Fukushima vorgeschlagen [6]. Die
Lagrangedichte des sogenannten Polyakov-NJL-(PNJL)-Modells ist gegeben durch

Long, =9 (D — M)y + Lyww —U . (4.1)

Die kovariante Ableitung D¥ = 0" —iA” — iudy koppelt das statische Eichfeld A” =
og gAzA—Qa an die Quarks und das zur Baryonenzahl korrespondierende chemische Po-
tential y = ur + iur = pr + 170 wird ganz allgemein als komplex angesetzt. Die
Confinementeigenschaften werden iiber das Polyakovlooppotential U = U, Us bzw. Us
eingebaut. Mogliche Wechselwirkungen in Ly entsprechen denen im NJL-Modell und
sind chiral-invariant.

4.1 Berechnung des thermodynamischen Potentials

Um nun das Modell auswerten zu kénnen, wird das thermodynamische Potential €2
berechnet. Formal unterscheiden sich die Rechnungen in zwei und drei Flavours bis auf
Berechnungen im Flavourraum nicht. Nachdem man die MFA durchgefiihrt hat, ergibt
sich Z als

7 = / iD [W/}A} exp S . (4.2)

Die Wirkung S wird nun geschrieben als
8
S = / dT/d3x Long, = AT+ S, . (4.3)
0

Der inverse Quarkpropagator A™! ist eine Matrix im Farb-, Flavour-, Impuls- und
Diracraum. In Sy = foﬁ dr [ d3x (—U —U) stehen nur von x und 7 unabhiingige Groen,
so dass gilt

So=—(U+U) /OﬁdT/dgx: —(U+U)BV . (4.4)

Hierbei ist V' das betrachtete Volumen [ d3x.
Fiir die Auswertung eines Quark-Propagators ist folgende Formel wichtig

/iD [szp] exp {mﬂA*lw} — det A1, (4.5)

wobei die Determinante iiber alle Indizes des Propagators lauft.
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4 Das PNJL-Modell

Das thermodynamische Potential pro Volumen {2 ergibt sich dann zu
0 = —T/Vln{/iD [WwA] expS}

= —T/Vln{ / iD [wTwA] exp(i¢TA1¢+50)}

(45),(44) ~T/Vin{det A} + U + U

—2N; [ 5B 3E(p) + TIn[Fy]| + U +U

: (4.6)
~ %02 58 3E() + Thn[Fay]| + U +U

wobei der obere Fall zwei, der untere drei Flavours entspricht. Hierbei wurde im letzten
Schritt bereits das Ergebnis fiir Indet A~ fiir N = 2 bzw. Ny = 3 eingesetzt. Es gilt:
Fy=1+3(®p) + @H()e*ﬁEi)e*ﬁEi +e 3% und By = E(p) £ (u—Xv) .

Der in Klammern stehende Index bezieht sich auf F_. Im N; = 3-Fall sind alle ent-
sprechenden Groflen noch vom Quarkflavour abhéngig, welcher durch einen Index
angezeigt wird.

Formal entspricht © (2.11), also der Einschleifenkorrektur zum klassischen Potential.

4.2 Auswertung des Quarkpropagators

Nun wird Indet A~! berechnet. Der inverse Quarkpropagator ist

B
ATl = / dT/d?’x(—i)fyo(ifny” — 703y — M) . (4.7)
0
Mit 72 = 1 folgt
(=)0 (D" =12y — M) = (=i)(in0nD” = Sy — M) .
Fiir die kovariante Ableitung ergibt sich
i DY = iy (0¥ —1A4Y —iudy)
= 10+ 107V —id° —ip)
= 0, +1YV+ A +p).

Nun geht man mittels (2.7) in den (n, p)-Raum iiber. Das Ausfiihren der Ableitungen
liefert (setze p* = Ao+ i =Ao+p—Xv)

1 (B
viatte = 3 [Tar [@x 30 S (e (i - px+ (- wan)
0 n,p n'.p’
(—iwn —07P+ A% + 1 — Sy — M)
By 8
(4.9 71 Z(—iwn —Y7P + 1 _’VOM)/ dT/dgx
U A

n7p
BV

= —i8 > (—iwn —y0vP + 1 — M) . (4.8)
n,p
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4.2 Auswertung des Quarkpropagators

Nun lassen sich die verschiedenen Determinanten berechnen.

Determinante im Dirac-Raum Einsetzen der y—Matrizen ergibt

1 —wp — i+ 1M —op
AT =P ( —op —wp — ip* — iM) ’ (4.9)

wobei es sich bei den Eintrigen von A™! jeweils um 2x2-Matrizen handelt. Man kann
daher die hilfreiche Formel

M = <A g) = det M = det C'det (A — BC’_lB) (4.10)
anwenden und erhélt
2
—1_ 4 -2 2 2
dStA =p [(wn—i-l,u) +p°+M } . (4.11)

=F2

Determinante im (n,p)-Raum Die Determinante im Impuls-Raum entspricht wegen
Indet A = Trln A den beiden Summen {iber n und p. Betrachte zunéchst die Summe
iiber n. Mit (4.11) ist folgender Ausdruck auszuwerten

IndetA™! = 2 Z In (8% (wy, +1ip*)? + B*E?)

O R RN )|
= S {mfens e g )] (412)

Nun benutzt man folgenden Zusammenhang, um die Summe auf eine bekannte Form
zuriickzufithren:

b 2
do

und so erhilt man

B2 (E+p*)? 2

1 (413) do 9 9

Indet A= = E / + E 2In ([14+ (2n+1)"7
n 2 2,2

mp 1 02+ (2n+ 1)~ " {

(4.14)
Der hintere Term héngt nicht mehr von ¢ und p* ab und ist daher fiir die Physik

irrelevant. Beim ersten Term lassen sich nun Integration und Summation vertauschen.
Der Nenner kann in

0>+ (2n+1)%7% = 4W2<n—<;—f—%>><n—<%—%>> (4.15)

=x =x*
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4 Das PNJL-Modell

zerlegt werden und man kann die Summe somit durch

1 7 (cot ma — cot wh
Z (n—a)(n—>b) - = b—a ) (4.16)

n=—o00
ausfiihren.  und x* sind komplex, daher braucht man noch

. — sin(2a) . sinh 2b
t b) = 417
cot(a +ib) cos 2a — cosh 2b + 1(:os 2a — cosh 2b’ ( )

um das Ergebnis zu vereinfachen. Fiir die Summe iiber n ergibt sich insgesamt

Z (416) 1 m(cot mx — cot ")
472 (n—x)(n—a*)  4r2 ¥ —x
oo

= T [cot( /2 —10/2) — cot (—7/2 +i6/2)]

(4.17) —sin(m) +sin(m) . 2sinh 6
- cos ™ — cosh 6 cos ™ — cosh 6
B 1 sinh 0 1 2sinh g cosh g
- 20 |1+ cosh @ 20 2 cosh2 g
1 0 1|1 1
— a2 = 22 . 418
e[an 2} 9[ e(’—|—1} (4.18)

Nun kann man iiber 6 integrieren:

/BQ(EﬂEM*)2 0 11 1 =07 B(E£p*) iy 1 1
1 9 2 ee + 1 1 2 ey + 1

I
I
[\

I
»—\
=
T
H_
=
=
(oW
<
| — |
|
©)]
<o
4| =
—_
—_

E+u*
= y—|—21n{1—{—e_y}‘f( v

und es folgt
= In dst ATl = QZﬁE + In [exp(—B(E + p*)) + 1]
+1n[exp(—B(E — p*)) +1] . (4.19)

Da ein unendliches Volumen betrachtet wird, liegen die Impulse quasikontinuierlich,
wodurch die Impulssummation wieder als Integral geschrieben werden kann:

Ep: - / ((211?3

Determinante im Farbraum Der erste Term in (4.19) ist unabhéngig von Farbindizes
und liefert einen Faktor N.. In den beiden Logarithmen kommt mit Ag eine Matrix im

32



4.2 Auswertung des Quarkpropagators

Farbraum vor. Diese kann auf den Polyakovloop zuriickgefiihrt werden (A4 = iAp):

In det (1 + e_B(Eiﬂ)quAO) = Indet <1 + e_ﬁ(Eiﬂ)ejFiA‘*)
— In det <]lc + e_ﬁ(Eiﬂ)L(H)>

G284, 11 <1 Yo Eiﬂ)eﬂFiB%)

i=a,b,c
= In[14e P 4 Noe P50 ) + N Prdy |
—  In[Fy] (4.20)

Der in Klammern stehende Index bezieht sich auf F__. Bei Ny = 3 erhélt die Energie E
und in dieser die Masse noch einen Flavourindex 1.

Anmerkung: Fiir den Fall Ay = 0 hingt keine Gréfie mehr von Farbindizes ab, sodass
man

In dg)t (1 + efﬁ(Eiﬁ)> = N¢ln [1 + efﬁEi} (4.21)

erhilt.

Determinante im Flavour-Raum Abschlieflend ist noch die Determinante im Flavour-
raum zu berechnen. Die einzigen flavourbehafteten Gréflen sind die Massen der Quarks.

N¢ =2 Da die beiden Quarks massenentartet sind, hingt kein Eintrag von A~! von
Flavourindizes ab. A~! ist also eine Diagonalmatrix im Flavourraum und der Logarith-
mus der Determinante liefert einen Faktor N:

d3

Indet A~ = —2VN; / ﬁ[z)}ﬁﬁ?(pﬂn[mﬁn[ﬂn . (4.22)
T
N¢ =3 Die Massen sind hier stark unterschiedlich. Die Spur lédsst sich nun nicht
wie oben zu Ny zusammenfassen, sondern man erhélt eine Summe iiber die einzelnen
Flavourbeitriage (i = u,d, s):

Indet A™! = Z2V / = [38E:(p) + In[Fy ;] +In[F_]] . (4.23)

Im hier betrachteten Grenzfall m, = mg = mg sind die Kondensate beider Flavours
nicht unterscheidbar. Von daher gilt auch M, = My = M und E, = E; = F und es
folgt

3
lndetAI:—4V/ dp
(2m)3

3
oy / (‘21 5 BAE.(p) + [P ]+ 0l (4.24)

BOE(p) + n[F] + In[F_]]
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4.3 Eigenschaften des thermodynamischen Potentials

Das thermodynamische Potential 2 kann nun dahingehend untersucht werden, ob es
auch QCD-Eigenschaften besitzt. Als einen ersten Test kann man ein rein imaginéres
chemisches Potential y = iT0 ansetzen und die erweiterten Z(N.)-Transformationen
(2.14) anwenden, unter denen die QCD invariant ist. Der Polyakov-Loop transformiert

_ 2nik
gemifl & — ® e Ne | ist also nicht invariant. Trotzdem gilt wegen

3x2mik .
Pyd — dyd und PP - Pde s =3 e = @3
. : _omik i 2mik .
sowie Pel? — e 3 fes = Del? |

dass das Polyakov-Potential I/ stets invariant ist. Weiter gilt
Ei = E(p) £iT¥é (4.25)
und damit
Fy = [1 + e 3B 30 36_25E(p)e_219<1>H() + 3e_ﬁE(p)e_w<I>(H)

— [1 + ef?’ﬁE(p)e*me* 3*23””C + 3e*2ﬁE(p)e*2w<I>H()e* 2*23ﬂk ei¥

2mik + 27ik
€

—|—3e_ﬁE(p)e_w<I>(H)e_ 3 3 ] =rIy

In [22] wurde gezeigt, dass die Kondensate die Periodizitét o (6 + QNLC]“) = o(0) erfiillen.
Somit ist € unter (2.14) invariant und besitzt wie erwartet die RW-Symmetrie. Ein
Makel hierbei ist, das ® nicht invariant unter dieser Transformation ist. Daher definiert
man den modifizierten Polyakov-Loop ¥ geméfl

U= e (4.26)

als invariante Grofe.

Als physikalische Observable muss € reell sein, also Q* entsprechen. Hierdurch kann
man bereits Aussagen iiber die vorkommenden Groéflen treffen.

In U stehen nur quadratische Kombinationen der Systemvariablen, somit ist U reell,
falls diese entweder alle rein reell oder alle rein imaginér sind. Damit die Energiedichte
reell ist, muss das Quadrat M*? = m3 + X!2 — 2moX} der konjugierten Konstituenten-
masse reell sein. Somit muss Y, reell sein, wodurch wiederum folgt, dass o reell ist und
7 rein imaginér.

Fy ist im Allgemeinen komplex. Jedoch muss In [F_] +1In [F}] = In [F F_] reell sein.
Da man iiber ¥y noch keine Aussage treffen kann, schreibt man vorerst p = pug + ips
und erhélt dann

FLF. = 14+e %P 4 N2(e P +e )0,
_|_N26736E <(1)2ef26(wz+iu1) + q)%{e?ﬁ(pR+i“1))

+N, <e—2ﬁE + e—4ﬁE> (q)e—?ﬁ(lm-i-iw) + (I)HGQQ(MR—HM))

N, <e,ﬁE n e*56E> <q)eﬁ(ﬂR+iH1) n @Hefﬁ(uw“,))

4o 30E <e3B(MR+iMI) + 6—35(MR+1M)> ) (4.27)
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4.3 FEigenschaften des thermodynamischen Potentials

Der letzte Term ist proportional zu cosh z mit komplexem Argument z, welcher im
Allgemeinen komplex ist. Von daher muss entweder pg oder uy verschwinden. Im ersten
Fall erhédlt man Terme der Form (@eﬁi’” + @He_ﬁi’”), die nur durch die Wahl &y = o*
reell werden. Im zweiten Fall kann nur durch relles & und ®p der gesamte Ausdruck
reell werden. Durch diese Wahlen sind auch U; und Us reell. Fiir den dritten Ansatz Us
gilt dies nur bei rein imagindrem p. Mit der Quarkzahldichte n ist auch Xy reell oder
imaginér, daher ist n im ersten Fall rein imagindr und im zweiten rein rell.
Hierdurch wird F} F_ = F vereinfacht und man erhélt fiir gy = 0:

F = 14+ %% {1 N2(e72°F £ e 4B ppd 4 N2 3P (@%e™ + DFe™)
4N, (e—ZﬁE + e—4BE) (<1>e_2‘ + q)HGQL)

+N. (e*ﬁE + e*5ﬁE) (Pe" + Ppe™) + e 30E (e +e7™) (4.28)

mit ¢ = B (ug — Xy). @ und Py sind reelle Zahlen, fiir p # 0 gilt jedoch ® # Py, was
sich mit [4] deckt. Der Polyakov-Loop ist proportional zur Wellenfunktion des Quarks,
sein konjugiertes Gegenstiick zu der des Antiquarks. Bei nichtverschwindendem reellem
i sind mehr Quarks als Antiquarks im System vorhanden, so dass auch die beiden
Erwartungswerte unterschiedlich sein kénnen.

Fiir pp = 0 ist
F = 14+e % 4 N2(e 2P 4+ e749F)0*® + 2NZe *7F Re (2% 5%)
+2N, <e72BE + e*4ﬁE> Re (@efzia) + 2N, (e*ﬁE + e*5ﬁE) Re (@eia)
+2e7%F cos 3a (4.29)

mit o = 0—F Im Xy . ® ist eine komplexe Zahl, ®* sein komplex Konjugiertes. Man kann
die RW-Periodizitét ausnutzen, um die Systemvariablen X weiter zu spezifizieren [7].
Q(0),|®| und o sind gerade Funktionen von 6, Arg(®) und n ungerade. Fiir eine gerade
Funktion X mit Periode w gilt allgemein

X(w/2 + €) BB X (—w/2 — ) P x(w/2 — o), (4.30)

so dass genau bei w/2 eine Unstetigkeit auftritt, wenn die Steigung dort ungleich Null
ist. Hier ist w/2 = /3, von daher ist an dieser Stelle ein Phaseniibergang zu erwar-
ten. Analoge Uberlegungen fiir ungerade Funktionen liefern entsprechend X (w/2+¢€) =
—X(w/2 —¢€). Dies bedeutet, dass X bei w/2 einen Sprung machen muss, falls es nicht
verschwindet. Bei 6 = 0 miissen alle ungeraden Funktionen verschwinden. Entsprechen-
de Argumente haben auch Roberge und Weiss in ihrer Arbeit benutzt. Man erwartet
daher ein Phasendiagramm #hnlich zu Abbildung 1.2 bei Variation von 6.

Bei pup und gy = 0 miissen beide Ausdriicke ineinander iibergehen, was nur durch
n =0 und &5 = P geleistet werden kann.

Ein interessanter Grenzfall ergibt sich fiir A4y = 0. Dann entspricht {2 gerade dem
Pendant Qxj1, aus dem urspriinglichen NJL-Modell. Als Systemvariablen bleiben dann
die Kondensate iibrig und F' veréndert sich gemifl (4.21).

Insgesamt hat man also die Systemvariablen X = {o, 7, n, ®, ®*} mit komplexem ®
bzw. X = {o,7,n,®, @y} bei rellem @ g, jeweils in Abhéngigkeit von 7" und p. Der
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4 Das PNJL-Modell

physikalische Wert entspricht dem Minimum von €2, welches {iber die Extremalbedin-

gung

oY)
o =0 (4.31)

gegeben ist.

Um den Punkt eines Phaseniibergangs der Systemgrofien zu finden, muss man noch
die jeweilige Suszeptibilitéit berechnen. Nach [6] ergibt sich die Suszeptibilitdtsmatrix
x als

x=071, (4.32)

wobei C eine Matrix mit Cj; ~ 9x,0x, ist. Auf den Diagonalelementen von y stehen
dann die fiir den Ubergang der jeweiligen Grifle relevanten Eintriige.
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5 Numerische Methoden

Die Extremalbedingung (4.31) fiir das thermodynamische Potential €2 stellt ein Glei-
chungssystem (GLS) in |X| Dimensionen dar, und auch bei der Parameterbestimmung
im NJL-Modell muss ein GLS gelost werden. Dieses ist wegen der auftretenden Nichtli-
nearitéten analytisch nicht méglich. Weiterhin st68t man bei [ In[Fy] dp? auf Probleme,
da keine analytische Stammfunktion angegeben werden kann.

Von daher ist eine numerische Behandlung unumgénglich. Auf Algorithmen aus [41]
aufbauend, wurde ein C++-Programm geschrieben, welches (4.31) 16st und auflerdem
die graphische Auswertung iiber Gnuplot steuert. Zur Uberpriifung der Ergebnisse wur-
de Mathematica herangezogen.

5.1 Losen von nichtlinearen Gleichungssystemen
Betrachtet man ein GLS in N Dimensionen, so kann es immer auf die Form
f(x)=0 (5.1)

gebracht werden. Fiir N > 1 ist das Auffinden von x sehr schwierig. Die Idee hinter
dem Algorithmus wird jedoch dieselbe sein wie die in einer Dimension. Allgemein lésst
sich sagen, dass stets eine grobe Eingrenzung der Lésung vonnéten ist, um diese zu
bestimmen. In einer Dimension muss man die Nullstelle

f(@) =0 (5.2)

finden. Von dieser sei bekannt, dass sie im Intervall [a,b] liegt. Die Taylorentwicklung
von f um einen (beliebigen) Startwert z; € [a, ] ist

flzs +06) =~ fx;) + f'(x)d + @52 +.... (5.3)

Fiir kleine ¢ kann man nichtlineare Terme vernachléssigen, man verbleibt mit der Tan-
gente an z;. Die Idee ist nun folgende: Man folgt der Tangente bis zum Schnittpunkt mit
der z-Achse und nimmt diesen Wert als neuen Startwert x;41. Bei f(z; +J) erhélt man

dann § = — ]{c,(éii)) und somit den neuen Startwert x;41 = x; — Jf,((f;i)). Geometrisch folgt

man also dem Verlauf der Funktion solange zu kleineren f(x) bis man die Nullstelle
gefunden hat. Diese sogenannte Newton-Raphson-Methode ist sehr effizient, da sie qua-
dratisch konvergiert [41]. Allerdings ist Vorsicht bei der Wahl des Startwerts geboten, da
man ebenso auf ein Minimum der Funktion zulaufen kann. Uber den Zwischenwertsatz
kann man grundsétzlich aussagen, ob eine Nullstelle in [a, 8] liegt.

In hoheren Dimensionen wird das Auffinden aufgrund der Nichtlinearitdten ungleich
schwerer, da man mehrere Nullstellen simultan finden muss. Die einfachste Methode
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5 Numerische Methoden

hierzu ist eine verallgemeinerte Newton-Raphson-Methode. Die Taylorentwicklung um
den Startwert x ist dann

f(x + 0x) = f(x) + Jox + O(0x?) , (5.4)

bzw. fiir eine Komponente f;(i =0,...,N — 1) von f

N-1
df;
filx +0%) = f(x) + ;0: o) szj + O(0x?) . (5.5)
Die Jacobimatrix J ist definiert als
Jf;i
Jii = . 5.6

Ganz analog zum eindimensionalen Problem sucht man nun die Nullstelle der Tangente
auf f in x und erhélt das lineare GLS

Jox = —f. (5.7)

Diese Matrixgleichung kann nun durch LU-Zerlegung nach dx aufgelost werden und
man erhilt im néichsten Schritt als neuen Startwert x’

X =x+4+ox=x-J'f. (5.8)

Theoretisch funktioniert dies also genau wie in einer Dimension. Die Abhéngigkeit der
Konvergenz zu einer echten Nullstelle vom richtigen , Raten* des Anfangswertes ist
jedoch wesentlich hoher. Es kann passieren, dass man sich nach einem Schritt dx nicht
néher an der Nullstelle befindet als vorher. Zur Verbesserung kann man fordern, dass das
Betragsquadrat von f(x) zumindestens abnimmt. Hierzu definiert man die Funktion

1
ff==1ff, (5.9)
2
deren Gradient
Vitox=F (-1 f)=—Fff<0 (5.10)

negativ ist. Falls nun der urspriingliche Schritt dx f* nicht zufriedenstellend verkleinert
hat, wird dx mit einem Faktor A reskaliert (0 < A < 1). Da der Gradient von f* stets
negativ ist, findet man so einen kleineren Wert von f*, wodurch der neue Startwert
x’ = x + Adx gefunden wurde. Die Jacobimatrix J enthélt die zweiten Ableitungen von
Q) und ist symmetrisch. Somit reicht es aus, nur die Hélfte aller Nichtdiagonalelemente
zu berechnen.

5.2 Numerische Integration

Im Folgenden werden nur eindimensionale Integrale betrachtet, da mehrdimensiona-
le Integrationen bei keinem der auftretenden GLS vonndéten ist; die Impulsintegrale
héngen stets nur von p? ab. Die einfachste Mdaglichkeit zur numerischen Integration
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5.3 Setup der Simulationen

einer Funktion f(z) iiber ein Intervall [a,b] besteht darin, f(z) bei a und b auszuwer-
ten und den Mittelwert zu bilden. Durch Hinzunahme weiterer Stiitzstellen wird die
Genauigkeit erhoht. Bei weiter ausgereiften Algorithmen werden die Funktionswerte an
den Stiitzstellen gewichtet, um eine optimale Konvergenz zu erreichen. Bei indefiniten
Integralen kann die Endlichkeit der Grenzen durch Variablentransformationen erreicht
werden.

Zur Berechnung der Integrale wird die Gauflintegration verwendet. Deren Idee ist
nicht nur die geschickte Wahl von Gewichtungsfaktoren w;, sondern ebenfalls die der
Stiitzstellen x;. Man erhélt

b N-1
/ W(x)f(z) dz~ Y wif(x;) . (5.11)

J=0

Die Funktion W(x) dient hierbei zur eleganten Berechnung von w;. Man verwendet
orthogonale Polynome zur Darstellung von f(x) auf [a,b] und kann zeigen, dass die
Stiitzstellen gerade den Nullstellen dieser Polynome entsprechen [41]. N gibt die Ord-
nung an, bis zu der die Polynome berechnet wurden. Auf diese Weise wird die Integrati-
on auf die N-fache Auswertung der Funktion, N Multiplikationen und N Summationen
heruntergebrochen. Natiirlich hdngt das Ergebnis nun stark von N ab, weswegen man
die Konvergenzeigenschaften stets iiberpiifen muss.

Es treten im Weiteren zwei Arten von Integralen auf, welche mit den angegebenen
Polynomen parametrisiert werden:

b
/ f(xz) de  Legendrepolynome

/ x’e “f(x) de  Laguerrepolynome (5.12)
0

5.3 Setup der Simulationen

Die in (4.31) auftretenden Integrale miissen noch auf die Form von (5.12) gebracht
werden. Das Einfiihren von Kugelkoordinaten ergibt

/ L ap? /OO L (5.13)
— — . .
e P T ), a2 @

In den mit den Laguerrepolynomen gelosten Integralen ist also v = 2 und zum Inte-
granden muss der Term e™ multipliziert werden.

Das Integral fooo % (p) dp divergiert. Zur Regularisierung wird ein Cut-Off A ein-
gefiigt. Dieser entspricht der im NJL-Modell eingefithrten Grofie. Eine grundsétzliche
Frage ist nun, ob auch der (nichtdivergente) Term [;* % In[F| dp auf diese Weise re-
gularisiert wird oder nicht. [8] folgend wird dies nicht getan, um den korrekten Stefan-
Boltzmann-Limes zu erhalten; auf die Unterschiede zwischen beiden Methoden wird
weiter unten eingegangen.

Vernachliissige im Folgenden Mesonkondensate (7, K = 0) sowie die Quarkzahldichte
n und betrachte ein rein imaginéres u. Der Polyakovloop tritt dann als komplexe Zahl

auf. Es ist geschickt, diese als ® = Rel¥ zu parametrisieren, da man so direkt den
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5 Numerische Methoden

Betrag und die Phase als dynamische Variablen erhilt. Diese Parametrisierung fiihrt
auf dasselbe Ergebnis, da

o9 o9 o9 o)

Schreibe ab jetzt die Ableitung aiX als 0x. Mit dem Umschreiben von & ergibt sich
(4.29) dann zu

F = 14¢ %F 4 32R? <e_26E + e 4F 4 2673 cos(2¢ — a))

+2-3R <<e*2ﬁE + e*4ﬁE> cos(p — 2ar) + (e*ﬁE + e*5ﬁE> cos (¢ + a)>

+2¢735F cos 3o (5.15)
und
u = 1t [%(T)RQ +b(T)In [1 — 6R? + 8R? cos(3p) — 3R4]] (5.16)
U, = 1 [—@RZ - @33 cos(3¢p) + @34} (5.17)
Us = Uhp+ > T exp{—Bm;} 2R cos(¢ +90) . (5.18)

(2

Hierbei ist m; die Stromquarkmasse des jeweiligen Quarkflavour.
Nun kann (4.31) in beiden Féllen aufgestellt werden:

Ne=2
OrQ) = —T'Ny¢liy + OpU =0 (5.19a)
&pQ = —TNfIlz + &pu =0 (5.19b)
0,0 = —T'Nyli3 — Nylig + 0,U =0 (5.19¢)
N¢=3
OrQ) = —-T2I1 —TKqy1 +0rU =0 (5.20a)
&pQ = -T25 —TKiy + &pu =0 (5.20b)
aJQ == —2[13 - 2[14 — TK13 - K14 + ao'U =0 (5206)
OUSQ = —2K15 —2TKig — K17 —TKis + &,SU =0 (520d)

In (A.3) sind alle auftretenden Integrale zusammengefasst. Zur Berechnung der Sus-
zeptibilititsmatrix kann man auf die zum Loésen des GLS verwendete Jacobimatrix
zuriickgreifen.

Die von der Wechselwirkung stammenden Parameter sowie A werden geméfl Ab-
schnitt 3.3 bestimmt. Sie sind in Tabelle 5.1 und Tabelle 5.2 gegeben.
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5.3 Setup der Simulationen

Gs[ GeV7?] | G| GeV T A
5,498 0.0 06315 GeV
5,002 270.9 0,6315 GeV

Tabelle 5.1: Parametersets fiir Ny = 2 aus [16].

G4q[ Ge\/*z]

Gl GeV "]

A

9.206

—92.575

0,6314 GeV

Tabelle 5.2: Parametersets fiir Ny = 3 aus [27].

Als néchstes muss ein N bestimmt werden, bei dem die numerische Integration zufrie-
denstellende Ergebnisse liefert. Als Referenz wurden die Integralwerte von Mathematica
genommen (siehe A.4). Fiir die endlichen Integrale wird N = 100 und fiir die unendli-
chen N = 300 angesetzt.

Da das Losen des GLS empfindlich von den Anfangsbedingungen abhéngt, werden
im Programm verschiedene Startwerte durchlaufen, das GLS also mehrere Male gelost.
Dieses ist auch notig, um ein globales Minimum zu finden und nicht fialschlicherweise ein
lokales als richtige Losung zu aktzeptieren. Hierzu wird jeweils der Wert von €2 bei den
gefundenen Losungen verglichen. Um die Anfangsbedingungen sinnvoll zu setzen, muss
man den Wertebereich der Variablen kennen. Der Betrag des Polyakovloops liegt per
Definition zwischen 0 und 1, seine Phase wird auf —7 < ¢ < 7 eingeschréankt. Fiir die
verschiedenen Kondensate wird anfangs der Wert bei 7' = 0 berechnet (dieser entspricht
dem NJL-Ergebnis). Da fiir T — oo die chirale Symmetrie wiederhergestellt wird, ist
dies der maximal mégliche Wert. Des Weiteren sind sie entweder positiv oder negativ
definit. Es ist auch moglich, die Startwerte abhéngig vom Temperaturbereich zu setzen,
um den Programmablauf zu beschleunigen. Schliellich muss man darauf achten, dass
wéhrend der Berechnungen keine Divergenzen auftreten, besonders bei U; kann dieses
wegen des Logarithmusterms passieren, welcher fiir grole R nur bestimmte p-Werte
zuldisst (ein Plot ist in Abbildung (5.1) gegeben).

Abbildung 5.1: Der Logarithmusterm aus U; bei Variation von R und ¢ in Schrig- und
Aufsicht (¢ entspricht ¢)
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6 Ergebnisse im Zweiflavourfall

In diesem Abschnitt wird nun das Potential € fiir Ny = 2 ausgewertet. Es wird der Fall
von rein imagindrem chemischen Potential p betrachtet. Bei den Simulationen wird
die Stromquarkmasse mg variiert, in diesem Fall miissten streng genommen auch die
anderen Parameter entsprechend gedndert werden. Fiir eine erste Naherung wird diese
Ungenauigkeit aber aktzeptiert.

6.1 NJL-Modell

Zunichst wird der Spezialfall des NJL-Modells bei p = 0 betrachtet. Das NJL-Modell
entsteht aus dem PNJL-Modell fiir Ag = 0 und Q wird geméf (4.21) modifiziert. Man
erhalt

3
Q = —2N,N, / (;1_1))3 [E(p) + Tl [1 +e BB 4 e*mE**E’)} } YU+U.  (6.1)
Y8

Hieran kann man sich die Wirkung der 8-Quark-Wechselwirkung veranschaulichen
sowie qualitative Unterschiede ausmachen, die dadurch entstehen, ob man alle (Methode
A) oder nur die divergenten Integrale (Methode B) regularisiert. Die einzig verbleibende
Grofle ist das skalare Kondensat o. Die Ergebnisse finden sich in den Abbildungen 6.1
und 6.3. In beiden Abbildungen ist oy der Wert des Kondensates bei T = 0 (siche auch
Tabelle A.1). Es wurde insgesamt mit drei verschiedene Massen simuliert: Der masselose
Fall mit mo = 0.0 MeV, reale Quarkmassen (mg = 5.5 MeV) und schwere Quarks mit
mo = 600.0 MeV. Bei verschwindendem mq erwartet man einen chiralen Ubergang
zweiter Ordnung, da das Modell bei mg = 0 die chirale Symmetrie erfiillt. Man erkennt
ihn an divergierenden Suszeptibilitdten, was in Methode B allerdings undeutlicher zu
erkennen ist als in Methode A (sieche Abbildung 6.2). Falls man jedoch den Gradienten
von o beziiglich T betrachtet, erkennt man deutlich einen Ubergang zweiter Ordnung
(Abbildung 6.4 zeigt diesen fiir die 4-Quark-Wechselwirkung). Bei den beiden anderen
Massen sieht man einen Crossover. Der Ubergang zeichnet sich hierbei durch ein lokales
Maximum der Suszeptibilitéit aus, welcher in Methode B ebenfalls besser am Gradienten
abzulesen ist.

Im Vergleich der beiden Regularisierungsmethoden fiillt auf, dass bei Methode A die
Suszeptibilitdten deutlichere Maxima ausbilden. Dadurch, dass nur das divergente Inte-
gral regularisiert wird, fillt das chirale Kondensat schérfer ab und die Ubergiinge werden
bei Methode B im Vergleich zu Methode A zu niedrigeren Temperaturen verschoben. So
liegt bei mg = 600 MeV der Ubergang noch im betrachteten Temperaturintervall, bei
Methode A ist o bei T' = 400 MeV erst auf ca. 10% von og abgefallen. Gleiche Wirkung
hat die zusétzliche Wechselwirkung Ggg, die Unterschiede liegen jeweils bei ungeféihr 30
MeV. In [16] wird der Einflu der Wechselwirkung bei reellem g untersucht. Die hier
erhaltenen Ergebnisse decken sich mit diesen im Fall p = 0.
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Abbildung 6.1: Chirales Kondensat o fiir das NJL-Modell bei zwei Flavours mit jeweils
unterschiedlichen Wechselwirkungen und variierenden Massen: mg = 0.0,5.5 und 600.0 MeV.
Alle Integrale wurden regularisiert (Methode A).
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Abbildung 6.2: Suszeptibilitdten von o fiir mg = 0.0 MeV unter Verwendung
von Regularisierungsmethode A und B.
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Abbildung 6.3: Chirales Kondensat o fiir das NJL-Modell bei zwei Flavours mit jeweils
unterschiedlichen Wechselwirkungen und variierenden Massen: mg = 0.0,5.5 und 600.0 MeV.
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Nur divergente Integrale wurden mit einem Cut-Off regularisiert (Methode B).
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Abbildung 6.5: Das Minimum von U; und U, fiir verschiedene Phaseniibergangs-
parameter Ty: 190 MeV, 230 MeV und 270 MeV.

6.2 Reine Eichtheorie

Analog zur obigen Diskussion des NJL-Modells lassen sich die Quarks ,,ausschalten“ und
man erhélt die reine Eichtheorie als Grenzfall unendlich schwerer Quarks, was durch
die beiden Potentiale (3.31) und (3.32) beschrieben wird. Der Phaseniibergang kann in
U, und U, iiber Ty direkt eingestellt werden. Es handelt sich um einen Ubergang erster
Ordnung, der Erwartungswert des Polyakovloops springt bei einer Temperatur T, von
Null auf einen endlichen Wert. Abbildung 6.5 zeigt diesen Ubergang fiir verschiedene
kritische Temperaturen. Bei Anwesenheit von dynamischen Quarks wird er, wie be-
reits erwdhnt, zu einem Crossover. Durch den Logarithmusterm ist in /; der Betrag
des Polyakovloops stets kleiner als Eins, bei Us gibt es keine solche Einschrénkung.
Es wurde mit den drei Werte 190, 230 und 270 MeV simuliert. Die Suszeptibilitéiten
sowie die Phase des Polyakovloops ergeben sich zu Abbildung 6.6. Hier erkennt man
Unterschiede zwischen den beiden Potentialansitzen. Der Polynomialansatz hat einen
deutlich ausgepréigteren Peak in der Polyakovloop-Suszeptibilitdt, und auch die Phase
ist durchweg bei einem der 3 erwarteten Minima (0 mod 27/3), wohingegen sie beim
logarithmischen Ansatz in der Confinementphase zwischen (0 mod 27/3) und —n vari-
iert, was physikalisch moglich ist, da bei verschwindendem Betrag des Polyakovloops die
Phase unerheblich ist. Da die Suszeptibilitidt der zweiten Ableitung von U entspricht, ist
ersteres mit der komplizierteren Struktur der Logarithmusableitung zu erkliren, xrr
divergiert fir 7' — 0.
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Abbildung 6.6: Verhalten der Suszeptibilititen beim Phaseniibergang der
Polyakovlooppotentiale I/, und Uy sowie die Phase des Polyakovloops.

6.3 Verschwindendes chemisches Potential

Nun wird das volle PNJL-Modell bei p = 0 betrachtet. Aus den vorigen Uberlegungen
ist bekannt, dass die Phase des Polyakovloops in diesem Fall verschwindet, man muss
also ein zweidimensionales Gleichungssystem mit Variable |®| = R und o 16sen. Es wird
im Folgenden Uy verwendet.

Im Modell kann die kritische Temperatur Ty des Ubergangs der reinen Eichtheorie
variiert werden. Fiir das Gitterergebnis Ty = 0.27 GeV sieht man (Abbildung 6.7), dass
der Polyakovloopiibergang von der zusétzlichen Wechselwirkung Ggsg unbeinflusst ist.
Im Vergleich zum NJL-Modell reagiert der chirale Ubergang aufgrund der Anwesenheit
des Polyakovloops schwicher auf Ggg, der Unterschied betrigt ca. 10 MeV. Sowohl
der chirale Ubergang als auch der Polyakovloopiibergang finden fiir reale Quarkmassen
bei ca. 225 MeV statt. Der Gitterwert liegt jedoch etwas niedriger (ca. 170 MeV [§]).
Von daher ist es iiblich, einen anderen Wert fiir T zu benutzen. Denn fiir eine kritische
Temperatur von 190 MeV in reiner Eichtheorie verringern sich die Ubergangstempera-
turen im PNJL-Modell (Abbildung 6.8). Man verliert zwar den gleichzeitigen Ubergang
von R (ca. 160 MeV) und o (ca. 185 MeV), jedoch liegt der Mittelwert 7. dann bei ca.
173 MeV und passt somit zum Gitterresultat, im Folgenden wird Ty = 190 MeV ver-
wendet. Diese Beobachtung ist iibereinstimmend mit [8], allerdings wurden dort leicht
unterschiedliche Parametereinstellungen benutzt, was auf T, ~ 180 MeV fiihrte.

Ab einer Temperatur von ca. 0.3 GeV wird allerdings der physikalisch sinnvolle Be-
reich verlassen, da der Polyakovloop dort Werte grofler als Eins annimmt. Dieses ist
mit dem verwendeten Potential i zu erklidren, welches diese Werte zulésst.
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Abbildung 6.7: Verhalten der auf og nomierten chiralen Kondensats (absteigend) und des
Polyakovloops (aufsteigend) fiir mo = 0.0, 5.5 und 600.0 MeV und p = 0 unter Verwendung
von Uy (Ty = 270 MeV).
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Abbildung 6.8: Verhalten der auf og nomierten chiralen Kondensats (absteigend) und des
Polyakovloops (aufsteigend) fiir mo = 0.0, 5.5 und 600.0 MeV und p = 0 unter Verwendung
von Us (Tp = 190 MeV).
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Abbildung 6.9: Betrag und Phase des (modifizierten) Polyakovloops bei T'= 170 und 300 MeV
fiir mo = 5.5 MeV unter Verwendung von Uy (Tp = 190 MeV).

6.4 Roberge-Weiss-Periodizitat

Das chemische Potential p = 10/T ist rein imaginér. Fiir § # 0 verschwindet die Phase
des Polyakovloops nicht, so dass das zu losende Gleichungssystem nun dreidimensional
wird. Der Konsistenzcheck (@ = 0) zu obigen Simulationen liefert dieselben Resulate.
Fiir mg = 5.5 MeV wird nun 6 bei konstanter Temperatur variiert. Im Folgenden wird
der oben bereits eingefiihrte modifizierte Polyakovloop ¥ = ®el? = Re'? verwendet.

Die Resultate zeigen die RW-Periodizitdt und den RW-Phaseniibergang: Unterhalb
von dessen Ubergangstemperatur sind sowohl die ungeraden als auch die geraden Sys-
temvariablen stetig. Oberhalb bilden die geraden bei # = 7/3 und Vielfachen hiervon
einen Cusp-Punkt aus, wohingegen die ungeraden Systemvariablen hier unstetiges Ver-
halten zeigen (Abbildung 6.9 zeigt dieses Verhalten fiir R und ). Abbildung 6.10 zeigt,
dass o an den Ubergéingen ebenfalls Cusp-Singularitéiten ausbilden, dementsprechend
unstetig ist die Ableitung an diesem Punkt. Es gibt also einen Unterschied zwischen
dem RW-Ubergang des Polyakovloops ¥ und dem des chiralen Kondensates. Erste-
rer ist wegen des Verhaltens der Phase ¢ ein Ubergang erster Ordnung, Letzterer ein
Ubergang zweiter Ordnung. Wegen des chiralen Ubergangs verschwindet er ab einem
gewissen Punkt.

Den Einfluss von G,g erkennt man ebenfalls deutlich. In den Ubergangstemperatur-
bereichen ist ® unbeeinflusst von der zusétzlichen Wechselwirkung, im Gegensatz zu o,
dessen Werte stets abgesenkt werden. Somit bestétigt sich obige Schlufifolgerung, dass
der chirale Ubergang von G,g zu niedrigeren Temperaturen verschoben wird.

Die Ubergangstemperaturen des chiralen Ubergangs und des Deconfinementiiber-
gangs des Polyakovloops variieren ebenfalls mit #. Dieses erkennt man z.B. am Ver-
halten von ¢ in Abbildung 6.10. Wihrend z.B fiir T = 230 MeV o bei # = 0 noch
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Abbildung 6.10: Auf oy normiertes chirales Kondensat ¢ bei T = 100, 170, 230 und 300 MeV
fiir mp = 5.5 MeV unter Verwendung von Us (Tp = 190 MeV).
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Abbildung 6.11: Betrag und Phase des (modifizierten) Polyakovloops und die jeweilige
Suszeptibilitét bei § = m/3 fiir mg = 5.5 MeV unter Verwendung von Us (Tp = 190 MeV).
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Abbildung 6.12: Phase und Betrag des (modifizierten) Polyakovloops und o/og bei
gleichzeitiger Variation von T" und @ fiir mg = 5.5 MeV unter Verwendung von U
(T = 190 MeV).

5% von o( betrigt (und somit der Crossoveriibergang schon stattgefunden hat), liegt
dieser Wert bei § = m/3 noch bei iiber 40%. Der Deconfinementiibergang héingt nur
sehr schwach von 6 ab, was hier zu erwarten war, da Us nicht von 6 abhéngt.

Der Punkt des RW-Phaseniibergangs wird dadurch festgelegt, dass beziiglich 6 unge-
rade Systemgroflen an diesem Punkt einen von Null verschiedenen Wert annehmen. Die
Phase des Polyakovloops, v, ist eine solche Grofie und somit ein Ordnungsparameter
fiir diesen Ubergang. Wenn man sich nun auf die RW-Phasenlinie bei § = 7/3 setat,
siecht man, dass dieser Ubergang bei T' ~ 230 MeV stattfindet (Abbildung 6.11). Es sind
sowohl positive als auch negative Werte von ¢ moglich, beide Phasen sind physikalisch
gleichwertig. Es zeigt sich hier jedoch, dass Deconfinement- und RW-Ubergang nicht
simultan stattfinden. Eine Anderung von T} verschiebt sowohl den RW- als auch den
Deconfinementiibergang: Fiir Ty = 270 MeV findet der Ubergang bei ca. 230 bzw. 315
MeV statt.

Diese grundsitzlichen Beobachtungen decken sich mit [7] bis auf die Tatsache, dass
RW- und Deconfinementiibergang nicht zusammenfallen, was allerdings der Fall sein
sollte. In [7] wurde Regularisierungsmethode A angewendet, daher scheint Uy mit Me-
thode B unzuléinglich zu sein. Bei Verwendung von U; dagegen ist der Ubergang gleich-
zeitig (siche Abbildung 6.12): Bei T" &~ 173 MeV findet bei § = 7/3 simultan ein
Phasentiibergang zweiter Ordnung in der Phase und im Betrag des Polyakovloops auf,
in Ubereinstimmung mit [20]. Entsprechend ist also der Endpunkt der RW-Phasenlinie
zweiter Ordnung. Der Potentialansatz U scheint deswegen und wegen der Einschriank-
ung von |®| auf Werte kleiner als Eins die geeignetere Wahl zu sein und wird von nun
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Abbildung 6.13: Betrag und Gradient des (modifizierten) Polyakovloops fiir mg = 600 MeV
bei p = 0 unter Verwendung von U; (Tp = 190 MeV).

an verwendet. In Abbildung 6.12 erkennt man klar den RW-Ubergang erster Ordnung
in der Phase bei Variation von #. Es wurde sich auf einen #-Bereich von 0 bis 27/3
beschriankt, danach wiederholen sich die Werte. Man sieht ebenfalls die Variation so-
wohl des chiralen Ubergangs als auch die des Deconfinementiibergangs bei Anderung
von 6. Das durch die Phaseniibergéinge der in Abbildung 6.12 gezeigten Groflen aufge-
spannte Phasendiagramm entspricht qualitativ den in [7] und [20] erstellten (siche auch
Abbildung 1.2), quantitative Unterschiede werden durch verschiedene Parameter und
verschiedene Ansétze fiir U erklart.

6.5 Variation der Masse

Bisher wurde 6 # 0 fiir reale Quarkmassen, mg = 5.5 MeV, betrachtet. Nun wird
dieser Wert variiert. Das Verhalten in den beiden Grenzféllen fiir verschwindende und
schwere Quarkmassen zeigt Abbildung 6.14. Man erkennt den chiralen Ubergang zwei-
ter Ordnung im masselosen Fall, bei den 600 MeV schweren Quarks ist dieser erst fiir
sehr hohe T zu erwarten. Der Deconfinementiibergang liegt fiir masselose Quarks bei
T, ~ 157 MeV (pu = 0). Im Fall schwerer Quarks ist der Deconfinementiibergang erster
Ordnung (Abbildung 6.13 zeigt hierzu Betrag und Gradienten bei § = 0) und hingt
nicht von # ab. Im Vergleich zum mit U5 erhaltenen Ergebnis (Abbildung 6.8) erkennt
man einen weiteren Unterschied zwischen beiden Potentialansétzen: Es fillt sofort auf,
dass der Ubergang bei Verwendung von Uy noch ein Crossover ist, ein Ubergang erster
Ordnung ist fiir hohere Massen zu erwarten. Uf; scheint daher sensitiver auf die Quark-
masse zu reagieren als Us. Das Ansteigen der Ubergangstemperatur (7, ~ 157 MeV
bei masselosen Quarks, T, ~ 159 MeV bei mg = 5.5 MeV und T, ~ 185 MeV bei
mo = 600 MeV, jeweils bei = 0) zeigt die Anndherung an den Grenzfall unendlich
schwerer Quarks, in welchem der Ubergang erster Ordnung bei Ty = 190 MeV erwartet
wird. Fiir Ny = 2 reproduziert das Modell also das fiir die QCD erwartete Verhalten
bei Variation der Masse (vergleiche Abbildung 2.3 links).
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Abbildung 6.14: Betrag, Phase des (modifizierten) Polyakovloops und o fiir mo = 0 und
600 MeV unter Verwendung von U (Tp = 190 MeV).
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Abbildung 6.15: Einfluss des zusétzlichen Terms in U3 auf das Verhalten des auf oy nomierten
chiralen Kondensats (absteigend) und des Polyakovloops (aufsteigend) fiir mg = 0 und 600
MeV und g = 0 unter Verwendung von U; (Tp = 190 MeV).

6.6 Einfluss des Polyakovlooppotentials i3

Der Erweiterung U3 fiir das Polyakovlooppotential stellt eine Moglichkeit dar, Poly-
akovloop und chemisches Potential zu koppeln, was in i und Us nicht der Fall ist.
Die Masse des Quarks kommt iiber einen Faktor e #™ in diese Erweiterung hinein,
stellt also eine Dampfung dar. Abbildung 6.15 zeigt die Unterschiede zu den allein mit
U, beobachteten Werten fiir verschwindendes chemisches Potential. Man erkennt deut-
lich, dass Us die Ubergéinge zu niedrigeren Temperaturen verschiebt, gleichwohl dies bei
mo = 600 MeV nur minimal der Fall ist; hier unterdriickt die durch die Masse verur-
sachte Ddmpfung den Zusatzterm bereits deutlich. Im anderen abgebildeten Fall von
mgp = 0 MeV ist diese Ddmpfung vollkommen unterdriickt, der Deconfinementiibergang
liegt dann um 32 MeV unter dem vorherigen. Durch Andern des Parameters Ty auf
240 MeV kann diese Verschiebung wieder ausgeglichen werden. Es fillt auf, dass der
Ubergang bei Verwendung von U3 nicht mehr so schnell ablduft, was man am langsame-
ren Anwachsen der Kurve erkennt. Durch den zusétzlichen Beitrag des Polyakovloops
dhnelt der Verlauf eher dem des Polynomialansatzes Us. Der chirale Ubergang wird nur
leicht beeinflusst und um 4 MeV verschoben. Bei Variation von € ergibt sich bis auf die
oben beschriebenen Anderungen dasselbe Bild wie ohne Us.
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Es wird im Folgenden zusétzlich zu den beiden masseentarteten Up- und Down-Quarks

das Strange-Quark betrachtet und das Potential Q fiir drei Flavours ausgewertet.
Hierbei wird zwischen zwei Fillen unterschieden: Zwei masseentartete und ein ver-

schieden schweres Quark (Ny = 2 4 1 genannt) sowie drei masseentartete Quarks

(Ny = 3).

7.1 NJL-Modell

Zunéchst ldsst sich auch hier der Grenzfall des NJL-Modells betrachten, was auf die-
selbe Struktur (6.1) fithrt wie im Zweiflavourfall. Da jedoch nun zwei im Allgemeinen
verschieden schwere Quarks betrachtet werden, ist das zu losende Gleichungssystem
im Gegensatz zum weiter oben betrachteten Fall prinzipiell zweidimensional. Fiir rea-
le Quarkmassen (my = 5.5 MeV und my = 135.7 MeV) zeigt Abbildung 7.1, dass der
chirale Ubergang beim Kondensat des schweren Quarks o, erwartungsgeméif langsamer
stattfindet als bei dem der leichten Quarks, . Beides sind Crossover-Ubergiinge, wobei
der Peak in der Suszeptibilitéit bei o stidrker ausgeprigt ist. Die Ergebnisse decken sich
mit [39].

Beide Massen lassen sich unabhéngig voneinander variieren, wobei sich beide Kon-
densate bei identischen Massen gleich verhalten. Es besteht jedoch keine ,,Spiegelsym-
metrie“ bei Vertauschen von mg und myg, da jeweils zwei Quarks dieselbe Masse ha-
ben. Fiir verschwindende Quarkmassen beobachtet man einen chiralen Phaseniibergang
zweiter Ordnung. Dieses erwartet man analog zum Zweiflavourfall, da das NJL-Modell
dann gerade die chirale Symmetrie erfiillt. Bei Verwendung von hoheren Quarkmas-
sen verschieben sich die Ubergiinge zu héheren Temperaturen. Die Werte der chiralen
Kondensate bei T'= 0 finden sich in Tabelle A.2.
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Abbildung 7.1: Normierte chirale Kondensate im NJL-Modell fir mg = 5.5 MeV und
mg = 135.7 MeV und deren Suszeptibilitdten.
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Abbildung 7.2: Betrag des Polyakovloops (aufsteigend) und die normierten chiralen
Kondensate fiir my = 5.5 MeV und m, = 135.7 MeV (absteigend) sowie die zugehérigen
Suszeptibilitdten unter Verwendung von U; bei Ty = 270 MeV. Das Kondensat der leichten
Quarks fallt schneller ab.
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Abbildung 7.3: Betrag des Polyakovloops (aufsteigend) und die normierten chiralen
Kondensate fiir my = 5.5 MeV und m,; = 135.7 MeV (absteigend) sowie die zugehérigen
Suszeptibilitdten unter Verwendung von U; bei Ty = 215 MeV. Das Kondensat der leichten
Quarks fallt schneller ab.

7.2 Verschwindendes chemisches Potential

Betrachtet man nun das PNJL-Modell, weifl man analog zum Zweiflavourfall, dass die
Phase des Polyakovloops bei p = 0 verschwindet und das zu lésende Gleichungssystem
daher um eine Dimension verkleinert wird. Fiir eine Ubergangstemperatur von 270
MeV in der reinen Eichtheorie decken sich die Ergebnisse mit [27] (Abbildung 7.2).
Der Deconfinementiibergang findet bei ca. 205 MeV statt, der chirale Ubergang der
leichten Quarks bei 220 MeV. Um ersteren zu niedrigeren Temperaturen zu verschieben
wird, [25] folgend, Ty = 215 MeV gesetzt. Diese Wahl bewirkt eine Absenkung dieses
Ubergangs auf T' = 170 MeV, des chiralen Ubergangs auf ca. 200 MeV (Abbildung 7.3).
Dieses Vorgehen ist ganz analog zum Zweiflavourfall. Bei beiden Ubergingen handelt
es sich wie erwartet um Crossover-Uberginge (siche auch Abbildung 2.3 rechts).
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Abbildung 7.4: Betrag des (modifizierten) Polyakovloops und der Betrag dessen Phase sowie
o/oo und o4/04 fiir mg = 5.5 und mg = 135.7 MeV unter Verwendung von U
(To = 215 MeV).

7.3 Imagindres chemisches Potential

Wird nun das chemische Potential g variiert, erhélt man ein Ergebnis analog zum
Zweiflavourfall (Abbildung 7.4). Man erkennt ebenfalls den RW-Ubergang bei T ~
191 MeV, welcher mit dem Deconfinementiibergang zusammenfillt und zweiter Ord-
nung ist. Hier ist der Betrag [¢)| der Phase des Polyakovloops gezeigt. Man erkennt
so deutlich, dass sich die Werte von ¢ um 6 = 7/3 herum nur um das Vorzeichen
unterscheidet, das Verhalten von ¢ entspricht ansonsten den im Zweiflavourfall beob-
achteten Phasen. Wie nach dem Ergebnis aus ¢ = 0 zu erwarten war, verschwindet
das chirale Kondensat der leichten Quarks abhéingig von 8, wihrend o, viel langsamer
abfillt. Letzteres ist stidrker von 6 abhiingig als sein Gegenstiick. Ober- und unterhalb
der RW-Ubergangstemperatur zeigen die jeweiligen Gréfien also ein zum Zweiflavourfall
analoges Verhalten.

7.4 Drei masseentartete Quarks: Roberge-Weiss-Symmetrie

Nun wird der Ny = 3-Fall bei imaginirem chemischen Potential u betrachtet. Da die
Quarks ununterscheidbar sind, gibt es nun ein einziges chirales Kondensat ¢. Basierend
auf Ergebnissen aus Gittersimulationen der QCD fiir zwei Flavours wurde in [42] die
Hypothese aufgestellt, dass bei leichten sowie bei schweren Quarkmassen der Endpunkt
der RW-Ubergangslinie erster Ordnung ist. Dieses wiirde bedeuten, dass von ihm neben
der aus dem Zweiflavourfall bekannten Linie mit Ubergéngen erster Ordnung weitere
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7 Ergebnisse im Dreiflavourfall

HOOOS00000R
RN N~

Abbildung 7.5: Phase des (modifizierten) Polyakovloops fiir mg = 5.5 MeV unter Verwendung
von Uy bei Ty = 215 MeV.

solche Linien existieren. Diese Linien wiirden sich, &hnlich zu den bereits beobachteten,
in Unstetigkeiten bei § # 7/3 und Vielfachen hiervon bemerkbar machen.

Das thermodynamische Potential € ergibt sich analog zum Zweiflavourfall, nur dass
die zusétzliche 6-Quark-Wechselwirkung des chiralen Kondensats unterschiedliche o-
Terme induziert. Man erkennt auch hier deutlich den RW-Ubergang (Abblldung 7.5).
Bei niedrigen Teperaturen ist die Phase periodisch, wohingegen sie nach einem Uber-
gang bei T' ~ 195 MeV an der Stelle # = 7/3 und Vielfachen hiervon unstetig ist.
Allerdings ist keiner von den oben erwihnten weiteren Ubergiingen zu beobachten; das
sich ergebende Bild entspricht qualitativ dem N; = 2-Fall, vergleiche hierzu auch Ab-
bildung 7.6.
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Abbildung 7.6: Betrag des (modifizierten) Polyakovloops und das normierte chirale Kondensat
fiir mg = 5.5 MeV unter Verwendung von U; bei Ty = 215 MeV.
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7.5 Drei masseentartete Quarks: Variation der Masse
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Abbildung 7.7: Betrag und Phase des (modifizierten) Polyakovloops sowie o /o fiir mo = 0
und 600 MeV unter Verwendung von U; (Tp = 215 MeV).

7.5 Drei masseentartete Quarks: Variation der Masse

Die Masse der drei gleichschweren Quarks kann nun ebenfalls variiert werden. Auch
hier ergibt sich qualitativ dieselbe Phasenstruktur wie im Zweiflavourfall (siehe Abbil-
dung 7.7). Der chirale Ubergang im masselosen Fall ist zweiter Ordnung, withrend er
bei 600 MeV schweren Quarks noch nicht stattgefunden hat. Beim Deconfinementiiber-
gang sieht man ebenfalls eine Anniherung an die reine Eichtheorie. Letzterer ist jedoch
stiarker von # abhéngig als bei zwei Flavours, um die RW-Phasenlinie herum liegt er bei
hoheren T als bei den iibrigen 6-Werten. Die Auspriagung dieser , Einbuchtung 148t
sich bei steigenden Werten von mg gut beobachten (Dies wurde bei mg = 0.0, 5.5, 50.0,
135.7 und 600.0 MeV getan). Wiederum gibt es keine Hinweise auf die Existenz von
im Unterschied zum Zweiflavourfall neu auftretenden Phasenstrukturen, auch nicht auf
solche, die durch Abbildung 2.3 (rechts) erwartet werden.
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coooo00000
PNWOWPAOION0O

Abbildung 7.8: Betrag des (modifizierten) Polyakovloops mg = 600 MeV unter Verwendung
von Us (To = 215 MeV).

7.6 Einfluss des Polyakovlooppotentials U/3

Die bei Hinzunahme von Us zu verzeichnenden Anderungen im Verhalten der System-
grofien entsprechen weitgehend denen im Ny = 2-Fall. Jedoch ist hier die Wirkung der
zusétzlichen Kopplung von Polyakovloop und chemischen Potential zu sehen. Abbil-
dung 7.8 zeigt eine deutliche Abhéngigkeit von # im hohen Massenbereich, welche im
Vergleich zur Verwendung von U; (siche Abbildung 7.7) deutlich stirker ausgeprigt ist.

60



8 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio-Modell (PNJL-Modell) bei
einem rein imagindren chemischen Potential p untersucht. Es handelt sich bei diesem
um ein effektives Modell zur Beschreibung von Symmetrieeigenschaften der Quanten-
chromodynamik (QCD). Nach einer Einleitung, in welcher das Modell motiviert wurde,
ist im zweiten Kapitel in die Grundlagen von Feldtheorien und QCD eingefiihrt wor-
den. Hierbei wurde insbesondere auf die im Folgenden interessierenden Symmetrien
eingegangen. In einer reinen SU(N)-Eichtheorie ist dies die Zentrumssymmetrie (Z(N)-
Symmetrie), in Theorien mit dynamischen Quarks die Roberge-Weiss-Symmetrie (RW-
Symmetrie) bei rein imaginédrem p. Bei der QCD lag das Augenmerk des Weiteren auf
der chiralen Symmetrie und auf der Farbsymmetrie.

Im dritten Kapitel wurden zwei effektive Theorien fiir die QCD eingefiihrt, welche
jeweils bestimmte Symmetrieaspekte der QCD reproduzieren. Im Bereich leichter Mas-
sen war dies das Nambu-Jona-Lasinio-Modell (NJL-Modell, [29]), welches dazu dient,
den chiralen Ubergang der QCD zu simulieren. Im Falle unendlich schwerer Quarks hat
man die Z(3)-Symmetrie zu erfiillen, welche in einem Ubergang erster Ordnung gebro-
chen wird (Deconfinement). Hierfiir werden drei Ansétze fiir ein Potential ¢ genannt,
mit denen dieser Ubergang simuliert werden kann. Die ersten beiden Ansitze U; und
Us sind der Literatur entnommen [8,9], als drittes Potential U3 wurde eine Erweiterung
beider Ansétze angegeben, welche eine Kopplung des Polyakovloops an das chemische
Potential fiir endliche Massen beriicksichtigt.

Diese beiden Modelle wurden anschlieBend im vierten Kapitel zum PNJL-Modell
zusammengefiithrt, um so beide Symmetrien in einem Modell zu kombinieren. Das ther-
modynamische Potential ) wurde berechnet und es wurde gezeigt, dass dieses die RW-
Symmetrie besitzt. Bedingungen, bei denen €2 reell ist wurden gefunden. Das Poten-
tial héngt von verschiedenen Variablen ab, welche iiber ein Extremalprinzip bestimmt
werden konnen. Im flinften Kapitel wurden numerische Methoden vorgestellt, mit de-
ren Hilfe ein Auswertungsprogramm geschrieben wurde. Desweiteren wurde hier genau
spezifiziert, in welchem Umfang das Modell simuliert wurde; die Mesonkondensate und
die Quarkzahldichte sind beispielsweise vernachléssigt worden. Auflerdem gibt es zwei
Moglichkeiten, die auftretenden Integrale zu behandeln: Es konnen alle (Methode A)
oder nur die divergenten (Methode B) regularisiert werden. Letztere reproduziert den
korrekten Stefan-Boltzmann-Limes [8].

Im sechsten Kapitel wurden dann die Ergebnisse fiir zwei Flavours angegeben. An-
fangs wurden die Ergebnisse des NJL.-Modells und der reinen Eichtheorie reproduziert,
um die Simulationsergebnisse mit Literaturwerten vergleichen zu kénnen. Bei den Er-
gebnissen zum NJL-Modell konnte man einerseits den Einfluss einer zusétzlichen 8-
Quark-Wechselwirkung beobachten. Diese verschiebt den chiralen Phaseniibergang in
Ubereinstimmung mit [16] zu niedrigeren Temperaturen. Andererseits erkennt man die
Unterschiede zwischen den Regularisierungsmethoden A und B: Methode B verschiebt
die mit Methode A beobachteten Ubergéinge ebenfalls zu niedrigeren Temperaturen. Im
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Modell U der reinen Eichtheorie kann man den Phaseniibergang erster Ordnung mittels
eines frei wahlbaren Paramters Ty einstellen. Anschlieffend wurde das PNJL-Modell bei
verschwindendem chemischen Potential betrachtet. Um die beobachteten Ergebnisse
an niedriger liegende Gitterresultate anzupassen, wurde Ty verringert (vergleiche [8]).
Die Roberge-Weiss-Symmetrie wurde danach durch Variation des chemischen Potenti-
als bzw. dessen Parameter 6 bei mg = 5.5 MeV gezeigt. Fiir den Polyakovloop ist dieser
Ubergang erster Ordnung, fiir das chirale Kondensat zweiter Ordnung, in Ubereinstim-
mung mit [7]. In Letzerem wurde allerdings Regulierungsmethode A angewandt. Die
hier verwendete Methode B bewirkt bei Verwendung von Us, das der RW-Ubergang bei
hoheren Temperaturen als der Deconfinementiibergang stattfindet. Durch diesen Um-
stand und da bei diesem Ansatz auch grofiere Werte als Eins fiir den Polyakovloop er-
laubt sind, ist U ungeeignet und es wurde im Folgenden nur mit ¢/ simuliert. Es konnte
anschlieBend gezeigt werden, dass das Phasendiagramm bis auf Unterschiede aufgrund
der Parameterwahlen dem in [7] aufgestellten entspricht. Ebenfalls wurde der Endpunkt
der RW-Linie mit einem Punkt zweiter Ordnung identifiziert, wie in [20] gezeigt. Die
Variation der Quarkmasse zeigte fiir mg = 0 MeV qualitativ dasselbe Verhalten wie bei
5.5 MeV, nur dass der chirale Ubergang wie zu erwarten zweiter Ordnung ist. Bei 600
MeV schweren Quarks sieht man eine Annéherung an den Grenzfall unendlich schwerer
Quarks, die reine Eichtheorie. Die Erweiterung s des Poylakovlooppotentials bewirkt
eine Verschiebung der Ubergiinge zu niedrigeren Temperaturen, was durch Anderung
von Ty ausgeglichen werden kann. Durch den zusétzlichen linearen Term werden die
Ubergiinge weniger scharf, der Einfluss des in U3 enthaltenen Dimpfungsfaktors kann
klar beobachtet werden. Unter Variation von 6 bewirkt U3 keine qualitativen Anderun-
gen zum vorherigen Bild der Phasenstruktur.

In Kapitel Sieben wurden drei Quarkflavours betrachtet. Analog zum N; = 2-Fall
wurden zunéchst Ergebnisse fiir das NJL-Modell und bei verschwindendem chemischen
Potential fiir das volle PNJL-Modell reproduziert. Danach wurde die Phasenstruktur
fiir Ny = 241 bei imaginérem p und realistischen Quarkmassen simuliert. Man sieht die
RW-Symmetrie und den RW-Ubergang bei § = 7/3. Erwartungsgemif zeigt das Kon-
densat der schweren Quarks einen langsameren Abfall als das zu den leichten Quarks
gehorige. Im Weiteren wurden drei Quarks mit derselben Masse betrachtet (N = 3).
Die RW-Symmetrie ldsst sich ebenfalls beobachten und die sich ergebende Phasenstruk-
tur ist mit dem N; = 2-Fall vergleichbar. Auch bei Variation der Massen ist dies so,
obgleich man hier qualtitative Unterschiede erwarten wiirde (vergleiche Abbildung 2.3
(rechts)). Es priigt sich hierbei jedoch eine stirkere #-Abhingigkeit des RW-Ubergangs
bei hohen Massen aus. Gleiches ergibt sich bei Verwendung von Us, wo die #-Abhéngig-
keit nochmals stiarker ausgeprégt ist.

Das PNJL-Modell bei imagindrem chemischen Potential liefert also bei zwei und drei
Flavour qualitativ diesselbe Phasenstruktur. Aus dieser heraus kénnen, siehe hierzu fiir
den Zweiflavourfall beispielsweise [23], [43] oder [21], nun durch analytische Fortsetzung
Vorraussagen fiir den Bereich realen Potentials gemacht werden oder der Einfluss von
den hier vernachléssigten zusétzlichen Kondensaten oder der Quarkzahldichte studiert
werden.
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A Anhang

A.1 Notation

Alle vorkommenden Grofien werden in dieser Arbeit in natiirlichen Einheiten angegeben,
in welchen ¢ = h = 1 gilt. Die Einheit der Energie ist hierbei 1 eV = 1.60218e-19 J.
Vierervektoren werden mit z, dreidimensionale Vektoren mit x angegeben.

Die Pauli-Matrizen sind geméfl

01 0 —i 1 0
70:1’71:<1 0>’TQ:<i 0>’T3:<0 —1) (A1)

und die Gell-Mann-Matrizen wie folgt definiert

5 010 0 -1 0
)\0:\/;]1, AM=1|100), X=[|1 0 0],
0 00 0 0 O
1 0 0 0 01 0 0 —i
A=[0 -1 0|, M={({0 0 0], A=(0 0 0],
0 0 O 1 00 i 0 0
0 0 0 0 0 O 1 1 0 O
=10 0 1 =00 —i], A=y/5{01 0 ). (a2
010 0 i O 0 0 -2
Beide Sitze von Matrizen erfiillen die SU(N)-Algebra (2.4) und sind (bis auf 75 und \g)

spurfrei.

Der metrische Tensor g, ist definiert als goo = 1,9 = —1 (¢ = 1,..,3) und 0 sonst.
Die y-Matrizen erfiillen die Dirac-Algebra {v,,7,} = 2g,, und werden in der Dirac-
Darstellung verwendet:

= <—O1 é) 7= (2 _OT>’ s = ((1) —01> ’ (A-3)

wobei v = (y1,72,73) und T = (11, 72, 73) ist. Daraus ergeben sich folgende Identitéten
fiir v- und Pauli-Matrizen:

TV = VsV (A4
o= 1 (A5
=1 , 17=1 (A6

Der adjungierte Quarkspinor ist iiber ¢ = 1!~y definiert.
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A Anhang

A.2 Benétigte Formeln

Alle angegebenen Ausriicke stammen aus [44].

Die Reihenentwicklung der exp-Funktion ist

20+1

. .. ¥ . ¥
exp (ip) = cos p +isinp = g (-1 20 +i E (—1)2+! CEE (A7)
1=0 ' 1=0 ’

Der Arkustangens mit komplexem Argument lisst sich wie folgt auf reelle Funktionen
umschreiben:

. ™ i 2b .
arctan (a + ib) = Esgn(b) + §arctanh <m> , fira=0,[b] > 1 (A.8)

Eine Darstellung des Kronecker-Deltas ist

Sy = 3 exp {i(p — P)x + (wo — wn)7) } - (A.9)

!l
n7p

Bendotigte Identitéten fiir die Hyperbolicus-Funktionen:

cosh(—z) = cosh(z) (A.10)
sinh(—z) = —sinh(x) (A.11)
cosh2z +1 = 2cosh’z (A.12)
sinh2z = 2sinhxcoshz (A.13)

2

A.3 Integrale

Im Folgenden werden die bei der Losung des Gleichungsystems (4.31) und der Berech-
nung des thermodynamischen Potentials €} auftretenden Integrale angegeben.

A 0
d d
Iy = / P 235 (p) Inp = / L 1n[F(p) (A.15a)
o 7 o 7
A oo
d d
Koy = / o P35.(p) Koy — / & m(Fy ()] (A.15b)
0 0

64



A.4 Konvergenz der Integrale

Ox
Iy = / L FlogF Iy = / Lprlo,F (A.16a)
o T o T
A [eS)
d d
I3 = / L 230, E Iy = / Lprr1o,F (A.16b)
o o
> d _ > d _
Kll - / —§p2Fs 13RF5 K12 = / _é)pQFs 1a<st (A'16C)
o 7 o
A [eS)
d d _
K13 = / —€P2380Es K14 = / —é)pQFs 180Fs (A16d)
o o
A 0o
d d
Ky = / 230, 5 Ko = / B2 p-10, F (A.160)
o o 7
A 0o
dp dp _
Kiz =/ §p233asEs Kis =/ §P2Fs '8, F (A.16f)
0 0

In der Jacobimatrix J stehen die Ableitungen der Integrale aus Ox(). Sie setzen sich
wie folgt zusammen:

© q B B
Jz‘j ~ /0 7_‘_—12)])2 (Fk 18XianFk — Fk 2(3X1Fk)(anFk))

A dp, o
+/ ﬁ?)p Ox,0x; Er(p) (k=1u,s). (A.17)
0

A.4 Konvergenz der Integrale

Betrachte im Folgenden Ny = 2 und nur o als Kondensat. Es wird die Konvergenz der
Integrale aus (4.31) in Abhéngigkeit der Anzahl der Stiitzstellen N betrachtet, indem
sie mit denen von Mathematica gelieferten Werten verglichen werden.

Durch eine Verdnderung der Genauigkeit im urspriinglichen Berechnungsalgorithmus
[41] der Legendre- und Laguerre-Polynome von le-14 in le-12 ist es moglich, N zu
varieren. Ansonsten funktioniert der Algorithmus nur bis N = 62.

Die endlichen Integrale konvergieren sehr schnell gegen den Mathematicawert, daher
sind sie hier ausgelassen. Betrachte nun ¢ = 1, da in diesem Fall alle Integrale ungleich
Null sind. Fiir die iibrigen Parameter werden typische Werte eingesetzt.

Einige Ergebnisse sind in Abbildung A.1 und A.2 dargestellt. Der Vergleich ergibt
wie erwartet fiir kleine N extrem unterschiedliche Ergebnisse. Erst ab N > 80 sind die
Werte innerhalb einer fiinfprozentigen Abweichung. Fiir N > 200 ist diese verschwindend
gering (< 0.1%) bis auf fiir die beiden o-Ableitungen 114 und 129. Diese weichen bis zu
0.5% ab. Fiir N > 300 wird diese Abweichung nochmals halbiert. Das zurvor mogliche
N = 62 ist vor allem fiir kleine Werte von T, R und ¢ vollig unzureichend. Hier gibt
es teilweise Abweichungen von iiber 10 %. Ein Wert von N > 200 liefert also weit
verbesserte Ergebnisse.

A.5 Chirale Kondensate bei 7T'=0

Zur Normierung der chiralen Kondensate wird deren Wert bei T' = 0 verwendet. Diese
Werte werden im Folgenden angebeben.
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A Anhang

mo [Mev] oo [GeV]?
GSS =0 ‘ GSS 7& 0
0.0 -2.943833e-02 | -2.909743e-02
5.5 -3.023439e-02 | -3.022610e-02
600.0 -4.682187e-02 | -4.725690e-02

Tabelle A.1: Werte des chiralen Kondensats fiir 7' = 0 bei Ny = 2 fiir verschiedene
Quarkmassen und Wechselwirkungen.

| mo [Mev] | ms [Mev] | oq [GeV]® | o4 [GeV]® |
0.0 0.0 -1.330948e-02 | -1.330948e-02
0.0 5.5 -1.343081e-02 | -1.378713e-02
0.0 50.0 -1.405562e-02 | -1.638184e-02
0.0 135.7 -1.463032e-02 | -1.898690e-02
0.0 600.0 -1.547481e-02 | -2.325605e-02
5.5 0.0 -1.389310e-02 | -1.354616e-02
5.5 5.5 -1.399438e-02 | -1.399438e-02
5.5 50.0 -1.453266e-02 | -1.648419e-02
5.5 137.5 -1.504442e-02 | -1.903518e-02
5.5 600.0 -1.581434e-02 | -2.326356e-02
50.0 0.0 -1.672872e-02 | -1.465368e-02
50.0 5.5 -1.677274e-02 | -1.499200e-02
50.0 50.0 -1.703232e-02 | -1.703232e-02
50.0 137.5 -1.731053e-02 | -1.931043e-02
50.0 600.0 -1.777049e-02 | -2.330913e-02
137.5 0.0 -1.931628e-02 | -1.559697e-02
137.5 5.5 -1.933609e-02 | -1.586588e-02
137.5 50.0 -1.945998e-02 | -1.757250e-02
137.5 137.5 -1.960339¢e-02 | -1.960339e-02
137.5 600.0 -1.985763e-02 | -2.336179e-02
600.0 0.0 -2.336270e-02 | -1.693788e-02
600.0 5.5 -2.336572e-02 | -1.713214e-02
600.0 50.0 -2.338576e-02 | -1.843307e-02
600.0 137.5 -2.341118e-02 | -2.010658e-02
600.0 600.0 -2.346089e-02 | -2.346089e-02

Tabelle A.2: Werte der chiralen Kondensate fiir 7' = 0 bei Ny = 3 fiir verschiedene
Quarkmassen.
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A.5 Chirale Kondensate bei T = (
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Abbildung A.1: T = 0.1, R = 0.2, ¢ = 0.02,0.002 und 0.0002.
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Abbildung A.2: T = 0.1, R = 0.8, ¢ = 0.02,0.002 und 0.0002.
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