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1 Einleitung

Die Quantumchromodynamik (QCD) ist heute die allgemein akzeptierte Theorie der
starken Wechselwirkung. Sie beschreibt die Wechselwirkungen zwischen Quarks und
Gluonen, welche zusammengenommen die Bauteile des Grofiteils der sichtbaren Materie
unseres Universums bilden. Die Menge der der starken Wechselwirkung unterliegenden
Teilchen wird Hadronen genannt, diese unterteilen sich wiederum in Mesonen, welche
aus zwei, und Baryonen, welche aus drei Quarks bestehen. Einen Uberblick iiber die
theoretischen Grundlagen und die Phianomenologie der QCD wird in Kapitel 2 gegeben.
Die bei hohen Energie klein werdende QCD-Kopplungskonstante ermoglicht eine sto-
rungstechnische Behandlung der Theorie und extrem genaue Voraussagen fiir Wirkungs-
querschnitte in Hochenergieexperimenten. Dies fiihrte dazu, dass die QCD heute als kor-
rekte Theorie zur Beschreibung der starken Wechselwirkung gilt!.

Bei grofien Entfernungen, bzw. bei niedrigen Energien, dagegen steigt die Kopplung an.
Dieses zum Confinement (engl. Einschluss) fithrende Phinomen macht eine stérungsthe-
oretische Behandlung der Theorie unmoglich. Dadurch entzieht sich der niederenerge-
tische Bereich der QCD, und damit die Beschreibung der uns umgebenden alltéglichen
Materie, einer analytischen Behandlung.

Eine Losung dieses Problems lag in der Einfiihrung der Gitter-QCD. Durch eine Diskre-
tisierung der Theorie eroffnete sich die Moglichkeit eines numerischen, nicht stérungs-
theoretischen Zugangs. Die Grundlagen dieses Ansatzes werden in Kapitel 3 eingefiihrt.
Trotz des grofien Erfolgs numerischer Simulationen der Gitter-QCD in den letzten Jahr-
zehnten bleiben Teile der Theorie unzugénglich. Dies betrifft die Bereiche von Null ver-
schiedener Baryondichte bzw. von Null verschiedenem Baryon chemischen Potentials?.
Die erfolgreichste Technik zur Simulation der Gitter-QCD, die Monte-Carlo-Methode,
sowie deren Grenzen werden in Kapitel 4 erldutert.

Kapitel 5 ist einer Alternative zur Monte-Carlo-Technik gewidment, der stochastischen
Quantisierung, auch Langevin-Dynamik genannt. Sie ermoglicht die Simulation von Sy-
stemen mit endlichem chemischen Potential ohne direkt unter den Problemen zu leiden,
welche die Monte-Carlo-Technik in diesem Bereich behindern.

Kapitel 6 und 7 befassen sich schliefflich mit konkreten Simulationen, bei denen die in
Kapitel 5 eingefithrte Methode angewendet wird. Dabei wird in Kapitel 6 ein altes, be-
reits ausfithrlich untersuchtes Modell, das XY-Modell, behandelt. Kapitel 7 befasst sich
dagegen mit einem effektiven Modell der QCD, welches auf einer Starkkopplungsent-

!Die experimentellen Bestiitigungen der QCD sind nicht Thema dieser Arbeit, einen aktuellen
Uberblick findet man z.B. in [1].

2Dichte und chemisches Potential werden im Folgenden teilweise synonym verwendet. Das chemische
Potential ist ein Maf fiir das Ungleichgewicht zwischen Fermionen und Antifermionen. Mit chemi-
schem Potential ist, wenn nicht anders bezeichnet, stets das Baryon chemische Potential gemeint.



wicklung und einer Hopping Ezpansion beruht.



2 Quantenchromodynamik im
Kontinuum

2.1 Geschichte der QCD

Lange Zeit war wenig iiber die Ursache der Bindung von Atomkernen bekannt. Aus-
gehend von der Beobachtung, dass die Bestandteile der Atomkerne trotz ihrer elek-
tromagnetischen Abstoflung stabile Bindungszustinde formen, war das Postulat einer
zusétzlichen Kraft notwendig. Diese zunéchst unverstandene Kraft wurde, aufgrund
der fiir die Uberwindung der elektromagnetischen Abstoffung benétigten Stirke, starke
Wechselwirkung genannt.

Der erste erfolgreiche Versuch zur Beschreibung der Kréfte zwischen den Nukleonen ge-
lang 1934 Yukawa [2]. Das nach ihm benannte Potential entsteht durch den Austausch
der von ihm postulierten Pionen und ist deswegen auf kurze Reichweiten beschrankt.
Heute weil man, dass dies lediglich eine effektive Theorie der QCD darstellt, sie verliert
fiir groBe Energien ihre Giiltigkeit.

Mit Beginn der 50er Jahre stieg, etwa durch die Erfindung der Blasenkammer 1952
die Anzahl der bekannten Teilchen stark an. In dem Bestreben, diese Teilchen nach
grundlegenderen Eigenschaften zu sortieren, veroffentlichte Gellmann 1961 seine Idee
des FEightfold Way [3]. Dort ordnete er die Mesonen und Baryonen als Oktetts. Dies
ermoglichte ihm die erfolgreiche Vorhersage des Q7. Der Erfolg dieses Systems beruht
auf der damals unbekannten SU(3) Flavour-Symmetrie!, welche auf der geringen Massen-
differenz der drei leichtesten Quarks beruht. Gellmanns Theorie gilt damit als Vorlaufer
des Quark-Modells.

1964 postulierten unabhéngig voneinander Gell-Mann und Zweig die Existenz von Quarks,
den Bestandteilen der Hadronen [4]. Dies war der Vorlaufer der QCD. Zunéchst wurden
3 Quarks vermutet; up, down und strange. Von diesen wurde angenommen, dass sie je-
weils nur einen Bruchteil der Elementarladung (%, —% bzw. —%) tragen und Fermionen
mit Spin % sind. Mesonen wurden als Bindungszustéinde von Quarks und Antiquarks,
Baryonen als Zustidnde aus 3 Quarks betrachtet. Die Annahme von nicht ganzzahligen
Ladungen war notwendig um die beobachteten Ladungen der Hadronen zu erkliren. Bis
heute wurden stets nur Teilchen mit ganzzahligem Vielfachen der Elementarladung be-
obachtet.

Ein weiteres Problem ergab sich durch die Forderung des Spektrums der Baryonen, dass
die Wellenfunktionen der Quarks symmetrisch unter Vertauschung von Spin und Fla-
vour sein muss. So ist das ATt ein Spin % Teilchen aus drei up Quarks mit identischen

!Die Elemente der Symmetriegruppe SU(3) sind die unitiiren 3 x 3 Matrizen mit Determinante 1.



Quantenzahlen, was durch das Pauli-Prinzip ausgeschlossen ist. Dies machte das Po-
stulat eines weiteren, unbeobachtbaren Freiheitsgrades, der Farbe, notwendig [5]. Diese
stellt, analog zur elektrischen Ladung der QED, die Ladung der QCD dar.

Die Erlarung des experimentellen Befundes, dass niemals Zustédnde mit nicht ausgegli-
chener Farbladung beobachtet werden, fithrt zu einer der wichtigsten Eigenschaften der
starken Wechselwirkung, dem Confinement [6]. Confinement bedeutet, dass beobacht-
bare Teilchen immer Zustdnde neutraler Farbladung, sogenannte Farb-Singuletts, sein
missen.

Gittersimulationen zufolge besteht zwischen gebundenen Quarks ein lineares Potential
mit einer Stérke von o ~ O.QGZ‘{ [7]. Das lineare Ansteigen des Potentials macht die
Trennung von Quarks unmoglich, da eine unendliche Energie notig wére zwei Quarks zu
trennen?. Dies erkliirt das Fehlen von Quarks in Ein-Teilchen-Zustinden im Experiment,
denn ein einzelnes Quark tragt immer eine nicht verschwindende Farbladung.

Die zweite wichtige Eigenschaft der starken Kernkraft ist die asymptotische Freiheit,
welche 1973 von Gross, Wilczek und Politzer entdeckt [8] und spéter mit hoher Ge-
nauigkeit experimentell bestétigt wurde [9]. Asymptotische Freiheit bedeutet, dass die
Kopplungsstéirke der starken Wechselwirkung mit abnehmendem Abstand, bzw. mit zu-
nehmendem Impuls, kleiner wird. Dies bedeutet, dass Quarks bei hohen Energien nur
einer geringen gegenseitigen Wechselwirkung unterliegen.

Mithilfe dieser experimentellen Befunde gelang die Formulierung der QCD als Quan-
tenfeldtheorie. Heute bildet die QCD mit ihrer nahen Verwandten, der Theorie zur
Beschreibung der elektroschwachen Wechselwirkung, das Standardmodell, welches, ab-
gesehen von der Gravitation, alle bekannten Grundkréfte mit hoher Prazision beschreibt.

2.2 Lagrangedichte der QCD

Entscheidend fiir die mathematische Formulierung der QCD ist die Existenz der asym-
ptotischen Freiheit und die Entdeckung, dass nicht abelsche ® Eichtheorien diesen Ei-
genschaften geniigen [10]. Deswegen eignen sich diese zur Aufstellung einer Theorie der
starken Wechselwirkung. Ahnlich wie in der Quantenelektrodynamik (QED) die For-
derung nach lokaler Eichinvarianz gegeniiber U(1) Eichtransformationen gestellt wird,
lasst sich die Lagrangedichte der QCD iiber die Forderung nach lokaler Eichinvarianz
gegeniiber SU(3) Transformationen im Farbraum herleiten. Dies verdeutlicht die nahe
Verwandschaft beider Theorien.

Die QCD beschreibt das Verhalten von Objekten mit Farbladung, also Quarks und
Gluonen. Quarkfelder werden durch Dirac-Spinoren beschrieben [11, 12]

w(f)(x>a (2.1)

c

2Dies trifft genau genommen nur fiir die reine Eichtheorie mit unendlich schweren Quarks zu. Die
Beriicksichtigung dynamischer Quarks fiihrt zur spontanen Paarbildung und damit zur Abschirmung
des Potentials.

3Als nicht abelsch werden Symmetriegruppen bezeichnet, deren Elemente nicht kommutieren.



Diese sind Viererspinoren mit Raumzeitkoordinaten x, Dirac-Index o = 1,2, 3,4 , Far-
bindex ¢ = 1,2,3 und Flavourindex f = 1,2,...,6. Die 6 Quarkflavours werden als up,
down, charme, strange, top und bottom bezeichnet. Die QCD besitzt naherungsweise
eine Flavour-Symmetrie. Diese Symmetrie wird erst durch die unterschiedlichen Quark-
massen gebrochen.

Gluonen dagegen werden durch SU(3) Matrizen beschrieben

8
Au(@)ea = NAL (7)o (2.2)
a=1
mit den 8 Gell-Mann-Matrizen A®. Die Gluonen sind masselose Bosonen mit Spin 1, wel-
che die Wechselwirkung zwischen den Quarks vermitteln. Im Gegensatz zu den Quarks
tragen sie zwei Farbindizes, da sie immer eine Farbe und eine Antifarbe besitzen, sowie
einen Lorentzindex p = 1,2,3,4. Aus je drei Farben und Antifarben lassen sich ein Far-
boktett und ein Farbsinglet bilden, 3 ® 3 = 8 @ 1. Das Oktett bildet die acht Gluonen
der QCD, wirend das Singlet als unphysikalisch verworfen wird?.
Es gibt keine Moglichkeit die Wirkung der QCD aus grundlegenderen Prinzipien herzu-
leiten. Thre Formulierung erfolgt unter der Bedingung, dass sie invariant unter lokalen
SU(3) Transformationen der Quark- und Gluonenfelder ist. Quarks transformieren sich
unter der fundamentalen, Antiquarks unter der antifundamentalen und Gluonen unter
der adjungierten Représentation der SU(3):

() = ¢ = Q(a)y(z)
b(a) = ¢ = ()0 () (2.3)
Au(w) = Al () = Q2) A (2)Q1 () +i(9,02(x))Q(2)".
Die Tatsache, dass die Wirkung, welche sich aus der Integration der Lagrangedichte iiber

den vierdimensionalen Raum ergibt, unveréndert bleibt, bezeichnet man als Eichinvari-
anz

S, Al = S[y, 9, A]. (2.4)

Das ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass die physikalischen Vorgénge unverdndert
bleiben. Die euklidische Wirkung der QCD die diese Bedingung erfiillt lautet

Ny
S0 A = [diaL = [ale S @D +m))] - (FLF.(29)
i=1
wobei iiber doppelt auftretende Indizes summiert wird. Farb- und Diracindizes werden
der Ubersichtlichkeit halber in dieser Notation unterdriickt. Wie in der Hochenergie-
physik iiblich, werden hier und im weiteren Verlauf der Arbeit natiirliche Einheiten
verwendet werden, also ¢ = h = 1. m; bezeichnet die verschiedenen Quarkmassen der
einzelnen Flavours. [P ist der Diracoperator in der Feynman-Slash-Notation

wu = '7MD/L = W/'u[au - igAH(x)L (26)

4Das neunte Gluon wire farbneutral, wiirde also nicht wechselwirken.




mit der kovarianten Ableitung D, welche analog zur QED zur Erhaltung der lokalen
Eichsymmetrie die Gluonenfelder enthalten muss. Auf diese Weise ist gewéhrleistet, dass
D, (z) invariant unter Eichtransformationen ist:

Dy(@)ip(x) = D, (2)¢(x) = Q) Du(2)Q (@) @)t () = Q) Du(2)o(z).  (2.7)

Die kovariante Ableitung enthélt die aus der Dirac Gleichung bekannten 4x4-+ Matrizen
Y in ihrer euklidischen Form. Sie erfiillen die Vertauschungsrelation

{’7;“7V} = 2(5pu]l- (28)

Die energieabhéngige Kopplungkonstante g charakterisiert die Stéarke der Quark-Gluonen-
Wechselwirkung. Sie ist fiir alle Quark-Flavours identisch.
Der Feldstérketensor F),, = > A*F}, ist definiert als

F8, =[Dy, D)) = 0,A% — 0,A% + g f“bcAZA,ﬁ (2.9)

Die ersten 2 Terme sind identisch mit dem Feldstéirketensor der QED und beschreiben
die Dynamik des freien Eichfeldes. Der letzte Term ist eine Folge der nicht-abelschen
Natur der Wechselwirkung. Der Yang-Mills-Term der QCD entspricht daher einer Ver-
allgemeinerung des entsprechenden Terms der QED.

Da im Yang-Mills-Term der QCD, F},, F*¥, kubische und quartische Beitrdge der Gluo-
nenfelder auftreten, kommt es hierbei, anders als in der QED, zur Selbstwechselwirkung
der Gluonen. Diese ist daher eine direkte Folge der Verwendung von nicht abelschen Eich-
feldern. Dadurch, dass Gluonen selbst eine Ladung tragen, wechselwirken diese nicht nur
mit Quarks sondern auch miteinander. Dies verursacht, dass sich Gluonenfelder nicht
gleichméfig im Raum ausbreiten und schwécher werden wie das Photonfeld der QED.
Stattdessen konnen sie Flussschlduche ausbilden, welche in der Lage sind, eine von der
Entfernung unabhéngige konstante Kraft zu iibertragen. Dieses Phdnomen fiihrt zum
Confinement der Quarks.

Die Kopplung zwischen Quarks und Gluonen ist, analog zur Photon-Elektron-Wechsel-
wirkung der QED, eine direkte Folge der Forderung nach lokaler Eichsymmetrie, welche
die Einbeziehung der Eichfelder in den Diracoperator erfordert.

Um mit der Wirkung einer Theorie Erwartungswerte berechnen zu kénnen, bedient man
sich dem aus der statistischen Physik bekannten Konzept der Zustandssumme eines
Systems mit den Freiheitsgraden x:

7 = /Dx e’ (2.10)

Die Zustandsumme ergibt sich aus der Integration iiber alle mdéglichen Zusténde des
Systems. Um die Analogie zur statistischen Physik ausnutzen zu koénnen, formuliert
man die Theorie in euklidischer Metrik

ds® = dt* + da* + dy® + d2*. (2.11)
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Abb. 2.1: Schematische Darstellung des QCD-Phasendiagramms, entnommen aus [13]

Dies wird durch die sogenannte Wick-Rotation erreicht, bei der der Zeitkomponente ein
komplexer Wert zugewiesen wird, ¢ = —i7, so dass fiir die Metrik g, = J,,, gilt. Dies hat
den Vorteil, dass die im Pfadintegral oder in der Zustandssumme erscheinende Wirkung
reell wird:

¥ = 95, (2.12)

Dies fithrt zu einer wichtigen Analogie mit der statistischen Physik: Der in Pfadintegra-
len und Zustandssummen auftretende Faktor e™># kann als Boltzmannfaktor interpre-
tiert wird. Konfigurationen mit grofler Wirkung werden exponentiell gedampft, dadurch
ist nur ein Bruchteil der moglichen Konfigurationen physikalisch relevant. Diese Ver-
kniipfung erweist sich bei der numerischen Simulation von Modellen, deren Wirkung als
Exponent in der Form von (2.12) geschrieben werden kénnen, als iiberaus niitzlich.

2.3 Phasendiagramm der QCD

Zweck der QCD ist neben der Beschreibung des niederenergetischen Bereichs der starken
WW auch die korrekte Modellierung hadronischer Materie, welche den Grundbausteie
der uns bekannten Umwelt bildet. Die Phasen der hadronischen Materia wird in einem
Phasendiagram in Abhéngigkeit von Temperatur und Druck bzw. Temperatur und che-
mischen Potential dargestellt, siche Abb. 2.1. Jeder Punkt im Phasendiagram stellt einen
stabilen Zustand mit festen thermodynamischen Werten, wie z.B. Druck oder Viskositiit,
dar.

Obwohl Gegenstand intensiver theoretischer und experimenteller Forschung sind viele
Eigenschaften des Phasendiagram immer noch unbekannt [14, 15]. Dies gilt insbesonde-
re fiir den Bereich niedriger Temperatur sowie den Bereich endlicher Dichte.



Sicher ist, dass Quarks bei niedrigen Temperaturen und chemischen Potential, also im
linken unteren Bereich des Diagramms, dem Confinement unterliegen. Hier ist die Kopp-
lung stark, sodass Quarks sich zu farbneutralen Zustdnden, den Mesonen und Baryonen,
zusammenschliefen.

Wird die Temperatur erhoht, wandert man an der Ordinate nach oben und erreicht
schliefllich den Bereich des Quark-Gluonen-Plasmas. Dort wird die Dichte der Quarks
so grof}, dass es keinen Sinn mehr macht einzelne Bindungszusténde zu unterscheiden.
Dieser Verlauf ist sowohl durch Experimente als auch durch Gittersimulationen unter-
sucht worden und beide weisen auf ein Crossover zwischen den beiden Regionen hin.
Im Gegensatz zu einem Phaseniibergang erster oder zweiter Ordnung ist ein Crossover
durch eine schnelle, aber kontinuierliche Anderung der thermodynamischen Parameter
gekennzeichnet.

Oberhalb dieses Ubergangs ist die Kopplung zwischen den Quarks so schwach, dass sie
durch thermische Fluktuationen aufgebrochen werden konnen. Dies geschieht bei einer
Temperatur von T, ~ 2 - 1012 K bzw. T. = 175 MeV und entspricht den Eigenschaften
des Universums kurz nach dem Urknall, als das chemisches Potential durch das Gleich-
gewicht von Materie und Antimaterie klein und die Temperatur durch den Druck und
die grofie Energiedichte hoch war.

Der Bereich hoher Temperaturen kann aufgrund der asymptotischen Freiheit der QCD
und der damit verbundenen kleinen Kopplungskonstante stérungstechnisch behandelt
werden. Ebenso ist die p = 0 Achse fiir alle Temperaturen durch Monte-Carlo-Simula-
tionen zugénglich [15].

Der Bereich hohen chemischen Potentials und geringer Temperatur ist weitaus weniger
verstanden, da hier sowohl die Stérungsrechnung als auch Monte-Carlo-Simulationen
versagen. Jedoch wird bei 7' = 0 ein Phaseniibergang erster Ordnung erwartet. Bereits
vor diesem Ubergang findet der (in Abb. 2.1 nicht eingezeichnete) Ubergang vom Vaku-
umzustand zum Zustand endlicher Fermionendichte statt sobald das chemische Potential
ungefihr® die Masse der leichten Baryonen erreicht. Hier beginnt der Bereich der uns
bekannten nuklearen Materie, welche aus einer Mischung aus Tropfen von kondensierter
Kernmaterie mit einer Dichte von etwa 0.153 Nukleonen pro fm? und Vakuum besteht.
Im Bereich extrem hohen chemischen Potentials findet wieder ein Phaseniibergang statt.
Dieser Ubergang wird mit steigender Temperatur schwicher und endet schlieBlich in ei-
nem kritischen Punkt mit einen Phaseniibergang zweiter Ordnung, woran sich die bereits
erwihnte Region des Crossovers anschlieft. Uber die exakte Position dieses kritischen
Punktes ist wenig bekannt.

Mit steigendem chemischen Potential und niedriger Temperatur wird die Kernmaterie
immer dichter und erreicht schliellich Zusténde, wie sie im Inneren von Neutronenster-
nen erwartet werden. Dies ist der Bereich des Phasendiagramms, {iber den nur sehr
wenig bekannt ist, doch werden hier verschiedene neue Phasen und Phénomene erwar-
tet [16]. Eine davon ist die sogenannte Farbsupraleitung. Es wird angenommen, dass
aufgrund der asymptotischen Freiheit bei hinreichend grofler Dichte die sich auf einer
Fermiflache befindlichen Quarks fast frei sind. Analog zur BCS Theorie der gewthnlichen

Sabziiglich der Bindungsenergie
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Supraleitung wiirde nun eine schwache anziehende Kraft zwischen den Quarks zur For-
mierung von Cooper-Paaren und damit zu einer neuen Phase fithren[17]. Im Falle von
gewohnlichen Supraleitern wird diese Wechselwirkung durch Gitterschwingungen, den
sogenannten Phononen, erzeugt. Im QCD Fall wiirde dies durch die Gluonen geschehen.
Da Quarks und Gluonen durch Farbe und Flavour in einer groleren Vielfalt als Elektro-
nen und Phononen auftreten, ist die Existenz verschiedener farbsupraleitender Phasen
moglich.

Im Bereich hochster Dichten wird eine Phase erwartet, in der sich Quarks nur zu be-
stimmten Kombinationen aus Farbe und Flavour zu Cooper-Paaren binden koénnen.
Diese Phase wird als Colour-Flavour-Locking (CFL) bezeichnet, in ihr ist die SU(3)
Eichsymmetrie der Quarkfarben gebrochen und die Gluonen werden massiv.
Experimentell wurde bisher weder eine farbsupraleitende noch eine CFL Phase nachge-
wiesen, ihr Auftreten wird bei groflen Dichten die etwa dem zehnfachen der normalen
nuklearen Materie und dariiber hinaus entsprechen erwartet. Es wird iiber die Existenz
solcher Phasen im Inneren von Neutronensternen spekuliert, doch gibt es dazu noch
keine experimentellen Hinweise. Auch welche Phaseniibergéinge vom bekannten Quark-
Gluonen-Plasma zu diesen neuen Phasen fiihrt ist nicht bekannt.

11



3 QCD auf dem Gitter

Die Notwendigkeit, die QCD numerisch zu behandeln, entstammt der Tatsache, dass sie
im niederenergetischen Bereich weder analytisch noch perturbativ losbar ist. Die Idee
zur Formulierung der QCD auf einem Gitter wurde von Wilson 1974 veroffentlicht [18].
Dies schuf einen neuen, nicht perturbativen Zugang zur QCD.

3.1 Einfiihrung

Um eine Theorie wie die QCD auf dem Gitter zu formulieren, gibt es keine eindeutige
Vorgehensweise. Es sollen allerdings mindestens drei Bedingungen erfiillt sein: Erstens
muss die Theorie im Grenzfall eines unendlich feinen Gitters wieder auf die urspriingliche
Kontinuumswirkung fiithren, zweitens soll die Wirkung lokal sein und drittens sollen
moglichst viele Symmetrien der urspriinglichen Theorie erhalten bleiben®.

Zunéchst wird ein vierdimensionales Gitter mit den AusmaBen N3 x N, eingefiihrt

A ={n = (ny,ne,n3,ny)|n1,n9,n3 =0,1,...,Ng—1;n,=0,1,...,N, — 1}.  (3.1)

Ng bezeichnet dabei die Anzahl der Gitterpunkte in rdumlicher, N, in zeitlicher Rich-
tung. Beide nehmen nur ganzzahlige Werte an. Der Abstand zwischen den Gitterpunk-
ten wird mit a bezeichnet und trégt physikalische Einheiten. Der physikalische Abstand
zweier Punkte auf einer Achse betréigt also an, auch wenn die Koordinaten oft nur mit
den ganzzahligen Gitterpunkten bezeichnet werden und a = 1 gesetzt wird. Erst bei
der Datenauswertung werden dann wieder die physikalischen Einheiten eingefiithrt. Um
Randeftekte zu vermindern, werden fiir gewohnlich periodische Randbedingungen ver-
wendet, also x, + Nga = x, und x, + N;a = x,. Bei endlicher Temperatur miissen die
Randbedingungen in zeitlicher Richtung periodisch fiir Bosonen und antiperiodisch fiir
Fermionen gewihlt werden. Das Volumen des Gitters betréagt

V =a*N2N.,. (3.2)

Unter dem Kontinuumslimes versteht man den Grenzwert a — 0 bei gleichzeitigem
Festhalten des Volumens. In diesem Limes muss sich die Gitter-Wirkung wieder an die
Wirkung der Kontinuums-QCD annéhern.

Die Ausdehnungen in die verschiedenen Richtungen sowie die Gitterabstdnde miissen
nicht zwangsldufig gleich sein. Sind sie es nicht, spricht man von einem anisotropen

'Die Erhaltung aller Symmetrien ist im Allgemeinen allerdings unméglich, siehe dazu das No-go
theorem von Ninomiya und Nielsen [19].
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Gitter. Die Wahl eines isotropen Gitters ist allerdings die einfachste und geldufigste Me-
thode und wird auch in dieser Arbeit immer Verwendung finden.

3.2 Gitterwirkung

3.2.1 Fermionenantaeil

Als Néchstes miissen auf dem Gitter den Freiheitsgraden der Kontinuumstheorie équi-
valente Objekte formuliert werden. Um die Fermionenfelder zu reprisentieren, werden
Dirac-Spinoren auf jeden Gitterpunkt gesetzt?

¥(n), ¥(n), neA, (3.3)

welche dieselben Freiheitsgrade wie im Kontinuum tragen.
Ableitungen werden durch die symmetrische Differenz benachbarter Felder ersetzt

1

Outp(@) = 5 (W(n + i) = db(n — f1)). (3.4)

Hierbei stellt i die Gitterversion des Einheitsvektors dar, er verbindet zwei benachbarte
Gitterpunkte in Richtung p =1, 2, 3, 4.

Mithilfe von (3.3) und (3.4) lisst sich ein erster Ansatz fiir eine Fermionenwirkung auf
dem Gitter formulieren

Seld] = a* 3 6(n) (Z R Akl L mw<n>> 35)

neA

Wobei die Summation iiber jeden Gitterpunkt und jeden néchsten Nachbarn lauft. Ob-
wohl dieser Ausdruck wie eine diskretisierte Version der fermionischen Kontinuumswir-
kung aussieht, ist er nicht korrekt. Nimmt man fiir die Felder das gleiche Transforma-
tionsverhalten wie im Kontinuum an, ist er nicht eichinvariant, wie man leicht sehen
kann:

Y(n)(n+ ) = &' ()Y (n+ i) = ) (n)Qn + f)y(n + f) (3.6)

und dadurch S # S’. Wie im Kontinuumsfall ist zur Erhaltung der Eichsymmetrie die
Einfithrung von Eichfeldern nétig. Auf dem Gitter werden diese zwischen die Gitter-
punkte gesetzt und daher Links genannt. Sie sind definiert als

U, () = 94 (®) (3.7)

und verbinden gerichtet die Gitterpunkte x und x + fi. Die Linkvariablen lassen sich mit
den Eichfeldern des Kontinuums in Verbindung setzen

U, (n) = el o) = 1 1 jaA,(n) + O(a?) (3.8)

2Die folgende Darstellung folgt in Teilen [11] und [12].
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Der letzte Term verschwindet im Kontinuumslimes.
Das Transformationsverhalten der Links ist so gewéhlt, dass das Produkt zwischen 2
Nachbarpunkten v (z)¢(z + /1) eichinvariant ist:
Uu(n) = U, = Qx)U,(2)Q (n + f1) (3.9)
V' (n)U ()¢ (n + 1) = P(m)Q"(0)Qn)Uu(n)QF (n + @)Qn + f)d(n+ i) (3.10)
= ¥(n)Uu(n)¢(n + f1) (3.11)

Damit lasst sich eine eichinvariante Fermionenwirkung bilden

w w’ _a Z@b <Z’m 7L+M)2a U—Mw(n—/:b) +m¢<n)>

neA

=a' ) d(n)P(n|m)v(m)

n,meN

(3.12)

Dies ist die einfachste Moglichkeit, eine eichinvariante Fermionenwirkung auf dem Gitter
zu formulieren. Sie leidet jedoch unter dem Problem der sogenannten Fermionenverdopp-
lung. Dazu betrachtet man den Propagator der freien Fermionen im Impulsraum, welcher
sich aus der Inversion des Dirac Operators ergibt. Im Falle m = 0 ist dieser

—ia~! Zu Vusin(ppa)
a2 Zu sin(p,a)?

Der Kontinuumslime fithrt mit lim,_,o sin(p,a) = p,a zum korrekten Kontinuumspropa-
gator

D(p)~" = (3.13)

—i Z 'Yupu

e (3.14)

D(p>_1 }a—>0

Die Masse eines Fermions wird durch den Pol seines Propagators bestimmt. Im Kontinu-
umsfall liegt dieser bei p = (0,0,0,0). Auf dem Gitter treten jedoch weitere Nullstellen
des Nenners auf, etwa bei p = (7,0,0,0). Insgesamt treten 15 dieser Doppler genannten
zusédtzlichen Fermionen auf. Um diese zu entfernen, existieren alternative Formulierung
der Fermionenwirkung. Die einfachsten davon beschreibt die sogenannten Wilson Fer-
mionen [11]. Mit der Notation v_, = —v, lautet diese

b(n)(r "n — f)(n — r
Sl U —a“Z(Z n)(r + 3 U (n — )3 u)+(m+4_)w(n))_

2a a
neA \p==1

(3.15)

Die zusétzlichen Terme bewirken, dass die Doppler eine zusétzliche, vom Gitterabstand
a abhéngige, Masse erhalten. Diese divergiert im Kontinuumslimes, wodurch die Doppler
im Kontinuum aus der Theorie verschwinden.
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.—>—.Uu(x1) ® (r3)

Abb. 3.1: Schematische Darstellung eines zweidimensionalen Gitters mit Plakette Uy,
Linkvariabel U,, und Quarkfeld .

3.2.2 Eichantaeil

Da die Linkvariablen Eichfelder reprisentieren wird der Eichanteil der Wirkung aus
Links konstruiert. Dazu ist zu beachten, dass eine einzelne Linkvariable keine eichin-
variante Grofle ist und daher nicht zur Konstruktion einer eichinvarianten Wirkung
verwendet werden kann. Die Spur iiber einen geschlossenen Pfad aus Links ist jedoch ei-
chinvariant, der kiirzeste geschlossene Pfad aus Links wird Plakette genannt (sieche Abb.
3.1)

U (1) = Un(m)Uy(n + )U-(n + fi+ 2)U_ (n + D)

— U ), -+ AU+ 2 (). (10

Dabei bezeichnen U_,(n + ©) und UJ(n) denselben Link mit entgegengesetzter Rich-
tung. In einer solchen Kette heben sich alle Transformationsmatrizen bis auf die zwei an
Anfangs- und Endpunkt weg, so dass gilt

= [ v U'] = Q(ne) PIUIQ (ng). (3.17)
(n,u)eL

Wird hiervon die Spur genommen, heben sich die beiden letzten Transformationsmatri-
zen aufgrund der zyklischen Natur der Spur ebenfalls weg

U'—Sp{ H U, (n ]:Sp{ no) H Uu( QTno]—Sp{ H Uyu( } L[U].
(n,u)eL (n,u)eL (n,u)eL

(3.18)

Aus solch einem eichinvarianten Objekt kann eine Wirkung zur Beschreibung des Eich-
feldes konstruiert werden. Die einfachste Moglichkeit mit Plaketten eine Eichwirkung zu
konstruieren ist die sogenannte Wilson-Wirkung:

SwlU] = N, B=x (3.19)
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Das ist eine Summe iiber alle moglichen Plaketten auf dem Gitter. Genau wie bei
dem Fermionenanteil ist dies nur die einfachste Moglichkeit eine eichinvariante Wirkung
mit dem korrekten Kontinuumslimes zu formulieren. Mithilfe der Campbell-Hausdorff-
Formel lésst sich der Kontinuumslimes fiir die Plaketten berechnen:

Uy = exp(ia®(@, Ay (n) — B, A, () + il Au(n), A, (m)]) + O(a®))
= exp(ia*F,,(n) + O(a®)) (3.20)
=1 +1ia’F,,(n).

Somit ergibt sich

SwlU] = a_42 SN FuFt+0(d?). (3.21)

2
9 neN p<v

Die Wilson-Wirkung geht im Kontinuumslimes also tatséchlich in die Yang-Mills-Wirkung
iiber. Den O(a?) Fehler bezeichnet man dabei als Gitterartefakt. Wie fiir die Fermionen-

wirkung existieren in der Literatur verschiedene Eichwirkung, welche z.B. den Beitrag

grofferer Plaketten beriicksichtigen. Ziel ist dabei unter anderem, den Fehler in a zu

minimieren.
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4 Numerische Simulationen

Durch die Einfithrung eines diskreten Gitters reduziert sich die Zustandssumme (2.10)
von einem unendlich-dimensionalen Integral zu einem Integral iiber sehr viele Dimen-
sionen. Dadurch wird eine numerische Behandlung moglich. Die erfolgreichste Methode
hierfiir ist die Monte-Carlo-Methode. Da das Ziel dieser Arbeit die Untersuchung von
Bereichen ist, in welchen die Monte-Carlo-Methode versagt, werden deren Grundlagen
vorgestellt!. Auflerdem werden einige allgemeine Konzepte numerischer Simulationen
erlautert.

4.1 Monte-Carlo-Methode

Die Monte-Carlo-Methode zahlt in der statistischen Physik zu den erfolgreichsten und
meist verwendeten Methoden [20]. Sie wurde in den 40er Jahren zur computergestiitzten
Berechnung von numerischen Problemen entwickelt. Ein héufiges Ziel numerischer Si-
mulationen ist es, makroskopische Observablen eines Systems mit einer groien Anzahl
mikroskopischer Freiheitsgrade zu berechnen, etwa Temperatur oder Magnetisierung ei-
nes Festkorpers. Dies geschieht iiber die Zustandssumme

(0) = %/Dx Oe 51,
Z = l/Dxe_SM -y
Z )

mit der euklidischen Wirkung S und einer Integration iiber eine Anzahl von Freiheitsgra-
den Dx. Das denkbar einfachste nicht triviale System, welches auf diese Weise behandelt
wird, ist das Ising-Modell mit der Wirkung

S=-J SiSj, Siy Sj = +1. (42)
)

(/L.h]

Mit (4.1) lassen sich bei Kenntnis der Wirkung Observablen des Systems berechnen,
indem {iiber alle moglichen Zusténde des Systems integriert wird. Im Falle des Ising Mo-
dells, welches an jedem Punkt nur einen Freiheitsgrad mit zwei moglichen Werten besitzt,
wiiren dies bei einem dreidimensionalen Gitter mit Kantenlinge 10 bereits 2'°* a2 1030
mogliche Zusténde, iiber welche summiert werden miisste. So iibersteigt die Auswertung
der Zustandssumme selbst bei einem einfachen Modell und einem kleinen Gitter die
Moéglichkeiten der heutigen Computertechnik.

Dieses Kapitel folgt teilweise [11].
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Monte-Carlo-Simulationen bieten eine Mo6glichkeit, diesen Aufwand extrem zu reduzie-
ren, ohne dabei wesentlich an Informationen einzubiiflen. Dazu wird nur eine begrenzte
Anzahl an moglichen Zusténden des Systems ausgewéhlt und die Observable bei jeder
dieser Konfigurationen ausgewertet

(0) = lim —Y Oy, ¢,U]. (4.3)

Dies ergéibe natiirlich eine sehr schlechte Abschétzung der Observablen wiren diese Kon-
figurationen zufillig ausgewéhlt, denn die meisten moglichen Konfigurationen sind phy-
sikalisch sehr unwahrscheinlich, da sie weit iiber der Energie des Grundzustands liegen.
Ausschlaggebend fiir den Wert von (O) ist offensichtlich, welche Konfigurationen aus-
gewahlt werden.

Entscheidend fiir die Auswertung der Zustandssumme ist der aus der Wirkung gebilde-
te Faktor e~°. Dieser versieht jede Konfiguration mit einem Gewichtungsfaktor, wobei
solche mit grofler Wirkung exponentiell unterdriickt werden.

Aus diesem Grund sollte die Berechnung der Observable nur einen Bruchteil der in
der Zustandssumme vorkommenden Zustdnde bendtigen, ndmlich gerade jene, welche
eine Minimierung der Wirkung bewirken. Dies bewirkt eine gewaltige Reduktion der
benotigten Rechenzeit.

Die Ausgangsidee der Monte-Carlo-Methode ist es nun, dass die zur Auswertung her-
angezogenen Konfigurationen zufillig mit einer Wahrscheinlichkeit oc e~ ausgewiihlt
werden. Diesen Vorgang bezeichnet man als importance sampling. So sollte, trotz der
Vernachlédssigung eines Grofiteils der Zustédnde, das Ergebnis gegen den korrekten Wert
streben.

4.1.1 Markow-Kette

Nun wird noch ein Algorithmus benétigt, welcher die gesuchten Zusténde entsprechend
der vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung auswéhlt. Es wére kaum praktikabel,
alle moglichen Zusténde des Systems zu speichern und ihnen eine Wahrscheinlichkeit
zuzuweisen. Stattdessen bedient man sich dem Prinzip der Markow-Kette. Dies ist ein
Prozess, welcher ausgehend von einem Ursprungszustand sequenziell weitere Zustdnde
erzeugt

U()—)Ul —>U2—> (44)

Dabei geschieht jeder Ubergang mit einer gewissen Warscheinlichkeit P(U, — U,11) =
P(U — U"). Offensichtlich sollte gelten

Y PU-U) =1, (4.5)

d.h. die kombinierte Wahrscheinlichkeit, dass der Zustand in irgendeinen Zustand (in-
klusive sich selbst) iibergeht, ist 1.
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Eine weitere Bedingung ist die Ergodizitéat. Sie besagt, dass jeder Zustand von jedem
Zustand aus erreichbar ist, selbst wenn dazu eine sehr grole Anzahl von Schritten not-
wendig ist. Wiirde dies nicht gelten, gibe es Gebiete im Konfigurationsraum, welche
voneinander isoliert sind. Dies wiirde dazu fiithren, dass das Ensemble an produzierten
Zustanden davon abhéngen wiirde, wo im Konfigurationsraum der Ausgangszustand lo-
kalisiert ist, d.h. von der Wahl von Uj.

Die letzte Bedingung ist die sogenannte detailed balance(engl. detailliertes Gleichgewicht)
Bedingung. Sie besagt, dass wenn es zwei Zustdnde U und U’ gibt, fiir diese gelten muss:

PU=U) b
A / 4
PO SU) ¢ (4.6)

Dies garantiert, dass sobald der Vorgang ein Gleichgewicht erreicht hat, die auftretenden
Zustande geméaf der Boltzmannverteilung verteilt sind.

4.1.2 Metropolis-Algorithmus

Die oben genannten Bedingungen miissen immer erfiillt werden, aber es gibt verschiedene
Moglichkeiten, dies zu tun. Diese fithren zu unterschiedlichen Monte-Carlo-Algorithmen,
welche sich hinsichtlich ihrer Effizienz wesentlich unterscheiden kénnen. Darunter zéhlt
der Metropolis-Algorithmus zu den bekanntesten und meist genutzten. 2.

Dieser wihlt, ausgehend von einem Anfangszustand U, welcher beliebig sein kann, zu-
nichst einen neuen Zustand U’ aus. Wie diese Auswahl vonstatten geht ist dabei nicht
festgelegt. Ess konnte zum Beispiel durch Veréndern eines Freiheitsgrades an einem Punkt
des Gitters geschehen. Die Energiedifferenz zwischen U und U’ betragt AE = Ey—Ey =
S[U’] — S[U] Der neue Zustand wird mit folgender Wahrscheinlichkeit akzeptiert

—AAE AFE
PU U = {e ,  wenn > 0 (@7)

1, ansonsten

Wird der neue Zustand akzeptiert, geht das System in diesen iiber und es wird ein neuer
Zustand U” ausgew#hlt, z.B. indem am néchsten Gitterpunkt eine Verinderung vorge-
nommen wird. Wird er dagegen verworfen, wird ein neuer Zustand U’ erzeugt. Dieser
Schritt wird fiir jeden Freiheitsgrad des Systems durchgefiihrt, ein kompletter Durchlauf
durch das Gitter wird als sweep(engl. Durchlauf) bezeichnet.

Der Metropolis-Algorithmus akzeptiert stets energetisch giinstigere Zusténde, dies ga-
rantiert ein schnelles Annéhern an den Grundzustand des Systems. Doch auch Zusténde
mit hoherer Energie werden mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit akzeptiert. Dies wird
wahrscheinlicher, wenn § = 1/7 klein ist, also bei hoher Temperatur. Dies entspricht
der Beobachtung, dass ein System bei niedriger Temperatur den Grofiteil der Zeit im
Grundzustand verbringt, wihrend es bei hoher Temperatur auch zunehmend angeregte
Zusténde besetzt.

2Mit dem Metropolis-Algorithmus erzielte Ergebnisse werden in Kapitel 7 als Referenzwerte benutzt.
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4.1.3 Simulationen bei endlicher Dichte

Monte-Carlo-Simulationen sind bei vielen Fragestellungen und vielen verschiedenen Sy-
stemen extrem erfolgreich. Dennoch ist der Bereich, in dem sie angewendet werden
konnen, durch den ihnen zugrunde liegenden Mechanismus begrenzt. Dies zeigt sich bei
der Betrachtung von System mit endlicher Fermionendichte. Ein solches System enthélt
neben dem Eichteil der Wirkung Sg einen die Fermionen beschreibenden Anteil Sg

7 = / DUDYDype 56 5F (4.8)
Die Fermionenwirkung kann ausintegriert und als Determinante geschrieben werden
7 = / DUe *cdet|D(U,mys, )] . (4.9)

Wie oben gezeigt, basiert die Monte-Carlo-Methode darauf, die Wirkung als Wahrschein-
lichkeitsgewichtung zu interpretieren. Dafiir muss der Beitrag jedoch reell und positiv
sein. Fir y = 0, d.h. fiir verschwindende Fermionendichte, ist dies der Fall. Es gilt jedoch
fur die SU(3) Fermionendeterminante

reell und positiv, wenn p =0

det[D(U,my, p)] = { (4.10)

komplex, wenn p # 0

Eine komplexe Zahl kann jedoch nicht als Wahrscheinlichkeit interpretiert werden. So
ist kein Importance Sampling méglich, und die Monte-Carlo-Methode scheitert bei der
Beschreibung von Systemen mit endlichem chemischen Potential. Dieses als sign problem
(engl. Vorzeichenproblem) bekannte Problem ist bis heute ungelost und behindert die
Erforschung des QCD-Phasendiagramms.

Um die Stérke des Vorzeichenproblems zu beurteilen, betrachtet man den sogenannten
Phasenfaktor

det[D(U,my, p)] = €' |det[D(U, my, p1)| . (4.11)

Ist {¢'®) ~ 1 besteht kein Vorzeichenproblem. Hier kénnen ohne Probleme Monte-Carlo-
Techniken angewendet werden. Je kleiner (e*) oc e~*™V jedoch wird, desto grofier
wird das Problem.

In Abb. 4.1 ist schematisch dargestellt, wie der Realteil des Wahrscheinlichkeitsmafles
bei der Integration iiber die Feldkonfigurationen fluktuieren wiirde. Um das korrekte
Ergebnis zu erhalten, wiirde man alle Konfigurationen kennen miissen, da das Ergebnis
in hohem Mafle davon abhéngt, wie sich positive und negative Beitrage wegheben.

4.1.4 Umgehen des Vorzeichenproblems

Trotzdem hat es einige Versuche gegeben, dieses der Monte-Carlo-Methode zugrunde
liegenden Beschréankungen zu umgehen [12]. Der einfachste Weg zur Losung der Probleme
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Re P(u)

Abb. 4.1: Fluktuation des Realteils der Wahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit der Konfi-
gurationen U bei komplexer Wirkung. Die Beitrdge sind stark oszillierend und
heben sich gegenseitig auf.

bei der Simulation von Fermionen ist die sogenannte Quenched Approximation [21]. Diese
besteht darin, die Fermionendeterminante als konstant zu betrachten:

det[D(U, my, v)] = const. (4.12)

Dies entspricht einer Vernachlédssigung aller Fermionen Loops bei der Berechnung von
Korrelationsfunktionen und stellt damit den Grenzwert unendlich schwerer Quarks dar.
Somit ergibt sich eine radikale Vereinfachung der Dynamik des Systems, trotzdem wurde
dieser Ansatz in der Vergangenheit oft genutzt. In der Praxis sind damit Geschwindig-
keitszuwéchse von mehreren Groflenordnung moglich, allerdings auf Kosten der vollstandigen
Vernachlassigung der fermionischen Dynamik.

Eine andere Moglichkeit ist Reweighting [22]. Diese basiert darauf, dass ein nicht-positive
Wahrscheinlichkeitsgewichtung in eine positive umgewandelt wird. Der komplexe Teil
wird in die Observable einbezogen, welche nun mit dem wohldefinierten Mafl bei pg = 0
bestimmt wird:

(4.13)

e—S6l8.U e .
206,10 = 2, Pdet[D(U, 2

e=SclboUldet[D(U, my, )]

Die auszuwertende Observable wird also mit einem Gewichtungsfaktor versehen und
dann bei den bekannten pp-Konfigurationen ausgewertet.

Das Problem dabei ist, dass die fiir die Observable wichtigen Konfigurationen nicht not-
wendigerweise oft in der urspriinglichen Verteilung der p = 0 Konfigurationen vorkom-
men. Dies wird als Owverlap Problem bezeichnet. Dieses Problem wird mit wachsender
Entfernung zu den Ursprungsparametern exponentiell grofler und ist deswegen auf den
Bereich kleinen chemischen Potentials und hinreichend hoher Temperatur beschrankt.
Eine weitere Methode ist die Entwicklung in %. So kann etwa der Druck eines Systems
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als
p=WZ=T ;:0 con(T) (f) (4.14)

entwickelt werden. Da die Zustandssumme und damit auch alle thermodynamischen
o

Observablen symmetrische Funktionen von % sind, treten nur gradzahlige Exponenten
des Entwicklungsfaktors auf. Da die Entwicklung auf einem kleinen Wert von £ beruht,
ist auch sie auf den Bereich kleinen chemischen Potentials beschrankt.

Das Vorzeichenproblem verschwindet, wenn das chemische Potential imaginéar wird, yu =
11;. So kann das System bei imagindren chemischen Potential simuliert und Observablen
als Funktion von p? untersucht werden. Dann wird versucht, das Verhalten in dem
mit imaginiren chemischen Potential zuginglichen Bereich py? < 0 nach p? > 0 zu
extrapolieren [23].

Zusammengefasst lasst sich sagen, dass die Simulation von endlichen Fermionendichten
Fortschritte gemacht hat, welche jedoch alle engen Beschrankungen unterliegen. Damit

ist die Erforschung alternativer Herangehensweisen notwendig.

4.2 Numerische Methoden der Auswertung

Bevor im néchsten Kapitel als Alternative zur Monte-Carlo-Methode die stochastische
Quantisierung eingefiithrt wird, sollen einige fiir die Durchfithrung numerischer Simula-
tionen wichtige Themen kurz erldutert werden. Der Schwerpunkt liegt dabei weniger auf
den mathematischen Details als vielmehr auf den fiir diese Arbeit praktisch relevanten
Konzepten.

4.2.1 Bootstrapping

Von besonderer Wichtigkeit bei Gittersimulationen ist die korrekte Analyse der Da-
ten. Ohne verldssliche Abschétzung des Fehlers sind die gewonnenen Ergebnisse nur
von geringem Wert. Um eine verldssliche Abschétzung des statistischen Fehlers eines
Messwertes zu erhalten ist es notig, die Verteilung einer groflen Anzahl von Messwerten
zu kennen. Oft ist diese Verteilung aber nicht bekannt oder die Produktion einer hinrei-
chend groflen Anzahl Messwerte zu aufwendig. Um trotzdem verlédssliche Abschétzung
des Fehlers zu erhalten gibt es verschiedene Methoden. Eine der meist genutzten Me-
thoden, welche hier ebenfalls verwendet werden soll, ist Bootstrapping [12].

Dazu sammelt man zunéchst eine moglichst grofle Menge an Messwerten. Die Grofie
dieser Menge ist natiirlich von der Komplexitdat der Simulation und der zu Verfiigung
stehenden Rechenleistung begrenzt. Nun hat man eine Menge von N Messwerten, aus
welchen sich ein Mittelwert a bestimmen lésst. Um nun den Fehler des Messwertes zu
bestimmen generiert man aus den Daten ein neues Ensemble von Messwerten. Dazu wird
N mal zuféllig ein Element des urspriinglichen Ensembles zu dem neuen Ensemble hinzu-
gefiigt. Dabei wird jedoch das Element nicht aus der Ursprungsmenge entfernt, deshalb
ist es moglich, dass ein Messwert mehrfach im neuen Ensemble auftaucht. Aus diesem
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neuen Ensemble wird nun wiederum ein Mittelwert a,; berechnet. Dieser Vorgang wird P
mal wiederholt, wobei dieser Wert natiirlich wieder durch die Rechenleistung beschréankt
ist, aber moglichst groff sein sollte. Die Varianz betrigt dann

2 1 d —\2
o —F;(ai—a) (4.15)

mit dem Durchschnittswert

el

1 P
a=5> a. (4.16)
=1

4.2.2 Finite Size Scaling

Alle Simulationen sind aus praktischen Griinden auf endliche Gitter begrenzt. Obwohl
durch die Verwendung periodischer Randbedingungen keine Gitterpunkte am Rand lie-
gen, hat dies spiirbare Auswirkung auf das Verhalten des Systems.

Dazu betrachtet man die sogenannte Korrelationslédnge £. Sie ist ein Maf fiir die Reich-
weite von Wechselwirkungen zwischen Gitterpunkten. So fallen etwa in einem Spinsystem
die Korrelationsfunktionen der Magnetisierung, welche definiert sind als

L(r) = (m(ri)m(rz2)) — (m(r1))(m(rz)) (4.17)

bei wachsendem Abstand r = r; — ry exponentiell mit I'(r) o e -1 ab.

Am kritischen Punkt 7, eines Phaseniibergangs divergiert die Korrelationslinge als
¢ o< (=)™, wobei v eine charakteristische GréBe des betrachteten Systems ist. In
einem Gitter endlicher Grofle ist dies natiirlich nicht moglich, die Korrelationsldnge
ist auf die Ausdehnung des Gitters begrenzt. Diese Begrenzung wird cutoff (engl. Ab-
schneiden) genannt. Soll nun der kritische Punkt oder die kritischen Exponenten eines
Systems bestimmt werden, ist dies immer nur als Funktion der Gittergroflie moglich,
T. = T.(L). Eine Moglichkeit, den kritischen Punkt fiir ein System im thermodyna-
mischen Limes zu bestimmen ist es, eine Reihe von Messungen bei unterschiedlicher
Gittergroflen durchzufithren. Der thermodynamische Limes ergibt sich dann aus der Ex-
trapolation fiir L — oco. Der Zusammenhang zwischen Gittergrofie und cutoff-Effekten
kann entweder unbekannt oder aufgrund von theoretischen Uberlegungen bekannt sein.
Im ersten Fall muss eine hinreichend grofie Anzahl von verschiedenen Gittergréfien si-
muliert werden, um den Zusammenhang zu quantifizieren.

Als Richtlinie fiir die zu wahlenden Dimensionen des Gitters gilt [24]

a < &< aN, (4.18)

Das garantiert, dass das verwendete Gitter einerseits fein genug ist, um die Dynamik
auf der relativen Skala nicht zu sehr zu vereinfachen. Andererseits ist durch die zweite
Relation garantiert, dass das verwendete Gitter grof§ genug ist, um starke Randeffekte
zu vermeiden. Natiirlich wird es, sobald ¢ divergiert, nicht mehr mdglich sein, diese
Bedingung zu erfiillen.
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4.2.3 Autokorrelation

Um festzustellen, wie viele Konfigurationen nétig sind um eine verléssliche Abschétzung
einer Observable zu bekommen, betrachtet man die Korrelationszeit des Systems. Sobald
sich ein thermisches Gleichgewicht eingestellt hat, wird jeder Zeitschritt den Zustand
des Systems nur geringfiigig d&ndern, deswegen sind Konfigurationen, welche nur wenige
Sweeps auseinander liegen, korreliert. Wenn nun der Zeitraum, iiber welchen man eine
Observable misst, nicht grof3 genug ist im Vergleich zur Korrelationszeit lduft man Ge-
fahr, den Fehler der Messung als zu klein einzuschétzen und unzuverlédssige Ergebnisse
zu erhalten. Dies nennt man Autokorrelation. Angenommen man hat eine Reihe von
Messungen einer Observable X; die an aufeinander folgenden Zeitschritten mit Index i
gemessen wurden , berechnet man die Autokorrelation als [11]

Cx(t) = Ox(Xy, Xivt) = (XiXige) — (Xi) (Xige-) (4.19)

Betrachtet wird nun der expontielle Abfall des Verhéltnis

Ty (t) = gj((é)) ~ exp (;—;) : (4.20)

Tx bezeichnet man als Autokorrelationszeit der Variabel X. Ist die Zeit zwischen zwei
Messungen t, so ergibt dies einen systematischen Fehler aufgrund der Korrelation von

—t
O(e7x ). Um systematische Fehler zu vermeiden, sollte darauf geachtet werden, dass
Messungen von Observablen mindestens iiber mehrere Korrelationszeiten laufen, was
bei allen im Folgenden untersuchten Systemen beriicksichtigt wird.
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5 Langevin-Dynamik

Die Langevin-Dynamik, oder auch Stoachastische Quantisierung, stellt eine Alternative
zur im letzten Kapitel vorgestellten Monte-Carlo-Methode dar. Thre Anwendung ist der
Hauptfokus dieser Arbeit.

5.1 Ausgangsidee

Die Grundidee der Stochastischen Quantisierung ist es, eine euklidische Feldtheorie als
ein mit einem Wirmebad verbundenen statistischen System zu betrachten [25, 26, 27].
Die thermischen Fluktuationen werden dabei durch ein weifles Rauschen' simuliert, wel-
ches alle Freiheitsgrade des Systems beeinflusst.

Das einfachste Beispiel eines solchen Systems ist die durch thermische Fluktuationen
verursachte Brown’sche Bewegung eines Teilchens [28]. Ein hinreichend kleines Teilchen
bewegt sich durch Stole mit Molekiilen des es umgebenden Mediums auf unregelméfigen
Bahnen hin und her. Zur Beschreibung dieses Verhaltens stellte Paul Langevin 1908 die
Langevin-Gleichung auf:

R

Tar T %a

Der erste Term auf der rechten Seite beschreibt die Reibung des Teilchens mit Masse

m. Die Stiarke der Reibung wird als linear zur Geschwindigkeit angenommen und ist

durch einen freien Parameter o parametrisiert. Der zweite Term beschreibt die zuféllige

Krafteinwirkung durch Kollisionen mit benachbarten Teilchen. Fiir diesen Rauschterm

wird eine Gaufsche Verteilung angenommen. Zudem soll die Krafteinwirkung isotrop

sein, sodass sie sich iiber grofle Zeitrdume zu Null mittelt, auflerdem sollen die Stofle

rein zuféllig, also nicht korreliert, sein. Diese Forderungen lassen sich fiir zwei Teilchen
i und j zu den Zeitpunkten t und ¢ wie folgt formulieren

(mi()n; (1)) = 2A8:(t — '), (mi(1)) =0, (5.2)

mit der vorerst unbestimmten, reellen Konstante \.

Im zeitlichen Mittel hebt sich der Rauschterm weg und verursacht somit keine Bewegung
des Teilchens. Die Deltafunktion garantiert, dass es keine Korrelation in der Zeit gibt
und der Rauschterm unabhingig vom Zeitpunkt oder der Bewegung des Teilchens ist.
Gleichung (5.1) lésst sich formal losen durch

+ 1. (5.1)

v(t) = e mw(0) + %/0 e~ m Dy (r)dr. (5.3)

!Bei weilem Rauschen sind zeitlich getrennte Ergeignisse nicht korreliert
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Der erste Term beschreibt lediglich das durch Reibung exponentielle Abfallen der An-
fangsgeschwindigkeit und kann daher mit der Annahme v(0) = 0 vernachléssigt werden.
Daraus léasst sich der Erwartungswert der kinetischen Energie eines der Brown’schen
Bewegung unterliegenden Teilchens berechnen

1 (2t—7— T/ /
§m<v(t)v §mﬁ/ dT/ drem( (n(7)77(7’)> )
= -—(1 — et

Da wir am Zustand des thermischen Gleichgewichts interessiert sind, wird ¢ als grofl
angenommen und es ergibt sich

3A

(B} = 2a°

(5.5)
Mit dem aus der Thermodynamik bekannten Erwartungswert fiir die kinetische Energie
eines Teilchens im thermischen Gleichgewicht, Ej = %kT, lasst sich A = kT« ablesen.
Dies bedeutet, dass die Reibung die der Bewegung eines Teilchens entgegenwirkt, mit der
Stiarke der thermischen Fluktuationen zusammenhéngt. Dies ist als das Fluktuations-
Dissipations-Theorem bekannt [25].

5.2 Langevin-Dynamik in Feldtheorien

Die Idee des obigen Ansatz auf Feldtheorien zu erweitern wurde 1981 von Parisi und
Wu présentiert [29]. Normalerweise werden Korrelationsfunktionen eines euklidischen
Systems mit Wirkung S[¢] durch Integration tiber die Freiheitsgrade des Systems be-
rechnet

I Do p(a1)...p(wn)e™®
| Dge—>

Stattdessen schlugen Parisi und Wu vor, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung e
ebenfalls als stationédres Gleichgewicht eines stochastischen Prozesses hergestellt wer-
den kann.

Dazu wird eine fiktive fiinfte Zeitdimension eingefiihrt:

o(z) = ¢(x,0) (5.7)

Diese hat keine physikalische Bedeutung, sie ist die Dimension, in der sich das System
zum stationédren Gleichgewicht entwickelt. Sie wird deswegen auch Langevin-Zeit ge-
nannt.

Das System soll sich in dieser neuen Zeit geméfl der Langevin-Gleichung entwickeln

09(w.0) _ oSl
90 56(x,0)

< d(x1)...P(xy,) > = (5.6)

n(x,0), (5.8)
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mit den Bedingungen, dass der Rauschterm gauf3formig und ohne raumliche oder zeitliche
Korrelation ist

(n(z,0)) = 0

(O, 0) = 25(x —2)5(0 — 0) (59)

Das System befindet sich, abgesehen von dem Rauschterm, in einem stabilen Zustand,
wenn der sogenannten Driftterm gegen Null gehen

olel (5.10)

do(x,0)

Das ist die Losung der klassischen Feldgleichungen.
Um Observablen zu ermitteln muss iiber das Rauschen gemittelt werden:

Do p(1,6)..0(xn, 0,,)e 1/ 4 zdon’(z.0)

<¢(l’1, 01)¢($n, 0”)>77 f nge—% [ drxdon?(z,0)

(5.11)

Die Annahme ist nun, dass die durch diesen Prozess definierten Erwartungswerte im
Limes # — oo mit den entsprechenden Greens-Funktionen iibereinstimmen

lim < ¢(xq,61)...0(xp, 0,) >, = < ¢(x1)...0(xy) > (5.12)

6— 00

Mit (5.11) ist dies gleichbedeutend mit der Annahme, dass sich die durch den Langevin-
Prozess erzeugte Wahrscheinlichkeitsverteilung P[¢, 6], deren Entwicklung durch die
Fokker-Planck Gleichung

oP s 55 5
= Trsten (ot * sty P00 (519

beschrieben wird, die Verteilung e~ als Grenzwert fiir § — oo hat.

5.3 Implementierung
Um Gleichung (5.8) numerisch zu lésen muss die Langevin-Zeit diskretisiert werden
0=en. (5.14)

Dabei ist € die Schrittweite. Bestimmend fiir die Entwicklung des Systems ist der Drift-
term. Ist die Wirkung komplex, wie z.B. im Falle nicht verschwindenen chemischen
Potentials in einer Theorie mit Fermionen, werden diese Driftterme ebenfalls komplex
sein. Dadurch werden alle Freiheitsgrade komplex, auch wenn diese zu Beginn rein reell
waren.

o(z,0) — ¢ (x,0) + i (z,0) (5.15)
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05[¢]

K% (z) = —Re '
5925(3779) SR +ig!
(5.16)
I 05[9]
K'(z) = —Im
0¢(x,0) R 4igp!
Im einfachsten Fall wird Gleichung (5.8) per Euler-Integration gelost
6 (e, 1) = 67 (e, n) + K, m) + v (e, ) -

o' (z,n+1) = ¢! (z,n) + eK'(2,n),

was zu einem durch die endliche Schrittweite verursachten Fehler O(e) fiihrt?.

Friithere Versuche in den 80er Jahren diese Technik auf Modelle anzuwenden, welche auf-
grund einer komplexen Wirkung unter dem Vorzeichen Problem leiden, scheiterten trotz
anfianglicher Erfolge [31, 32]. Systeme konvergieren teilweise zu falschen Verteilungen
[33], ohne dass bekannt ist, wann und warum dies geschieht.

Das zweite Problem war das Auftreten numerischer Instabilitéten [34]. Dieses Problem
entsteht durch die komplexe Erweiterung ¢(x) — ¢%(x) + ¢/(x) der Freiheitsgrade.
Auch wenn diese Freiheitsgrade vorher Elemente einer kompakten Mannigfaltigkeit wa-
ren, muss dies danach nicht mehr der Fall sein, so dass ¢®(z) zwar beschrinkt ist jedoch
—o00 < ¢!(z) < oo gilt. Im Phasenraum des Systems werden dann Trajektorien existie-
ren, auf denen gegen unendlich strebende Driftterme existieren.

Die Anfélligkeit fiir dieses Problem scheint jedoch von Modell zu Modell sehr unter-
schiedlich zu sein. Wahrend es bei manchen ausreichend ist, lediglich die Schrittweite
€ klein genug zu wéhlen, treten die Instabilititen bei anderen derart héufig auf, dass
es kaum moglich ist, ein thermisches Gleichgewicht zu erreichen, bevor die Simulation

abbricht.

5.4 Adaptive Schrittweite

Zwar lassen sich die beschriebenen Instabilitédten in einigen Féllen durch Minimierung
der Schrittweite (5.14) beheben, allerdings fiihrt dies zu einem Ansteigen der benétigten
Anzahl von Simulationsschritten, um etwa ein Gleichgewicht zu erreichen oder statistisch
unabhéngige Messwerte zu erhalten. Im Allgemeinen gilt, dass die benétigte Rechenzeit
um z.B. ein Gleichgewicht zu erreichen proportional zu ¢! ist. Zur Losung dieses Pro-
blems wurde kiirzlich in [34] vorgeschlagen, eine adaptive Schrittweite einzufithren. Dazu
wird in jedem Zeitschritt n der maximale Driftterm bestimmt

K™ = max /(KR + (K1)2. (5.18)

Zusétzlich wird ein Durchschnittswert fiir die maximal zulédssigen Driftterme fiir stabile
Simulationen benétigt, (K™*). Dieser muss vorher bestimmt werden. Die Schrittweite

2Durch verbesserte Integrationsverfahren, wie z.B. das Runge-Kutta-Verfahren, lisst sich dieser Fehler
auf O(e?) reduzieren [30].
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eines Zeitschritts ergibt sich dann aus

B <szzz>

€, = €
max
Kn

(5.19)

Dabei ist € der einzige einstellbare Parameter, er stellt die gewiinschte Schrittweite dar.
Dies ist die Schrittweite, mit der das Programm lauft, solange keine zu grofien Driftterme
auftreten. Treten grofie Driftterme auf, wird ¢, kleiner. Dies bewirkt, dass der Rausch-
term in (5.17) relativ zum restlichen Driftterm immer grofier wird, da dieser nur mit /e
eingeht. Dadurch ist die Entwicklung des Systems im Grenzfall sehr grofiler Driftterme
praktisch nur noch durch den Rauschterm bestimmt, welcher dadurch das System von
der kritischen Trajektorie wegbewegt. Sobald dies geschehen ist, wird die Schrittweite
wieder erhoht und die Entwicklung des Systems wieder durch die Driftterme bestimmt.
Um eine korrekte statistische Signifikanz zu garantieren, miissen Observablen bei der
Verwendung einer adaptiven Schrittweite entsprechend gewichtet werden

Zn ETLO”
Zn 677» .

Die Observablen werden iiber eine konstante Langevin-Zeit ermittelt, es gilt also > €, =
const.

Generell scheinen Systeme mit grofem Volumen anfilliger fiir Instabilitdten zu sein,
da es hier mehr Mdglichkeiten gibt, auf kritische Trajektorien zu gelangen. Hier muss
tendenziell ein kleinerer Wert fiir € gewéhlt werden, was die benotigte Rechenzeit steigert.

<0 >= (5.20)

5.5 Konvergenz

Neben numerischen Instabilitédten leiden Langevin-Simulationen unter dem Problem der
falschen Konvergenz [35, 36, 30]. Dies bedeutet, dass die Simulation bei einer falschen
Verteilung P # e~ zum Gleichgewicht kommt und deswegen falsche Erwartungswerte
liefert. Dies tritt nur auf, wenn die simulierte Wirkung komplex wird. Im Falle einer re-
ellen Wirkung lasst sich zeigen, dass die Verteilung stets gegen den korrekten Grenzwert
P = ¢ konvergiert [25]. Dies ist natiirlich duBerst unbefriedigend, da besonders die
Behandlung komplexer Wirkungen interessant ist.

Um diesem Problem zu begegnen, wurde in [37] ein Kriterium vorgeschlagen mit dem
sich zumindest abschétzen lédsst, ob eine Simulation zu einem richtigen oder falschen
Wert konvergiert. Dies ist besonders dann wertvoll, wenn keine Vergleichsdaten aus an-
deren Ansétzen vorhanden sind.

Den Argumenten in [37] und [30] folgend, betrachtet man zunéchst zwei verschiede-
ne statistische Gewichte, einerseits das komplexe MaB e~*dx wie es in Monte-Carlo-
Simulationen verwendet wird und andererseits das Mafl Pdrdy mit dem reellen und
positiven Mafl P, wie es in einer Langevin-Simulationen vorkommt. Dabei sei dx der
einzige Freiheitsgrad des Systems, welcher durch den Langevin-Prozess einen komplexen
Anteil dy erhélt.
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Wiinschenswert wére es nun, dass Erwartungswerte, die beziiglich dieser zwei Mafle aus-
gewertet werden im Limes 6 — oo iibereinstimmen, dass also die Langevin-Simulation
dieselbe Wahrscheinlichkeitsverteilung produziert wie eine Monte-Carlo-Simulation.

Das Mafl P entwickelt sich in der Langevin-Zeit 6 geméafl der Fokker-Planck-Gleichung

S Pa,y:0) = L' Pla,y:0) (5.21)

mit dem Fokker-Planck-Operator
L"=V,|V, - K,]-V,K,. (5.22)

Ebenso entwickelt sich das komplexe MaB p(x;60) oc e,

5P 0) = Lopla;6), (5.23)
mit dem komplexen Fokker-Planck-Operator
LT = V,[V. + (V.S(2))). (5.24)

Die Erwartungswerte beziiglich der verschiedenen Mafle berechnen sich mit

(O = .0 + )Pz, y; 6)dedy
o J P(x,y;0)dxdy

_ J Oz +iy)p(x; 0)dx

et = T s 0)ds

Fiihren beide Methoden im Grenzfall & — oo zu denselben statistischen Gewicht, muss
bei gleichen Anfangsbedingungen gelten:

(O)p@) = (O) p(6)- (5.26)

Gilt dies, fiihrt die Verwendung der Langevin-Dynamik zu denselben Ergebnissen wie
eine Monte-Carlo-Simulation, denn dann konvergiert das statistische Gewicht P(x,y;0)
im Limes 6 — oo gegen die korrekte Verteilung ~ e,

Um dies zu zeigen, ersetzt man die Zeitentwicklung des statistischen Gewichts durch

eine Zeitabhéngigkeit der Observablen
9,0(z;t) = LO(z;1))  (t>0), (5.27)

(5.25)

mit dem Langevin-Operator

(5.28)

wobei der Unterschied zwischen L und L verschwindet, da nur holomorphe Funktionen
betrachtet werden. Die formale Losung dieser Gleichung lautet mit den Anfangsbedin-
gungen O(z;0) = O(z)

O(z;t) = e O(2). (5.29)

30



Entscheidend fiir die Aufstellung eines Kriteriums ist die Funktion
F(t,7) = /P(x, y;t — 7)O0(x + iy; T)dzdy. (5.30)
Diese Funktion stellt eine Verbindung zwischen den beiden statistischen Gewichten her

F(t,0) = / drdyP(z,y;t)O(x +1iy; 0) = (O) p(

(5.31)
F(tt) = /dxdyP(x, y;0)0(z +iy;t) = (O) )
Um zu zeigen, dass 5.26 erfiillt ist muss F'(¢,7) unabhéngig von 7 sein, also
0 T .
8_F(t7 7)=— [ (L' P(x,y;t — 7))O(x + iy, 7)dzdy
7 (5.32)

+ /P($, y;t — 1) LO(x + iy; 7)dxdy = 0.

In [37] wird weiterhin argumentiert, dass es ausreicht, wenn diese Bedingung fiir t — oo
erfiillt ist. In diesem Fall ist LT P(z,y;00) = 0, vorausgesetzt das Wahrscheinlichkeits-
maf erreicht ein Gleichgewicht. Dann fallt der erster Term in (5.32) weg und das Krite-
rium reduziert sich zu

d
Eo = lim —F(t, 1)

t—oo AT

=0 (5.33)
= /P(a@y; 00)LO(z + iy; 0)dxdy = (LO) = 0.

Um zu beurteilen, ob eine Langevin-Simulation zum korrekten statistischen Gewicht
konvergiert, reicht es also, den Erwartungswert (LO) zu iiberpriifen.

LO = Z (( 8Z,x + Ko %m)o (5.34)

Obwohl dies theoretisch bei allen Observablen durchgefiihrt werden sollte, wird man sich
in der Praxis auf eine hinreichend grofle Zahl beschréanken miissen.

31



6 XY-Modell

Nachdem die Langevin-Dynamik eingefiihrt ist, soll sie nun an einem einfachen Modell
getestet werden. Dafiir soll das XY-Modell betrachtet werden, welches bereits zuvor
mit der Langevin-Dynamik untersucht wurde [35]. Desswegen sollen die dort erzielten
Ergebnisse reproduziert werden.

6.1 Theoretischer Hintergrund

Das XY-Modell zéhlt zu den am meisten untersuchten Modellen der statistischen Physik.
In seiner einfachsten Version ist es in zwei Dimensionen formuliert und besitzt an jedem
Gitterpunkt einen zweikkomponentigen Spin §; = (cos ¢;, sin ¢;) dessen Stellung durch
den Winkel ¢ € [0,27] beschrieben wird. Die Wirkung des Modells ist im einfachsten
Fall (ohne duferes Feld):

2
S==B> 55 =-B8Y_ > cos(¢s — Gus)- (6.1)
(4,3)

z v=0

Es werden nur Wechselwirkungen zwischen den néchsten Nachbarn beriicksichtigt. Die
Stéarke dieser Wechselwirkung ist durch die Kopplungskonstante 8, bzw. durch die in-
verse Temperatur g = ,%LT = % gegeben. Ist [ positiv, sind parallel ausgerichtete Spins
energetisch giinstiger. Interpretiert man das System als eine Gruppe von Elementarma-
gneten, ist das Modell ferromagnetisch. Umgekehrt wird das System bei negativem /3
antiferromagnetisch. Im Folgenden wird nur der Fall 8 > 0 betrachtet.

Zur Minimierung von Randeffekten werden in alle Richtungen periodische Randbedin-
gungen verwendet. Als Anfangsbedingungen bieten sich zwei Mo6glichkeiten an. Einer-
seits die zufillige Verteilung aller Spins, ein sogenannter heifler Start, bei welchem die
Energie des Systems zu Beginn hoch ist. Die andere Moglichkeit ist ein kalter Start, bei
welchem zu Beginn alle Spins in die gleiche Richtung zeigen. Bei dieser Konfiguration
ist die Energie des Systems minimal. In der Praxis zeigt sich, dass beide Mo6glichkeiten
in etwa gleich schnell zu einem Gleichgewicht fiihren.

Das Modell kann um eine zeitliche Dimensionen auf 241 Dimensionen erweitert werden.
Zur Einfithrung des chemischen Potentials werden Verbindungen in zeitlicher Richtungen
mit e ", bzw. e multipliziert, sodass die Wirkung lautet

2
S=-0 Z Z coS(Gr — Ppri — 100) (6.2)

r v=0
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Abb. 6.1: Simulation des 2D-XY-Modell auf einem 50? Gitter mit Langevin-Dynamik.
Zu schen ist die ungeordnete (links) und die geordnete Phase (rechts).

Das XY-Modell durchlauft sowohl in 2 als auch in 3 Dimensionen einen Phaseniibergang
bei einem kritischen Wert .. Der Bereich § < . ist ungeordnet, die Korrelation zwi-
schen den Spins féllt exponentiell ab. Im Bereich § > S. wird die Korrelation zwischen
den Spins stark und sie ordnen sich aneinander aus (siche Abb. 6.1), allerdings ohne
spontane Magnetisierung zu zeigen. In dieser Phase folgt die Korrelation zwischen den
Spins einem Potenzgesetz.

Durch thermische Fluktuationen einzelner Spins kommt es im XY Modell zu Bildung
von stabilen topologischen Konfigurationen welche Vortizes genannt werden (siehe Abb.
6.2 (rechts)). Ein einzelner Vortex erhoht die Energie eines Systems der Grofie L um
E o In L. Vortex-Antivortex-Paare mit Abstand r beeinflussen dagegen nur die Spins
ihrer nahen Umgebung, da sich ihre Wirkung fiir entfernte Spins authebt. Deswegen
tragen sie nur mit einer Energie proportional zu Inr bei. Aufgrund dessen ist in einem
hinreichend grofien System die Bildung einzelner Vortizes unméglich.

Oberhalb der kritischen Temperatur kommt es zur Vortexkondensation. Dies zerstort
die langreichweitige Ordnung des Systems. Die ist als Berezinskii-Kosterlitz-Thouless-
Phaseniibergang bekannt [38]. Dieser besitzt keine Diskontinuitét und keinen Ordnungs-
parameter, ist also kein klassischer Phaseniibergang erster oder zweiter Ordnung.

Es ist interessant, dieses Modell mithilfe der Langevin-Dynamik zu betrachten, da es,
dghnlich wie in der QCD, aufgrund des chemischen Potentials zu einer komplexen Wir-
kung kommt. Zusétzlich zeigen sich hier trotz der Einfachheit des Modells einige typische
Probleme von Langevin-Simulationen.

Eines dieser Probleme ist das Auftreten numerischer Instabilitdten bei der Implemen-
tierung. Diese treten durch die Diskretisierung der Langevin-Gleichung auf und koénnen
zu unbegrenzt groflen Drifttermen fithren. Die Verwendung einer adaptiven Schrittweite
beseitigt das Auftreten von Instabilitdten, vorausgesetzt € wird korrekt gewéhlt. Zur
Veranschaulichung sind in Abb. 6.2 (rechts) Schrittweite und maximale Driftterme ge-
geniibergestellt. Wie deutlich zu sehen ist, werden Ausschlége der Driftterme durch das
Anpassen der Schrittweite abgefangen. Dagegen ist es ohne diese Korrekturen selbst bei
1 = 0 kaum moglich, ein thermisches Gleichgewicht zu erreichen und Observablen zu

33



100

Schrittwaita
maximalkar Drifttarm
10

o1
am
0001 Fm, it j,l‘-"\& “J"“._m'-u“‘\z"“\'.\:*, " Yo Vui

Y | v ;‘Af" N

0.0001

1a-05

5 10 15 20 25 30 35
Langavinzail

Abb. 6.2: Vergleich von Schrittweite und maximal auftretenden Drifttermen beim XY-
Modell (links), ein Paar aus Vortex und Antivortex (rechts), jeweils auf einem
502 Gitter in der georneten Phase.
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Abb. 6.3: Korrelation néchster Nachbarn in Abhéngigkeit von § (links), Stérke des Vor-
zeichenproblems in Abhéngigkeit vom chemischen Potential (rechts), auf einem
50% Gitter (links) und einem 16® Gitter (rechts)

messen, ohne das Instabilitdten auftreten.

6.2 Implementierung

Zur Simulation der Wirkung (6.1) miissen die Driftterme (5.16) berechnet werden. Diese
sind [35]

Kff = —52 [sin(¢f - fw) cosh(@lc - aIc+z> — Udup)

+ sin(¢f — f_ﬂ) cosh(@lc — i_f, + ,uéy’o)]

K! = —BZ [cos(dy’ — ¢35) sinh(¢, — dy — 1dy0)

+cos(¢;” — ¢ ;) sinh(), — ¢, + )]
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Abb. 6.4: Links: Extrapolation der kritischen Kopplung zum thermodynamischen Limes.
Rechts: Phasendiagramm des 3D XY Modells, die geordnete Phase befindet
sich iiber, die ungeordnete Phase unterhalb der Linie.

Aus dem einzelnen Freiheitsgrad des XY-Modells ¢, werden durch die komplexe Erwei-
terung ¢, — ¢F + id! zwei Freiheitsgrade. Mit (5.17) kénnen nun fiir jeden Zeitschritt
1 die Felder aus den Feldern des vorherigen Zeitschritts ¢ — 1 bestimmt werden.

6.3 Ergebnisse fiir das 2D Modell

Um eine Abschitzung fiir die zur Messung einer Observable notigen Zeitschritte zu
erhalten, wurde zunéchst die Autokorrelationszeit des Systems bestimmt. Die Autokor-
relationszeit der Felder schwankt in Abhéngigkeit von 3, jedoch wurden keine Zeiten von
iiber n = 100 Zeitschritten bei einer Schrittweite von € = 0.05, bzw. einer Langevin-Zeit
von 6 = ne = 5 gefunden.

Wie lange das System braucht, um ein thermisches Gleichgewicht zu erreichen, ldsst
sich am zeitlichen Verlauf der mittleren Energie pro Spin beobachten. Erreicht diese ein
stabiles Minimum, ist das System im Gleichgewicht. Dies dauert im Schnitt deutlich
weniger als 1000 Zeitschritte. Zur Vermeidung systematischer Fehler wurden die Ob-
servablen iiber mindestens 5.000 Konfigurationen, also einer Langevinzeit von 6§ > 50,
gemessen.

Der Phaseniibergang des 2D XY-Modells vollzieht sich bei T, = 0.892, bzw. 5. = 1.121
[39]. Um die Anwendbarkeit der Langevin-Dynamik zu testen, soll dies nachvollzogen
werden.

Zur Bestimmung von [, ist es notig, den thermodynamischen Limes zu bilden. Dazu
werden Simulationen bei verschiedenen Gittergrofien durchgefiithrt und angenommen,
dass die Volumeneffekte proportional zu (m;L) mit der Seitenlénge des Gitters L sind. Es
wurden Simulationen bei L = 2,4, 8, 16 und 32 durchgefiihrt (siche Abb. 6.4 (links)). Als
Obersable wurde die Korrelation zwischen Benachbarten Spins (siche Abb. 6.3 (links)).
Das Ergebnisse ist § = 1.12+0.02, bzw. T, = 0.8940.02 fiir ein unendlich grofles Gitter,

was mit den Ergebnissen aus [39] iibereinstimmt.

35



Abb. 6.5: Abweichung der Wirkungsdichte S/V der Langevin-Simulation zum kor-
rekten Ergebniss, entnommen aus [35].

6.4 Ergebnisse fiir das 3D Modell

Im 3D Modell wird eine zeitliche Dimension hinzugefiigt, wodurch es méglich ist ein end-
liches chemische Potential zu beriicksichtigen. Betrachtet man den Erwartungswert von
e'® wird deutlich, dass die Stirke des Vorzeichenproblems mit wachsendem chemischen
Potential zunimmt und spétestens bei p = 3 sehr stark ausgeprigt ist (siche Abb. 6.3
(rechts)).

Es ist bekannt, dass das XY Modell in 3 Dimensionen bei g = 0 und 8. = 0.45421
einen Phaseniibergang durchlduft (siche Abb. 6.5). Mit wachsendem chemischen Poten-
tial wird S, kleiner und verschwindet im Bereich p > 4. Die mit der Langevin-Simulation
erzielten Ergebnisse sind in Abb. 6.4 (rechts) als Balken eingetragen. Die der Grenze zwi-
schen geordneter und ungeordneter Phase reprisentierende Linie wurde mit den aus [40]
stammenden Werten interpoliert. Die mithilfe der Langevin-Dynamik ermittelten Werte
sind in griin dargestellt. Wie zu sehen ist, stimmen sie innerhalb der Fehlergrenzen mit
den aus [40] entnommenen Werten iiberein.

6.5 Konvergenzkriterium

Um die Verlasslichkeit des Kriteriums (5.33) zu testen, soll es am XY-Modell angewendet
werden. Dazu machen wir uns die Tatsache zunutze, dass die Langevin-Dynamik bei der
Simulation des XY-Models im Bereich kleiner Kopplungsstéirke und kleinem chemischen
Potentials falsche Ergebnisse liefert. Dies wurde bereits in [35] festgestellt, jedoch ohne
das Kriterium auf das Modell anzuwenden. Die Stérke dieser Abweichung ist in Abb. 6.5
dargestellt.

Zunéchst wurde das Kriterium auf die geordnete Phase angewendet, in denen die Er-
gebnisse korrekt sind. Hier ist die Kopplung mit § = 0.7 stark. Zunéchste wurde als
Observable die Wirkung des Systems gewihlt. Wie in Abb. 6.6 (oben links) zu sehen ist,
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Abb. 6.6: Konvergenzkriterium in Abhéingig der Schrittweite, GittergroBe 8. Untersucht
wurden die Observablen S (obere Reihe) und n (untere Reihe), in der geord-

neten Phasen, p = 2, § = 0.7 (links) und in der ungeordneten Phase, p = 2,
B = 0.1 (rechts).

geht der Realteil von (LS) im Grenzfall € — 0 gegen null. Der Imaginérteil ist fiir alle
Schrittweiten mit Null vertraglich.

Im Fall schwacher Kopplung ergibt sich ein vollig anderes Bild (Abb. 6.6 (oben rechts)).
Hier ist das Kriterium scheinbar unabhéngig von der Schrittweite und stets nahe Null,
schwankt jedoch erheblich stirker als in der geordneten Phase.

Betrachtet man dagegen als Observable die Dichte n = 8%#52 des Systems, ist das FEr-
gebnis deutlich von Null verschieden. In der geordneten Phase (Abb. 6.6 (unten links))
ist der Realteil von (Ln) fir alle Schrittweiten mit Null vertriglich, wirend der Ima-
ginérteil deutlich von Null verschieden ist. In der ungeordneten Phase (Abb. 6.6 (unten
rechts)) ist das Verhalten umgekehrt, hier ist der Realteil von Null verschieden und der
Imaginérteil mit Null vertréglich.

Das Kriterium zeigt die fehlende Konvergenz in der ungeordneten Phase damit zwar kor-
rekt an, der Grund fiir den nichtverschwindenen Imaginérteil in der geordneten Phase
ist jedoch unklar.
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7 QCD bei endlicher Temperatur und
endlicher Dichte

Nachdem die Funktionsweise der Langevin-Dynamik an einem einfachen Modell vor-
gestellt wurde, soll nun ein wesentlich interessanteres Modell untersucht werden. Bei
diesem handelt es sich um eine aus der QCD hergeleitete effektive Theorie, mit der das
Verhalten dichter Materie bei tiefen Temperaturen untersucht werden soll.

7.1 Theoretischer Hintergrund

Die numerische Untersuchung der QCD ist extrem rechenintensiv. Deswegen verwenden
wir eine effektive Theorie, welche einerseits wesentlich kostengiinstiger zu simulieren ist,
andererseits aber moglichst viele Eigenschaften der vollen Theorie bewahrt.

Hier soll ein dreidimensionales SU(3)-Spinsystem, welches eine Niaherung der QCD im
Grenzfall groler Fermionenmassen darstellt, simuliert werden. Das Modell beruht sowohl
auf einer Starkkopplungsentwicklung als auch auf einer hopping expansion [41, 42]. Dies
fithrt zu einer dreidimensionalen effektiven Theorie. Einfachere Spinmodelle dieser Art
wurden schon frith erfolgreich mithilfe der Langevin-Dynamik untersucht [31].

7.1.1 Starkkopplungsentwicklung

Mithilfe der Starkkopplungsentwicklung léasst sich eine effektive Theorie der Eichwirkung
herleiten [24, 41]. Begonnen wird mit dem Eichanteil der euklidischen Wilson-Wirkung

9N,
g2

Z = /[dUo] [dU;] exp (2]% > (SpUy() + SpUJ(iB))>, 8= (7.1)

wobei U; rdumliche und Uy zeitliche Links sind. Die Kopplungskonstante der Gitter-
wirkung 8 wird klein, wenn die Kopplung der Kontinuums-Theorie grof8 wird. Daher
stammt der Begriff Starkkopplungsentwicklung. Wahrend Entwicklungen in der Kopp-
lungskonstante im Kontinuum nur fiir den Grenzfall verschwindender Kopplungen giiltig
sind, beruht die Entwicklung auf dem Gitter auf einer unendlich starken Kopplung.
Um eine endliche Temperatur zu simulieren, werden periodische Randbedingung in zeitli-
cher Richtung gefordert. Die Randbedingungen in rdumlicher Richtung werden ebenfalls
periodisch gewéhlt.
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Ziel der Entwicklung ist es, ein dreidimensionales Modell zu erhalten. Dies geschieht,
indem als Freiheitsgrade Polyakov-Loops verwendet werden:

Nr
L; = SpW; =Sp H Uo(25,T) (7.2)

=1

Diese bestehen aus der Spur iiber einer Kette von Links in Zeitrichtung, welche sich
einmal durch die komplette zeitliche Ausdehnung des Gitters erstrecken. Durch die Ver-
wendung der Spur handelt es sich hierbei um eichinvariante Objekte.

Das Modell entsteht durch Integration iiber die rdumlichen Links

7 = / [dUg]e 5
(7.3)

E)\151+)\252+... .

—Sesy = hl/[dUi]eXP [2]% > (SpU, + SpU;)

p

Die neuen Kopplungskonstanten sind Funktionen der urspriinglichen Parameter A\, =
Ai(B, N;). Dadurch wird eine Reduktion vom vierdimensionalen zu einem dreidimensio-
nalen Modell erreicht, denn die Polyakov-Loops enthalten nun alle Informationen iiber
die Zeitabhangigkeit des Systems. Die Entwicklung der effektiven Wirkung erfolgt iiber
eine sogenannte Charakter-Entwicklung

~Sup=1n / U T+ S deas (B)¢, (U,)] (7.4)

r#0

Uber eine Entwicklung nach Charakterfunktionen lisst sich die fithrende Ordnung der
Zustandssumme berechnen

In fithrender Ordnung beschreibt die Wirkung Wechselwirkungen benachbarter Polyakov-
Loops. Wechselwirkungen zwischen weiter entfernten Loops werden vernachlassigt. Je-
doch besteht die Moglichkeit Wechselwirkungen zwischen Loops zu summieren, welche
sich mehrmals {iber die zeitliche Ausdehnung des Gitters erstrecken. Deren Beitrag wird
mit ansteigender Windungszahl! immer kleiner, die Reihe iiber alle Beitrige lisst sich
zu einem Logarithmus aufsummieren

)\2
> (M(LiLE+ LiLy) - ?1(L§L}2 +LEL) + . =D In(1+ M(LLE+ LILy). (75)

<ij> <ij>

Die Zustandssumme der mithilfe der Starkkopplungsentwicklung hergeleiteten Theorie
lautet

Z(6,¢) _/HdLi [T +2MReL;LY) (7.6)

<ij>

!Diese gibt an, wie oft ein Polyakov-Loop sich durch die periodische zeitliche Dimension erstreckt.
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In Abb. (7.2 (links)) ist zu sehen, welche Werte in der komplexen Ebene ein Polyakov-
Loop in diesem Modell annehmen kann.

Eine Vereinfachung ergibt sich daraus, dass es moglich ist, alle Loops gleichzeitig zu
diagonalisieren und durch 2 Winkel zu parametrisieren[31]. Der Polyakov Loop ist dann

L(6, ) = e + ' 4 e(i91F92) (7.7)

Somit existieren pro Gitterpunkt nur noch zwei Freiheitsgrade mit dem Wertebereich
0,0 € [—m,m]. Der Wechsel zu Polyakov-Loops und deren Diagonalisieren erfordern
allerdings die Einfiihrung einer Ergénzung zur Wirkung durch das Haar-MaS.

Sin Sin
2 2 2

V =1n |sin®

(7.8)

7.1.2 Hopping-Parameter-Entwicklung

Als néchstes wird die Theorie um einen Anteil zur Beschreibung von Fermionen erweitert.
Dazu fithrt man eine Hopping-Parameter-Expansion durch [41]

0 1
K
S=N —SpH[UY', 7.9
f; SpHU] (7.9)
mit der hopping Matrix
v==44
H[Ulye = Y Syasa(l+3)U(2). (7.10)
v==+1

Die Variablen dieses Systems sind die SU(3) Matrizen U. Die Entwicklung basiert auf
dem Parameter x, welcher definiert ist als

1

= 7.11
& 2aM + 8 ( )

Die Néaherung ist also giiltig fiir grofe Quarkmassen M. Aufgrund der in der Hopping-
Matrix vorkommenden Deltafunktionen geben nur geschlossene Wege einen Beitrag.
Gleichzeitig liefert ein solcher Weg der Linge 1 einen Beitrag !, sodass in fithrender
Ordnung léngere Wege vernachlissigt werden kénnen. Wie bei der Eichwirkung werden
wieder Polyakov-Loops als Freiheitsgrade verwendet.

Das chemische Potential wird wie iiblich eingefiihrt, indem negative und positive Links
mit e bzw. e”* multipliziert werden, wodurch eine Asymmetrie in der Zeitrichtung
eingefithrt wird. Dies begiinstigt die Existenz von Fermionen, bzw. Antifermionen. In
fiihrender Ordnung ergibt sich die Wirkung aus sich einmal durch die zeitliche Dimen-
sion windende Polyakov-Loops.

Set = —[2N} Z(hL(a‘z’) + h(Z)] (7.12)
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mit den Kopplungskonstanten
h = (2ke™)N7 h = (2ke)N". (7.13)

Zusétzlich ist es auch moglich alle sich mehrfach iiber die N, Gitterpunkte der zeit-
lichen Dimension erstreckenden Loops zu beriicksichtigen. Diese werden mit gréflerer
Windungszahl unterdriickt und ergeben aufsummiert

Sepr = —In | [ [ det[(1 + AWz)(1 + RV ]))*Ns (7.14)

7.1.3 Fermionenanteil zur Ordnung 2

Indem in der Entwicklung (7.9) Beitrdgen in raumliche Richtung beriicksichtigt werden,
lassen sich O(k?)-Korrekturen zur Wirkung finden

Ser(O(K*)) = Y (haLiL; + ho L{LY)

<ij>
N, K? N, K?
hy = I A (QKQQM)QNTHQTC (7.15)
_ - NT/<;2 _ ]\/'ﬂ,-/{2
hy = hi N, ~ (2ke™) QNTHZTC

Bei kleinen x (und nur fiir diese ist diese Entwicklung giiltig) ist dieser Term klein
gegeniiber der fithrenden Ordnung. Wie bei der fithrenden Ordnung l&sst sich dies wieder
auf sich beliebig oft durch die zeitliche Dimension windende Loops verallgemeinern. So
lisst sich die O(k?) Wirkung als Logarithmus schreiben:

K2 W L,
- i J
11 NPT i P T

<ij>

Ser(O(K?)) = 2N;N,In [ (7.16)

Weitere Beitrige zur Ordnung O(k?) lassen sich in die Kopplungskonstanten absorbieren

6 —>B+48Nf:‘i4

—ulr 7.17
h1—>h1 (1+6N7—I{2u1 Y +) ( )
—Uu

Insgesamt lautet die Zustandssumme fiir die effektive Theorie mit Eich- und Fermionen-
anteil

Z(\, hy,p) = /[dL]eV H [(1+2AReL;L}]
<ij>
7.18)
. k2 h W, h W (
] det [(1 W) (1 + hlwg} I1 {1 — 2N} N, - Sp- +1h1W' - +1h1€4/’ .
x <ij> ¢ ¢ J

Dies ist das Modell, das im Folgenden untersucht werden soll. Es ist eine effektive Theorie
der QCD bei endlicher Temperatur und Dichte mit Polyakov-Loops als Freiheitsgrade.
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7.1.4 Zentrumssymmetrie

Das durch (7.18) beschriebene Modell ist wie zu Beginn gefordert invariant unter SU(3)-
Eichtransformationen.

N- N-
LoL=sp[[at, Q' =sp[]th. (7.19)
T=1 T=1

Die Eichinvarianz ist durch die zyklische Natur der Spur gegeben.

Die urspriingliche SU(3) Yang-Mills-Theorie besitzt noch eine weitere Symmetrie, die
Zentrumssymmetrie. Unter dem Zentrum einer Symmetriegruppe versteht man jene Ele-
mente, die mit allen anderen Elementen der Gruppe kommutieren Im Fall der SU(3) sind
dies [15]

G(SU(3)) = {1-ei"™, neN} (7.20)

Die urspriingliche Wirkung ist invariant unter Zentrumstransformationen, dies folgt aus
der Tatsache, dass die Elemente des Zentrums mit den Linkvariablen kommutieren,
wodurch die Plaketten invariant sind. Fiir Polyakov-Loops ist dies jedoch nicht der Fall

L— 5. L. (7.21)

Das bedeutet, dass die Zentrumssymmetrie der urspriinglichen Theorie gebrochen wird,
sobald (L) # 0 ist. Daraus ergibt sich die Existenz von zwei Phasen mit (L) als Ord-
nungsparameter.

Der Anstieg des Erwartungswerts des Polyakov-Loop héngt mit dem Ubergang von Con-
finement zu Deconfinement zusammen. Dies lésst sich daran sehen, dass der Erwartungs-
wert der Polyakov-Loops mit der freien Energie eines einzelnen Quarks in Verbindung
gebracht werden kann

(L) oc e PFa, (7.22)

Solange (L) = 0 ist, muss F, unendlich groB sein, was bedeutet, dass die Existenz eines
einzelnen Quarks unmoglich ist. Erst bei einem endlichen Erwartungswert fiir L wird F
ebenfalls endlich, wodurch Deconfinement moglich ist. Somit ist der Erwartungswert der
Polyakov-Loop der Ordnungsparameter des Phaseniibergangs zwischen Confinement und
Deconfinement in der reinen Eichtheorie. In der vollen Theorie dagegen gilt dies nicht
mehr, hier wird die Symmetrie durch die Anwesenheit dynamischer Quarks gebrochen
[43].

7.1.5 Analytische Lésung

Die erste Ordnung des Fermionenanteils beschreibt ein Modell ohne Wechselwirkung
zwischen den néchsten Nachbarn. Solch ein System ldsst sich analytisch 16sen, da die
Freiheitsgrade der Gitterpunkte einzeln integriert werden konnen [44]. Dies bietet die
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Moéglichkeit, die Ergebnisse der Langevin-Simulation mit exakten Werten zu vergleichen.
Nehmen wir der Einfachheit halber Ny = N, =1 an, ist die Zustandssumme

7 / (W] ] det(1 + hWz)*det(1 + AW])* (7.23)

Mithilfe von det(14+hW) = 1+hL+h?L +h3, bzw. det(1+hWT) = 1+ hLT+ 2L+ h3
lasst sich dies schreiben als

_ _ _ \%
7 = [/[dW](l +hL + AL+ B2 (L+ AL+ 2L + B*)?| =27/ (7.24)

Durch Integration ergibt sich

7y =[1+4h® + b + 2h[2 + 3h%])h + 2R%[5 + 3h*|h* + 2[2 + 10h® + 2K°]R?
3174 2 3175 3 61376 (7.25)

+ 2h[3 + 5h7|h" + 2h7[3 + 2h°|h° + [1 4+ 4h° + h°]°R°.
Wir sind an dem Bereich hohen chemischen Potentials und tiefer Temperatur interessiert.
Dort gilt e~V — 0, deshalb kénnen Terme ~ h vernachliissigt werden. Ubrig bleibt

nur

Z =[1+4h* + n%". (7.26)
Diese Zustandssumme beschreibt ein ideales Gas statischer Baryonen. Daraus lédsst sich
leicht die Fermionendichte berechnen

T 1 12h3 hS
_To 7 = 1207 +6h7 (7.27)

TV T Bl APtk

Fiir 1 — oo geht n — 6 = 2N,.. Das Modell zeigt also Saturierung bei hohem chemischen
Potential, eine Folge der Diskretisierung und der Wahl der Wirkung [45].
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Abb. 7.2: Doméne der Polyakov-Loops in der komplexen Ebene bei A < A. (links) und
A > ). (rechts) auf einem 10 Gitter mit reiner Eichwirkung

Der Erwartungswert der Polyakov-Loops ist

V-1

<L>:%[/[dw](l-l-thLhQL*—i—hS)ﬂ

] / [@W)(1+ hE + KL + 1)L (7.28)

3h% 4+ 2h°
(14 4h3 + hS)V

Diese analytischen Losungen fiir die Erwartungswerte der Dichte und der Polyakov-Loops
kénnen mit den Simulationsergebnissen iiberpriift werden.

7.1.6 Implementierung

Das Modell wurde auf 3D Gittern mit einer GréSe von bis zu 103 simuliert, wobei
periodische Randbedingungen verwendet wurden. Die Felder jedes neuen Zeitschrittes
wurden wieder mit (5.17) bestimmt, zur Vermeidung von numerischen Instabilitdten
wurde die Schrittweite mit (5.19) bestimmt. Die einzelnen Driftterme sind in Anhang
A aufgefiihrt. Eine typische Simulation auf einem mittelgrofien 53 Gitter lief§ sich mit
einem durchschnittlichen? PC in wenigen Stunden durchfiihren.

7.1.7 Physikalische Skala

Um den aus numerischen Simulationen erzielten Ergebnissen eine physikalische Bedeu-
tung zuzuordnen, ist es notig, diese auf die Variablen der urspriinglichen Theorie zu
iibertragen und festzulegen, bei welchen physikalischen Parametern die Theorie simu-
liert wird. So héngt die Temperatur des Systems mit dem Gitterabstand a und der
Ausdehnung der zeitlichen Dimension N; zusammen, T = aLNt Der Gitterabstand a

2Intel Core 2 Duo CPU E8400 @ 3.00GHz
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héangt wiederum mit der Kopplungskonstante der urspriinglichen Wirkung 8 zusammen.
Die Kopplung der effektiven Theorie wird jedoch durch den Parameter A bestimmt, um
daraus Riickschliisse auf die urspriingliche vierdimensionale Theorie zu ziehen, ist die
Kenntnis der Funktion \;(3, N;) notig. Diese ist fiir N, > 4 [47]

Mi(u, N;) = u™rexp[N, (4u* 4+ 12u° — 14u°® — 36u’
295 o 1851 4 1055797 4, _B (7.29)
to vt t 5120u] + ...

Y718

Durch Kentnis der Funktion a(f) ldsst sich daraus der Gitterabstand berechnen. Fiir
5.7 < < 6.92 lautet diese [46]

In? = —1.6804 — 17331(8 — 6) + 0.7849(8 — 6) — 0.4428(5 — 6)3 (7.30)

To

mit rg = %fm. Durch Festlegen von A\ und N, ldsst sich also eine Temperatur fixieren.

Der Parameter x hangt mit der Quarkmasse zusammen (siehe 7.11). Zur Festlegung
einer physikalischen Skala lésst sich die Masse des leichtesten Mesons und des leichtesten
Baryons, also des Pions und des Protons, in Abhéngigkeit von § und k ausdriicken [41]:

aMy = —21In (2k) — 6K% — 24/@'2% +...
U (7.31)
+ ...

aMp = —31n (2x) — 18k%—

1—wu

Das Quark chemische Potential y 14sst sich in Einheiten einer solchen Masse ausdriicken.
Da das Pion das leichteste Meson ist, ist ein Ubergang zu einer endlichen Dichte erst ab
mLB ~ 1 zu erwarten.

Zusétzlich lassen sich so berechnete Dichten, welche man aus der Simulation in Git-
tereinheiten erhalt, mit der Kenntnis des Gitterabstandes in physikalische Einheiten
umrechnen.

Im Folgenden wird zur Festlegung einer physikalischen Skala ein konstantes Verhéltnis
zwischen Pionenmasse und Temperatur festgelegt, % = aM,N, = c. Auf diese Weise
lassen sich Simulationen bei konstanter Temperatur durchfithren. Durch Variation von

k, B und N, lassen sich zusétzlich unterschiedliche Quarkmassen simulieren.

7.2 Vergleich mit bestehenden LGsungen

7.2.1 Vergleich mit der analytischen Lésung

Um die Tauglichkeit der Langevinsimulation zu iiberpriifen, wurde die entsprechende
Wirkung auf einem 42 Gitter und einer Schrittweite von € = 1072 simuliert.

Die Autokorrelationszeit dieses Systems wurde zu 162.6 & 0.7 bei einer Schrittweite von
€ = 0.001 bestimmt, was bei den Messungen entsprechend beriicksichtigt wurde.
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Abb. 7.3: Vergleich des Erwartungswertes der Polyakov-Loops (links) und der Dichte
(rechts) in Abhéngigkeit vom chemischen Potential mit den analytischen Er-
gebnissen, N, = Ny =1, k= 0.03

Um die Stérke des Vorzeichenproblems zu beurteilen, untersuchen wir den Erwartungs-
wert des Phasenfaktors cos(¢). Dieser besitzt im Bereich des kritischen chemischen Po-
tentials zwei ausgepriagte Minima. Der Grund dafiir ist, dass bei A‘j[—‘; = 1 die Kopplung
h ~ 1 wird. Dadurch wird die Wirkung reell. Bei noch héherem chemischen Potential
wird der Phasenfaktor wieder 1 und das Vorzeichenproblem verschwindet.

Wie in Abb. 7.3 zu sehen reproduziert die Simulation innerhalb des Fehlers die analytisch
gewonnenen Daten. Die Polyakov-Loops L = Sp W = €1 4 ¢92 4 ¢~H914¢2) yerschwin-
den im Grenzfall niedrigen und hohen chemischen Potentials. Gleichzeitig mit dem An-
steigen der Polyakov-Loops steigt die Dichte des Systems bis zu einer Séttigung von 6
Fermionen pro Gitterpunkt. Dies ist bei Beriicksichtigung von 3 Farben und 2 Spins die
maximal mogliche Zahl ohne Verletzung des Pauli-Prinzips auf einem Gitter mit a > 0
und in Anwesenheit von baryonischer Materie. Dabei ist keine Volumenabhéngigkeit des
Ubergangs festzustellen, was bei einem Modell ohne Wechselwirkung zu erwarten ist.
Das Ansteigen von (Sp W) signalisiert das sogenannte screening(engl. Abschirmung)
der Quarks.

Um ein Verstédndnis dafiir zu erhalten, wie die Dynamik eines solchen Modells aussieht
kann man die sich ergebenden Driftterme in Abhéngigkeit von den Freiheitsgraden des
Systems 6 und ¢ grafisch darstellen. Die so entstehende Ebene bildet den Phasenraum
eines Gitterpunktes ab. Aufgrund der fehlenden Wechselwirkung ist die Dynamik der
Freiheitsgrade einzig durch die Position in der Ebene bestimmt.

In Abb. 7.4 sind die Driftterme als Pfeile abgebildet. Sie bestimmen die Bewegung des
Systems durch den Phasenraum?. Statistisch gesehen wird sich das System hiufig an sta-
bilen Fixpunkten des Phasenraumes, von denen keine Driftterme wegfiihren, aufthalten.
Durch den Beitrag des Rauschterms besteht aber immer auch eine Wahrscheinlichkeit,
dass es sich entgegengesetzt der Pfeile bewegt. Dieser verhindert auch, dass sich das
System ldngere Zeit an instabilen Fixpunkten aufhélt.

3Wie die Wirkung ist dieser invariant unter ¢ — ¢ + 27 und 6 — 0 + 27.
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Abb. 7.4: Driftermdiagramm fiir h

0.02 (links) und h = 0.2 (rechts). Die Fixpunkte

und damit der Erwartungswert der Polyakov-Loops verschieben sich durch die

Anderung von h

Abb. 7.5: Phasenraumverteilung fiir 4 = 0.02 (links) und h = 0.2 (rechts) auf einem 103

Gitter
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Abb. 7.6: Erwartungswert von |Tr | in Abhéngigkeit von A (links), Erwartungswert der
Suszeptibilitdt von |Tr W] in Abhéngigkeit von A (rechts). In beiden Féllen
ist V=43

In Abb. 7.5 sind zum Vergleich die Verteilungen der Freiheitsgrade aus den Simulationen
auf einem 10? Gitter dargestellt. Wie man sieht, ergibt sich eine mit den Drifttermen in
Abb. 7.4 iibereinstimmende Verteilung. Die Simulation zeigt also das erwartete Verhal-
ten.

7.2.2 Deconfinement in der reinen Eichtheorie

Der Fall 4 = h = 0 beschreibt ein rein bosonisches System, zudem ist die Wirkung (7.18)
und damit auch die komplette Dynamik des Modells reell. Dieses Modell wurde bereits
erfolgreich mit Monte-Carlo-Methoden simuliert [47].

Im Bereich § < (. ist das System ungeordnet und der Erwartungswert der Polyakov-
Loops ist gleichméBig verteilt, so dass (Sp W) = 0 gilt (siche Abb. 7.2 (links)). Im
Bereich 8 > f3. geht das System in eine geordnete Phase {iber in der die Polyakov-Loops
einen endlichen Erwartungswert annehmen, (Sp W) # 0 (siche Abb. 7.2 (rechts)). In
Abb. 7.6 (links) ist der plétzliche Anstieg des Erwartungswertes von |Sp W| bei 8 ~ 0.19
zu sehen. Gleichzeit erreicht dort die Suszeptibilitdt x(|Sp W) = ((|[Sp W|—(|Tr W|))?)
ein Maximum (siche Abb. 7.6 (rechts)). In [47] wurde ein Wert von

A. = 0.187885(30) (7.32)

bestimmt. Dazu wurde der Wert A, bei verschiedenen Gittergrofien ermittelt und mittels
der Funktion

Ae(Ng) = Ao+ DN MY (7.33)

mit v = 1/3 zum thermodynamischen Limes (N, — o0) extrapoliert. Zum Vergleich
wurden Langevin-Simulationen mit den Gittergroen Ny = 4,6,8 durchgefiihrt. Das
Ergebnis

A = 0.1891(4) (7.34)
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Abb. 7.7: Vergleich zwischen Monte-Carlo- und Langevin-Daten, zu sehen sind <
Tr W > (links) und < n > (rechts), V = 3% k= 0.001724, N, = 176

stimmt mit dem Ergebnis aus [47] iberein.

7.2.3 Monte-Carlo-Simulationen der vollen Wirkung

Wie in 7.1 (rechts) zu sehen, ist das Vorzeichenproblem bei diesem Modell im Ver-
gleich zur vollen QCD nur miflig ausgeprigt?. Deswegen ist es zumindest auf klei-
nen Gittern moglich es mit Monte-Carlo-Methoden zu simulieren [44]. Dabei wird ein
Metropolis Algorithmus verwendet. Jedoch ist die Langevin-Dynamik insbesondere bei
grofferen Gittern weit iiberlegen, da sie wesentlich schneller ist. Dagegen sind Monte-
Carlo-Simulationen dieses Systems auf Gittern, die grofier als 4% sind, mit groem rech-
nerischen Aufwand verbunden. Gerade bei der Simulation leichterer Fermionen ist jedoch
die Verwendung grofler Gitter notig. Trotzdem bieten die Monte-Carlo-Daten eine wei-
tere Moglichkeit, die Richtigkeit der mit der Langevin-Dynamik gewonnenen Ergebnisse
zu iiberpriifen.

In Abb. 7.7 sind die Erwartungswerte fiir die Polyakov-Loops und die Dichte aus Monte
Carlo und Langevin-Simulationen aufgetragen. Verwendet wurde fiir beide Simulationen
ein 3% Gitter. Es konnten keine Abweichungen zwischen den beiden Methoden festgestellt
werden.

7.2.4 Konvergenzkriterium

Wie beim XY-Model soll auch hier das Konvergenzkriterium (5.33) angewendet werden,
um die Richtigkeit der Ergebnisse zu verifizieren. Als Parameter wurden fiir den in
dieser Arbeit untersuchten Bereich typische Werte gewéhlt. Diese sind £ = 0.00008866,
N; =58, 8 =5.Tund p = 8.55 = 0.99m,. Fiir die untersuchten Schrittweiten € = 0.001,
0.00075 und 0.0005 konnte kein von Null abweichendes Ergebnis festgestellt werden,
sodass das Konvergenzkriterium (LO) = 0 fiir die beiden relevanten Observablen Tr W
und Tr W1 erfiillt ist.

4Zur Stirke des Vorzeichenproblems in den verschiedenen Bereichen des QCD Phasendiagrams siehe
z.B. [48]
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Abb. 7.9: Vergleich der O(k) und der O(k?) Wirkung bei x = 0.009098 und N, = 250
(links). Differenz der beiden Erwartungswerte (rechts)

7.2.5 Fazit

Es wurden Vergleiche zwischen den aus Langevin-Simulationen gewonnenen Daten mit
analytischen Ergebnissen und Daten aus Monte-Carlo-Simulationen verglichen. In kei-
nem Fall konnte eine signifikante Abweichung festgestellt werden. Ebenso ist das in
[35] aufgestellte Konvergenzkriterium erfiillt. Es kann daher davon ausgegangen werden,
dass die Langevin-Dynamik das vorliegende Modell fehlerfrei simuliert und daher auch
in Bereichen, in denen keine Vergleichsdaten vorliegen, zuverléssig ist.

7.3 Ergebnisse

7.3.1 Simulation bei tiefen Temperaturen

Als Néchstes soll eine Simulation bei realistischen physikalischen Parametern und mit
der vollen Wirkung mit den Korrekturen bis zur Ordnung O(k?) durchgefiihrt werden.
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Dabei ist besonders der Bereich der tiefen Temperaturen und hohen chemischen Poten-
tials interessant, da dieser einerseits wenig verstanden ist und andererseits gut mit der
Langevin-Dynamik simuliert werden kann.
Um eine Temperatur von 7" = 10MeV festzulegen wird mit einem zuné&chst beliebigen
Wert fiir 8 begonnen, z.B. § = 6.1. Aus diesem ergibt sich dann u = 1% +...= 0 4290
sowie durch (7.30) ein Gitterabstand von a = 0.07891. Dadurch ist iiber 7' = —— der
Wert N, = 250 festgelegt. Fiir das Verhéltnis 7= wird ein festes Verhiltnis gefordert
z.B. 7 = ¢ = 2000. Dann lésst sich iiber den Zusammenhang zwischen k und der Pio-
nenmasse (7.31) ein Wert fir x festlegen. Die Eichkopplung A ergibt sich aus (7.29).
Da die Kopplungskonstante aufgrund A ~ u™* Nt 5 10778 extrem klein ist kann A = 0
gesetzt werden. Diese Parameter entsprechen einer Pionenmasse von M, = 4.00556 MeV.
Um nur physikalische Einheiten zu verwenden, wird ab jetzt das chemische Potential im-
mer in Einheiten der Pionenmasse angegeben.
Das System zeigt bei diesem hohen N,-Wert. bzw. bei diesen niedrigen Temperaturen,
einen sehr steilen Ubergang vom Vakuum zur Saturierung. Der in Abb. 7.9 gezeigt Aus-
schnitt entspricht einem Bereich von ap = 3.997 bis ap = 4.014, was verglichen mit dem
N, = 1-Fall (siche Abb. 7.3) einen sehr schnellen Ubergang bedeutet.
Ebenfalls in Abb. 7.9 ist zu sehen, dass es durch den Beitrag der O(k?)-Wirkung zu
einem verzogerten Anstieg des Erwartungswertes (n) kommt, da diese einen negativen
Beitrag zur Dichte liefert. Fiir J\Q/I—’jr > 1 verschwindet dieser Beitrag und das System
saturiert wieder bei 6 Quarks pro Gitterpunkt.

7.3.2 Kontinuumslimes

Um die Abhéngigkeit der Ergebnisse vom Gitterabstand zu iiberpriifen und zum Konti-
nuum zu extrapolieren, ist es notig, Simulationen bei unterschiedlichen Gitterabstdnden
durchzufiihren. Dies geschieht, indem 3 variiert wird, wihrend das Verhéltnis 7% kon-
stant gehalten wird. Da Formel (7.30) im Bereich 5.7 < f < 6.1 giiltig, ist ldsst sich
somit der Bereich 0.07891 fm < a < 0.17016 fm abdecken. Die so gewonnenen Ergeb-
nisse konnen dann nach a — 0 extrapoliert werden. Dies geschieht unter der Annahme,
dass die durch endlichen Gitterabstand hervorgerufenen Fehler in fiihrender Ordnung
linear in a sind und Korrekturen zu héherer Ordnung in a beinhalten.

Die aus Simulationen gewonnen Dichte enthélt jedoch den Gitterabstand a, da die Sei-
tenldnge des Gitters und damit auch das Volumen in Einheiten von a gegeben sind.
Deswegen ist (n)gitter = %}, wodurch die Dichte fiir @ — 0 gegen Unendlich gehen
wiirde. Deswegen muss die zu untersuchende Observable dimensionslos sein, also nicht
von a abhéngen. Dies kann bei der Dichte z.B. durch O = % oder O = # = nN,
erreicht werden. Fiir eine solche Observable sollte daher als Abhéngigkeit von a gelten

< 1 >Gitter a—)O <n >phys

+ Ba + Ca® +. ) 7.35
(an)? e (7:35)

wobel es sich bei B und C um unbekannte Konstanten handelt. Interessant ist nur der
Wert (""hys> er stellt die Dichte im Limes a — 0 dar.
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Abb. 7.10: Resultat der a — 0 Extrapolation

Um (n)phys zu bestimmen, wurden neun unterschiedliche Gitterabstdnde von a = 0.07891
fm bis 0.17016 fm auf einem 6 Gitter simuliert (siche Anhang A2). Nun stehen fiir
jede der drei Temperaturen an jedem Wert fiir p Ergebnisse fiir neun verschiedene Git-
terabstande zur Verfiigung (ebenfalls Anhang A2). Diese wurden dann mit Formel (7.35)
nach a = 0 extrapoliert. Als Ergebnis erhélt man die Dichte des Systems in Abhéngigkeit
vom chemischen Potential im thermodynamischen Limes (siche Abb. 7.10). Wie zu sehen
ist, wird der Phaseniibergang mit sinkender Temperatur steiler und die Dichte vor dem
Ubergang wird immer geringer.

7.3.3 Silver Blaze

Es wird allgemein angenommen, dass die Observablen eines fermionisches System bei
T = 0 und endlichem chemischen Potential unabhéngig vom chemischen Potential sind,
solange dieses unterhalb eines kritischen Wertes, y. = my/3 — Ep, liegt. Dabei ist my
die Nukleonenmasse und Ep die Bindungsenergie der Quarks des Nukleons. Unterhalb
dieses Werts sind alle Observablen unabhéngig von p. Erst ab dem kritischen Wert p,
kommt es zu einem Ubergang vom Vakuum zu einem Zustand endlicher Fermionendichte.
Uberraschend ist dies, da das chemische Potential iiber den Dirac-Operator explizit in
die Zustandssumme eingeht:

det() +m) — det(D) + m + ) . (7.36)

Dieses Phéanomen wird Silver-Blaze genannt. Durch die Einfiihrung eines endlichen che-
mischen Potentials wird die Fermionendeterminante komplex und wechselt bei der In-
tegration iiber verschiedene Eichkonfigurationen in rascher Folge das Vorzeichen. Die
Tatsache, dass die Zustandssumme trotz g > 0 unabhingig von p ist solange p < p.
gilt, muss daher durch die exakte Aufhebung zwischen Konfigurationen mit positivem
und solchen mit negativem Beitrag zustande kommen. Hier wird klar, dass das Silver-
Blaze-Phdnomen eng mit dem Vorzeichen Problem verkniipft ist.

In 7.10 ist zu sehen, dass das simulierte Modell ein Silver-Blaze-Verhalten zeigt. Unter-
halb des kritischen chemischen Potentials geht die Dichte im Grenzfall T — 0 gegen
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Null. Erst wenn das chemische Potential etwa 99.9% des kritischen Wertes erreicht hat,
kommt es zu einem Anstieg der Dichte. Somit ist das System trotz endlichen chemischen
Potentials iiber einen weiten Bereich unabhéngig von pu.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Das Hauptthema dieser Arbeit ist die numerische Analyse physikalischer Modelle mit-
hilfe der stochastischen Quantisierung. Nach einer Einfiihrung in die QCD in Kapitel
2 wurde deren Formulierung auf dem Gitter in Kapitel 3 diskutiert. In Kapitel 4 wur-
den die géngigsten Methoden zur Behandlung numerischer Simulationen sowie deren
Nachteile vorgestellt. Das Augenmerk lag hier vor allem bei den Schwierigkeiten der
Simulation von Systemen mit endlichem chemischen Potential. Zusétzlich werden einige
der in dieser Arbeit verwendete Methoden eingefiihrt.

In Kapitel 5 wird die Langevin-Dynamik eingefiihrt, welche eine bisher wenig verwendete
Alternative zu den konventionellen Monte-Carlo-Simulationen darstellt. Es wurden die
Schwierigkeiten, welche in den 80er Jahren zum Verwerfen dieser Technik fiihrten sowie
kiirzlich entwickelte Losungsmoglichkeiten beschrieben.

Kapitel 6 befasst sich mit der Analyse des XY-Modells, welche zwar bereits gut ver-
standen ist, aber gerade deswegen einen guten Priifstein fiir die Langevin-Dynamik dar-
stellt. Die Ergebnisse stimmen dabei sowohl mit den mit anderen Methoden gewonnen
Ergebnissen als auch mit fritheren Behandlungen dieses Modells mithilfe der Langevin-
Dynamik {iberein.

In Kapitel 7 schliellich wurde die Langevin-Dynamik an einem neuen Modell angewen-
det, einem effektiven Modell zur Simulation der QCD bei endlichen Temperaturen und
endlicher Dichte. Die Methode konnte erfolgreich implementiert werden. Es konnten alle
mit Monte-Carlo-Methoden erzielten Ergebnisse nachvollzogen und der Ubergang vom
Vakuum zum Bereich endlicher Dichte simuliert werden. Die Verwendete Methode zeigte
sich dabei insbesondere den Monte-Carlo-Implementierungen als iiberlegen. Diese Her-
angehensweise ist somit als Erfolg zu werten. Daher erscheint es aussichtsreich diesen
Ansatz weiter zu verfolgen. Wiinschenswert ist jedoch auch ein besseres theoretisches
Verstéandnis der Grenzen und Anwendbarkeit der Langevin-Dynamik.
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A Implementierung

Durch die komplexe Erweiterung besitzt das Modell 4 Freiheitsgrade pro Gitterpunkt,
nimlich = 0% +i0! und ¢ = ¢¥ +i¢!. Die Driftterme ergeben sich aus den Real-, bzw.
Imaginérteilen der Ableitungen der Wirkung nach den Freiheitsgraden

KQR = —Re§ K@I = —Im§
o0 0—01 4467 o0 9—OR 4307
(A1)
K¢R = —Reﬁ K¢I = —Imﬁ
5¢ d—pR+ipl 5¢ d—pR+ipl

Die Wirkung teilt sich in Beitréage fiir den Bosonen-, Harmaaf- und den Fermionenanteil
auf, S = Sp + Sy + Sp. Die Driftterme konnen deswegen fiir die Implementierung
ebenfalls aufgespalten werden, zusétzlich zerfillt der Fermionenanteil der Driftterme in
zwei Terme, K = Kg+ Ky + Kp, + Kp,. Dabei erfordert £} nur eine Summierung iiber
alle Gitterpunkte wihrend F5 zusétzlich eine Summation iiber die nidchsten Nachbarn
enthélt.

A.1 Driftterme

A.1.1 Bosonenantaeil

Zur Berechnung des Anteils Kp ist an jedem Gitterpunkt eine Summation iiber die
néchsten Nachbarn erforderlich

A
Ky == A2
0 C ( )
: 1 1
A= H [4Asin(6, + Qqﬁm)(cos(égzﬁx +60,10)
v=1,2,3 (A.3)

+ cos(%qbl, + Gpan) + cos(%(gzﬁgC = 2(0s45 + D242))))]

C = H[l +2X(cos(b, — Opyn) + cos(Py — Opip) + cos(0 + Gr + i)

14

1
+2(cos(0, + ¢ — §0x+p)+ (A.4)

1 1 1
+cos(0, + 59“,;) + cos(¢, + EQH,;) cos(§9x+,;<bx+,;)))]
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B

B = H[4)\ Sin(%ﬁm + qu)(cos(%@x +0.15)
9 (A.6)

+ cos(%@w +0,00) + cos(%(&r = 2(0p4s + bu1s))))]

A.1.2 HaarmaaBanteil

Der Harmaaflanteil muss wegen der Einfithrung der Polyakov-Loops als Freiheitsgrade
sowie deren Diagonalisierung eingefiithrt werden, er lautet:

990_¢x
2

Kl =tan™' | | +2tan"" [0, + %qﬁx} +tan~! [%995 + @] (A7)

Kg = —tan™! [

0, — &y _ 1 |
5 ¢ ] + tan ! [61 + 5@} + 2tan~! [5993 + (bx} (A.8)

A.1.3 Fermionenanteil O(k)

Es werden Fermionendriftterme erster und zweiter Ordnung benétigt. In erster Ordnung
sind dies:

—8Nye!at0) (2R cos(6, + 2¢.) + (1 + h?) cos(3 (¢, + 2iauN,))) sin(0, + 16,)

K, = : k : :
Oz H (6191 + h)(l + ez(ez+¢z)h) <€1(91+¢z) + h)(l + elez)
(A.9)
KF H —8Nye! M=t (2R cos(16, + ¢u) + (1 + h?) cos(2 (6, + 2iauN,))) sin(36, + ¢,)
b - (€ifs + h)(1 + eiletea) ) (eil0nt02) 4 B)(1 + eife)
(A.10)
A.1.4 Fermionenanteil O(k?)
Die zweite Ordnung erfordert eine Summation iiber die néchsten Nachbarn:
gy 2IRRENEN (1 = u)ei® (<14 ¢ 20ton)) (10— p2)Ty [ heee] (A11)
0 — i 7 T Loyo ’
3(ei0+®) + h)2(1 + e?h)2(1 — %h/ﬁQTr[HLhLI]Tr[HhEHJ)
o 2ihr? Ny N, (1 — u)ei® (=1 + e/0t20) (e — p2)Tr[ 55— ] (A12)
3(e/0+9) + h)2(1 + e®h)?(1 — $hr?Tr[ ke | Tr[ 552—])
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A.2 Kontinuumsextrapolation
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Abb. A.1: Ubergang zwischen Vakuum und Saturierung bei 7 =5 MeV (oben), T' = 10
MeV (mitte) und 7" = 20 MeV (unten), jeweils als einzelne Datenpunkte
(links) und mit kubischen Splines interpoliert (rechts). Jedes Bild enthélt den
Verlauf fiir verschiedene Gitterabstédnde von a = 0.07891 fm bis 0.17016 fm.
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Abb. A.2: Jede Kurve reprisentiert den Erwartungswert % fiir einen bestimmten Wert

von g in Abhéngigkeit von der Gitterkonstante a. So kann ™ nach a = 0

extrapoliert werden. Die Temperaturen sind wieder T'= 5 MeV (oben), T' =
10 MeV (mitte) und 7= 20 MeV (unten).
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