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1 Einleitung

Die Novemberrevolution 1974 bot ein vollig neues Verstiandnis der Struktur von Materie,
da sie unter anderem die Entdeckung eines schweren gebundenen Quark-Antiquark-
Paares hervorbrachte. Durch das gefundene Charm-Quark [1,2] wurden neue Erkennt-
nisse iiber die Phénomenologie der starken Wechselwirkung erzielt, insbesondere fiir
das Verhalten bei kurzen Absténden. Aufgrund seiner hohen Quarkmasse bewegt
sich das Charm-Quark relativ langsam, wodurch eine nicht-relativistische Betrachtung
ermoglicht wird. Dies gewédhrleistet im Zusammenhang mit hohen Temperaturen eine
Betrachtung im Schwachkopplungsregime. Zum weiteren Verstédndnis ist das statische
Potential zwischen zwei stark wechselwirkenden Konstituenten von besonderem theore-
tischen Interesse. Die scharfen Resonanzen ermdoglichen eine sehr prézise Untersuchung
der Spektra der Quark-Antiquark-Zusténde, was die These fiir die Existenz von Quarks
als fundamentale Bestandteile hadronischer Masse festigte. Wenige Jahre spater wurde
das Bottom-Quark [3] gefunden und im Zusammenhang mit den Teilchenfamilien das
entsprechende Top-Quark postuliert, welches erst 1995 am Fermilab experimentell
bestétigt werden konnte [4]. Damit standen die sechs Flavour der Quarks fest: up,
down, strange, charm, bottom und top. Als interner Freiheitsgrad wurde die Farbladung
eingefiihrt, welche von stark wechselwirkenden Teilchen getragen wird. Die vorliegende
Farbsymmetrie ist exakt, demzufolge ist die Kraft zwischen den Quarks unabhéngig
von der involvierten Farbladung. Die Farbladungen werden durch acht Vektorbosonen
vermittelt, die selbst farbgeladen sind und daher untereinander wechselwirken. Ihre
Farbladung setzt sich aus einer der drei moglichen Farben und einer Antifarbe
zusammen, wodurch sich die Gluonen aus gruppentheoretischen Uberlegungen in ein
Singulett und Oktett aufspalten:

33 =1®8 . (1.1)

Dabei ist das Oktett durch acht aktive, also farbgeladene, Gluonen charakterisiert,
wohingegen der Singulett-Zustand farblos ist. Obwohl alle in der Natur vorkommen-
den Teilchen Farbsinguletts sind, konnte der farblose Zustand experimentell nicht
beobachtet werden, was sich unter anderem in der kurzen Reichweite der starken
Wechselwirkung widerspiegelt. Dies erkliart die Erweiterung auf die SU(3)-Eichgruppe
mit acht Generatoren. Ahnlich zu diesem Vorgehen lassen sich fiir ein Quark-Antiquark-
Paar ein Farbsingulett und -oktett definieren.

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Untersuchung des Einflusses des Aufbrechens
eines gebundenen Farbsingulett-Zustandes in ein Oktett auf die thermische Zerfallsbrei-
te von schweren Quarkonia. Das thermische Aufbrechen ist auf die Wechselwirkung
mit dem Plasma zuriickzufithren. Es wird vermutet [5], dass der Mechanismus der
Landau-Dampfung durch den Imaginarteil der Gluon-Selbstenergie [6] nicht alleine
fiir die Verbreiterung des Resonanzpeaks in der Spektralfunktion verantwortlich ist.



1 Einleitung

Das thermische Aufbrechen soll bei kurzen Abstidnden ebenso beitragen, weshalb eine
Modifikation des in [7] dargelegten Singulett-Potentials vorgenommen werden muss.
Im nachfolgenden Kapitel werden die Grundlagen zu nicht-abelschen Eichtheori-
en beschrieben, wobei insbesondere auf die Yang-Mills Theorie eingegangen wird.
Anschlielend wird explizit eine physikalische Einleitung in das Themengebiet der
Bindungszustdnde schwerer Quarks gegeben, da diese fiir die vorliegende Arbeit
von besonderer Bedeutung sind. Dabei werden sowohl das Dissoziationsverhalten
von Quarkonium als auch die benétigten Skalen nédher erlautert. Die im darauf
folgenden Kapitel behandelte thermische Feldtheorie bietet die quantenfeldtheoretische
Beschreibung der zu berechnenden Potentiale unter Beriicksichtigung der Tempera-
tureffekte. Es werden die wichtigsten Formalismen aus dieser Theorie vorgestellt.
In Kapitel 5 wird zuerst das thermische Singulett-Potential hergeleitet, gefolgt von
der Betrachtung eines Korrelators, der zudem das thermische Aufbrechen bei kurzen
Absténden berticksichtigt. Es soll gezeigt werden, dass dieser Prozess zur Verbreiterung
des Resonanzpeaks beitragt. Die beiden Potentiale werden in Kapitel 7 durch Gitter-
Eichsimulationen nicht-perturbativ reproduziert. Nach einer Einfiihrung in die Gitter-
Eichtheorie sowie in die grundlegenden numerischen Methoden wird die Simulation der
Potentiale mit besonderem Augenmerk auf das Verhalten bei groflen Zeiten aufgezeigt,
um den Effekt der beiden Prozesse auf die thermische Zerfallsbreite bestimmen zu
koénnen.



2 Grundlagen der Quantenchromodynamik

2.1 Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik

Die fundamentalen Wechselwirkungen zwischen Elementarteilchen werden durch das
Standardmodell beschrieben, dessen Entstehung auf die 1960er und 1970er datiert
werden kann. Ausgenommen vom Standardmodell ist die Gravitation, fiir die bisher
keine geeignete Quantentheorie gefunden werden konnte. Als mathematische Grundlage
dieses Modells dient die Quantenfeldtheorie (QFT), welche durch die Quantisierung
klassischer Feldtheorien charakterisiert ist. Dabei erweisen sich der Operator- und
Pfadintegralformalismus als dquivalente Ansétze, deren Einsatz je nach Problemstellung
vorteilhaft sein kann. So eignen sich Pfadintegrale insbesondere bei der Beschreibung
von Eichtheorien, welche durch eine lokale Eichsymmetrie gekennzeichnet sind. Bei
endlichen Temperaturen ist der Gebrauch beider Formalismen sinnvoll, worauf in
Kapitel 4 ndher eingegangen wird.

Von besonderem Interesse fiir diese Arbeit ist die Quantenchromodynamik (QCD),
welche sich als bewédhrte theoretische Beschreibung der starken Wechselwirkung
etabliert hat und fiir die noch keine Diskrepanz beobachtet wurde (siehe z.B.
[8,9]). Angefangen mit einer theoretischen Einordnung von Hadronen in Multipletts
durch den von Gell-Mann und Ne’eman 1961 eingefiihrten FEightfold Way [10, 11],
entstand darauf beruhend das Partonmodell nach Zweig [12] und Gell-Mann [13],
in welchem die Quarks als die elementaren Bestandteile der Hadronen angesehen
werden. Das daraus resultierende SU(3)-Flavour-Modell musste um die Freiheitsgrade
einer SU(3)-Farbsymmetriegruppe erweitert werden, um alle hadronischen Zusténde,
die zu dieser Zeit bekannt waren, systematisieren zu kénnen. Die Einfithrung dieser
zusétzlichen Farbquantenzahl erklirte, warum das AT T-Teilchen trotz der scheinbaren
Verletzung des Pauli-Prinzips aufgrund der symmetrischen Orts-, Spin- und Flavour-
Wellenfunktionen existieren kann.

Anders als bei der Quantenelektrodynamik (QED), welche mit der abelschen Eich-
gruppe U(1) als Theorie der elektromagnetischen Wechselwirkung fungiert, handelt es
sich bei der QCD um eine nicht-abelsche Eichtheorie. Dies fithrte zu der Postulierung
eines Oktetts von Eichbosonen, den Gluonen, welche als Vermittler der Wechselwirkung
dienen und ebenfalls Farbladungen tragen (siehe Kapitel 2.2). Dies und der Beweis der
Renormierbarkeit von Eichtheorien durch 't Hooft [14] hatten zur Konsequenz, dass die
schon zuvor konstatierte Yang-Mills Theorie erheblich an Aufmerksamkeit gewann.
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2.2 Nicht-abelsche Eichtheorien

Abhéngig von der zugrunde liegenden Eichgruppe wird der abelsche bzw. nicht-abelsche
Charakter einer Eichtheorie bestimmt. Bei einer nicht-abelschen Eichgruppe ist die
Multiplikation von zwei Gruppenelementen nicht kommutativ, was zu Selbstwechsel-
wirkungstermen der Eichbosonen in der Lagrangedichte fiihrt. Nachfolgend wird dies
anhand der QCD und Yang-Mills Theorie dargelegt.

2.2.1 Quantenchromodynamik

Die QCD ist ein bedeutendes Beispiel fiir eine nicht-abelsche Eichtheorie und entspricht
dem Fall N = 3, wobei N die Anzahl der Farben ist. Dabei handelt es sich
um eine renormierbare Feldtheorie, deren Kopplungsstirke, beschrieben durch die
Kopplungskonstante g, eine Abhéngigkeit von der Energieskala aufweist. Eine pragnante
Eigenschaft der QCD ist die asymptotische Freiheit. So strebt die Kopplungsstéirke mit
zunehmender Energie logarithmisch gegen Null, wodurch eine perturbative Betrachtung
ermoglicht wird. Bei niedrigen Energieskalen nimmt die Kopplungskonstante grofie
Werte an, was zum Zusammenbruch einer stérungstheoretischen Betrachtung und
dem Einschluss der Quarks in Hadronen fithrt. Dieses Verhalten bezeichnet man als
Confinement und erklart, warum in der Natur keine einzelnen Quarks beobachtet
werden. Nachstehend wird die Lagrangedichte der QCD aufgefiihrt, deren Herleitung
u.a. in [15,16] nachvollzogen werden kann:

L) = (i D¥ = m) b — FLFH (21)

Die durch ., reprasentierten fermionischen Felder besitzen drei Indizes: Flavour f,
wodurch eine Unterscheidung der sechs Quarksorten ermdéglicht wird, die eingefiihrte
Farbe a = 1,..., N? — 1 als zusétzlichen internen Freiheitsgrad zum Erhalt des Pauli-
Prinzips und einen Spinorindex «. F),, ist der Feldstarketensor

Fy () = Fio ()T = (0, 45(x) - 0, A5(x) + gf*** AL, (2) A () ) T° (22)

und definiert die auftretenden Eichfelder A,(z), welche als Austauschbosonen der
starken Wechselwirkung fungieren. Sowohl die Eichfelder A, (z) = Aj(x)T“, welche
Elemente der Lie-Algebra su(/V) sind, als auch der Feldstérketensor tragen einen Farb-
index a. Durch die Farbladung der Austauschbosonen wird die Selbstwechselwirkung
der Gluonen begriindet. Die Dirac’schen Gammamatrizen werden mit v, und die total
antisymmetrischen Strukturkonstanten mit f®¢ bezeichnet. Die Rechnungen dieser
Arbeit werden sich im Folgenden auf den reinen Eichsektor begrenzen, d.h. auf die
Yang-Mills Theorie.
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2.2.2 Yang-Mills Theorie

Chen Ning Yang und Robert Mills formulierten 1954 eine Eichtheorie [17], welche eine
Erweiterung der abelschen Eichtheorien darstellt. Die Yang-Mills Theorie ist invariant
unter lokalen SU(N)-Transformationen und da fiir diese Arbeit der reine Eichsektor
bzw. die Beschrankung auf gluonische Freiheitsgrade von besonderer Bedeutung ist,
wird die Beschreibung der fermionischen Felder vernachléssigt und lediglich die Yang-
Mills Lagrangedichte (vgl. z.B. [9])

1
Lyn = —5 Tr (Fu F™) (2.3)

verwendet. Bei den Eichfeldern handelt es sich um hermitesche und spurlose (N x N)-
Matrizen, die zur Gewéhrleistung der lokalen Eichsymmetrie durch die Definition der
kovarianten Ableitung

Dy = 0y —igAu(x) (2.4)

eingefiihrt wurden. Der Feldstarketensor und die kovariante Ableitung sind iiber die
Beziehung
[D/u Dl/] = igF;w (2.5)

verbunden. Die ebenfalls spurlosen und hermiteschen Matrizen T* unterliegen der
Normierungsbedingung

1
Te ToT° = 55@” (2.6)
und der Kommutatorrelation
[T“, T”} = jfobere (2.7)

Nicht-verschwindende Strukturkonstanten f®¢ indizieren eine nicht-abelsche Gruppe.
Weitere gruppentheoretische Relationen beziiglich der Generatoren kénnen im Anhang
A.2 gefunden werden. Da das Transformationsverhalten insbesondere fiir die Beschrei-
bung der Potentiale relevant ist, wird hierauf explizit eingegangen®.

2.2.3 Transformationsverhalten

Durch Voraussetzen einer lokalen Eichsymmetrie muss die Lagrangedichte invariant
unter lokalen Transformationen

(x) = Ulx)() (2.8)

sein, wobei v (z) fiir ein Fermionfeld steht und die unitidre Transformationsmatrix U (z)
hinsichtlich der Generatoren ausgedriickt werden kann durch

U(x) = exp{—-iga®(z)T"} , (2.9)
Ul(z)U(z) = 1 (2.10)

'Fiir eine detaillierte Ausfithrung siche u.a. [8,9].
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mit «a(z) als eine beliebige reelle Funktion von x. Das Transformationsverhalten der
kovarianten Ableitung aus (2.4) ergibt sich demnach zu

D, — U(z)D,U'(z) . (2.11)

Fiir den Feldstéirketensor folgt durch die Beziehung (2.5) das gleiche Transformations-
verhalten.
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3 Schwere Quarkonia

Die Entdeckung der schweren Quarks ermdglichte eine neue Herangehensweise an
derzeitige Problemstellungen, wie beispielsweise das Verhalten von Quarks bei kurzen
Absténden. Durch die hohen Massen ist eine Betrachtung der starken Wechselwirkung
auf einem nicht-relativistischen Hintergrund durchfiihrbar.

3.1 Bindungszustande schwerer Quarks

Gebundene Zustidnde aus einem Quark und dem jeweiligen Antiquark werden Quarko-
nium genannt. Ihren Namen erhielten diese Systeme in Anlehnung an das Positronium,
welches ein elektromagnetisch-wechselwirkendes System aus einem Elektron und
Positron beschreibt [18]. Nur den schweren Quarks konnen gebundene qq-Zusténde
eindeutig zugeordnet werden, die man als Charmonium (cc), Bottomonium (bb)
und Toponium (tt) bezeichnet. Leichte Quarks tendieren aufgrund ihrer &hnlichen
Massen dazu, Mischzustdnde einzugehen und bilden daher keine wohl definierten
Quarkoniumzustédnde. Scharfe Resonanzen des Toponiums werden nicht erwartet,
da es wegen der extrem hohen Massen der Konstituentenquarks schwach zerfillt
(t = WTb , t — W~b) und nur eine geringe Lebensdauer aufweist (siehe u.a. [19]).
Als erstes Quarkonium wurde das J/¥-Meson, der erste angeregte Zustand des
Charmoniums, 1974 am SLAC National Accelerator Laboratory durch eTe™-Kollisionen
bei Schwerpunktsenergien von 3 — 4,5 GeV iiber ein virtuelles Photon erzeugt! [2]. Dabei
wurden verschiedene, duflerst schmale Resonanzen beobachtet, die auf unterschiedliche
Zusténde des Charmoniums hindeuten, deren Quantenzahlen jedoch auf die des Photons
beschrinkt sind?.

Die Breite der Resonanzen ist durch die Zerfallskanile bzw. Zustandsédnderungen
des J/U bestimmt [21], welche in Abbildung 3.1 graphisch dargestellt sind. So
zerféllt das Charmonium aufgrund der starken Wechselwirkung bei ausreichend hohen
Energien durch Bildung von leichten Mesonen. Unterhalb dieser Energieschwelle ist
eine Annihilation von Quark und Antiquark zu drei Gluonen moglich, die wiederum
Hadronen erzeugen. Die Farbladung des Gluons und die Erhaltung der C-Paritdt in
der starken Wechselwirkung fithren dazu, dass hier kein Prozess mit weniger als drei
entstehenden Gluonen stattfindet, da der gebundene cc-Zustand eine negative C-Paritét
besitzt.

!Gleichzeitig wurde das J/W-Teilchen am Brookhaven National Laboratory bei Kollisionen von
Protonen (28 GeV) auf ein Berillium Target entdeckt [1], was zu der doppelten Namensgebung
fithrte. Der beobachtete Peak lag bei einer Masse von 3,1 GeV.

2Der energetisch etwas niedriger liegende cc-Zustand 1, kann wegen seiner Quantenzahlen 0~ nicht
direkt aus ete -Experimenten hervorgehen [20].

11



3 Schwere Quarkonia

Dies ist zudem verantwortlich dafiir, dass das Charmonium trotz der deutlich kleineren
Kopplungskonstante des elektromagnetischen Prozesses auch zu einem virtuellen
Photon annihilieren kann. Laut Zweig-Regel werden jedoch Prozesse iiber virtuelle
Zwischenzusténde unterdriickt, wodurch die Mesonenbildung, bei der alle Quarklinien
durchgéngig sind, gegeniiber der Annihilation favorisiert wird. Dies erkldrt die
verhéaltnisméfig lange Lebensdauer des Charmoniums und die sehr engen Resonanzen
unterhalb der Schwellenenergie [22].

C C
(a) T 8 Y
¢ _
C
(¢}
q
(b)
q
C
C

Abbildung 3.1: Die unterschiedlichen Zerfallskanéle des Charmoniums. (a) Annihilation des
Quarks und Antiquarks zu drei Gluonen (stark) bzw. einem virtuellem Photon
(elektromagnetisch). (b) Bildung von leichten Mesonen aus einem Prozess mit
einem qg-Paar aus dem Vakuum (stark).

Fir die Entdeckung des Bottomoniums 1977 am Fermilab [3] waren Schwerpunkts-
energien von etwa 10 GeV notwendig. Der angeregte Zustand des Bottomoniums T,
welcher in etwa dreimal so schwer wie das J/W ist, ermoglicht eine genauere nicht-
relativistische und stérungstheoretische Betrachtung. Die Zerfallskanéle gleichen denen
des Charmoniums und in beiden Féllen ermoglichen die entstehenden Zerfallsphotonen
den Nachweis der Zustdnde. Eine Auflistung der unterschiedlichen Zustédnde des
Charmoniums und Bottomoniums ist in Tabelle 3.1 zu finden.

n2tl; Jr¢ e bb
'Sy 07F ne My
13s 17—  J/v T
2351 177 W(29) TY(29)
11P1 1= h. hy

BP0t xw Xb0
3P 1+ Xel Xb1
B3P, 2t Xe2 Xb2

Tabelle 3.1: Klassifizierung der Charmonium- und Bottomoniumzustinde [23].
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3.2 Schmelzen schwerer Quarkoniumzustinde

3.2 Schmelzen schwerer Quarkoniumzustande

Schwere Quarkonia koénnen in einem thermischen Medium aus Gluonen und leichten
Quarks existieren, wenn die Temperatur und alle weiteren thermodynamischen Skalen
(siche Kap. 3.4) kleiner als die schwere Quarkmasse® M sind. Ihre Eigenschaften
sind anfillig fiir den Deconfinement-Ubergang der thermischen QCD, obwohl die
kritische Temperatur weit unterhalb der schweren Quarkmasse liegt. Schwere Quarkonia
eignen sich daher, die Bildung von Quark-Gluon-Plasma nachzuweisen [25]. Der Zerfall
von schweren gebundenen qq-Zustdnden kann iiber ein virtuelles Photon und der
anschlieBenden Produktion von Dilepton-Paaren gemessen werden, da die Leptonen
nicht der starken Wechselwirkung unterliegen und somit dem thermischen System
entfliechen koénnen. Die Spektralfunktion, welche die Produktionsrate der Dilepton-
Paare bestimmt, zeigt einen einzelnen Resonanzpeak fiir Quarkonia, welcher sich mit
ansteigender Temperatur verbreitert und ab einer gewissen Temperatur verschwindet
[26]. Dies ist darauf zuriickzufithren, dass oberhalb des Deconfinement-Ubergangs das
farbelektrische Feld, welches verantwortlich fiir die Bindung zwischen dem schweren
Quark und seinem Antiquark ist, Debye-abgeschirmt wird. Bei groffen Abschirmungen
treten keine gebundenen Zustdnde mehr auf und das Quarkonium “schmilzt”. In
Abbildung 3.2 ist das Verhalten anhand der Spektralfunktion von Bottomonium
aufgezeigt [27].

‘ |

50 T =250 MeV

L ———- T=300MeV
------- T =350 MeV

40—l |- T =400 MeV

L -—--= T =450 MeV

—--——= T=500MeV

500 MeV <« T <M

C -

\ \
0.0 0.2 04
o/M-2.0

Abbildung 3.2: Verkleinerung des Resonanzpeaks von Bottomonium in der Spektralfunktion
bei zunehmenden Temperaturen und mit schwerer Quarkmasse M im nicht-
relativistischen Regime [27].

SM. = 1,271001 GeV, M, = 4,207007 GeV, My = 171,2 +2,1GeV [24].
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3 Schwere Quarkonia

3.3 Das Potential der starken Wechselwirkung

Experimentell konnte folgendes Potential fiir zwei stark wechselwirkende Teilchen
verifiziert werden [28]:
%043(7")
3 7

Dabei steht kr fiir die riickstellende Kraft und a,(r) stellt die Kopplungskonstante der
starken Wechselwirkung dar. In Abb. 3.3 wird zum einen der Verlauf des gesamten
Potentials und zum anderen nur der coulombartige Teil des Potentials illustriert.

Vir)=

+kr o (3.1)

Cornell-Potential
nur Coulombanteil
l I .
s 0 -
] B
>
_1 - |
_2 ‘
° 1

r (fm)

Abbildung 3.3: In der oberen Kurve (blau) ist der Verlauf des Cornell-Potentials inklusive
des linearen Terms kr, der fir den Confinement-Effekt verantwortlich

ist, dargestellt. Die untere Kurve (rot) beschreibt den Verlauf fiir den
coulombartigen Beitrag —da) i die Quark-Gluon-Kopplung wurde
as(r) =0,2 und k ~ 1 GeV/fm fiir die Saitenspannung (engl. string tension)

gewdhlt.

Der erste Term des sogenannten Cornell-Potentials (3.1) zeigt eine coulombartige
Struktur, die auf den Austausch eines einzelnen Gluons zuriickzufiithren ist und bei
kleinen Abstdnden iiberwiegt. Zusétzlich tritt ein linearer Beitrag auf, dessen Existenz
in der Bildung eines rohrenformigen Feldflusses (flux tube) durch Separation der
beiden Wechselwirkungspartner begriindet liegt [29]. Bei rdumlicher Ausdehnung der
Bindungspartner gewinnt dieses Verhalten immer mehr an Bedeutung und impliziert
den Confinement-Effekt, welcher fiir den Einschluss von Quarks verantwortlich ist.
Dadurch sind stark geladene Teilchen nicht einzeln beobachtbar, da bei grofien
Entfernungen Energien oberhalb des Schwellenwerts erreicht werden, was zum Aufbruch
des starken chromoelektrischen Feldes zwischen den Quarks (string breaking) und
anschlieBender Produktion von leichten Quark-Antiquark-Paaren fithrt. Das Potential
beschreibt das Spektrum der gebundenen cc-Zusténde in guter Naherung (fiir einen
Uberblick siehe [30]).
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3.4 Skalen fiir gebundene ¢q-Zustinde bei endlichen Temperaturen

3.4 Skalen fiir gebundene q-Zustdnde bei endlichen
Temperaturen

Um Storungstheorie im Schwachkopplungsregime, in welchem die Kopplung ¢ kleine
Werte annimmt, ausfiihren zu kénnen, ist es notwendig, die Skalen des Systems festzu-
halten*. Bei schweren Quarkonia lassen sich verschiedene Skalenarten unterscheiden.
So gehéren zu den thermodynamischen Skalen, welche die Bewegung der Teilchen
beschreiben, die Temperatur und die Debye-Masse mp. Letztere kennzeichnet die
Abschirmung durch ein farbelektrisches Feld. Schwere gebundene qq-Zustédnde werden
durch folgende dimensionsbehaftete Skalen charakterisiert: die schweren Quarkmassen
M, der inverse Abstand r~! zwischen den gebundenen Quarks (wobei fiir kurze
Abstinde r—1 > Aqcp gilt) und die Bindungsenergie der Wechselwirkungspartner ep.
Der QCD-Skalenparameter Aqcp beschreibt den Ubergangspunkt, an welchem eine per-
turbative Betrachtung moglich ist. Um das Schwachkopplungsregime (mp ~ g7 < T))
gewahrleisten zu konnen, werden nachfolgende Annahmen getroffen:

gl' > Aqcp (3.2)
€Ep > AQCD

Fiir das Quark-Gluon-Plasma (QGP) konnen drei relevante Impulsskalen k identifiziert
werden [26]:

e Harte Impulse £ ~ T beschreiben die massiven Quarks und energiereichen
Gluonen des QGPs.

e Weiche Impulse £ ~ ¢TI' ~ mp sind durch die Abschirmung durch
farbelektrische Wechselwirkungen charakterisiert.

e In der ultraweichen Skala k ~ ¢?7 dominieren Beitrige hoherer Ordnungen.
Sie wird mit der Abschirmung durch farbmagnetische Felder assoziiert.

“Fiir eine ausfiihrliche Beschreibung siche [26].
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4 Thermische Feldtheorie

Die thermische Feldtheorie ermoglicht einen Zugang zu Eichtheorien, in denen
Temperatureffekte beriicksichtigt werden. Da der Schwerpunkt dieser Arbeit in der
Untersuchung von statischen Potentialen schwerer Quarkonia in einem thermischen
Medium liegt, ist die Verwendung von thermischen Feldtheorien erforderlich. Viele
Probleme der thermischen Feldtheorie lassen sich durch die analytische Fortsetzung von
Minkowski-Raumzeit zur euklidischen Zeit vermeiden. Dies geschieht durch eine Wick-
Rotation, wodurch die Zeitachse um 90° gedreht wird. Dem entspricht die Ersetzung
der Minkowski-Zeitkomponente xg = t durch die euklidische Komponente x4 = it = S,
wobei 7 reell ist (siehe auch Anhang A.1 oder [31]). Aufgrund der Analogie von
statistischer Mechanik und thermischer Feldtheorie eignen sich Pfadintegrale fiir eine
Betrachtung von dynamischen Systemen bei endlichen Temperaturen.

4.1 Pfadintegraldarstellung der Zustandssumme

Aufgrund der nun vorhandenen Temperatureffekte wird die kanonische Zustands-
summe

2(8) = Tr(e” M) =3 e b (4.1)
_ /dx (zle= e (4.2)

eingefiihrt. Es wird allgemein in dieser Arbeit von einem verschwindenden chemischen
Potential ;1 = 0 ausgegangen, wodurch lediglich die inverse Temperatur f = T—!
und H(x;,p;), als vollstindige Hamiltonfunktion der vorliegenden Theorie mit den
Freiheitsgraden z; und p;, die Zustandssumme kennzeichnen. Die Spur impliziert die
Summation die liber alle Konfigurationen, die im System erlaubt sind, und fithrt zu der
Einfiihrung eines kompletten Satzes von Eigenvektoren des Ortsoperators in (4.2). Im
thermischen Gleichgewicht kann der hier verwendete thermische Erwartungswert fiir
einen Operator A anhand der Zustandssumme dargestellt werden:

(A) = % T (Ae ) (4.3)

Formal kann e #H dabei als Entwicklungsoperator zu imaginiren Zeiten betrachtet
werden. Dem Vorgehen aus [15, Kapitel 3] folgend, ldsst sich (4.1) mit der Bewegung
eines Teilchens in einem zeitabhingigen Potential vergleichen, deren Anfangspunkt
durch x; und Endpunkt durch z; bestimmt ist, wobei die Wahl der Anfangszeit beliebig
ist.
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4 Thermische Feldtheorie

In der Quantenmechanik bezeichnet man dies als Ubergangsamplitude, welche sich
hinsichtlich eines Pfadintegrals ausdriicken lésst:

(wrtp)luilto)) = (wple HE=0)|z,)

Ly
_ /dx/dpexp(i/ dt [pi — H]) . (4.4)
t;
Dabei bezeichnet p den kanonisch konjugierten Impuls. Durch einen Abgleich dieser
beiden Ausdriicke sowie dem Ubergang zur Quantenfeldtheorie, bei der x durch den
Feldoperator ¢(x) und p durch die Impulsdichte 7(x) ersetzt werden, ergibt sich fiir die
Funktionalintegraldarstellung der Zustandssumme

7(8) = / D expli /0 ’ dter) | (4.5)

L reprasentiert die Lagrangedichte zu euklidischen Zeiten. Die Zeitkoordinate ist weder
auf imaginédre noch auf reelle Werte beschrankt und die bosonischen Quantenfelder
unterliegen periodischen Randbedingungen:

6t %) = Bt — 18, %) . (4.6)

Die Impulsdichte kann ausintegriert werden, da die Hamiltonfunktion H(¢,7) eine
quadratische Abhéngigkeit in 7 (z) aufweist.

Ein geeignetes Verfahren, um Gréflen auszudriicken, die temperaturabhangig sind
und durch die Minkowski-Zeit beschrieben werden, bietet der Echtzeit-Formalismus.
Dieser wird fiur die Berechnung der statischen Potentiale benutzt, da diese vor einem
thermischen Hintergrund betrachtet werden.
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4.2 Echtzeit-Formalismus

4.2 Echtzeit-Formalismus

Bei Echtzeit-Observablen handelt es sich um Groflen, die zum einen eine Minkowski-
Zeitkomponente besitzen und zum anderen eine Abhéngigkeit von der Temperatur
aufweisen. Im Folgenden werden bekannte Techniken auf einen thermischen Hintergrund
angepasst.

4.2.1 Pfadzeitordnung

Im Echtzeit-Formalismus erfolgt eine Substitution der Zeitordnung durch eine Zeitpfad-
ordnung, die einer Orientierung von Observablen entlang eines komplexen Zeitpfades
C entspricht:

To(p(z)(y)) = bt — t)d(2)p(y) + 0c(t' — )d(y)d(z) (4.7)

wobei die 0c-Funktion die Anordnung der Zeitkomponente auf dem Zeitpfad bestimmt.
In Abb. 4.1 ist eine mogliche Anordnung fiir den komplexen Zeitpfad illustriert, in
Anlehnung an [31, Kapitel 3.3]. Entlang der reellen Achse kann der Pfad C; von t; = —co
bis t; = oo sowie in die entgegengesetzte Richtung C3 verlaufen. Die Pfade sind nur
zur Veranschaulichung in geringem Abstand zur reellen Achse aufgefiihrt, prinzipiell
verlaufen sie auf der Achse. Aufgrund der periodischen Randbedingungen (4.6) ist
der Pfad C; entlang der imagindren Achse geschlossen und lauft von t; bis t;4i5. Im
thermischen Gleichgewicht ergeben zeit- und zeitpfadgeordnete Methoden die gleichen
Ergebnisse, was in den Berechnungen der thermischen Echtzeit-Potentiale genutzt wird.
Von besonderer Bedeutung fiir diese Arbeit ist die reelle Achse, da die Zeitargumente
der zu berechnenden Gréflen reelle Werte annehmen.

Im ¢

¢ >
02 Re t
Ci
li+ip

Abbildung 4.1: Illustration des komplexen Zeitpfades: C; und Cy verlaufen entlang der reellen
Zeitachse. C; beginnt bei t; = —oo und endet bei ty — oco. Cy lduft in
entgegengesetzter Richtung. C;j ist ein geschlossener Pfad, der rein imaginére
Werte annimmt.
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4 Thermische Feldtheorie

4.2.2 Operatorformalismus und Zweipunktsfunktionen

Der Operatorformalismus eignet sich insbesondere fiir die Betrachtung von Echtzeit-
Groflen, wie beispielsweise thermischen Greensfunktionen. Allgemein gilt fir die
Definition eines pfadgeordneten Propagators

DC(xvy) = QC(t - tl)D5($7y) + HC(t/ - t)Dé(l‘,y) ) (48)

mit den vorwérts- und riickwértsgerichteten Propagatoren D (z,y) und D5 (z,y), die
wie folgt festgelegt sind

Dg(zy) = (o(x)o(y) (4.9)
D&(w,y) = (d(y)e(x)) = Dé(y,x) (4.10)
Aufgrund der vorliegenden Translationsinvarianz hingen DZ(y,z) und Dg&(z,y)

lediglich von der Differenz (z — y) ab, wodurch sich der Propagator umschreiben lésst
zu

De(x —y) =0c(t —t') (Da(x —y) — DG (x —y)) + D5(z —y) (4.11)

mit der Symmetrieeigenschaft
De(w—y) = Dely— ) - (4.12)

Der Echtzeit-Propagator kann durch die vier folgenden Komponenten ausgedriickt
werden [32]:

_ [Du(z—y) Dz —vy)
De(z —y) = <D21({L‘ — ) Das(w— y)) ) (4.13)

mit den Matrixelementen

iDi(w—y) = , (4.14)

(Toow)
Do —9) = (To@o) . (4.15)
D —y) = (W) | (4.16)

Du(e—y) = (o)) . (4.17)

wobei 7 und T jeweils Zeit- bzw. Antizeitordnung beschreiben. Die Indizes kenn-
zeichnen, auf welchem Pfad die Propagatoren angelegt sind. So beschreibt Dy (z — y)
beispielsweise den Propagator, der ganzlich auf C; aus Abb. 4.1 lokalisiert ist, wenn
man die Anfangszeit auf t; = 0 setzt und somit die Betrachtung auf rein positive Zeiten
begrenzt.
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4.2 Echtzeit-Formalismus

Anhand ihrer Definitionen ist erkennbar, dass die vier Propagatoren abhingig
voneinander sind. Sie erfiillen die Relation [32]

Diy(z —y) + Daz(z —y) = Dia(z —y) + Dar(z —y) (4.18)

wodurch sich der Echtzeit-Propagator auf drei Eintrage reduzieren lasst. Von besonde-
rem Nutzen erweist sich die Definition:

r_ 0 DA
DC - (DR DS) ) (419)
wobei es sich bei Dr um den retardierten Propagator
Dr(x —y) = 0o (t —t') ([¢(z), d(y)]) (4.20)

handelt und D4 und Dg als avanciert und symmetrisch bezeichnet werden. Der
symmetrische Propagator ist fiir die Rechnungen dieser Arbeit nicht relevant und der
avancierte Propagator lautet:

Da(z —y) = —0c(t' = 1) ([¢(x), d(y)]) - (4.21)

Die in (4.18) auftretenden Komponenten lassen sich durch den retardierten Propagator
ausdriicken, worauf in der Berechnung des Singulett-Potentials (Kap. 5.1) explizit
eingegangen wird.
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5 Storungstheoretische Betrachtung der
Potentiale

Basierend auf der von Matsui und Satz [25] aufgestellten These, dass die Dissoziation
von schweren Quarkonia durch Farbabschirmung ein Indiz fiir die Bildung von Quark-
Gluon-Plasmen sein kénnte, wurden verschiedene Potentialmodelle entwickelt, welche
die Temperaturabhéngigkeit beriicksichtigen. Um Potentiale von schweren Quark-
Antiquark-Paaren in einem Medium aus Gluonen und leichten Quarks, charakterisiert
durch die Temperatur T, zu beschreiben, gibt es zwei Herangehensweisen fiir die
Berechnung im Echtzeit-Formalismus. Zum einen kann der Korrelator durch die
analytische Entwicklung einer Wilson-Schleife ermittelt werden [7] und zum anderen
kann von einer effektiven Theorie ausgegangen werden, in der die Quarks durch
unendlich schwere Quarks ersetzt werden: die nicht-relativistische Quantenchromo-
dynamik (NRQCD) [33]. Aufgrund der auftretenden Infrarot-Probleme bei endlichen
Temperaturen ist die Verwendung von resummierten Propagatoren notwendig. Nach
einer vollstdndigen Berechnung des reellen und imagindren Teils des statischen
Singulett-Potentials erfolgt die Betrachtung von moéglichen Korrelatoren, die sich fiir
die Beschreibung des thermischen Aufbrechens des qg-Singuletts in ein Oktett eignen,
welches in der Wechselwirkung mit dem Medium begriindet liegt. Das thermische
Aufbrechen ist neben dem Imaginérteil der Gluon-Selbstenergie ein weiterer Prozess, der
Einfluss auf die thermische Zerfallsbreite hat, und wurde in diesem Kontext erstmals in
[5] angesprochen. Um die Dissoziation von Quarkonium in einem thermischen Medium
vollstdndig beschreiben zu konnen, ist es notwendig beide Prozesse zu verstehen.
So iiberwiegt der Beitrag durch den Imaginédrteil der gluonischen Selbstenergie bei
Temperaturen, fiir die die Debye-Masse mp kleiner als die Bindungsenergie ist. Fiir
niedrigere Temperaturen entstehen durch den thermischen Aufbruch neue Beitrdge
zum Potential, sowohl reell als auch imaginér, welche relevant fiir die Beschreibung
der Dissoziation von schweren Quarkonia im thermischen Medium sein kénnten.

5.1 Das statische Singulett-Potential

Die Berechnung des statischen Potentials eines in Minkowski-Zeit propagierenden,
schweren gebundenen qqg-Zustands in resummierter Storungstheorie wurde erstmals
in [7] vorgestellt. Nachstehend ist die Herleitung des statischen Singulett-Potentials
dargestellt, wobei zuerst auf die Definition und insbesondere auf den mesonischen
Korrelator eingegangen wird, der im direkten Zusammenhang mit der Spektralfunktion
steht.
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5 Stérungstheoretische Betrachtung der Potentiale

5.1.1 Nicht-relativistische Betrachtung des Potentials

Eine fiir die Bestimmung des statischen Potentials relevante Grofie ist der mesonische
Korrelator in Fundamentaldarstellung [34]

C2(t,r) = / Px <¢(t, X+ D Wt x — 5)5(0,0)%,W (0, 0)> , (5.1)

der die Propagation des Quarkoniums beschreibt, dessen Komponenten durch den
Abstand r getrennt sind. Es wurde das Verfahren des Point-Splittings' angewandt,
um eine perturbative Betrachtung zu gewéhrleisten. Die Definitionen der v#- Matrizen
sind im Anhang A.1 aufzufinden. W bezeichnet eine Wilson-Linie und wird anlehnend
an die Theorie des Paralleltransporters (siehe z.B. [35]) als Grofie definiert, die zwei
fermionische Felder an unterschiedlichen Raumzeitpunkten x und y verbindet. Entlang
der Raumzeit-Kurve C ist sie definiert durch

Wly, x| = exp {—ig/cdx“Au} (5.2)

und beschreibt die Wechselwirkung zwischen diesen Feldern anhand der Eichfelder A,,.
Die Wilson-Linie besitzt folgendes Transformationsverhalten:

Wy, 2] = U)Wy, z]UT(y) . (5.3)

Die Zeitentwicklung des Korrelators (5.1) kann fiir ¢ = 0 anhand einer nicht-
relativistischen Schrédinger-Gleichung in Minkowski-Zeit beschrieben werden, woraus
sich folgende Definition des Potentials V'~ (¢, r) ableitet [7]:

18,02\ (¢t,7) = VA (t,r)CP (8, 1) . (5.4)

Die nicht-relativistische Betrachtung ist auf die schweren Quarkmassen des Quark-
Antiquark-Paares zuriickzufiihren.

Darstellung des Korrelators durch eine Wilson-Schleife

Im weiteren Verlauf wird von unendlich schweren Quarkmassen ausgegangen, wodurch
die Propagation eines schweren Quark-Antiquark-Paares, das durch den Abstand r
voneinander getrennt ist, durch eine Wilson-Schleife ausgedriickt werden kann. Des
Weiteren haben die unendlichen Massen zur Folge, dass die Quarks keine rédumliche
Bewegung mehr ausfithren, wodurch das rdumliche Integral im Korrelator wegfallt. Fir
unendliche Zeiten ergibt sich somit das statische Potential

.o 21
V(r) = lim V(¢t,r) = lim 0,0~ (t,r)

t—s00 t—o00 CQl(t, r) (5'5)

! Point-Splitting beschreibt das Einfiigen von Phasenfaktoren zum Erhalt der Eigenschaften der
Eichtransformationen.
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5.1 Das statische Singulett-Potential

Durch die Wahl des Zeitpfads (siehe Kapitel 4.2), der sowohl bei einer reellen Zeit
beginnt als auch endet, lisst sich C?' fiir positive Zeiten, was bei einem Verhalten
von t — oo angenommen werden kann, durch den zeitgeordneten Propagator C'!
ersetzen [36]. Fir den Korrelator erhélt man

cHt,r) = NiTr <¢W1 [(t,0), (t,r)] W2 [(0,0), (¢,0)]

C

W [(0,1). (0,0)) Wi [(tx) (0.x)) ) (5.6)

N, reprisentiert die Anzahl der Farben und der Faktor N% stellt die Normierung fiir

t = 0 sicher, so dass C1*(0,r) = 1 folgt. 7 stellt die Zeitordnung dar, welche weiterhin zu
beriicksichtigen ist. Der Erwartungswert hat die in Gleichung (4.3) beschriebene Form.
Die Wilson-Linien verlaufen iber den Pfad, der die angrenzenden Operatoren miteinan-
der verbindet. Durch den geschlossenen Pfad ist die nicht-perturbative Eichinvarianz des
Korrelators gewéhrleistet. Anschaulich ist die Wilson-Schleife in Abbildung 5.1 gezeigt.

(t.—3%) Wo (t,5)
W3 Wl
-5 W (03

Abbildung 5.1: Verlauf der Wilson-Schleife wie im Singulett-Korrelator beschrieben.
Durch die kleinen Betrége der Kopplungskonstanten g der starken Wechselwirkung bei

endlichen Temperaturen kann eine hinreichende Abschéitzung des Potentials anhand
von resummierter Stérungstheorie gegeben werden.

5.1.2 Storungstheoretische Betrachtung des Potentials

Die Wilson-Linien kénnen durch folgende Entwicklung in der Kopplungskonstanten g
ausgedriickt werden [8, Kap.15]:

W ((00). (6] = exp{-ig f dora,} (5.7)
(t,0)
= 1l+ig dat A, (z)
(t,r)
(¢,0) x
+ (ig)2/( : dat ( )dy”Au(x)Ay(y) +... . (5.8
t,r t,r
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5 Stérungstheoretische Betrachtung der Potentiale

Der in (5.7) dargestellte Pfad P verlduft von (¢,r) nach (¢,0). Der Korrelator soll in der
ersten nicht-trivialen Ordnung O(g?) berechnet werden. Ausgedriickt in Ordnungen in
g, die durch die hochgestellten Indizes gekennzeichnet sind, gilt:

C(t,r) = 1Ot r) + 2O D (1) + ... . (5.9)
Fir die nullte Ordnung ergibt sich trivialerweise
1
cOtr)y= —Tr1 =1 , (5.10)
Ne
wodurch man fiir die Zeitentwicklungen erhélt:
0,y = 0 (5.11)
i0,C1 () = VIO () (5.12)
Im Folgenden wird die temporale Eichung Agp(x) = 0 gewéhlt, wodurch die rein

zeitlichen Wilson-Linien keinen Beitrag zum Potential liefern

0 0 Zo
Wy=1+ ig/ dIgAQ(.’E) — g2/ dl‘g/ dyoAQ(LE)AQ(y) =1=W3 . (513)
t t t

Zur Vereinfachung kann der Abstandsvektor in z3-Richtung gelegt werden r = (0,0, 7).
Damit folgt fiir die beiden rdumlichen Wilson-Linien

C'H(t, r) = Ni Tr <'f'

C

0 0 T3
(1+ig [ dassttx) - g [ das [ dygAa(t,ng(t,y))
<1+ig/ d.%'gAg(O,X) —gQ/ dxg/ degAg(O,X)Ag(O,y))> (5.14)
0 0 0

Die Zeitordnung iiber den thermischen Erwartungswert der Eichfelder A3 = A§T“
defininiert den Gluon-Propagator:

(T{as@Aw)}) = 65" @ —y) . (5.15)

Unter Beriicksichtigung des Wick’schen Theorems, wodurch alle Terme {iiber eine
ungerade Anzahl an FEichfeldern im Erwartungswert verschwinden, und durch den
Ubergang in den Impulsraum,

Gla—1) = G

ergibt sich folgender Ausdruck fiir den Korrelator

/ d*k TG (k) (5.16)

2 . 2 |
cHt,r) = gTr(l — T“Tl’/0 dx3/0 dy3/d4keflk3(wsfy3)(;gg711(k)

(2m)4N,
0 ke .
77" / das / dys / dtk e halrs—us) GOt (k)

r 0 .
T°T’ /0 da / dys / d4kel(’“ot‘k3(z3‘y3))G§§’11(k)).

(5.17)
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5.1 Das statische Singulett-Potential

Fihrt man die fiir die Definition des Potentials notwendige zeitliche Ableitung durch,
fallen alle zeitunabhingigen Terme weg. Durch die Spur iiber die Farbindizes und das
Losen der Integrale iiber z3 und ys (siehe Anhang A.3) erhélt man fiir das Singulett-
Potential in Ordnung O(g?) allgemein:

Vi@t )y = §,cM' (¢, r)
Cr 4y ik 11
= G (/d kikye Ot(l—coskgr)G33(k)> . (5.18)

mit dem Casimir-Operator Cr, welcher in der fundamentalen Darstellung definiert ist

als
(N2 —1)

2N,
Dabei wurde bertiicksichtigt, dass sich die Greensfunktion aufgrund der Diagonalitét in
den Farbindizes darstellen lasst durch

Cr

(5.19)

Gt (k) = S Gis(k) . (5.20)

Verhalten fiir groBe Zeiten

Betrachtet man den Grenzfall fiir das Verhalten fiir sehr grofle Zeiten t — oo, kann
folgender Ausdruck fiir die Delta-Distribution

eik‘ot

tlggo - = 1md(ko) (5.21)

genutzt werden, wodurch das statische Potential die Form

Vi) = lim 0:Ca1(t,r)

— gcf/d4 koa ) (1 — cos kgr) Gi3 (k) (5.22)

annimmt. Der resummierte Gluonpropagator lasst sich durch den retardierten Propaga-
tor GZ (k) und den Wightman-Propagator G34(k) ausdriicken, wobei die Kubo-Martin-
Schwinger-Relation fiir bosonische Felder beriicksichtigt wurde:

Giy(k) = Gis(k) + G33(k)
= GgRg(k)+e*5k0G21(k)
= GI5(k) - 2i (np(w) + 1) ImGE (k)
= GR(k) - <m€+1)1mG§3(ls) , (5.23)

-1
mit der Bose-Distributionsfunktion np = (em“0 - 1) ~ Tio fir |ko| < T, was durch
die Delta-Funktion gegeben ist, welche durch den Grenzwert (5.21) eingefithrt wurde.
Der retardierte Propagator in temporaler Eichung lautet [32]:

GR i i
ij(k) = ]> — J

om0 e 0
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5 Stérungstheoretische Betrachtung der Potentiale

und damit insbesondere

GE(k) = B — By L K (5.25)
33 T k2 —Tp(k) k2 k2 — (k) k3 ‘

mit der transversalen und longitudinalen Selbstenergie [7]:

m% k3 k3 — k% ko + K|
Mp(k) = —L220 1120 In 2
r(k) 2 K2 [ 2kolk| ko — |K| (5-26)
ko . ko+ K| ]
My (k) = m?|—1 -1 2

Dabei bezeichnet mp die Debye-Masse, die die Dimension 1/Lénge besitzt [6], und
représentiert die Skala fiir die Abschirmung der farbelektrischen Wechselwirkungen. Der
auftretende Logarithmus ist komplex, womit sich fiir den Gluonpropagator ergibt:

k3 1 iTm3
lim kgc: $h) =~ | gy - ”;mD 5 (5.28)
_>
0 D Bk (K 4 m3,)
Fiithrt man schliefllich die Integration iiber k aus, lautet das Singulett-Potential:
— 11
V() = lim 30" (1)
e k2
= g ! /d4 “20(ko) (1 — cos kzr) G33(k)
2C 1 iTm3
= g ! /d3 (1 —cos (ksr)){ — o mTmp -
K mb ik (k2 4 m3,)
QC —mpr
= -2 mp + ° ]
4 T
2C’f / [ sin (mDrz)] ' (5.29)
27rﬁ 22 + 1 mprz

Der r-unabhéngige Term belduft sich auf etwa die doppelte thermische Massenkorrektur
des schweren Quarks [6]. Im resultierenden statischen Potential tritt neben einem
Realteil, der die Form eines Debye-abgeschirmten Coulombpotentials eines statischen
Quark-Antiquark-Paares aufweist, auch ein imaginérer Teil auf, was auf die thermische
Umgebung zuriickzufiithren ist. In [7] wurde gezeigt, dass der Imaginérteil fiir unendliche
Zeiten nicht verschwindet. Er fiithrt unter anderem zu einer thermischen Breite
der Spitze des Quarkonium-Peaks in der Spektralfunktion [34] und kontrolliert die
Déampfung des Korrelators (siehe 7.1), welche sich aus der Landau-Dampfung der
Gluonen ableitet, die die beiden schweren Quarks aneinander bindet. Die Landau-
Déampfung ist in einem thermischen Medium auf die Streuung von Teilchen mit einem
Impuls der Ordnung 7" mit rdumlichen Gluonen, fiir deren Impulse |k|?> > k2 gilt,
zuriickzufithren.
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5.1 Das statische Singulett-Potential

Die Debye-Abschirmung kann fiir sehr grofle Massen vernachléssigt werden, fir
realistische Massen gewinnt jedoch der Debye-Radius mBl mehr an Bedeutung, die
Bindungsenergie sinkt rapide ab und die thermische Zerfallsbreite nimmt zu. So kann
zwar keine quantitative Aussage iiber das Dissoziationsverhalten von Quarkonium
getroffen werden, aber dieses qualitativ bestétigt werden. Es wiirden auch in der QED
Beitrdge durch den Imaginédrteil der Selbstenergie auftauchen, allerdings enthélt die
Photon-Selbstenergie nur fermionische Beitrage. Der Prozess bei kleinen Absténden,
in dem thermische Fluktuationen des Mediums gebundene Farbsingulett-Zustande in
einen qq-Oktett-Zustand auflésen, ist kennzeichnend fiir den nicht-abelschen Charakter
der QCD.
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5 Stérungstheoretische Betrachtung der Potentiale

5.2 Das statische Oktett-Potential

Um den Prozess des Aufbrechens eines q@-Farbsinguletts in ein Farboktett zusétzlich zu
beriicksichtigen, wird die Echtzeit-Entwicklung eines statischen, aber unterbrochenen,
Quark-Antiquark-Paares in einem Medium aus Gluonen und leichten Quarks bei
endlichen Temperaturen betrachtet. Analog zur Definition des statischen Potentials
im Singulett-Kanal (5.5) ist das Oktett-Potential definiert durch:

5 1
lim Vg(r) = lim 10:Cs (t,r)

t—00 t—o00 C%l(t’ r) (530)

Im Folgenden werden unterschiedliche Ansétze fiir die Definition des Korrelators
vorgestellt, der dieses Potentials beschreibt.

5.2.1 Einfiigen von SU(N)-Generatoren in den Korrelator

Durch das thermische Aufbrechen des Singulett-Potentials in ein Farboktett entspricht
der Operator fiir ein Oktett-Meson in der Form dem Singulett-Meson, wird aber von
Farbmatrizen, den SU(N)-Generatoren T, unterbrochen:

BHDWIT W) (5.31)
Verwendet man diesen Ausdruck fiir die Definition des Oktett-Korrelators
cier) = (7w |(03).(0.5)]
N, 2 2
o (:5)] [ (15) o]
anf(0-3)(+-3)

X Wi :(0,0),(0,—;)]T“W6K0, ;),(O,O)D . (5.32)

X WQ

ist die Eichinvarianz nicht mehr erhalten. Anschaulich wird dies in Abb. 5.2 dargestellt.
Berticksichtigt man das Transformationsverhalten der Wilson-Linien (5.3), kann
die Eichabhéngigkeit gezeigt werden. W; und Wy koénnen aufgrund der unitéren
Transformationsmatrizen (2.10) bei der Betrachtung vernachléssigt werden. Mit Hilfe
von

o ra 1 1
73T = 5 (dadin — - 8bu) (5.33)
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5.2 Das statische Oktett-Potential

folgt, wobei aus Griinden der Ubersicht alle riumlichen Indizes hochgestellt sind:

1 N ) .
C(t,r) — Tr<TWQJT“’]kW?f“ZWémT“’m”Wf?Z> (5.34)

Ne

2N,
1

1 Ny iy
= Tr<TW2” W§lW§ngl>

Te{ TWi Wi wim gm'> (5.35)

1 POy ii
= o TW2”W§ZW5lkW(§>

ctt,r) . (5.36)

Neben dem eichinvarianten Teil, der bis auf den Vorfaktor dem Singulett-Korrelator
entspricht, tritt zudem ein eichabhéngiger Teil auf, wodurch der Korrelator ungeeignet
fiir die Beschreibung des statischen Oktett-Potentials im Echtzeit-Formalismus ist. Der
eichinvariante Teil tritt nur auf, wenn die Farbindizes der beiden Generatoren identisch
gewdhlt werden. Zur Umgehung dieses Problems wird die Farbmatrix durch einen
lokalen gluonischen Operator ersetzt, was im Folgenden beschrieben wird.

W3 Wy
@
T a
W4 Wl
T a
Ws ® Ws

Abbildung 5.2: Verlauf der eichabhingigen Wilson-Schleife unterbrochen von den Generato-
ren 7% der SU(N).

5.2.2 Ersetzen der Generatoren durch Felder

Um einen passenden Korrelator fiir das statische Oktett-Potential zu finden, muss der
eingefligte Operator, welcher das Aufbrechen des Singulett-Operators charakterisiert,
die erforderlichen Transformationseigenschaften besitzen. Dem Vorgehen in [33] folgend,
werden die SU(N)-Generatoren durch lokale Operatoren der Form H®(z)T* ersetzt. Das
farbelektrische Feld

eignet sich fiir diese Beschreibung nicht, da in diesem Fall Korrekturterme des Singulett-
Operators von hoherer Ordnung dominieren [37].
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5 Stérungstheoretische Betrachtung der Potentiale

Fiir die korrekte Beschreibung kann das farbmagnetische Feld B(x) als lokaler Operator
gewahlt werden, womit sich der Korrelator ergibt zu

- Lndrm() (6
< Wy :(t, 0), (t, ;)} B; (,0)
s (0.-3) - o wa(0.-3). (-]
< Ws :(0,0) , (0, ;)} B; (0,0)

¥ We :<0, ;) (0, O)D . (5.38)

Abb. 5.3 zeigt die Orientierung und Position der Magnetfelder.

(t,0)

(t, —5) W3 ’ W2 (ta 5)
BYT®

W4 Wl
BT

0,-3) W ’ We  (0,3)
(0,0)

Abbildung 5.3: Verlauf der Wilson-Schleife unterbrochen von chromomagnetischen Feldern.

Das farbmagnetische Feld kann durch den Feldstirketensor Fj;, ausgedriickt werden,
1
B; = §€iijjk ; (5.39)

welcher das Transformationsverhalten des farbmagnetischen Feldes bestimmt. Fj
transformiert wie folgt:

Fjg(z) — U(x)Fj(z)UT(z) . (5.40)
Beachtet man zusétzlich das Verhalten der Wilson-Linien aus (5.3), ist die Eichinvarianz

des Korrelators direkt erkennbar. Verwendet man (5.39) fiir die Definition des
Korrelators und beriicksichtigt die Relation

€ijk€imn = 5]m6kn - 5]n5km ) (541)
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5.2 Das statische Oktett-Potential

ergibt sich

en = gon(rm[(e2) (03)

XW% «LO%

X W :(0, ;) (0, O)D , (5.42)

da der Feldstéarketensor antisymmetrisch unter Vertauschung von Lorentz-Indizes ist.

5.2.3 Storungstheoretische Betrachtung des Oktett-Korrelators

Wie schon bei der Berechnung des statischen Singulett-Potentials wird die temporale
Eichung (Ap = 0) angewandt, wodurch die rein zeitlichen Wilson-Linien W7 = W, =1
keinen Beitrag liefern. Die Wilson-Schleife wird wiederum zur Vereinfachung in die
x3-Ebene gelegt und die Wilson-Linien durch die Entwicklung in g, siehe Gleichung
(5.7), ausgedriickt. Aufgrund der definierten Richtung ergibt sich die Definition des
Feldstarketensors Fia(z), durch den die dritte Komponente des Magnetfeldes festgelegt
wird

Fiy(x) = O AS(w) — 0 A% () + g f ™ AL () A5 () (5.43)

und der Korrelator lautet somit,

A

) = — <T

( +1ig d$3A3tX -g / dx3 dy3A3(t7X)A3(t;Y)>

(o151, o> DrAL(t,0) + gf ™ A} (¢,0) A5(¢,0) ) T°

r

2

A
2

_r o3
1+ig A dazAs(t, x) —92/0 ’ d$3/0 dy3A3(taX)A3(t,Y)>

N N T

0 0 3
1+ig [ dwsA3(0,x) — 92/ Cdazz [ dy3A3(0,X)A3(0,Y)>
) ) )
(0145(0,0) — 3,49(0,0) + £/ A5 (0,0)4§(0,0)) T*

NI

<1+1g/

Bertiicksichtigt man das Wick’sche Theorem, fallen alle Terme iiber eine ungerade
Anzahl von Eichfeldern weg und es ergibt sich eine Vielzahl an Termen der Ordnung

O(g?).

dr3A3(0,x) — g / dx3/ dy3A3(0,x)A3(0, Y)>>
(5.44)
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5 Stérungstheoretische Betrachtung der Potentiale

Die fiihrende Ordnung

In der fithrenden Ordnung O(g°) lautet der Korrelator durch den Ubergang in den
Impulsraum (5.16) und unter Berticksichtigung der Relation (5.15), wobei v = (¢,0)
und w = (0, 0) die Positionen der Feldstéarketensoren beschreiben:

1 ~
O r) = o Tr<T<81A§‘(v)81Ag(w)—|—62A‘f(v)82A'{(w)

LA () Dy AL (w) — 82A‘1‘(v)81Ag(w)>T“Tb>

N2 w U QW YA
(2N2)<(9131 G ( w) +8282 G b(’U —U})

—8{’8&”@%1{(1) —w) — 8§8f’éab(v — w))

(N2~ 1)
N

ik
[ oy (GH® + EHK) - 2k, G0

Die hochgestellten Indizes der partiellen Ableitungen deuten jeweils auf den Raumzeit-
punkt hin, auf den sie ausgefithrt werden. Anders als im Singulett-Fall handelt es sich
bei der nullten Komponente nicht um eine triviale Konstante und muss in der Definition
des statischen Potentials weiterhin beriicksichtigt werden. Aus

ciit,r) = MO r) + 2Pt ) + . (5.45)
folgt daher

10,210 ¢ tr) 210,03 Pty P

. ~11(0)
g g i0,C, +...
O ) O ) (Csmo) (t, r)>2 8

‘/8(0)4'(2) (I‘) —

(5.46)

Mischterme

Durch das Wick’sche Theorem ergibt sich eine Vielzahl an Kombinationen aus den
Termen der Feldstiarketensoren und Wilson-Linen. Man erhédlt 16 Mischterme der
Form

/ A2)A(y)A()DA(w) (5.47)

die sich jeweils aus
e cinem Term der Ordnung O(g") eines Feldstéirketensors ,
e dem Term der Ordnung O(g') des anderen Feldstirketensors und
e ecinem Term der Ordnung O(g') einer Wilson-Linie

zusammensetzen und gegenseitig aufheben.
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5.2 Das statische Oktett-Potential

Die {ibrigen Mischterme tragen zum Korrelator bei, weshalb im Folgenden ein
Beispielterm vorgestellt wird, der sich aus den folgenden Beitridgen aufbaut:

e Term der Ordnung O(g?) aus der Wilson-Linie W [(¢,0), (¢, %)] ,
e das Produkt der Ordnungen O(g°) der Feldstiirketensoren.

Dieser hat die Form:

. 0 T3
R = —¢*Tr <'TT“TbTCTd/ dxs dys

2 2

(452, ) A4 (t, y)01 A5(t, 0)51 43(0,0))
A3 (1, %) A (1, )02 A5 (£, 0)5,49(0, 0) )
— (A5, %) A4(¢, y)01 45 (1, 0)0,41(0, 0) )

+

/N

— (50,3 AL (1, ¥)82.45 (1,000, A3(0,0) > . (5.48)

Wie schon bei der fiihrenden Ordnung wird auch hier eine Fouriertransformation
durchgefiihrt. Nach dem Wick’schen Theorem gibt es fiir jeden Term drei Kombi-
nationsmoglichkeiten. Diese lassen sich aufgrund der Struktur des resummierten
Gluonpropagators zu den folgenden Termen zusammenfassen:

d4k d4
=—g/dx3/ dyg/ / x

{T"T“TbTb eipotei’fS(“‘yi”)Géé(k) (p?G 5(p) + P3GHL () — 2paGlA(p))

TP T elpoteilhsrs tsus) (2/€1P1G§:1),(k)G%:15 (p) — 2k1p2G5§(/€)G%(P))

T T eotel (Fsmstpsus) (o py GRL (k) G35 (p) — 2kopr GL(K) G35 (p) ) } :
(5.49)

wobei ausgenutzt wurde, dass die Gluonpropagatoren Gzljl aus (5.24) mit unterschied-
lichen Indizes eine Proportionalitdt zu dem Produkt der Impulse k;k; aufweisen, was
dazu fithrt, dass

kip1GR3(K)G33(p) = kapaGii(k)Gii(p)

1
3

k1p2GR3(K)G13(p) = kap1Gla(k)G3(p

k1p1Ga3(k)G33(p) k1p2Ga3(k)G13(p)

~

und somit der Beispielterm die Form

o R o [ [ ]

Xelpotelk3(w3 v GLL(K) (p2GI(p) + paGlii(p) — 2p1p2G};(p)) (5.50)

A S

besitzt.
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5 Stérungstheoretische Betrachtung der Potentiale

Dieser Beitrag lisst sich mit der Kombination aus dem Term der Ordnung O(g?) der
Wilson-Linie W [(0,%),(0,0)] und dem Produkt der Terme der Ordnung O(g°) der
Feldstarketensoren zusammenfassen zu:

2(N2 _1)2 % r 4 4
g ( ) /2 d$3/2 dyg/ d /€4 / d p4
4N 0 0 (2m) (2m)

x eimteiks(@—m) GIL (k) (PG (p) + PRGTL(p) — 2mpaGla(p)) . (5.51)

Ein analoger Term, der sich nur durch die rdumlichen Integralgrenzen [, 2 dzs [ dys
unterscheidet, ergibt sich jeweils aus den g?-Beitrigen der iibrigen Wilson-Linien und
dem Produkt der ¢°-Terme der Feldstirketensoren. Lost man anschlieBend die Integrale
tiber 3 und ys (siche Anhang A.3) und substituiert an geeigneter Stelle, erhdlt man
den folgenden Beitrag zum Korrelator:

2 (Nf—l)/ d*k / d*p eipot(l—cos(kgr))
2N? em*J (2m)! k3

x GR (k) (PIGh(p) + P3GH () — 201m2G 13 ()

d*k d4 ipot (1 — cos(ks3)
-7 (Nf a 1) / (2m)* / (27:))4 ¢ ( ks =

x GR (k) (PIGH(p) + P3G () — 2mmG1 () - (5.52)

Die restlichen Mischterme, die sich aus den Kombinationen der g'-Terme der Wilson-
Linien und dem Produkt der Feldstirketensoren ergeben, kénnen in analoger Weise
berechnet werden.
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5.2 Das statische Oktett-Potential

Der Oktett-Korrelator

Durch die Beitrdage der fithrenden Ordnung und den Mischtermen besitzt der Korrelator
in der néchstfithrenden Ordnung die Form

Nf—l d*k i
Céll(tvr) - ( 2N2 )/(27{_)461601:
(KPR (k) + B3GHL (k) — 2k koGl (k) )

n 92(N62_1)/ d'k / d'p oi(ko+po)t
> ) ant) Gy

(GHIG3 () - GRGL D))

(N2—1) [ d%k [ d'p (1 —cos(ksr))
+ N2 / (27)] / (2m)t° s -
GH3(k) (PIGR(p) + P3G (p) — 21p2Gla(p))
d*k d*p ;0 (1 —cos(ksg))
-7 (Nf—l)/(27r)4/(27£4ep ks o
GE (k) (PGR(®) + PG E) — 21mG (D))
(Nc2 —1) d4k d*p (ko po)t(]' — cos(ksr))
+ g 2N2 /(27r)4/(27r)4e " k3 )

G35(k) (PRGE(p) + PAGH(p) — 201p2G1(p))

4 ) 1 — koLl
. gz (NCZ o 1)/ d k4/ d* p4 ez(ko+p0)t( cos( 32)) %
(2) (2) ks

GR(k) (PIG3 () + P3GH D) - 2mGlhp)) (5.53)

Auffillig sind die unterschiedlichen Abhéngigkeiten in der Zeitkomponente, wodurch
die Betrachtung des Langzeit-Limes (5.21) nicht anwendbar ist. Es sind Ahnlichkeiten
in der Struktur zum Singulett-Korrelator

c(t,r) = gCF ( / A4k etFot ( coskgr)G§§(k)> (5.54)

erkennbar, wobei die zum Singulett-Fall analogen Terme einen zusétzlichen Faktor aus
der nicht-trivialen fithrenden Ordnung erhalten.
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6 Gitter-Eichtheorie

Die Gitter-QCD ermdglicht einen vollkommen nicht-perturbativen Zugang, der sich
zur Beschreibung vieler QCD-Mechanismen, wie zum Beispiel des Confinements oder
des Verhaltens im Gleichgewicht bei endlichen Temperaturen, eignet. Durch die
Diskretisierung entsteht eine endliche Anzahl an Freiheitsgraden, was die Voraussetzung
fiir eine numerische Auswertung der auftretenden Erwartungswerte schafft.

6.1 Diskretisierung durch Raumzeit-Gitter

Der Gitterformalismus wurde bereits 1974 durch Wilson [38] eingefiihrt, nicht lange
nachdem die QCD als konsistente Theorie der starken Wechselwirkung an Bedeutung
gewann. Die Gitter-Eichtheorie beschreibt die Kontinuumsphysik auf einem diskreten
euklidischen Raumzeit-Gitter. Eine vielfach verwendete Diskretisierung macht Ge-
brauch von einem vierdimensionalen, hyperkubischen Gitter, dessen Gitterabstand
sowohl in zeitlicher Richtung a; als auch in allen rdumlichen Richtungen as den gleichen
Wert besitzt a = a; = as [39]. Dadurch ergibt sich das Volumen des Gitters zu

V = N;N3a* | (6.1)

wobei N:a die temporale Ausdehnung beschreibt und das rdumliche Volumen durch
N3a? gegeben ist. Im Folgenden bezieht sich die Beschreibung der Theorie ausschlieflich
auf diese Art von Gitter. Aufgrund der Diskretisierung und der endlichen Werte fiir den
Gitterabstand stellt die Gitter-Eichtheorie ein nicht-perturbatives Regularisierungs-
schema dar. So wird durch den Gitterformalismus automatisch ein ultravioletter
Cut-Off der Gluon-Impulse mit ¢ < 7 eingefiihrt.

Die Diskretisierung schafft zudem die Voraussetzung fiir die numerische Berechnung
der Erwartungswerte vieler Gréflen, wobei der diskrete Satz von Raumzeit-Punkten
zur Limitierung des Gitter-Volumens und der Auflésung fiihrt. Dabei besteht die
Moglichkeit, Verfahren der statistischen Mechanik, wie beispielsweise Monte-Carlo
Methoden, zu verwenden. Dadurch ist die Genauigkeit der numerischen Berechnungen
abhingig von der Leistungsfihigkeit der Systeme, auf denen diese betrieben werden. Es
werden keine neuen, physikalischen Parameter eingefiihrt, wodurch der fundamentale
Charakter der Theorie erhalten bleibt und Aussagen iiber physikalische Gréfien und
Prozesse im nicht-trivialen Kontinuumslimes a — 0 getroffen werden kénnen. Analog
zur Diskretisierung der Raumzeit muss eine Uberfithrung der Eichfelder in den
Gitterformalismus vorgenommen werden.
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6.2 Eichfelder im Gitterformalismus

Um Eichfelder auf dem Gitter beschreiben zu koénnen, bedient man sich des Mecha-
nismus des Paralleltransports [35]. Analog zu den infinitesimalen Absténden, tiber die
der Paralleltransporter im Kontinuum definiert ist, wahlt man die Lénge zwischen zwei
benachbarten Punkten auf dem Gitter. Bei einem hyperkubischen Gitter entspricht
diese dem Gitterabstand a, wobei der direkte Pfad zwischen den Punkten als Link
bezeichnet wird:

(x+aey,x) = (x,e,) (6.2)
mit = 1,2,3,4 , wodurch die Einheitsvektoren e, auf der jeweiligen Raumzeit-Achse
liegen. Zur Vereinfachung wird i = ae, gesetzt. Die Eichfelder werden durch die

Einfiithrung der Linkvariablen U,(x) mit der Verbindung der beiden Gitterpunkte in
Zusammenhang gebracht:

Uu(z) = Uz, z + p) = e9An@ts) (6.3)
U_u(z) = U(z,z — p) = eWAu@=30 (6.4)

A, kann eine beliebige Position auf dem Link annehmen und ist im Folgenden auf den
Mittelpunkt des Links festgelegt. U, (x) sind unitére SU(3)-Matrizen und erfiillen

U,z +p)=U Yo+ p,z)=Ul(x+f,z) | (6.5)
Uoyla) = Ule ) - (6.6

6.3 Lokale Eichinvarianz

Die lokale Eichtransformation der Linkvariablen U,(x) und der fermionischen Felder
Y (z) kann folgenderweise ausgedriickt werden [39]:

Uy(x) = A (@)U (2) Az + ) (6.7)
P(x) = Aa)p(z) (6.8)
P(x) = P(a)A (@) (6.9)

wobei es sich bei A ebenfalls um SU(3)-Matrizen handelt. Daraus ist direkt ersichtlich,
dass ein pfadgeordnetes Produkt von Linkvariablen, an dessen Endpunkten sich
beispielsweise die Konstituenten eines Quark-Antiquark-Paars befinden, eichinvariant
unter lokaler Eichtransformation ist. Neben diesem Kopplungsterm gibt es einen
weiteren eichinvarianten Ausdruck:

TrU(Caz) - (6.10)

Cye definiert eine geschlossene und orientierte Kurve. Dabei bezeichnet man U(C,,) als
Wilson-Schleife. Die kleinste geschlossene Schleife wird durch eine Plakette dargestellt.
Der geschlossene Paralleltransport (siehe Abbildung 6.1), der die vier Linkvariablen
einer Plakette repréasentiert, ist gegeben durch

U (2) = Up(2)Uy(z + @)U} (z + 2)US(z) (6.11)

Die hermitesch konjugierte Variable U):Z,(:L“) beschreibt die Plakette mit umgekehrten
Umlaufsinn.
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i

Up(z) .q

Abbildung 6.1: Veranschaulichung von eichinvarianten Gréflen auf einem zweidimensionalen
Gitter mit Gitterabstand a : (links) Darstellung der Plakettenvariablen
Uuv(x). (rechts) Produkt von Linkvariablen, abgeschlossen von einem Quark
bzw. Antiquark.

6.4 Diskretisierte thermische Erwartungswerte

Betrachtet man den reinen Eichsektor, so ldsst sich eine Observable A als
Funktional A[U] der Linkvariablen (6.3) beschreiben. Daraus ergibt sich die Definition
des thermischen Erwartungswerts anhand eines Funktionalintegrals zu

(A[U]) = % [Pwiawes (6.12)

wobei das Integrationsmaf festgelegt ist durch

DU =[[dUu(z) . (6.13)

Dabei dient e als Gewichtungsfaktor. Im Fall der Gitter-Eichtheorie kann die
diskretisierte Variante der Wilson’schen Plakettwirkung [35]

Se=8%a'S (1 - %Re T U,“,> (6.14)

T u<v

verwendet werden.
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7 Numerischer Zugang

Im Folgenden werden die numerischen Methoden vorgestellt, welche fiir die klassischen
Gitter-Eichsimulationen zur Betrachtung der statischen Potentiale auf dem Gitter
notwendig sind. In Anlehnung an die analytischen Ergebnisse in Kapitel 5 wird sich
im weiteren Verlauf auf die Ausfithrung des reinen Eichsektors beschrankt und von
einer Berticksichtigung der fermionischen Freiheitsgrade abgesehen.

7.1 Klassische Gitter-Eichsimulationen

Die nicht-perturbative Untersuchung anhand klassischer Gitter-Eichsimulationen wurde
urspriinglich von Grigoriev und Rubakov vorgestellt [40] und &hnelt dem Kogut-
Susskind-Hamilton-Ansatz [41]. Fir die Diskretisierung wurde ein dreidimensionales
rdumliches Gitter verwendet und die Zeitkomponente kontinuierlich belassen. Im
Singulett-Fall wird dieses Vorgehen u.a. in [34] beschrieben. Analog zur analytischen
Herleitung werden die Simulationen in temporaler Eichung ausgefiihrt, wodurch sich fiir
die rein zeitlichen Linkvariablen Uy (t,x) = 1 ergibt. Der Thermalisierungs-Algorithmus
wird mittels eines Monte-Carlo Verfahrens beschrieben.

7.1.1 Monte-Carlo Verfahren

Fiir die Simulationen der Imaginérteile des Singulett- und Oktett-Potentials auf dem
Gitter ist die numerische Betrachtung von Erwartungswerten notwendig. Da diese
trotz der Diskretisierung zu viele Freiheitsgrade besitzen und dadurch numerisch
zu aufwendig sind, werden Monte-Carlo Methoden angewandt, in welchen nur eine
begrenzte Anzahl an Feldkonfigurationen {U} betrachtet wird. Diese Feldkonfiguratio-
nen werden zuféllig durch einen Update-Algorithmus aus der direkt vorangegangenen
Feldkonfiguration generiert. Der Erwartungswert einer Observablen A aus (6.12) wird
durch den Ensemblemittelwert aus N Feldkonfigurationen ersetzt:

N
(4) = Y AGUDPUY) = S AGTY) (71)
(v} i=1

P({U}) beschreibt die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der erzeugten Feldkonfi-
gurationen und muss dem Gewichtungsfaktor aus (6.12) fiir eine unendliche Anzahl an
Feldkonfigurationen entsprechen.
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7 Numerischer Zugang

Die Feldkonfigurationen werden geméfl der thermischen Zustandssumme [6]

} =

generiert, wobei F;; fiir die raumliche Plakette steht und die rdumlichen Linkvariablen
U; diskretisierte farbmagnetische Felder darstellen. Die farbelektrischen Felder sind {iber
die Relation

z - [DUipENE)

exp {—ﬂz [Z (1 — %ReTr Hj> + ZTr(EZQ)

f 1<j

ot
definiert. Die Funktion G beschreibt das Gauf3’sche Gesetz und lautet:

=iE;(z)Uij(zr) und E; = E}T* (7.3)

G(t,x) = 3 [Bilt, %) = Uit %) Ei(t, UL (1,%)] (7.4)
Dabei wird fiir die modifizierte Gitterkopplung g als Proportionalitdtsfaktor folgender

Ausdruck verwendet:
2N

ag?T
N beschreibt hier im Weiteren die rdumliche Ausdehnung des Gitters und ist nicht zu

verwechseln mit der Anzahl der Farbfreiheitsgrade, welche im Folgenden auf N, = 3
gesetzt sind.

B= (7.5)

7.1.2 Thermalisierungsphase und numerische Umsetzung

Wie zuvor beschrieben, baut die Erzeugung der Feldkonfigurationen auf den unmittelbar
vorangegangenen auf. Jede Feldkonfiguration generiert einen Datenpunkt, allerdings
ist fir die Anfangskonfigurationen nicht gewéhrleistet, dass die Datenpunkte in
der Nihe des Gleichgewichts liegen. Um dem FEinfluss dieses Effekts vorzubeugen,
werden die ersten Messungen, die als Thermalisierungsphase bezeichnet werden, nicht
beriicksichtigt. Fiir die hier vorgestellten Simulationen, welche sich auf eine klassische
Yang-Mills Theorie beschrianken, wird eine verbesserte Version [42] des Heatbath-
Algorithmus [43, 44] verwendet. Fiir die klassischen Gitter-Eichsimulationen wurde
Gebrauch von QDP++, einer C++ Implementierung des QDP (QCD Data Parallel)
Interfaces, gemacht [45,46]. QDP++ bietet eine Programmierumgebung fiir Gitter-
Eichtheorien, in der sowohl Datentypen als auch Routinen auf die mathematischen
Gegebenheiten von Gitter-Eichtheorien abgestimmt sind. So werden Operationen
unterstiitzt, die Matrizen, Vektoren, komplexe Ausdriicke und Tensorprodukte von
Matrizen beinhalten, was die Berechnung von Propagatoren erlaubt.
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7.2 Imaginérteil der statischen Echtzeit-Potentiale

7.2 Imagindrteil der statischen Echtzeit-Potentiale

Den Erwartungen aus den analytischen Ergebnissen entsprechend tritt bei den
klassischen Gitter-Eichsimulationen lediglich der Imaginérteil des Potentials auf, der
formell eine klassische Struktur besitzt. Es wurde sowohl iiber die Gitter-Ausrichtungen
als auch iiber die Schleifenorientierungen gemittelt. Es liegen statistische Ensembles
vor, bei dem jeder Ensemble-Repriasentant eine unabhéngige Monte-Carlo-Simulation
fiir sich ist. Zuerst werden die Ergebnisse fiir das Singulett-Potential vorgestellt, welche
sich mit den Messungen in [6] vergleichen lassen, aber mit anderen Gitter-Bedingungen
durchgefithrt wurden. Insbesondere wird das Verhalten fiir grofle Zeiten betrachtet.
Danach wird die Simulation des Oktett-Potentials dargestellt und mit den Ergebnissen
des Singulett-Potentials verglichen. Eine Ubersicht der verwendeten Parameter ist im
Anhang A.4 zu finden.

7.2.1 Singulett-Potential

In Anlehnung an die analytische Herangehensweise, wird das Potential anhand einer
diskretisierten Wilson-Schleife in Minkowski-Zeit definiert. Die klassische Definition des
Singulett-Potentials lautet daher:

iAthl (t, ’I“)

Va(t,r) = 7.6
l( 7") Ccl (t, r) ( )
Der klassische Korrelator ist dabei definiert als
1 T T I8 T
Ccl(t,’l") = ﬁTI' [W (t,—§,§)W(O,§,—§)] s (77)

C

wobei die Wilson-Linien iiber die rdumlichen Linkvariablen definiert sind und die
zeitlichen Wilson-Linien aufgrund der temporalen Eichung verschwinden. Die Wilson-
Schleife verlauft entlang der kiirzesten Trajektorie r, welche die raumliche Ausdehnung
definiert. Fiir die zeitliche Entwicklung wird der Differenzenquotient verwendet,

Ccl(ta T) - Ccl(t - 5t7 ’I”)
Ot ’

AtC’Cl(ta T) = (78)

mit dem in der Simulation gewédhlten Zeitschritt §, = 0,025. Zur Veranschaulichung
wird der Verlauf eines typischen Korrelators und dessen Zeitentwicklung in Abbildung
7.1 aufgezeichnet.
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Abbildung 7.1: Der Singulett-Korrelator (oben) und die Zeitentwicklung des Singulett-
Korrelators (unten) fiir die Abstinde r = a, 2a, 3a und 4a.
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7.2 Imaginérteil der statischen Echtzeit-Potentiale

Fir das statische Echtzeit-Singulett-Potential liegt ein rein imaginires Ergebnis vor,
welches in Abbildung 7.2 gezeigt ist.

N=16, p=16

2t 4
= a
r=2a
r=3a
r=4a
-3 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

Abbildung 7.2: Das Singulettpotential fiir die Abstdnde r = a, 2a, 3a und 4a. Mit
zunehmendem Abstand nimmt der statistische Fehler rapide zu, was eine
Betrachtung von grofieren Absténden erschwert. Um die Vergleichbarkeit mit
den Messungen aus [6] zu gewéahrleisten, wurde das Potential entsprechend
skaliert.

Qualitativ ist zu beobachten, dass der Imaginérteil fiir grofle Zeiten nicht verschwindet
und sich seine Amplitude mit zunehmendem Abstand r vergréflert. Allerdings ist zu
bemerken, dass fiir grofler werdende Abstdnde der statistische Fehler rapide zunimmt,
was die Betrachtung von noch gréfleren Abstdnden erschwert. Fiir grofie Zeiten wurden
die Ergebnisse in Tabelle 7.1 gefunden.

Messung N B Konf. r=a r=2a r=3a r=4a
Singulett 16> 16 300  —0.056(1) —0.150(4) —0.243(7) —0.347(19)
simuliert [6] 128 16 200 —0.060(2) —0.156(8) —0.246(26) —0.319(56)
analytisch [6] oo 16 - —0.0601 —0.1145 —0.1507 —0.1737

Tabelle 7.1: Uberblick der Ergebnisse des Singulett-Imaginirteils im Grenzfall von groBen
Zeiten fiir die Abstdnde » = a, 2a, 3a und 4a. In der ersten Zeile sind die hier
gemessenen Werte aufgefithrt. Die folgenden Zeilen zeigen zum Vergleich, die in [6]
klassisch simulierten bzw. storungstheoretisch gewonnenen Werte.
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7 Numerischer Zugang

In [6] wurden Ergebnisse aus analytischen Rechnungen und Simulationen verglichen.
Es liegt eine Ubereinstimmung im Verlauf der Graphen 7.3 vor. Es ist jedoch eine
Vergroflerung der Amplitude der Simulationen gegeniiber den analytischen Ergebnissen
erkennbar, was auf nicht-perturbative Effekte und Korrekturen von héheren Ordnungen
zuriickzufithren ist. Fiir grofler werdende Absténde nimmt der numerische Aufwand der
Simulationen zu, was zu einer Vergroflerung des statischen Rauschens bei grofleren

Zeiten fihrt.

B =16,N = 12, simulation B =16,N = 12, analytic

1 - T T T T T 1 T T T T T
A
14 o
L P q r Ly 1
7\ N
L' \ / \\
0 ) - . - 0 [N < b
N y N G o =N omR b [ G R Re =
o i b/ N N 39 o 15 - pEEEN [ <
A v -7 N 1 =R 1
= hoos VL = Ao A
«a AR \ o AV
AR 1AV 21 7
5 |E 85 |id
> 1 = e 1
ERR L ERRRE
= L g (o
2P 1 = 2r N
[ \/
L1 ! r/a=1]| | L rla=1]| |
[ --r/a=2 --r/a=2
v .. r/a=3 - r/a=3
3 — 3 _
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| | I
0 3 6 9 12 0 3 6 9 12
t/a t/a

Abbildung 7.3: Vergleich zwischen klassischer Simulation und analytischer Betrachtung [34]
fir die Abstdnde r = a, 2a, 3a und 4a. Nicht-perturbative Effekte und

Korrekturen aus hoéheren Ordnungen fiihren zu einer Vergroflerung der
Amplitude bei den simulierten Ergebnissen. 8 wurde jeweils zu 16 gewéhlt
und die klassische Simulation bei einer Gittergréfie von N = 12 durchgefiihrt.
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7.2 Imaginérteil der statischen Echtzeit-Potentiale

7.2.2 Oktett-Potential

Analog zu (7.6) wird das Oktett-Potential definiert durch

iAtC&Cl(t, T)

Ve = t’ = ) 7.9
8,1( T) 08705(75,7“) (7.9)
mit dem Korrelator
1
Csalt,r) = =T |W(t,0,5) B(,0)W (t,—5,0)
W (0,0,—5) B(t,0) W (0,5,0) | (7.10)

wodurch wiederum eine rdumliche Ausdehnung von r erzielt wird. Es wird die gleiche
Zeitableitung wie in (7.8) betrachtet. Die Diskretisierung der Magnetfelder erfolgt durch
die Kleeblatt (clover leaf) Definitionen aus [23]. Dabei wird zunéchst die Definition des
Magnetfeldes (5.39) und die folgende Relation zwischen der Plakette (6.11) und dem
Feldstéarketensor ausgenutzt:

Uw(x) = exp {iaQFW} . (7.11)

Damit erhélt das Magnetfeld die folgende Form:

1

Bi(z) = Tcﬂeijknjk(l‘) ) (7.12)

wobei II;;(z) die Summe der vier Plaketten beschreibt, deren Anordnung einem
Kleeblatt dhnelt (sieche Abb. 7.4). Die Definition der rdumlichen Kleeblétter lautet:

Mjp(z) = !

1 Uin(@) + U—ji(@) + U—ji(z) + Uj-p(z)) . (7.13)

Die diskretisierte Version der durch Magnetfelder unterbrochenen Wilson-Schleife ist in
Abbildung 7.4 illustriert.
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Abbildung 7.4: Die diskretisierte Wilson-Schleife, die zur numerischen Betrachtung des stati-
schen Echtzeit-Oktett-Potentials verwendet wird. Die Magnetfelder werden
durch vier Plaketten beschrieben, die wie ein Kleeblatt aneinandergereiht
sind.
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7.2 Imaginérteil der statischen Echtzeit-Potentiale

Sowohl Korrelator als auch Zeitentwicklung (Abb. 7.5) weisen Ahnlichkeiten zu den in
Kapitel 7.2.1 vorgestellten Aquivalenten auf.

N=20, B=16
03 T T T T
‘ = a
‘ r=2a
0.25 _‘ ' r=3a

i r=4a

0.2
g 015
0.1
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0
0.05 T T T T
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r=2a
r=3a
r=4a
0
)
Q
3
-0.05 i
_0. 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

tat

Abbildung 7.5: Der Oktett-Korrelator (oben) und die Zeitentwicklung des Oktett-Korrelators
(unten) fir die Abstidnde r = a, 2a, 3a und 4a.
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7 Numerischer Zugang

Das Potential ist in Abbildung 7.6 aufgezeigt. Der Verlauf ist identisch, aber fiir kleine
r tritt eine Vergroflerung der Amplitude auf.

N=20, p=16
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Abbildung 7.6: Das Oktettpotential fiir die Abstdnde r = a, 2a, 3a und 4a. Mit zunehmendem
Abstand nimmt der statistische Fehler rapide zu, was eine Betrachtung von
groBeren Abstédnden erschwert. Um die Vergleichbarkeit mit dem Singulett
Potential zu gewéhrleisten, wurde das Potential entsprechend skaliert. Der
Verlauf dhnelt dem des Singulett-Potentials, der erste Wert weicht auffallig

vom Singulett-Potential ab.
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7.2 Imaginérteil der statischen Echtzeit-Potentiale

Zum Vergleich werden die Ergebnisse aus den Oktett-Simulationen mit denen aus Kap.
7.2.1 in Tabelle 7.2 aufgelistet.

Messung N [ Konf. r=a r=2a r=3a r=4a

Singulett 163 16 300  —0.056(1) —0.150(4) —0.243(7) —0.347(19)
Oktett 205 16 300 —0.076(4) —0.153(5) —0.230(12) —0.298(27)

Tabelle 7.2: Vergleich der Ergebnisse von Singulett und Oktett-Imaginarteil im Grenzfall von
groflen Zeiten fiir die Abstdnde r = a, 2a, 3a und 4a. In der ersten Zeile sind
die in Kap. 7.2.1 gemessenen Werte aufgefiihrt. Die zweite Zeile beschreibt die
Ergebnisse des Oktett-Potentials.

Es ist ein deutlicher Anstieg des Wertes fiir den kleinsten Abstand a zu erkennen.
Fir grofler werdende Abstdnde nimmt der Einfluss immer weiter ab und es werden
sogar Werte unterhalb des Singulett-Anteils gemessen. Dies lisst sich dadurch erkléren,
dass der Prozess des thermischen Aufbrechens zwar Einfluss auf die Verbreiterung der
thermischen Zerfallsbreite nimmt, aber auf kurze Distanzen beschriankt ist. Zudem
steigt der numerische Aufwand mit VergréBlerung des Abstandes an und verursacht eine
Verstiarkung des statischen Rauschens. In Abbildung 7.7 werden die beiden Verldufe der
Potentiale fiir grofle Zeiten verglichen.

=16
0 T T T - T 0
Singulett: N=16 o
o Oktett: N=20 o
(]
-0.1 1-0.1
[ ]
U 1-02 F
=) ° =)
g N g
> >
< -03r . 1-03
) )
-04 1-04
-0.5 : : : . -0.5
0 1 2 3 4 5
ra?t

Abbildung 7.7: Vergleich der beiden Potentiale, aufgetragen gegeniiber dem Abstand. Das
Singulett-Potential weist einen stérkeren linearen Abfall als das Oktett-
Potential auf.

53



7 Numerischer Zugang

54



8 Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Untersuchung der statischen Potentiale fiir
schwere Quarkonia vor einem thermischen Hintergrund im Echtzeit-Formalismus. Zu
Beginn der Arbeit werden die relevanten Grundlagen fiir nicht-abelsche Eichtheorien
gegeben. Anschlieflend erfolgt eine Einordnung in die Physik der schweren Quarkonia,
wobei u.a. der Zerfall der gebundenen Zustinde und das Potential der starken
Wechselwirkung thematisiert werden. Kapitel 4 trigt die fiir diese Arbeit notwen-
digen Definitionen und Formalismen der thermischen Feldtheorie, wie beispielsweise
den Echtzeit-Formalismus, zusammen. In Kapitel 5.1 wird das Singulett-Potential
hergeleitet, welches aufgrund der schweren Quarkmassen in einer nicht-relativistischen
Schrodinger-Gleichung verwendet und damit durch die Zeitentwicklung des mesonischen
Korrelators in Wilson-Schleifen-Form ausgedriickt werden kann. Neben dem reellen Teil,
der auf die Debye-Abschirmung zuriickzufiithren ist, tritt ein Imaginérteil auf, welcher
aus der Landau-Dampfung hervorgeht.
20 ¢

e~ MmDT
47 mp + T

2Cf/ [1 sin (mprz)
27r5 22 + 1 mprz

Bei verschwindenden Temperaturen weist das statische Potential diesen Beitrag nicht
auf. Es handelt sich bei dem Imaginarteil also um einen rein thermischen Effekt,
der zur Zerfallsbreite schwerer Quarkonia beitragt. Bei kurzen Abstdnden bricht
der Farbsingulett-Zustand in ein Oktett auf, was ebenfalls zur Verbreiterung des
Quarkonia-Resonanzpeaks fiithrt. Es wurde in Kapitel 5.2 ein Korrelator vorgestellt,
der diesen Mechanismus miteinbezieht. Dieser beriicksichtigt eine Modifikation der
Wilson-Schleife, deren rédumliche Wilson-Linien durch lokale Operatoren, in diesem
Fall Magnetfelder, unterbrochen werden. Es treten sowohl im Realteil, als auch im
Imaginéarteil nicht-triviale analytische Strukturen auf.

V(ir) =

Durch den formal klassischen Charakter des Imaginédrteils, l4sst sich dieser anhand
von Gitter-Eichsimulationen bestimmen. Kapitel 6 gibt eine kurze Einfiihrung in die
Grundlagen des Gitterformalismus. In Kapitel 7 wurde das Auftreten des Imaginérteils
bei grofien Zeiten in beiden Potentialen bestétigt.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Die folgenden Werte wurden in den Simulationen bestimmt:

Messung N S Konf. r=a r=2a r=3a r=4a

Singulett 16> 16 300  —0.056(1) —0.150(4) —0.243(7) —0.347(19)
Oktett 20 16 300 —0.076(4) —0.153(5) —0.230(12) —0.298(27)

Es wurde beim Oktett-Potential eine Verstdrkung des Effekts fiir kleine Abstédnde
beobachtet. Mit grofler werdenden Abstédnden nehmen die Potentiale dhnliche Werte
an. Dies wird in Abbildung 7.7 ersichtlich. Dadurch konnte in dieser Arbeit gezeigt
werden, dass der Prozess des thermischen Aufbrechens in ein Oktett-Potential bei der
Betrachtung des Dissoziationsverhaltens schwerer Quarkonia, insbesondere fiir kurze
Absténde, nicht vernachléssigt werden kann.

Ausblick

Um die im Oktett-Korrelator auftretenden nicht-trivialen Strukturen besser verstehen
zu konnen, ist die analytische Betrachtung des Oktett-Potentials interessant, was
aber durch die zusatzlichen Eichfelder deutlich erschwert ist (siehe Kapitel 5.2).
Zudem konnten hohere Ordnungen des Singulett-Potentials betrachtet werden, um
den Einfluss der nicht-perturbativen Effekte deutlicher herauszustellen, welche in
den Gitter-Eichsimulationen sichtbar wurden. Durch Verbesserung der numerischen
Eingangswerten, d.h. Vergroflerung des Gitters und Verfeinerung des Gitterabstands,
kénnte zum einen die Untersuchung des Verhaltens der Potentiale fiir groffe Absténde
gewdhrleistet und zum anderen den in Abbildung 7.7 vorgestellten Verlauf préazisiert
werden.
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A Anhang

A.1 Notation

In der gesamten Arbeit werden alle Gréflen in natiirlichen Einheiten A = ¢ = kg =1
ausgedriickt, wobei h fiir die Planck-Konstante, ¢ fiir die Lichtgeschwindigkeit und kg
fiir die Boltzmann-Konstante stehen.

Summen werden nicht explizit ausgeschrieben. Treten identische Indizes mehrfach im
gleichen Produkt auf, muss die Einstein’sche Summenkonvention beriicksichtigt werden.
Ausgegangen von der Minkowski-Raumzeit werden rdumliche Indizes durch lateinische
Buchstaben ausgedriickt. Griechische Buchstaben indizieren die Komponenten der
kovarianten bzw. kontravarianten Raumzeit. Es wird folgende Metrik verwendet:

1 0 0 0

,_ o -1 0 o0

=10 0 -1 o0 (A1)
00 0 -1

Ein Minkowski-Vierervektor wird dargestellt durch 2# = (20, 2!, 2%, 23). Die analytische

Fortsetzung von reeller zu imagindrer Zeit (¢ — ir) ergibt fiir die zeitlichen
Komponenten zg — —izy und entspricht dem Ubergang von Minkowski-Metrik zur
euklidischen Metrik (2 —x?) — — (72 + x?) durch Wick-Rotation, wobei 7 und x4
reell sind [31, Kapitel 2]. Das Skalarprodukt ist definiert durch:

r-y=zxy' = 2y —xy . (A.2)

v-Matrizen

Die y-Matrizen werden anhand der Pauli-Matrizen o aus Kapitel A.2.1 definiert. Sie

haben die Form:
i (0 o 5 (-1 0
Y= _0.7,' 0 = 0 1 )

mit ¢ =0, ...,3 und es gilt [31]:

PP =iy (A.3)
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A Anhang

A.2 Generatoren

Die Symmetriegruppe SU(N) wird durch spurlose N x N-Matrizen T generiert, welche
der Kommutatorrelation der entsprechenden Lie-Algebra gentigen

|1, 1°] = ifer (A.4)

und
T = (T%)7 (A.5)

erfiillen, wobei f2%¢ die jeweiligen total-antisymmetrischen Strukturkonstanten dar-
stellen. So konnen die Generatoren der SU(2) durch die Pauli-Matrizen représentiert
werden, wihrend die Gell-Mann-Matrizen als Generatoren der SU(3) fungieren.

A.2.1 Pauli-Matrizen

Fiir SU(2) liegen drei Gruppenparameter vor und es gilt fiir die Generatoren in der
fundamentalen Darstellung:
a 1 a
T°= 5o . a=1,2,3 . (A.6)

Die Pauli-Matrizen sind standardmafig definiert als:

0 1 0 —i 10
1 _ 2 _ 3 _

A.2.2 Gell-Mann-Matrizen
Analog zur SU(2) unterliegen die Generatoren der SU(3) der Relation:
1
T = X . a=1,....8 . (A7)

Diese Bedingung erfiillen die Gell-Mann-Matrizen, die folgenderweise ausgedriickt
werden konnen [16]:

010 0 —i 0 1 0 0
M= |1 00| , X=[i 0 o] , X=]0 -1 of ,
000 0 0 0 0 0 0
00 1 0 0 —i 00 0
M= 1000 , ¥=[0oo0 o] , X=]oo0 1] .,
100 i 0 0 010

00 0 L (L0 0
No= (o0 —-i] , ¥=—1|01 o0
0i 0 3\0 0 -2
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A.2 Generatoren

A.2.3 Niitzliche ldentitaten

Nachstehend werden
aufgefithrt [47]:

T T

Tr 79T

Tr T°T°T®
Tr ToT°T°T?
Te ToT°TT®
Te ToT*TT®

Tr ToTT?
Tr 5%

Identitdten fiir Generatoren in der fundamentalen Darstellung

1 1
3 <5z‘15jk - NC51'j5k1> ,

1
76ab
2 )

1 abc . pabc
Z (d + lf ) s

1 ab ccd 1 abs jcds abs peds : abs pecds abs jcds
TS +§[d deds — fabs +1(d feds 4 pabsg )]
NZ—1g b
—~& 4§ =Tr T*T*T°T

AN, g ’

1

— &b =TrToTeTOT?

AN, g ’
0,
N

In adjungierter Darstellung, die definiert ist durch (F®)p. = ifgpe , gilt:

Tr FOF®

Tr FOFb e
Tr FOFPFepd
Tr FoFoFb e
Tr FOFbFepe

Tr FoFo b
VI\I. 5(1&

NC(Sab 7
_ -NC abe
= 1 ) f ’
— 5ab60d + 6ad5bc + % (dabsdcds _ dacsdbds + dadsdbcs> 7
= N2" =Tr FF'F°F® |
Nc2 be a e pa b
= 0 ,
= NZ-1

[

Neben der Jacobi-Identitat

fadefbcd + fbdefcad + fcdefabd =0 (A8)

ergeben sich weitere Identitdten sowohl fiir die antisymmetrischen Strukturkonstanten
f¢ als auch fiir die symmetrischen d**¢:

fabc
dabc
faab
facd fbcd

facd dbcd

dacd dbcd

— fhac (antisymmetrisch unter Indexvertauschung),
dbec (symmetrisch unter Indexvertauschung),
deec —q
Ncaab ,
0,
NZ -4 P

N
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A Anhang

A.3 Raumliche Integrale zur Berechnung der statischen
Potentiale

Fiir die Berechnung der Potentiale werden folgende Integrale verwendet:

r T _ _ 9
/2 dx3 /2 dy3 e—lk3$3€1k’3y3 — 72 (1 — COS <k3r>> (Ag)
0 0 ks 2
~3 3 : : 1/ -
d / d —iksxs Jik3ys _ - ikar 9 1k3§ 1
/0 T3 ; Y3 e e k:% (e e + )

dk 1
f: 3 = (cos (ksr) — 2 cos (k’gg) + 1) ; (A.10)
3

wobei die Exponentialfunktionen nur umgeschrieben werden kénnen, wenn ein Integral
iiber k3 mit symmetrischen Grenzen vorliegt.

A.4 Ubersicht der Parameter fiir die durchgefiihrten
Echtzeit-Simulationen

Hier wird ein Uberblick iiber die in der Simulation verwendeten Parameter gegeben.

Simulation Singulett Oktett
Gittergrofle NV 163 203
Gitterkopplung 16 16
Zeitschritte &, 0.025 0.025
Anzahl der Heatbathschritte 200 200
Anzahl Thermalisierungsschritte 150 150
Messungsschritte 2/2048 2/2048
Ensemblegrofie 300 300
Tmaz 4 4
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A.5 Singulett-Diagramme

A.5 Singulett-Diagramme

Zur Veranschaulichung werden in diesem Abschnitt die Diagramme, die Beitrdge zum
Singulett-Potential (Kapitel 5.1) liefern, abgebildet.

Abbildung A.1: Die rein zeitlichen Beitrage der Wilson-Schleife.

i

&

Abbildung A.2: Die rein rdumlichen Beitrage der Wilson-Schleife.

) Lo

e El

Abbildung A.3: Die zeitlich und rdumlich gemischten Terme der Wilson-Schleife.
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A.6 Ubersicht der Diagramme fiir das Verhalten bei groBen

Zeiten

A.6.1 Singulett

N=16, B=16
l T T
r= a
o
fm
N ~
(=] “/ \
B oofbftoe -
G} Y — _ _

> [
s |
™ \\/“J

_1 1 1 1

0 5 10 15
tat

Abbildung A.4: Singulettpotential: Verhalten bei groflen Zeiten fir Abstand r

V(o0,a) = —0.056(1).
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N=16, B=16
l T T T
r=2a
o
~
(9]
(=]
T oo
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2
=
™
_1 1 1 1
0 5 10 15
tat

Abbildung A.5: Singulettpotential: Verhalten bei groflen Zeiten fiir Abstand r

V(o0,2a) = —0.150(4).
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A.6 Ubersicht der Diagramme fiir das Verhalten bei grofien Zeiten

N=16, B=16

:EO -
S WAL
® \/ Y \WJ v

Abbildung A.6: Singulettpotential: Verhalten bei grofien Zeiten fiir Abstand r = 3a mit
V(o00,3a) = —0.243(7).

N=16, p=16

\/ \ | Vo
-1 | N I I ‘\‘ | i | | ‘ | | ‘ ‘ H
0 5 10 15 20

toat

Abbildung A.7: Singulettpotential: Verhalten bei grofien Zeiten fiir Abstand r = 4a mit
V(o0,4a) = —0.347(19).
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A.6.2 Oktett

N=20, B=16
l T T T
I -a
‘ \
|
\
|
o \
Nf: ‘ N
o A
e
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> BV
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||
i
o
i
-1 || 1 1 1
0 5 10 15 20
tmt

Abbildung A.8: Oktettpotential: Verhalten bei grofien Zeiten fiir Abstand r =

= la mit
Vs(oo,a) = —0.076(4).
N=20, B=16
l T T T
r=2a
=
NCD
T oo
2
LY
(92]
-1 1 | |
0 5 10 15 20
trat
Abbildung A.9: Oktettpotential: Verhalten bei grofien Zeiten fiir Abstand r = 2a mit

Vs (00, 2a) = —0.153(5).
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A.6 Ubersicht der Diagramme fiir das Verhalten bei grofien Zeiten

N RNl
° Vv WWW VU

tat

Abbildung A.10: Oktettpotential: Verhalten bei groflen Zeiten fiir Abstand r = 3a mit
Vs(00,3a) = —0.230(12).

N=20, p=16

T TR
1w

|
15 20

Abbildung A.11: Oktettpotential: Verhalten bei groflen Zeiten fiir Abstand r = 4a mit
Vs(00,4a) = —0.298(27).
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