Statistische Physik

Owe Philipsen
Goethe-Universitédt Frankfurt am Main — Wintersemester 2020/21

Version: 18. Februar 2021



Inhaltsverzeichnis

1 Grundprinzipien der Statistischen Physik
1.1 Der Phasenraum . . ... .. ... .........
1.2 Zeitliche Mittelwerte . . . . . . .. ... ... ...
1.3 Die statistische Verteilung . . . . . . .. ... ...
1.4 Statistische Unabhéngigkeit . . . . . . . . .. ...
1.5 Fluktuationen . . . . . ... .. ... ... .....
1.6 Das Liouville-Theorem . . . . . .. ... ... ...
1.7 Das mikrokanonische Ensemble . . . . . . ... ..
1.8 Grundprinzipien Quantenstatistik . . . . . . . . ..
1.9 Zeitentwicklung der Dichtematrix . . . . . . . . ..
1.10 Das mikrokanonische Ensemble in der QM . . . . .
1.11 Die Entropie . . . . ... .. ... ... ...,
1.12 Die Entropie in der klassischen Statistik . . . . . .
1.13 Physikalische Bedeutung der Entropie: 2. Hauptsatz

2 Thermodynamik
2.1 Die Temperatur . . . . . .. ... .. ... .....
2.2 Quasistatische und adiabatische Prozesse . . . ..
23 DerDruck . . . ... ... ... L.
2.4 Arbeit und Warmemenge . . . . .. ... ... ..
2.5 Die thermodynamischen Potenziale . . . . . . . ..
2.6  Umrechnung zwischen Variablenpaaren . . . . . . .
2.7 Der 2. Hauptsatz, thermodynamische Formulierung
2.8 Der Carnot-Prozess . . . . . ... ... ... ....
2.9 Die absolute Temperaturskala . . . . .. . ... ..
2.10 Thermodynamische Ungleichungen . . . . . .. ..
2.11 Das Nernst’sche Theorem, 3. Hauptsatz . . . . . .
2.12 Abhéangigkeit von der Teilchenzahl . . . . . .. ..
2.13 Losungskonzept Statistische Physik, mikrokanonisch

3 Kanonisches und Grof3)kanonisches Ensemble
3.1 Die Gibbs’sche oder kanonische Verteilung . . . . .
3.2 Die Maxwell-Verteilung in der klassischen Statistik
3.3 Die Zustandsgleichung des idealen Gases . . . . . .
3.4 Das Gibbs-Paradox der klassischen Statistik . . .
3.5 Kanonisches Ensemble der klassischen Statistik . .
3.6 Das groflkanonische Ensemble . . . . . . . ... ..
3.7 Das ideale Gas aus dem groflkanonischen Ensemble
3.8 Teilchenfluktuationen, groflkanonisch . . . . . . ..

10
12
13
14
16
19
24
25
27
29
30

33
33
35
37
40
43
46
49
52
55
57
59
61
63



4 Ideale Gase

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

Die Boltzmann-Verteilung . . . . . . .. .. ... .. ... ..
StoBle von Molekiilen . . . . . ... oo
Freie Energie und Zustandsgleichung des Boltzmann-Gases . . . . .
Der Gleichverteilungssatz . . . . .. .. ... ... ... ... ...
Einatomige Gase . . . . . . . .. ..o

5 Ideale Quantengase

5.1
5.2
5.3
5.4
5.5
5.6
5.7
5.8
5.9

Mehrteilchen-Schrédingergleichung . . . . . .. . .. ... oL
Ununterscheidbare Teilchen und Pauli-Prinzip . . . . . . .. ... ..
Die Fermi-Verteilung . . . . . . . . . ... ... .
Die Bose-Verteilung . . . . . . . ...
Ideale Fermi- und Bose-Gase . . . ... ... ... ... .......
Fermi-Gas bei niedriger Temperatur, hoher Dichte . . . . .. .. ..
Magnetismus eines Elektronengases im schwachen Feld . . . . . . . .
Bose-Einstein-Kondensation . . . . . .. ... ... ... .. 0L
Die Wérmestrahlung . . . . . .. .. ... o oL

6 Niherungsmethoden

6.1
6.2

Thermodynamische Stérungstheorie, klassisch . . . . . . .. ... ..
Thermodynamische Stérungstheorie, QM . . . . . . . ... ... ..

7 Phaseniiberginge

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6
7.7

Phasengleichgewicht und Phasendiagramme . . . . . . . .. ... ..
Die Gibbs’sche Phasenregel . . . . . .. .. ... ... ... .....
Thermodynamische Beschreibung von Phaseniibergdngen . . . . . .
Kritische Endpunkte . . . . . . . .. . ... ... ... ...
Van der Waals Zustandsgleichung und Fliissig-Gas-Ubergang

Kritische Phénomene . . . . . . . .. .. ... oL
Phaseniiberginge aus der Zustandssumme . . . . . . . ... ... ..

82
82
85
87
90
92

95
95
96
99
101
103
107
112
117
123

128
128
130



1 Grundprinzipien der Statistischen Physik

e Gegenstand der Statistischen Physik und Thermodynamik:
Gesetze, die Eigenschaften makroskopischer Kérper/Systeme beschreiben

e Makroskopischer Koérper:
System aus kolossal vielen Teilchen (Atome, Molekiile)
GroBenordnung: Avogadro-Zahl Ny = 6.022 - 1023
N4 Teilchen entsprechen 1 mol Stoffmenge; z.B. 1 mol HoO wiegt 18 g
Zugehoriges Volumen: V = Nj - Vipsiichen
Thermodynamischer Limes: N — o0,V — o0 mit N/V = konst.

Beispiele: starre und elastische Korper, Gase, Fliissigkeiten, ...

e Thermodynamik: historisch &lter, rein phianomenologisch, makroskopisch

e Statistische Physik: Reduktion von ~10%? Freitheitsgraden auf einige wenige
messbare makroskopische Groflen, die thermodynamischen Gesetzen gehorchen
= Briicke von mikroskopischer Dynamik zu makroskopischen Eigenschaften
=Informationsverlust = Wahrscheinlichkeitscharakter der Gesetze

Aber: préizise thermodynamische Vorhersagen moglich!

e Mikroskopische Welt: Quantenmechanik!
= benétigt statistische Quantenmechanik/Quantenstatistik
= klassischer Limes fithrt auf klassische Statistik

Herleitung/Darstellung meist umgekehrt: 1. klassisch, 2. QM

Annahme fiir 1.:
Ny Teilchen gentigen der klassischen Mechanik, Kraftgesetz ihrer WW bekannt

Exakte Beschreibung:

2 N4 gekoppelte Dgl. 1. Ordnung f. Ort und Impuls

2 N4 Anfangsbedingungen

Im Allgemeinen nicht praktisch 16sbar!

(Ausnahme: Abb. auf niederdim. Systeme, z. B. starrer Korper)

Aber: 3 statistische/thermodynamische Gesetze, die durch die grofie Teilchenzahl
bedingt sind; diese verlieren ihren Sinn bei Ubergang zu wenigen Teilchen

Thermodynamische Gréfen:

Teilchenzahl N, Energie F, Volumen V, Druck P, Temperatur T, Entropie S, ...

wie in der Mechanik thermodynamisch, ohne Entsprechung in Mechanik



1.1 Der Phasenraum

Vgl. Mechanik 2: Betrachte klassisches mechanisches System aus N Teilchen mit s

Freiheitsgraden, isoliert (d.h. E, N konstant)

Generalisierte Koordinaten: ¢ = (q1, .. .qs)
Generalisierte Impulse: p'= (p1,...ps)

Bsp.: System ohne Zwangsbedingungen in 3d, s = 3N

ASTREST]

= (WM, plM,pM L pl

= D,y ) ) ()
M, p{™, pi)

(1.1)
(1.2)

Zustand des Systems zu jedem Zeitpunkt t vollsténdig durch ¢(t), p(t) bestimmt

Def.: Die generalisierten Koordinaten und Impulse spannen den 2s-dimensionalen
Phasenraum I' auf. Jedem Zustand des Systems entspricht ein 2s-dim. Phasenraum-

vektor

7? = (q_;@ = (q17"'qs7p17'--ps)

Volumenelement Phasenraum:
dpdq = dp, ... dpsdq, . .. dgs

Exakte Bewegung:

Hamilton’sche Bewegungsgleichung:

oH . 0H

p'i: q; = y i=1,...

C0g’

mit Hamiltonfunktion:

H = H(T) = H(q,p)

und
o _
ot

(keine duBeren Kriifte, keine zeitabhéingigen Zwangsbedingungen)

=0, H=T+YV =F = const.

(1.3)

(1.4)

(1.6)



Losung 7(t) ist die Phasenraumtrajektorie des Systems:

pi 4 7(t)

>
>

45

Energieerhaltung: Phasenraumtrajektorien liegen im Unterraum I'p < T’

Tp={7el|H(7) = E}

(1.8)

Hlustration: Harmonischer Oszillator in 1d (kein thermodynamisches System!)

2
1
H = 2p—m + §mw2q2 = FE =const.,, I'={7=(q,p)},

ph

B
NN g

VEE i

V2o2mE

(1.9)

Jede physikalische Observable ist durch Angabe von 7 (t), ¢ eindeutig bestimmt

Sei f eine skalare makroskopische Observable, f = f(7,t)

Aus Mechanik 2:
df of
o H Y

mit Poissonklammer:

R

Wegen Energieerhaltung < Translationsinvarianz in ¢ folgt
of df
ot dt -
Funktion von 7(t)

0,

(1.10)

(1.11)

(1.12)



Problem: 7(t) fiir thermodynamisches System im Allgemeinen nicht auffindbar!

Ausweg: Fiir viele physikalische Fragen zum makroskopischen Korper als Ganzes
ist die Kenntnis von 7 () nicht notwendig



1.2 Zeitliche Mittelwerte

Empirisch: Makroskopische Eigenschaften von isolierten Koérpern als Ganzes, oder
makroskopische Teile davon, sind iiber hinreichend lange Zeitrdume beobachtet prak-
tisch konstant, d. h. gleich ihren Mittelwerten. Z.B. Observable f:

f=lim — | f(7(t))dt (1.13)

Merkliche Abweichungen (Fluktuationen) sind im Allgemeinen klein und sehr selten.

Bsp.: a) Gas im Zylinder

P
o ® .o
T °
® o o
° °
.

P,V bei festem T abhiéingig von der Anzahl der Molekiile mit p, > 0
= wg. hoher Anzahl der Molekiile nahezu konstant

b) Energie einer Gasmenge

Untersystem: klein gegen Gesamtsystem Vi « V| aber selbst makroskopisch,
(nicht abgeschlossen, Teilchen- und Energieaustausch mit Umgebung!)

Fir ~ ﬁ mol eines Gases, in Kontakt mit dem Rest, ist die relative Grofe ty-
pischer Energiefluktuationen (Standardabweichung) etwa

AE E} — (Ey)?
v _ VB B0l (1.14)

EU Ey




Befindet sich ein abgeschlossenes makroskopisches System in einem stationdren Zu-
stand, in dem fiir einen beliebigen makroskopischen Teil von ihm die makrospkopi-
schen physikalischen Gréflen mit hoher Genauigkeit gleich ihren Mittelwerten sind,
d.h. f(t) ~ f, so ist es im statistischen oder thermodynamischen Gleichgewicht.

= Statistische Physik

Fiir Anfangszustéinde # Gleichgewichtszustand:

Jedes System bewegt sich unbedingt in den Gleichgewichtszustand; das dafiir benétigte
Zeitintervall heifit Relaxationszeit

= Kinetik, Statistische Physik fiir Nichtgleichgewichtssysteme

Fiir thermodynamisches Gleichgewicht:

Viele verschiedene Mikrozustinde 7(t) entsprechen demselben Makrozustand
= Vereinfachung!

Wie liisst sich dies zur Berechnung von f nutzen?




1.3 Die statistische Verteilung

Gegeben sei ein makroskopisches, abgeschlossenes System im Gleichgewicht, d.h.
FE,V, N sind konstant
E, VN

Betrachte makroskopisches Untersystem, nicht abgeschlossen, d.h. Ey, Ny fluktuie-
ren; Bewegungsproblem nicht 16sbar, Anfangsbedingungen unbekannt, Beeinflussung
durch Wechselwirkung mit Rest

Ergodenhypothese: Eine beliebige Zelle Aqg Ap des Phasenraums des Untersys-
tems wird im Verlauf eines hinreichend grofien Zeitintervalls T' viele Male von der
Trajektorie 7(¢) durchlaufen

>
| i

Ag; q;

Beachte: Die Ergodenhypothese ist nicht allgemein beweisbar. Thre Richtigkeit folgt
lediglich aus der Ubereinstimmung der daraus abgeleiteten Vorhersagen fiir ein Sys-
tem mit dem Experiment. Es gibt auch (sehr spezielle) nichtergodische Systeme, fiir
die aber nicht die Gesetze der Statistischen Physik gelten. Im Folgenden betrachten
wir ausschlieBllich ergodische Systeme.

Sei At(T') der Anteil von T, fiir den 7(¢) in AgAp ist, dann ist

(1.15)

die Wahrscheinlichkeit, das Untersystem zu einem beliebigem Zeitpunkt in AgAp
zu finden.

10



Fiir ein infinitesimales Phasenraumelement dI' = dpdg:
Def.: Wahrscheinlichkeit, dass (¢;, pi) € [4i, ¢ + dai], [pi, pi + dps]

dw = p(p1,...Ps,q1,---qs)dpdq (1.16)

p(p, q): Wahrscheinlichkeitsdichte oder statistische Verteilungsfunktion

Normierung;:

L dpdg p(p,q) = 1 (1.17)

Wahrscheinlichkeit fiir Aufenthalt in AT' = ApAg:
w = f dpdq p(p,q) (1.18)
ApAq

Damit: statistische Mittelwerte von Observablen f(p, q)

()= fdpdqf (p.0)p(p.q) (1.19)
Mit der Ergodenhypothese ist:
f = fdwf(p, q) (1.20)
1 (T .
= Jim TL dtf(p,q) = f (1.21)

= Bei bekanntem p(p, q) lisst sich f berechnen, ohne 7(¢) zu kennen!

Grundproblem der statistischen Mechanik:

Bestimmung von p(p, q) fiir gegebene makroskopische Systeme

Bemerkungen:

e p(p,q) hingt nicht vom Anfangszustand des Untersystems ab
(das Untersystem durchlauft alle Zusténde, daher Anfangszustand beliebig)

e p(p,q) hiangt nicht vom Anfangszustand eines beliebigen Teils des Restsystems
ab (spielt keine Rolle im Vergleich mit anderen Teilen, wird ”vergessen”)

e Im thermodynamischen Gleichgewicht lédsst sich nicht sagen, aus welchem An-
fangszustand es entstanden ist

11



1.4 Statistische Unabhingigkeit

Betrachte benachbarte Untersysteme eines Systems, diese sind nicht abgeschlossen

Wechselwirkung mit Nachbarsystem nur durch Teilchen an der gemeinsamen Ober-
fldche; = kleiner Bruchteil der Gesamtteilchenzahl der Untersysteme
(verschwindet im thermodynamischen Limes)

= Fww « Ey, man nennt die Untersysteme quasi-abgeschlossen

= Untersysteme sind statistisch unabhéngig, d.h. der Mikrozustand eines Unter-
systems hat keinen Einfluss auf p(p, ¢) eines anderen Untersystems

Betrachte zwei Untersysteme mit
dp(l)dq(l), dp(Q)dq(z) (1.22)
Zusammengesetztes Untersystem Vi, + Vi,:
dp?dq1? = ap™ dgM dp® dqq? (1.23)

Statistische Unabhéngigkeit:

plgdp(lz)dq(m) — pldp(l)dq(l)pgdp(z)dq(z) (1.24)
P12 = pP1p2 (1.25)

Seien f1, fo zwei zu den Untersystemen gehorende physikalische Grofien, dann folgt
fiir ihr Produkt im zusammengesetzten Untersystem

fifs = Jdp(”)dqm)ﬁ(q(l),p(l))fz(q@),p(Q))pu(q(”),p(”)) (1.26)

= Jdp(”dq(l) fipr Jdp(”dq@) fapa (1.27)
fi-fo (1.28)

12



1.5 Fluktuationen

Observablen f schwanken um ihren Mittelwert f:

Aft)=ft)—f, A ={H-Ff=0 (1.29)

Mittlere quadratische Fluktuation:

(ap? = fdpdq (f — ()% (1.30)
_ fdpdq (2 — 20>+ (P)p (1.31)
= -2+ (1.32)
S =T (1.33)

Sei f eine additive (extensive) physikalische Gro8e (z.B. Energie); ihr Wert lésst sich
zerlegen in die Summe der Werte fiir N gleich grofle makroskopische Untersysteme

— N — —
F=Yfi =f~N (1.34)
i=1
Fluktuationen:
B N B N
{ADD = (=D =Af = 2 D =AM (1.35)
i=1 i=1
Statistische Unabhéngigkeit:
Afilfr = Afi - Afy =0, (i#k) (1.36)
weil jedes (Af;) =0
N
= (AN = YA~ N (1.37)
i=1

Relative Grofie der Fluktuationen damit:

VAADD VN L9
TN TN |

= Fiir extensive Grofien sinkt die relative quadratische Fluktuation mit der Sys-
temgrofie

Fiir Untersysteme mit gegebener Grofle (Teilchenzahl) ist N ~ Gesamtteilchenzahl

= Fiir grofle Teilchenzahlen sind additive Gréflen f mit hoher Prizision praktisch
konstant gleich ihren Mittelwerten!

13



1.6 Das Liouville-Theorem

Betrachte Zeitentwicklung eines Untersystems zu dquidistanten Zeiten
(ty), w(ta2), 7(t3),... = Punkte in I’

Schematisch:

Pi A

i

Dichte der Punkte im Phasenraum: — p(p, q) fiir t — o0
Alternativ: Betrachte N gleichartige Untersysteme zu festem Zeitpunkt ¢ charak-
terisiert durch dieselben Punkte 71 (t) = 7(t1), T2 (t) = 7(t2), T3(t) = 7(t3), ...

mit N — o

- Eine gedachte Gesamtheit gleichartiger Systeme nennt man “statistisches Ensem-
ble”

- Verteilung des Ensembles im Phasenraum zu jeder Zeit ¢ nach p(p, q)
= Phasenraumpunkte bewegen sich in ¢, aber ihre Dichte bleibt gleich, % =0

Annahme: quasi-abgeschlossene Untersysteme verhalten sich wie abgeschlossene Sys-
teme (fiir nicht zu lange Zeiten, d.h. kiirzer als zur Ausbildung von Fluktuationen)

Mathematische Beschreibung der Bewegung im Phasenraum

Formal: Phasenraumpunkte = Teilchen eines Gases

”Teilchenzahlerhaltung” durch Kontinuitétsgleichung:

P =
rTiv. =0 1.39
L9 (o) (1.39)
Thermisches Gleichgewicht: g—f = 0, stationére Stromung
=V-(p7) = 0 (1.40)
2s 0
> (pvi) = 0 (1.41)
= omi



mit # = (5,) , T =17

= 3 (i) + ) =0 (142

=1 g
/. 0p . (9p> = (5% 5I5i)
i— +pi— | + — +— | =0 1.43
Z-_Zl (q ogi " Vopi) T Z_Zl Oqi— Op; (1.43)
Mit Hamilton: oH oH
i = =—, Di— 1.44
U= P A, (1.44)
folgt
0qi 0*H Op;
7 R 14
0g;  0q;0p; op; (1.45)
¢ .0p . Op\ _dp
= Z <QZaqi +p7,api> - E = 0 (146)

i=1

Liouville-Theorem: Die Verteilungsfunktion p(p, ¢) ist entlang der Phasenraumtra-
jektorien des Untersystems konstant

Bemerkungen:
e Ensemblegas bewegt sich im Phasenraum wie eine inkompressible Fliissigkeit

e Das von Ensemblegas eingenommene Phasenraumvolumen bleibt konstant (aber
nicht das vom Ensemble besetzte Gebiet im Phasenraum)

° % gilt auch fiir nicht stationire Stromung (Nichtgleichgew.)
Dann ist wg. Kontinnitatsgleichung
dp 0Op < < odp . 0p . >
-y ——qGj+=—p; | =0 (1.47)
dt ot J; 6qj J apj J

e Mit Ergodenhypothese + Liouville haben wir drei dquivalente Mittelungen im
Gleichgewicht: Zeitmittel, Phasenraummittel und Ensemblemittel

15



1.7 Das mikrokanonische Ensemble

Konstruktion von p(p, g)?
Gegeben sei ein abgeschlossenes System mit £ = Ey, V, V;
Untersysteme betrachten wir iiber Zeitrdume, in denen sie sich wie abgeschlossene

Systeme verhalten (kiirzer als zur Ausbildung von merklichen Fluktuationen)

Liouville: p(p, ¢) kann nur iiber Kombinationen von p, ¢ abhéngen, die bei der Be-
wegung konstant bleiben = Bewegungsintegrale (Erhaltungsgrofien)

= p(p, q) ist Fkt. der mechanischen Bewegungsintegrale und selbst ein Bewegungs-
integral

Weitere Einschriankungen:

Fiir die Gesamtheit zweier Untersysteme gilt: p12 = p1p2

= log p12 = log p1 + log p2

= Logarithmus der Verteilungsfkt. = additives Bewegungsintegral
Additive Bewegunsintegrale in der Mechanik:

Energie H(p, q), Gesamtimpuls ﬁ(p, q), Gesamtdrehimpuls I_;(p, q)

= allgemeinste additive Kombination fiir a-tes Untersystem:

10g pa = 0a + BHa(p,q) + 7 - Pa(p,@) + 0 La(p,q), a=1,...N  (1.48)
aq: Festlegung durch Normierung { dg®dp®p, = 1
Beachte: 3, 7, § fiir alle Untersysteme gleich! (sonst ist p nicht additiv)
= Die Werte der additiven Bewegungsintegrale eines abgeschl. makroskopischen
Systems bestimmen vollstdndig seine statistischen Eigenschaften, d.h. die Vertei-
lungsfkt. p(p, ¢) und alle Mittelwerte!

— Reduktion Input: 7(0) (exakte Mechanik) — Eo, B, Ly (statistische Mechanik)

Sonderrolle Energie:

ﬁ, L beschreiben Bewegung des makroskopischen Korpers als Ganzes: Translati-
on, Rotation

= Eliminieren durch Einschluss des Systems in einem starren Kasten

16



= Wihle Koordinatensystem, in dem der Kasten ruht: ﬁ, L=0

Wg. statistischer Gleichartigkeit gilt dies auch fiir alle Untersysteme

:Inga:aa‘FﬁHa(paQ) azlv"'N

= Kinfachste Verteilungsfunktion konsistent mit diesen Forderungen:

_J € fir H(p,q)=Ey
p(pa Q) - { 0 sonst,

mit konstantem C', unabhéngig von (p,q) = %’t’ = 0 Liouville v/

Dies entspricht einem weiteren grundlegenden

(1.49)

(1.50)

Postulat: Alle mit der Gesamtenergie des Systems vertridglichen Mikrozustdnde

sind gleich wahrscheinlich

Freiheitsgrade Unterraum I'g, :  2s — 1 < 2s Freiheitsgrade von I'

I'g, entspricht einer Hyperfliche im Phasenraum, = SF dpdq p = 0, Widerspruch!

= Modifikation

p(p,q) = C-0(H(p,q) — Eo) (1.51)
Mikrokanonische Verteilung
Jetzt ist:
p = 0 fir 7¢Ig v
Ldpdq p(p,q) # 0 fir I'> g #{}v (1.52)
Festlegung der Normierungskonstanten:
f dpdq p 21 , C = 1 (1.53)
r Q(Ep,V,N)
Volumen des Phasenunterraums/der Hyperfliche I'g,:
QUL VN) = | dpdy = | dpda 5(11(p.0) - ) (1.5
2

Beachte, wie die Abhéngigkeit von V, N entsteht

17




Allgemeinere Behandlung;:

Behandlung bisher unter der Annahme, dass sich Untersysteme wie abgeschlossen
verhalten, = Ey, F, sind konstant; Idealisierung, in der Praxis schwer realisierbar

Gesamtsystem, Untersysteme nur quasi-abgeschlossen
= Energien fluktuieren in Intervallen [Ey, Eg + AE], [Eq, Eq + AE,]

Verteilungsfunktion konstant iiber eine Schale endlicher Dicke im Phasenraum

_ ( C Ece€|Ey,Ey+ AE]
p(p,q) = { 0 sonst (1.55)
Alternativer Ausdruck durch die Heavyside Stufenfunktion:
p(p.q) = C-O(H(p,q) — Eo)O(Eo + AE — H(p, q)) (1.56)

Sei I'(Ep, V, N) das Volumen des Teils des Phasenraums mit Energien E < Ej:

(B, V,V) = | dpda ©(Eo - H(p.) (157
Dann ist das Volumen der Phasenraumschale
AT'(Ey,V,N) =T(Ey+ AE,V,N) —T'(Ep,V,N), =C= AF(Eol,V,N) (1.58)
Entwickeln in AE « Ej:
I'(Ey + AE,V,N) :F(EO,V,N)—i-a—P(EO)AE—i-... (1.59)

or
0I'/OE|g, entspricht der “Zustandsdichte” bei der entsprechenden Energie,

ol . AT(Ep)
8 = A AR (100
or 0
5 A | deda ©(E ~ Hp.0) = | dpda 5(E - H(p.a) = QE.V.N) (161
0E OF Jr r
Insgesamt haben wir also fiir kleine AE:
_ 1 ©(H (p, q) — Eo)O(Ey + AE — H(p,q))
p(p,q) = Ao VN NG (1.62)

Im thermodynamischen Limes AE/Ey — 0: zweiter Faktor — Deltafunktion v/

Makroskopische Resultate von Interesse fiir AE — 0 (sonst Abhéingikeit von zusétz-
lichem Parameter); in manchen Féllen ist die Schale rechentechnisch bequemer
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1.8 Grundprinzipien Quantenstatistik

Losen der Schrodingergleichung fiir alle beteiligten Teilchen eines makroskop. Korpers;
Anfangsbedingungen, Quantenzahlen: ebenso unmoglich wie in klassischer Mechanik

QM-Besonderheiten fiir makroskopische Korper:

Bsp: Teilchen der Masse m im Kasten der Lange L, siehe QM1

22
hems 4

= 1.
2mL2n (1.63)

Gesamtenergie fiir Gas aus N freien Teilchen: FE =E, + E,, +...+ E,,

1 Makrozustand = sehr viele verschiedene Mikrozustinde {ni,...,ny},
d.h. unterschiedlichen Verteilungen der Energie auf die Teilchen

Relativer Abstand benachbarter Energieniveaus:

’F FE, —FE, _1
e A L St NN 1.64

Dies gilt auch allgemein fiir andere Systeme (weitere Bsp. spéter)

i) Die quantenmechanischen Energieniveaus makroskopischer Kérper liegen sehr
dicht, quasikontinuierlich

ii) Wg. i) bleiben quasi-abgeschlossene makroskopische Kérper nie in einem sta-
tionédren Zustand

i oH
v(t,q) = en"P(e) fiir —- =0. (1.65)

Quasi-abgeschlossene Systeme: Eyyw < E, aber Eyyw » 0F
makroskopische Anzahl Molekiile (Oberfliche Untersystem) » ein Molekiilbeitrag

= E bleibt nicht streng konstant = Zustand nicht station&r

Praktisch gibt es keine streng abgeschlossenen quantenmechanischen Systeme!
o QM: Selbst wenn WW unmessbar klein ist, kein stationérer Zustand

e Es gibt nicht einmal prinzipiell ein eindeutiges ¥(¢,q), im Gegensatz zu 7(t)
in der klass. Mechanik
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Reiner Zustand: beschrieben durch Vektoren |¢) im Hilbertraum, die die maximale
Kenntnis iiber ein System durch einen vollstdndigen Satz kompatibler Variablen re-
présentieren

Gemischter Zustand: statistisches Gemisch gekennzeichnet durch Wahrscheinlich-
keitsverteilung {iber den reinen Zusténden (Unkenntnis des realisierten reinen Zu-
stands des Systems)

Gegeben sei ein makroskopisches Untersystem mit stationdren Zusténden
(d.h. bei vernachlissigter WW)

Sei {1, (q)} eine Basis (meist Energiebasis)
(n bezeichne die Gesamtheit der Quantenzahlen, ¢ die Gesamtheit der Koordinaten)

Beliebiger reiner Zustand, vollstdndige Beschreibung:

U(t,q) = ). calt)ihn(g) (1.66)

QM Erwartungswert einer Observablen f in diesem Zustand:

n,m

= | f|¥)= qu U0 = chem qu Vi fbom = . hemfum  (1.67)
n,m

Won | flpm)

Gemischter Zustand:

Die Menge der moglichen reinen Zusténde eines Systems sei {VU,}, a =1,2,...
mit (U |V, =1

Das System sei mit Wahrscheinlichkeit w, im Zustand | ¥, ),

mit 0 <wg <1, ) we =1

= ()= wa (Vo | f| Vo) (1.68)

Beachte den Unterschied:

e QM Wahrscheinlichkeitsverteilung in | ¥, ) ist prinzipieller Natur, unvermeid-
bar auch bei vollstéandiger Information iiber das System

e klassische Wahrscheinlichkeiten w, beruhen lediglich auf unvollstandiger In-
formation iiber das System
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Projektor auf den reinen Zustand | U,): P, =| ¥,) (¥, |

= Wa | f1Wa) = Y (Walf|vn) Wnl Vo) (1.69)
= f}<wn|%><%\f\¢n> (1.70)
= gr(ﬁaf) (1.71)
Damit

= D waTr(Puf) (1.72)
= ;r(ZwaPaf) (1.73)
= Tr(ﬁaf) (1.74)

Def: statistischer Operator/Dichtematrix
p= waPa (1.75)
= ) = Dl pflvw (1.76)
- éwnmwmwmmw (1.77)
= Z Prim frmn (1.78)

n,m

Beachte: Bei Mittelung mit der Dichtematrix 148t sich nicht zwischen QM-Anteil
und statistischem Anteil unterscheiden.

Erwartungswert reiner Zustand — gemischter Zustand: Ersetzung c’c,, — pmn

Spezialfall reine Zusténde | Wg):

Wa = 0ap , p =Py, (fy =g | f| V) (1.79)
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Eigenschaften von p:

) pt=>p

ii) Tr(p) =1 Normierungsbedingung denn
Te(p) = 3| Pa | e
= Z@pn | Ua) (Vo | Yn)wa
= Z | Can [ wa
= 27“”‘1 =1

iii) ) [ [ ) =Yg wa [ | ¥ay [*>0

iv) Tr(p?) <1, Tr(p?) = 1 < p reiner Zustand

(1.80)
(1.81)
(1.82)

(1.83)

p: Der Dichteoperator spielt die Rolle der stat. Verteilungsfunktion fiir die QM

- Gleich zwischen klass. und Quantenstatistik:
additive Observablen f, f praktisch konstant im Gleichgewicht

- Unterschied:
p(p, q) Wahrscheinlichkeit fiir Koordinaten und Impulse
pn = pnn Wahrscheinlichkeit fiir Quantenzustand

Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Koordinaten in der QM:

Zn,m cEem Ui (q)m(q) reiner Zustand
Zn,m Pmn Vi (@)¥m(q)  gemischter Zustand

Mit

D omntm(@) = Y b | ] Yn) a | dm)

D%l o)Xt | p | n)
<q | 16 | ¢n> = ﬁ¢n(Q)

= Z pmn¢:¢m = Zdﬁ;ﬁwn

n,m
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Damit Wahrscheinlichkeit fiir Koordinaten in (g, ¢ + dq)

dwy =| Y(q) |* dg = Y ¥ pbn dg

Ebenso Wahrscheinlichkeit fiir Impulse in (p, p + dp)

Benotige Eigenzustinde Impulsoperator: 1,(q) ~ €77

dup = (| dgv@piyta))do
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1.9 Zeitentwicklung der Dichtematrix
Betrachte abgeschlossenes System in einem reinen Zustand:
Y= Z cn(t)¥n(q) = 2 Cge_%Entwn(Q)

= L (Dem(t) = L (Bu — By (Bem(t)

ot h
Fiir gemischten Zustand:
C:;Cm — Pmn
. 7
= Pmn = %(En - Em)pmn
2 { .
<¢m ’ P | ¢n> = ﬁ(En - Em)@bm ’ p | wn>

~

_ %'(f@m|Emp|wn>+<¢m|ﬁEn|wn>)
= (= W [ B ) + o | P | )

Damit QM-Analogon zur Lionville-Gleichung:
op i -
— =—|p,H

p ist Erhaltungsgrofle falls [p, H ]=0
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1.10 Das mikrokanonische Ensemble in der QM

Betrachte quasi-abgeschlossene Untersysteme iiber Zeitrdume, in denen sie sich wie
abgeschlossen verhalten

0p .

a—’t) —0 = [pH]=0 (1.99)

Energiedarstellung: pnm = pnn = pn diagonal = Wahrscheinlichkeit fiir n-ten Zu-
stand mit Energie E,

log p, muss additives Bewegungsintegral sein:
= logpp, = o+ BE, (1.101)

= Wahrscheinlichkeit fiir Zustand n des Gesamtsystems nur Funktion von E,

= Driicke alles durch Energieeigenzustéinde v, aus;
Postulat gleicher Wahrscheinlichkeit fiir alle Mikrozustédnde in Energieschale:

C Ey<E,<Ey+AF

p= ;Pnpn = %}PM%X%I mit  pn, = { 0 sonst (1-102)

(Man {iiberzeuge sich, dass ), Py = D wa P, in der Energiebasis!)

Normierung;:

dipn=1 (1.103)

Sei AT' die Anzahl der Quantenzustéinde pro Energieintervall (Ey, Ey + AE):

AT(Ey,V,N) = > 1 (1.104)
EosEmZEOJrAE

(1.105)
= X Srm Omn (1.106)

" EQSEmZEO+AE
=YY Xl (1.107)

" EOSE"LZEO+AE
= TT( > Pm) (1.108)

Eg<Em<Eg+AE

Dann ist .

C= AT GV (1.109)
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Alternativ wie in klassischer Statistik, definiere wieder:

AT'(Ey,V,N)

(1.110)

Analoge Uberlegungen wie in Abschnitt 1.7 fiir AE/FEy « 1 fithren auf
(betrachte quasi-kontinuierliche dF, dI", dI" analog dp dq in klass. Statistik)

Wahrscheinlichkeit, das System in dI" zu finden:

1
e — — T .
dw T V)(S(E Eo)d (1.111)
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1.11 Die Entropie

Gegeben sei ein (quasi-) abgeschlossenes QM System im Gleichgewicht
Betrachte ein Untersystem (Index weglassen) mit Verteilung p, = p(Ey,)
I'(E): Zahl der Quantenzustinde (dimensionslos!) mit Energie < F

dl' = 4-dE: (Quasi-kontinuierliche) Zahl der Zustinde in (E, E + dE)

Veranschaulichung; Wahrscheinlichkeit fiir Energie in (E, E + dE):

dar

w(E)AE = p(E)"-dE (1.112)
Normierung: {dEw(E) = 1
Qualitativ:
w A
wE)  BE
L 5

Normierungsbedingung entspricht Flache unter der Kurve

Mbogliche Def. Breite AE durch Rechteck der Hohe w(E) mit Fliche 1
w(E)2AE(E) =1 (1.113)

(das ist nicht identisch mit 1/(E — )2, aber gleiche GroBenordnung)

= w(E)2AE(E) = p(E);lg(E)ZAE(E) =1 (1.114)

Interpretation: AT'(E) = dl;(E—E) AE(E)  Anzahl der Zustinde in AE, dimensions-

los, Grad der “Verschmierung” iiber mikroskopische Zusténde

AT heifit statistisches Gewicht des makroskopischen Zustands eines Untersystems
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Def.
S =InAT (1.115)

heiflt Entropie, ebenfalls dimensionslos
Beachte: A'>1=S>0

Umschreiben mit p aus mikrokanonischem Ensemble (1.102)

1
S=InAll =Iln — 1.116
() (1.116)

log p ist linear in £ = Funktion des Mittelwerts = Mittelwert der Funktion:

= S=—Inp(F)=—np(E)) (1.117)
— _an In p, (1.118)
= —T&‘r(ﬁlnﬁ) (1.119)

Beachte: S = —Tr(p1n p) ist unabhéngig von der Wahl der Basiszusténde!
(Quasi-) Abgeschlossenes Gesamtsystem, bestehend aus Untersystemen:

AT =[], AT, = S=In[[,Al, =2, 5, ist eine additive GroBe

Bemerkungen:

e Diese statistische Definition der Entropie ist offenbar vollkommen unabhéngig
von thermodynamischen Gréflen! Der Zusammenhang muss erst noch gezeigt
werden

e Fiir thermodynamische Teilchenzahlen sind folgende ebenfalls gebriauchlichen
Definitionen dquivalent der obigen Definition (Beweis als Ubung):

S = InI(E,V,N) (1.120)
S = InQE,V,N) (1.121)
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1.12 Die Entropie in der klassischen Statistik

AT = ApAgq: Phasenraumvolumen eines Untersystems

Aber: AT ist jetzt dimensionsbehaftet! (Wirkung)®
= Entropie dndert sich bei Einheitenwechsel um additive Konstante

Ap'Aq¢ = AqApa®, a Umrechnungsfaktor (1.122)
AS" = InAq¢'Ap =InAgAp+ slna=S5+ slna (1.123)

Was passiert dann mit dem Nullpunkt? Negative Entropien??

Richtige Behandlung: AT aus Grenziibergang QM — klassische Mechanik

Impuls eines q.m. Wellenpakets: p = hk

Mogliche Werte Wellenvektor im endlichen Volumen
(Kasten der Lénge L in alle Dimensionen): k; = Q%ni, i=1,...s

Damit ist pro einzelnen Quantenzustand: Ajq = L°, Ayp = (2wh/L)*
Phasenraumvolumen pro Quantenzustand: A1pAiq = (27h)*

Damit klassisches Phasenraumvolumen in Einheiten von Quantenzusténden:

~ ApAgq

= AI' @nh)s (1.124)
Dimensionslos! Damit lasst sich defninieren:
— S =InAl =In éi%i (1.125)
Alternativ, ausgedriickt durch Verteilungsfunktion:
S = —n(27h)°p) (1.126)
= - qudp pIn[(27h)°p] (1.127)

Wieder ist AT' = [[, AT'y und S =5, Sq v

Bemerkung;:
Rein klassisch betrachtet ist die Anzahl der mikrokopischen Zusténde nicht definiert!

29



1.13 Physikalische Bedeutung der Entropie: 2. Hauptsatz
Mikrokanonisches Ensemble, QM:

dw = C&(E — Ep)dl
— CH(E - Ep) H dr,

a

dal’y

dE,

Dabei ist
AT (Ey) dr’',

AE,(E,)  dE,

Damit Umschreiben durch Einfithren der Entropie:

(E,) fir AE,—0

elnAI‘a
Co(E—Eo) | | N

= dw

S

e a
dE,
- _ S a
= CH(E — Ep)e H A,

eSa(Ea): gchnell verdinderliche Funktion
AFE,(E,): langsam veréinderliche Funktion ~ const

dw = C'§(E — Eq)e® | [ dE,

= Die Wahrscheinlichkeit fiir Energien der Untersysteme in
(Eq, By + dE,) mit ), B, = Ey wird bestimmt durch die Entropie!

Ebenso: mittlerer Abstand zwischen Energieniveaus

SE - ﬁ B Breite AF
AT "~ Anzahl Zustinde in AE
= AEe S

= wird mit SystemgréBe exponentiell kleiner! (AE ~ 1/+/N,S ~ N)

Wahrscheinlichste Werte der Energien: E,

= S ist im vollstandigen Gleichgewicht maximal!
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Def. Unvollsténdiges Gleichgewicht:

Untersysteme befinden sich im jeweiligen lokalen Gleichgewicht, aber nicht das Ge-
samtsystem

= Verteilungen und Mittelwerte in unterschiedlichen Untersystemen verschieden
= Verschiedene Makrozustinde des Gesamtsystems

2. Hauptsatz der Thermodynamik:

Befindet sich ein abgeschlossenes System zur Zeit ¢ in einem makroskopischen Nicht-
gleichgewichtszustand, so ist die wahrscheinlichste Verdnderung fiir ¢ > ¢ eine mo-
notone Zunahme der Entropie

Illustration: Betrachte zwei abgeschlossene Systeme im jeweiligen vollstdndigen Gleich-
gewicht, Phasenraumschalen:

AT(E1,Vi,Ny), AT(Ey, Vi, Ny) (1.138)

Gesamtsystems mit £ = Fy + FE5 ist im unvollstéindigen Gleichgewicht,
Phasenraumschale:

AT(E)

AT(Eq, Vi, N1)AT(E3, Va, No) (1.139)

= S = hlAF(El,Vvl,Nl)+IHAF(E2,V2,N2) (1140)
Jetzt thermischer Kontakt zwischen beiden Systemen: Austausch von Energie!

AT(E) = Y. AT(E; + AE, Vi, N1)AT(E; — AE, V, Ny) (1.141)
AFE

(Oder 3, — )

Anfangszustand: AE = 0, entspricht erstem Term in der Summe, aber alle Sum-
manden positiv
= S(E) = Sl(El) + SQ(EQ) . (1.142)

Diese Aussage gilt fiir den neuen Endzustand, aber was passiert zwischendrin? 2.HS
hat Wahrscheinlichkeitscharakter, konnen wir also in seltenen Fiéllen eine zwischen-
zeitliche Abnahme der Entropie erwarten? Was geschieht mit dem Energieaustausch?

(1141):  AL(E) = )| SraB) SR an) (1.143)
AE

Maximale Entropie sei bei Energieaustausch A FEjy; betrachte ein AF,, fiir das

S (El + AE,k) + SQ(EQ — AE*) = O.99[S1(E1 + AE()) + SQ(EQ — AEQ)] (1.144)
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Dann ist wegen S ~ N in (1.143) der Summand mit AEp um einen Faktor ~
exp(0.01#N) grofer als der Summand mit AFE,!!

= Summe vollstédndig durch den Beitrag des Maximums dominiert!

S(E) ~ S (El + AE@) + SQ(EQ — AE()) =5 (El) + SQ(EQ) (1.145)
Aufgrund der exponentiell unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten verschiedener Ener-
gien wird sich das System mit “an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit” in den
Zustand nach Energieaustausch AFEjy begeben und diesen nicht mehr verlassen!

= Die Aussage des 2.HS kann drastisch verschérft werden

2. Hauptsatz der Thermodynamik, scharfe Formulierung:

In einem abgeschlossenen System nimmt die Entropie entweder zu (irreversible Pro-
zesse) oder bleibt konstant (reversible Prozesse)

Bemerkung: Dieses grundlegende Phinomen existiert nur aufgrund der grofien Teil-
chenzahlen: die mikroskopischen Gesetze sowohl der klassischen Mechanik als auch
der QM sind invariant unter Umkehr der Zeitrichtung!
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2 Thermodynamik

Befasst sich mit physikalischen Grofien, die makroskopische Korper und ihre Zusténde
charakterisieren

Ab jetzt: Weglassen von Mittelwertnotation, £ — E, {(f) — f usw.
da Fluktuationen im allgemeinen verschwindend gering sind.
2.1 Die Temperatur

Betrachte zwei Korper im gegenseitigen thermodyn. Gleichgewicht; System aus bei-
den zusammen sei abgeschlossen

E = FEi+ Ey (2.1)
S Sl(El) + SQ(EQ)

ist maximal

ds dSy dSs dEy  dS;  dSs

_ _ 95 45 _ 9.
= UE dE, | dEydE, _dE, dB (2:3)
N
wg. EQ =F— E1 (2.4)
dS,  dS,
_ 9.
= dE,  dE, (2:5)

Verallgemeinerung auf N Koérper:

ds, _ dS

Def: Temperatur T’

1 dsS

=2 2.7

T dE (27)
Beachte: Nach dieser Definition ist dies eine rein statistische, makroskopische Grofie
mit Dimension Energie; Zusammenhang mit Messgrofien noch zu zeigen

Fiir Korper im thermischen Gleichgewicht gilt:
Th=Ty=...Ty (2.8)

Betrachte abgeschlossenes System aus zwei Untersystemen, unvollstéindiges Gleich-
gewicht mit 17 # Tb:

_ 45 _d5  dS_ dSidE,  dS;dE,
dt dt dt dE, dt = dE, dt

>0 (2.9)
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Energieerhaltung:

dE _ dE, dE»

E_WJFW = 0 (2.10)
- (;lgi _ jgz) B _ (j{l _ 1{2) L (2.11)
=Finstellen des Gleichgewichts, gemeinsames T’
Es sei o dE,
Th>T1 = W>O’W<O (2.12)

Energie geht vom wérmeren zum kélteren Korper iiber (nicht trivial!)
Einheiten SI:

[T] = J aus Definitionsgleichung

Gewohnlich: [T] = Grad Kelvin = K

Umrechnung mit Boltzmann-Konstante: kg = 1.38 - 10_23%

= S =kpIn AT

Hier: wéhle [T'] = J, kp = 1 (natiirliche Einheiten)

Umrechnung auf K:

T — kT, S— 2

.dsS _ 1 as 1
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2.2 Quasistatische und adiabatische Prozesse

Anderung #uBerer Bedingungen: = Kérper nicht mehr abgeschlossen
= Anderung makroskopischer Eigenschaften

Bsp: Volumen V', wirkt wie dufleres Feld (Potenzialwéinde)

Thermisch isolierter Koérper:

Kein Wirme-, Energieaustausch mit der Umgebung, aber Anderung &uBerer Be-
dingungen wie V/

= H = H(q,pt)

Keine Riickwirkung auf duflere Felder /Bedingungen, diese sind rein mechanisch, d.h.
kein Beitrag der Umgebung zur Entropie, Sext = 0

= S definierbar wie vorher, 2. HS giiltig
Gegeben sei ein thermisch isoliertes System, duflere Bediungen charakterisiert durch

einen Parameter A(t); ein Prozess mit hinreichend langsam veréinderlichen, d.h.
quasi-statischem A(t) heiit adiabatisch

Wias ist hinreichend langsam?

Das At, iiber das sich A merklich &ndert, muss wesentlich grofler sein als die Rela-
xationszeit des Systems, nach der sich das vollsténdige Gleichgewicht einstellt
= thermisches Gleichgewicht entsprechend A(t) zu jedem Zeitpunkt

Bemerkung: Die Grofle dieser Zeitintervalle hingt vom System ab; fiir ein Gas unter
Volumenverinderung ist die Relaxationszeit von der Ordnung ~ 10705 (mittlere
Zeit zwischen Teilchenkollisionen)

Allgemein haben wir damit Funktionen S(F,\), oder invertiert E(S,A), \(E, S);
= nur zwei Groflen aus 5, F, A sind unabhéngig und legen die jeweils dritte fest;
Fiir solche Funktionen gilt (Beweis spéter):

oS\ (OF O
-~ - - ) =-1 2.1
(58, (&)<(5s) e 219
In einem adiabatischen Prozess muss sich die innere Energie &ndern (Bsp. A = V:
es wird Arbeit vom oder am System verrichtet), aber E = E()), ist in diesem Fall
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eine Funktion von A allein. Das totale Differenzial der Entropie ist damit

s = (g)AdE+(§>EdA (2.14)
- (%)A%d (%)ECM (2.15)
- [(((ig>,\<(2§>s+<?i>E}d/\ (2.16)
- 0 (2.17)

= Bei quasi-statischen adiabatischen Prozessen bleibt die Entropie konstant

Achtung: Adiabatische Prozesse sind immer reversibel, aber reversible Prozesse nicht
immer adiabatisch!

Berechnung von Mittelwerten:

klassisch E = (H(p,q; A(t))), Energie nicht mehr erhalten (Arbeit wird am System
oder vom System verrichet!)

dE OF d\
dH 0H (p,q, \) d\
— = —nTe 2.1
N Jdpdq PP~ (2.19)
d\ ,0H
= L= 2.2
dt< OA (2.20)
Andererseits: bei adiabatischem Prozess bleibt S konstant, d.h.
dE OEF\ d\
— - (=) = 2.21
dt ( oA ) g dt ( )
0H (p,q, ) 2
—— = == 2.22
~ T = (%), (2.22)
Fiir die Quantenstatistik: Ersetze H — H,
o0H oF
N[22 2.2
(&), 229
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2.3 Der Druck

E,S additiv, hingen ab von V, aber i.A. nicht von der Form eines makroskop.
Korpers ohne dufiere Kraftfelder (Einschrinkung Festkorper)

Mikrokanonische Verteilung: p( p,q ) = p(_ E ) fiir gegebenes V
—

mikro makro

= Der makroskopische Zustand eines Systems im Gleichgewicht ist durch zwei ma-
kroskopische Groflen vollstéindig bestimmt, z.B. F, V; alle anderen makroskopischen
Groflen konnen durch diese ausgedriickt werden, z.B. S = S(E,V)

In den néchsten Abschnitten Einfithrung weiterer thermodynamischer Grofien; be-
liebige Paare von thermodyn. Gréflen sind als unabhéngig wéhlbar

Hier: Kraft eines Systems auf Fldchenelement AA der Begrenzung seines Volumens

>

=

0

Beachte: Der Ortsvektor des begrenzenden Fliachenelements spielt hier die Rolle von
A aus dem letzten Abschnitt

H(p,q,7) = T(p,q) +V(g;7) (2.24)
Nach der Mechanik ist
F=—VH(p,qT) (2.25)
Mittelwertbildung;:
0 oF
(Fi) = — <amH(p, q,7*)> = _(aTi)s (2.26)
oEN oV
- _<W>357i (2.27)

Volumenverdnderung des Koérpers:

AV = AA-dF (2.28)
oV
" AA; (2.29)
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= Pascal’sches Gesetz

(Fy = —(Z‘Jf)sm‘ (2.30)

Der Betrag der Kraft pro Flacheneinheit heifit Druck: rein mechanische Grofie

Thermodynamische Def:

oE

r= (), o
Modifikation Temperatur:

Def. in 2.1 war fiir abgeschlossenes System, festes V;

jetzt: nur thermisch isoliert, V' ist im Allgemeinen variabel

= Prézisierung;:

qu(gg)v (2.32)

E héngt nur von zwei Variablen ab: E = E(S,V)
Fiir das Differenzial von E folgt damit:

oF oE
dE = (%)Vds + (W)de (2.33)
1. Hauptsatz der Thermodynamik:
dE =TdS — PdV (2.34)

Wichtige Eigenschaften des Drucks:

e Die Driicke von untereinander im Gleichgewicht befindlichen Systemen sind
gleich

Bew: Betrachte zwei sich beriihrende Teile eines abgeschl. Systems im Gleich-
gewicht
S=51+8, V=W+V (2.35)

Entropie ist maximal; fiir adiabatische Verdnderungen der Teilvolumina ist

oS  0Si  0SydVe 0Si  0Ss
o _ g0 028 001 02 2.
Vo T avedv, v v, (2.36)

Wegen
ds = ldE + BdV (2.37)
T T '
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ist

(as> P L_ B (2.38)

_ — = =
oV/E T T3
Aus Ty = T5 folgt dann auch P, = P,

e In jedem Gleichgewichtszustand ist der Druck eines Systems positiv
P>0= (§> >0
ov E

= Entropievergrofierung durch Anwachsen moglich, im Gleichgewicht verhin-
dert durch Nachbarkorper, Gefilwand usw v/

P<0=(2)p<0

= Entropievergroflerung wiirde durch spontanes Schrumpfen erreicht;
“Gleichgewichtszustand” wére instabil 4

e Negative Driicke existieren in metastabilen Zustédnden
= Nichtgleichgewichtszustinde

e Unvollstéindiges Gleichgewicht:
Druckunterschied bewirkt makroskopische mechanische Kréfte
= gleicht sich im Allgemeinen schneller aus als Unterschied in T, S

e Druck und Temperatur sind intensive Grofien, im Gegensatz zu den extensiven
(additiven) Grolen Energie und Entropie
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2.4 Arbeit und Wiarmemenge

Wirkung von Kréften auf makroskopischen Korper, diese leisten Arbeit W

a) makroskop. Bewegung = kin. Energie
b) Verschiebung im dufleren Feld = pot. Energie
¢) Volumenverénderung = innere Energie

Betrachte c¢) Arbeit durch Volumenverdnderung

Vorzeichenkonvention systemegoistisch:

Arbeit verrichtet am Korper: +
Arbeit verrichtet vom Korper: —

]z

v = A-dz (2.39)
aw = —ﬁ-d?z—%Adzz—PdV (2.40)

Kompression: Korper gewinnt (innere) Energie

av dw

e Thermisch isolierter Korper:
Energiesinderung vollstdndig durch Volumenénderung gegeben

e Thermisch nicht isolierter Korper:
Energieaustausch mit Umgebung auch ohne mechanische Arbeit moglich
(V=konst.): AFE = AQ
~—
Warmemenge

Verdnderung der inneren Energie im allgemeinen Fall:

dE AW dQ
4@ _dE | pdV (2.43)

a ar T a
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Im Gleichgewicht: E' = E(S,V); nach dem 1.HS und mit der Definition der Arbeit
ist

dE =TdS — PdV (2.44)
Mit (2.42) folgt fiir die Wérmemenge

% = T% (2.45)
Beachte: dQ,dW sind keine vollstédndigen Differenziale!
dE = dQ + dW ist vollsténdiges Differenzial
Mathematische Bedeutung:
Eine Funktion von zwei Variablen, f(z,y) hat das vollsténdige Differenzial
df = (g‘i)ydq: + (ijc)wdy (2.46)

Umgekehrt ist A(x,y)dx + B(x,y)dy ein vollstiandiges Differenzial einer Funktion
flx,y), falls

(5).-(2), = 25 2am

@ or oxoy - oyox
Integrale tiber vollstindige Differenziale hdangen nur vom Anfangs- und Endpunkt
ab, aber nicht vom Integrationsweg;
Vgl. Mechanik: Arbeit in konservativen Kraftfeldern

Hier: §dE = 0 aber §dQ # 0, §dW # 0

Physikalische Bedeutung:

E ist eine sogenannte Zustandsgrofle, d.h. sie h&dngt nur vom Zustand des Systems
ab; ein Kreisprozess fiihrt stets auf dasselbe E, unabhéngig von der Natur des Pro-
zesses

Q, W sind keine Zustandsgréflen, sondern charakterisieren einen Prozess
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Beispiel:

Def: Die Wiarmekapazitéit eines Systems ist die Warmemenge, durch die sich 7" um
eine Einheit dndert. Sie ist prozessabhéngig:

cvar(Z), cn=r(3), a9

Im ersten Fall wird die Wérme bei konstantem V' (isochor) aufgenommen, im zwei-
ten Fall bei konstantem P (isobar); fiir dieselbe Anderung von T wird vom System
mit der Umgebung eine unterschiedliche Warmemenge ausgetauscht!
(Im zweiten Fall wird mechanische Arbeit verrichtet, im ersten nicht)

Nichtgleichgewichtsprozesse:

- Bsp. chemische Reaktion bei T, P = konst., irreversibel, d.h. % >0
dQ ds
a <

- Irreversible Prozesse zwischen verschiedenen Gleichgewichtszustéinden (z. B. Druck
andert sich zwischenzeitlich)

(2.49)

AQ < TAS (2.50)
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2.5 Die thermodynamischen Potenziale

Konstruiere weitere ZustandsgroBen, deren infinitesimale Anderungen totalen Diffe-
renzialen entsprechen = Legendre Transformation

Wegen 1.HS ist fiir Prozess bei V' = konst (isochor):
dQ =dE (2.51)
d.h. die Warmemenge ist in diesem Fall gleich einem totalen Differenzial

Fiir Prozess bei P = konst. (isobar):
dQ = dE + PdV = d(E + PV) (2.52)

d.h. die Warmemenge ist gleich dem totalen Differenzial der neuen Grofie

Def: H = FE + PV Enthalpie
dH =dE + PdV +VdP = TdS—PdV +PdV +VdP (2.53)
1.HS
= H = H(S, P) ist Funktion von Entropie und Druck als unabhéngigen Variablen

g (OH)P’ _ (aH

oS oP

Entsprechend erhélt man fiir die Warmekapazitédten (mit 1.HS) alternativ:

)S abhéngige Variablen (2.54)

Cv = (Zi)v’ Cp = (g];)P (2.55)
Fiir Prozess mit T =konst. (isotherm), reversibel
dW =dE —dQ =dE —TdS =d(E —-T5) (2.56)
Def: F'= FE — TS (Helmholtz) freie Energie
dF = dE —SdT —TdS =FdS — PdV — SdT — TFdS (2.57)
=F = FV,T) (2.58)
=5 = _<Z§>V’ P= —(%)T abhéngige Variablen (2.59)

Def: G = F+ PV =E—-TS+ PV = H—TS freie Enthalpie (Gibbs freie Eenergie)

dG = TdS — PdvV —FdS — SdT + PdV + VdP (2.60)
-G = G(T,P) (2.61)
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oG oG R .
=95 = —(a—T>P, V= (ﬁ)T abhéngige Variablen (2.62)

Die Zustandsgrofien E(S,V),H(S,P),F(V,T),G(P,T) heien thermodynamische
Potenziale, sie haben alle Dimension Energie und denselben Informationsgehalt wie
die Energie

Relationen zwischen Ableitungen:

Vv F T
E G
S H P

Schreibe Potenziale E, F, H, G jeweils zwischen ihre natiirlichen Variablen

Pfeile zeigen auf das Ergebnis der partiellen Ableitung nach den jeweils benach-
barten Variablen, Minus-Zeichen wenn gegen Pfeilrichtung gelesen

Beachte: Thermodynamischer Zustand im Gleichgewicht vollstéindig durch zwei Va-
riablen bestimmt

= thermodyn. Variablen dquivalent, austauschbar
Experimentell gebréuchlich: (P, T),(V,T), (P,V)

Die Gleichung, die P, V, T miteinander verkniipft (z. B. P(V,T')) heiit Zustandsgleichung
des Systems

Beispiel: Ideales Gas PV = NT

NT NT PV

— - - T=_"_ 2.63
p=-tl v T (263)

= Thermodynamische Groflen und Potenziale durch einander ausdriickbar

Beispiele:
= =F-T(—) =- —— 2.64
F+TS=F T(&T)v T <8TT>V (2:64)
oG o( 0 G

H = G+TS—G—T<6—T>P——T (a?f)p (2.65)
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Irreversible Prozesse:

-, dQ ds _: 1 dE dv ds
Fiir T = const., V = konst:

d(E—TS) dF

— 2.
7 7 <0 (2.66)

Analog fiir P = const., T' = Kkonst.

dG

— <0 2.67

7 (2.67)
= Im Zustand des thermischen Gleichgewichts sind die freie Energie bzw. die freie
Enthalpie bei festen natiirlichen Variablen minimal (beziiglich Variation der anderen
Variablen)
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2.6 Umrechnung zwischen Variablenpaaren

Lemma: Seien z,y,z Groflen, die einer Zustandsgleichung f(z,y,z) = 0 gehorchen
und w eine Funktion eines beliebigen Paares aus x, ¥y, z. Dann gilt:

ox 1
ox oy 0z
b) (@)z(%):c(a?)y = —1 Kettenregel (2.69)
ox oy ox
9 (5).(2). = (3), (2.70)
Fiir das totale Differenzial df einer Funktion f(z,y) gilt
: 0 oh
df = g(x,y)dz + h(x,y)dy mit (%)m = (%), (2.71)
Angewendet auf thermodynamische Potenziale: Maxwell-Relationen
*E 0*E oT opP
_ 9N (= . 2.72
wvos —asov © (a)s——(5s), wv (2.72)
Anwendungsbeispiel: dQ) = T'dS Wirmemenge in reversiblem Prozess
Ausdriicken als Funktion der messbaren Variablenpaare
i) (P,V), ii) (P,T), i) (T, V)
1.HS dE =dQ — PdV
i) dQ =dE + PdV (2.73)
oF oF
- (a?)vdp + (W)Pdv + PdV (2.74)
oF oF
- (ﬁ)vdp + {(W)P + P] v (2.75)
oF oF oV ov
i) dQ = (a—P)TdP + <ﬁ>PdT + P(ﬁ)PdT + P(E)po (2.76)
oF oV oF ov
- [(a)HP(ap)T} P+ [<5T>p+P<aT>p] T (277)
oF oF
i) dQ = (a—)vdT + [(W)T + P} % (2.78)
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Experimentelle Messgrofien:

—
ﬂk
v

Thermischer Expansionskoeffizient: o =

V
Isotherme Kompressibilitat: kp = —% (%
Adiabatische Kompressibilitit: kg = — - (‘%)S
Umschreiben iii):
oF
oL _ T( 1. HS
( ov ) T

= T(&V —a—T ) - P Maxwell

(@),

= a—T ) - P Maxwell

(2.79)

(2.80)
(2.81)

(2.82)

Damit ist die Warmemenge vollstéindig durch 7', V' als unabhéngige Variablen aus-

gedriickt:
P
— dQ = CydT + T(%)Vdv

Mit Lemma b) Umschreiben 2. Term in experimentelle Grofien:

ov oP oP r
<6T>P<8V)T <6V>T :
Umschreiben ii):

(57),+2(52), = (), = () =

(2 - L (), .

oT)v P

Mit 1. HS:

(5)r = 7(Gp), ()
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— dQ = —T(Z;)PdP 4 CpdT = —~TVa dP + CpdT (2.91)

Eine grundlegende Beziehung erhalten wir durch Gleichsetzen von iii) und ii):
ol
CydT + —dV = =TVa dP + CpdT (2.92)
KT

Wiéhle (P, V) als unabhéingige Variablen

= dT = (Z}TD)VdP + (S‘T/)Pdv (2.93)
0= [(CV — ) (SITD)V + TVa} dP + [(cv —Cp) (gg)p + 2‘:] AV (2.94)

dP,dV unabhingig wihlbar, = beide [ | = 0 damit Gleichung immer erfiillt ist

Rechte Klammer:

1 oT
_ Tt 2
(Cv CP)Va . 0 (2.95)
(2.96)
2TV
Cp—Cy = (2.97)
RT

Da w1 = 0 folgt:
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2.7 Der 2. Hauptsatz, thermodynamische Formulierung

Betrachte Kreisprozesse, z. B. in Gas

P

A

1. HS: AE=3€dE=j€dQ+§dW=O (2.99)
Achtung: innere Energie auch fiir nicht-isolierte Systeme erhalten
Aber im Allgemeinen §dQ # 0,§dW # 0
= Es gibt kein Perpetuum Mobile der 1. Art (Energiegewinnung aus dem Nichts)

Nicht ausreichend zur Wirklichkeitsbeschreibung, denn:

Reib
a) kinetische Energie U Wirme v

Abkiihl
b) Wirme S Kinetische Energie

Mit a) und b) Perpetuum Mobile 2. Art:

Zyklisch arbeitende Maschine, die nichts anderes bewirkt, als bei einem Umlauf
Arbeit zu verrichten und einem einzigen Warmereservoir Wérme zu entnehmen

Beispiel: Antrieb von Schiffen durch Ozeanwéirme — Ey,

2. Hauptsatz (Kelvin): Es gibt kein Perpetumm Mobile 2. Art
(nie widerlegte Erfahrungstatsache)

Alternative Formulierung: (Clausius)
Es gibt keine periodisch arbeitende Maschine, die lediglich einem kilteren Warme-
bad Wirme entzieht und diese einem wérmeren Wéarmebad zufiihrt

Def: Eine Warmekraftmaschine ist ein thermodynamisches System, das einen Kreispro-
zess zwischen zwei Warmebéddern W B(T1) und W B(T3) mit T > T5 durchlauft
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1) AQq > 0 durch Kontakt mit W B(T}) (Maschine nimmt Warme auf)
2) AW < 0 (Maschine leistet mechanische Arbeit)
3) AQ2 < 0 durch Kontakt mit W B(T:) (Maschine gibt Warme ab)

Erlaubt, da thermischer Kontakt mit zwei Warmebéadern besteht!

1. HS verlangt: | AQ2 |<| AQ1 |

Def. Wirkungsgrad:

geleistete Arbeit —AW
= AW <0 2.100
zugefiihrte Wirme AQq ( ) ( )

Ui

Entropie und Warme: dQ < T'dS, Gleichheitszeichen fiir reversible Prozesse

1 P
= dS = T dE + T av totales Differenzial ~ (2.101)
— —
=(&)v =—(E)s(L)v=(&)s

= §dS = 0 fiir reversible Kreisprozesse

= §dQ% =04d. h. dQ% ist totales Differenzial!

% ist integrierender Faktor fiir dQyev

Im allgemeinen (d.h. nicht notwendig reversiblen) Kreisprozess nach Clausius
(Umlaufsinn!):
AQ = _AE —AW <0 2. HS Clausius (2.102)
—
=0

Clausius’sche Ungleichung:

dQ
fﬁT <0 (2.103)

Achtung: Entropie muss thermodynamisch per Definition immer aus reversiblem
Prozess berechnet werden!
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Beachte beliebigen Prozess Z im Zustandsraum, mit reversiblem Ersatzprozess R:

z A2
R
Ay
Fiir den Z — R Kreisprozess gilt:
d d d
fﬁQ _ J Q+JQ<0 (2.104)
T T 72 T
Ag Ay Az
:Jng_J dQ:JdQ (2.105)
A T Ay T A T
(2) —R) (R)
d
S(As) — 5(Ar) >J Q (2.106)
7 T
Das Gleichheitszeichen gilt fiir reversiblen Prozess Z
= Mathematische Formulierung des 2. Hauptsatzes:
d
ds > 762 (2.107)

Daraus folgt fiir isolierte Systeme: T'dS > 0

Die thermodynamische Formulierung des zweiten Hauptsatzes ist also mit der sta-
tistischen vollkommen #dquivalent!

= Grundgleichung der Thermodynamik:

TdS > dE — dW (2.108)
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2.8 Der Carnot-Prozess
Reversibler Kreisprozess, z.B. in einem Gas

P

A

1)-2) isotherme Expansion in Kontakt mit Warmebad, T2 = T

Va
AQlQ > O, AW12 = —f dVP <0
Vi
2)-3) adiabatische Expansion
V3
Ang =0, Ang = — dVP < 0, AT23 =T, —T1 <0
Va

3)-4) isotherme Kompression in Kontakt mit Wérmebad, T34 = T

Va
AQ34 < 0, AWsy = —J dVP >0
V3
4)-1) adiabatische Kompression
%1
AQu =0, AWy = —f dVP >0
Vy

Wirmebilanz: AQ = AQ12 + AQ34

Arbeitsbilanz: AW = AWy + AWaz + AWsy + AWy
Energiebilanz: AE =0

Entropiebilanz: AS = AS1o + AS3, =0

= wg. 71 > Ty ist |AQs4| < Q12 (mit AQ; = TAS;)

= Vom System verrichtete Arbeit: —AW = AQ12 + AQ34 > 0
Wirkungsgrad:

AW

e — _ AQszy  Th — T
AQ12

1+ -
AQ12 Ty

<1
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Schematisch: Umkehrung Durchlaufsinn:

l AQ12 T AQ12

— AW - AW

l AQfM T AQ?ﬂl

AQIQ <0, AQ34 <0, —AW <0

Technische Realisierung: Warmepumpe, Kiihlschrank

Folgerungen aus dem 2. HS:

1) Der Carnot Prozess hat den hochsten Wirkungsgrad von allen periodisch zwi-
schen zwei Wirmebéadern arbeitenden Maschinen

2) nco wird von allen reversibel arbeitenden Maschinen erreicht

Beweis:
T
Ath AQal
W, : Wa
AQbQ AQ(L?
T

Sei C, eine Carnot-Maschine, Cj eine zweite Warmekraftmaschine, nicht notwendig

reversibel, und AQp = —AQu <0
= Kein Wirmetausch mit WB(7%)

Wirmetausch mit WB(T}) : AQ = AQp1 + AQa1
2. HS: AQ <0

(Falls AQ > 0 wiirde lediglich Wérme aus WB(T}) entnommen und in Arbeit um-
gewandelt %)
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Fiir Cy gilt:

nCy,

= AQp

Fiir C, gilt:

Nnc. =

= AQal =

Damit ist fiir den gesamten Wéarmetausch:

AQ = AQut + AQy1 = AQus (n

—AW, _ AQu + Al _

AQy
AQp2

an_l

_(_AWa)

_(AQal + AQ(I2) _

_AQal

AQ&2
(nc, — 1)

Wegen AQg2 > 0ist (...) <0

= Nc, < N,

)=
C_]- 77017_1

(2.114)

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)



2.9 Die absolute Temperaturskala

Festlegung der Temperaturskala durch thermische Eigenschaften von Kérpern, z. B.
ideales Gas:
PV =NT (2.120)

Problem niedrige T": Gas nicht ideal, Quanteneffekte;
= benoétige andere Zustandsgleichung

= Suche absolute (stoffunabhingige) T-Skala
Aussagen iiber Carnot-Prozess stoffunabhéngig!

Fiir diesen gilt
—=1-nc (2.121)

Wegen 0 < n < 1ist T > 0 fiir jedes Warmebad

Betrachte eine Serie von Carnot-Prozessen zwischen Warmebadern mit abnehmen-
der Temperatur: Ty, 10 > Ty 1 > T, > ...

T7z+2

AQTL+2
—AW

Tn+1 7AQTL+1

Y AQui1
—AW

—A
T, Qn

Kein Wirmetausch bei den Wirmebédern, jeder Prozess verrichtet Arbeit AW
IAQn+1] — |AQn| = |AW] (2.122)

Nun ist

‘AQn—H‘ Tn+1M
Tn Tn+1
— _ontl 92.124
A~ 1AQual (2.124)

AQn - _ TnlASf (2.123)
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mit x unabhéngig von n. Damit ist auch die Temperaturdifferenz
unabhingig von n, d.h. d4quidistant zwischen allen Warmebadern

Die Wahl z|AW| = 1 Joule ergibt die absolute Temperaturskala in SI Einheiten

Bemerkungen:
e Definition unabhéngig von Substanzeigenschaften; bestimmt durch 2.HS

e T = 0 ist untere Schranke; kein Carnot-Prozess kann damit operieren, existiert
nur als Limes

e Absolute T-Skala ist mit derjenigen des idealen Gases identisch
(betreibe Carnot-Prozesse mit idealem Gas)
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2.10 Thermodynamische Ungleichungen

Betrachte abgeschlossenes System + Untersystem

To, Po, Vo

Vollstéindiges Gleichgewicht: Fiir Untersysteme sind S maximal, F, G minimal bei
festen natiirlichen Variablen (siehe 2.5)

G(TQ,PQ) =FE—-T,S + BV

Betrachte kleine Abweichung vom Gleichgewicht mit Py, Ty fest: dE, 6V, 4.5,
wiahle dV, 4SS als unabhéngige Variablen

= 6G = SE(V,S)—ToéS + PodV (2.126)
To —Py
O O E 2E 2E
_ o o 2 v~ 2
OE(V.S) = (as>v55+ (av) oV (952 05"+ 2555050V + GiadV )+
PE e, OE PE
= — 2.12
= 5G (352 55 asav555V+ 6V26V )+ (2.127)

Bedingungen fiir Minimum von G: Hesse-Matrix positiv definit, benutze Hauptmi-
norenkriterium

26 _ g —0 v (2.128)
a) CECE < DE ) >0 (2.129)
b) (;;2) - (%), - (2.130)

b) = (2.131)

Der Ausdruck a) entspricht einer Funktionaldeterminante

. (& @) | | Ev @s | yrop -
&g @ | | -&Ew s | BV



FEinschub: Eigenschaften der Funktionaldeterminante

Gegeben seien zwei Funktionen der gleichen Variablenpaare u(z,y), v(z,y)

o(u,v) ‘% %
oy = - (2.133)
z Oy
ov,u) _ﬁ(u,v)
Y Py ~ ) (2.134)
b) ggzzi = (?;)y (2.135)
o(u,v)  d(u,v) 0(t,s)
) Aoy T Abs) day) (2:136)

Dies vereinfacht den Variablenwechsel (vgl. Jacobi-Determinante bei Integralen)

Hier: Wechsel von S,V auf T, V:

oT,—P)  &(T,—P)&(T,V) 7(313) (aT
T

8) = - - \av):\3s

ASV) ~ TV A5V ), =0 (13

Zusammen mit dem vorigen Ergebnis folgt daraus:

= (g)T <0 (2.138)

Vergroflerung des Volumens bei fester Temperatur = Abnahme des Drucks

Zusténde, die diese Ungleichungen verletzen, sind instabil

58



2.11 Das Nernst’sche Theorem, 3. Hauptsatz

aS) :(iE) >0 (2.139)

CV:(&?V or /v

= F ist monoton wachsende Funktion von T

Betrachte T'— 0: Am absoluten Nullpunkt muss sich ein System im Zustand der
kleinstmdglichen Energie befinden, ebenso jeder Teil des Systems

Niedrigster Quantenzustand = Grundzustand
= Statistische Gewichte Untersysteme: Fiir nichtentarteten Grundzustand AI'; = 1

AT =T[,AT, =1= S =InAT =0 (2.140)

Die Entropie jedes Systems verschwindet am absoluten Nullpunkt der Temperatur‘

Beachte: Nur in der Quantenstatistik formulierbar, rein klassisch sind nur Entro-
piedifferenzen definiert!

Konsequenzen:
0S 0S .
Cvp = T(ﬁ)v,P - (m)w—" S0 fir T—0 (2.141)
1 0V .
« = & <(TT)I> S0 fir T—0 (2.142)
—_——
%G %G oS
~ 0ToP ~ oPT _<(TP>T (2.143)
opP 0*F 0*F 0S
(77) srov = ~aver ~ (av)p 0 fr To0 (2140
Beachte: oV
KT = ——(a—P)T # 0 fiir '=0 im Allgemeinen (2.145)

Falls Cy, p eines Systems fiir alle 7" bekannt ist, folgt die Entropie durch Integration
entlang eines Pfades mit entspechend konstantem V, P:

= S = JdT , JdT (2.146)

= konst = konst

Bemerkung: Fiir Entartungsgrad g des Grundzustands ist AI' = g, 5 = Ing;
Entartung meist durch Symmetrie, man erwartet spontane Brechung solcher Sym-
metrien bei tiefen Temperaturen;

theoretisch nicht streng beweisbar, 3.HS experimentell in allen Fillen bestétigt
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Kiihlung durch Linde-Prozess:

1sotherm

A — B: Isotherme Kompression bei T}

Arbeit wird am Gas verrichtet, Q1 < 0,AS; = Q1/T1 <0

B — C: Adiabatische Expansion

Gas verrichtet Arbeit und kiihlt ab, kein Warmetausch, AS =0

T

Beachte: Die Einhiillenden der Entropie konvergieren gegen Null und gegeneinander

= T = 0 kann nie erreicht werden, unendlich viele Schritte notwendig!
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2.12 Abhéngigkeit von der Teilchenzahl

E,S,F, H,G additiv/extensiv, T, P intensiv

Annahme (0.B.d.A): System besteht nur aus einer Teilchensorte

Additivitit: bei Anderung der Materiemenge (Teilchenzahl N) um einen Faktor
o éndert sich eine additive GroBle um denselben Faktor

= homogene Funktionen ersten Grades beziiglich der additiven Variablen

Bsp: E = FE(S,V); FE additiv, S,V additiv

SV
— E(S,V) =a f<a, E> (2.147)
Fiir V=aV ist S = aS und E = aF’
Sei a = %, mit N als fester Bezugsgrofie, N' =1
= E(S,V,N) = Nf(% %)
Alternative Form: FE(aS,aV) = aF(S,V)
Analog (mit jeweils einer anderen Funktion f):
freie Energie: F(N,V,T) = Nf(%,T) (2.148)
Enthalpie: H(N,S,P) = Nf(%,P) (2.149)
freie Enthalpie: G(N,P,T) = Nf(P,T) (2.150)

Bisher: N war Parameter mit festem Wert fiir abgeschlossenes System, &hnlich V'

Jetzt: N formal unabhéngige Variable (vgl. &uflere Bedingungen):

= dE =TdS — PdV + pdN (2.151)
Def.:
E

= (%)SV chemisches Potenzial (2.152)

Entsprechend:
dH = TdS+VdP + udN (2.153)
dF = —SdT — PdV + udN (2.154)
dG = —=SdT +VdP + pdN (2.155)
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Dann gilt auch:

OH oF oG
—H= (57N)S,P B <(97N>T,V B (QW)P,T (2.156)
Physikalische Bedeutung von p aus (2.150) :
oG G
(&) —fPT) =2 2.1
1= (55) pp = FPT) = (2.157)

Das chemische Potenzial entspricht der freien Enthalpie pro Teilchen = als Funktion
von P,T unabhéngig von N

= dp = —sdT + vdP, s = %, v = % (2.158)
Bisher in Thermodynamik: Feste Stoffmenge (IV), variables V (P, T')
Jetzt umgekehrt: festes V', N(P,T) variabel
= dF = —SdT — PdV + pdN (2.159)
Thermodynamisches Potenzial mit unabhéngiger Variable p :
d(uN) = pdN + Ndp (2.160)
= d(F — uN) = —SdT — PdV — Ndpu (2.161)
Def:
Q=F-uN=F-G=FE-TS—-(E+PV-TS5)=-PV (2.162)
= QV,T,n), dQ=-8dT — Ndu — PdV (2.163)
v (@), (), e
N entspricht jetzt der mittleren Teilchenzahl in V' bei T', gemittelte Grofie!
5=~(&)n P~ (), (2165)
Fiir irreversible Prozesse:
dQ < TdS (2.166)
= dE + PdV — pdN < TdS (2.167)
dE + PdV — pdN —TdS < 0 (2.168)
Prozesse mit T, V, i konst:
d(E—-TS —uN) =d(F —uN)=dQ <0 (2.169)

Das thermodynamische Potenzial €2 ist im Gleichgewicht beziiglich Zustandsédnde-
rungen mit festem 7', V, p minimal

62



2.13 Losungskonzept Statistische Physik, mikrokanonisch

e Formulierung Hamilton-Funktion H(p,q; V') (oder Hamilton-Operator)
durch Angabe der mikroskopischen Wechselwirkungen

Bestimmung Phasenraumvolumina I'(E, V, N), AT'(E,V, N)

Bestimmung der Entropie S(F,V, N) und der Energie E(S,V, N)

Festlegung der Temperatur 7', des Drucks P und des chemischen Potenzials

Ubrige thermodynamische Potenziale durch Legendre-Transformation
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3 Kanonisches und Grof3kanonisches Ensemble

3.1 Die Gibbs’sche oder kanonische Verteilung

Aufgabe:
Finde die Verteilungsfunktion fiir einen beliebigen makroskopischen Korper, der ein
Untersystem ist (Anwendungen: System im Wiarmebad)

Betrachte abgeschlossenes System mit Fy,Tg

Eoy

?Medium”

/ ’ ’
E+E =Ey, To=T =T, V,N fest
.

|~ Untersystem von Interesse: £, T,V, N

Gesamtsystem: QM Mikrokanonisches Ensemble

dw=C-6(E+E — E)dldl' = |[C]=E (3.1)
Gesucht:
Wahrscheinlichkeit w,, das Untersystem im Quantenzustand mit F, zu finden
= F->FE,d'->1

w, = C J dr'6(E, + E — Ey) (3.2)
I"(E’): Anzahl Zustéinde mit Energie < E’; vgl. Abschnitte 1.11,1.13:
dr' (E') AT(E) eS'(F")

= = 3.3
dE' “—~— AFE'(E') AF/(F) (3.3)
th.d.Limes
c(ar - 5+ By - B 3.4
= Wn = j AF(E) (E' + Eyn — Eo) (3.4)
CieS/(E,) 3.5
N AE'(E')|E'=Ey—En (3.5)
Sei betrachtetes Untersystem klein im Vergleich zum Medium, d.h. E,, « FEjy;
Schreibe alle Energien in Einheiten von Ej, entwickeln
AE'(Ey — E,) AFE'(Ey) E,dAFE’
_— = = — E . .
Eq Ey By ap (Pt (36)
E, as’
S/(EO — En) = S/(E0> ——F — (Eo) + ... (3.7)
Ey dE’
——
=1)T
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C exp [S'(EO) - %% + O((E"/EO)2>]

Ey SELBD) _dsP (1) By O((1,/ En)?)

 C E gy B Ey E,dAE )
T B AE(E)S ¢ [H AE (Ey) By di 2V +O<(E"/E0) )]
— konst. x e~ " (3.8)

im thermodynamischen Limes % — 0 (d.h. Warmebad unendlich grof})

= Kanonische Verteilung fiir System mit festem V, N im Warmebad mit 7"

1 n
wy, = Ee*% (3.9)
Normierungskonstante:
Dlw, = 1 (3.10)
n

0
=Z = > e /T = Z(T,V,N) (3.11)

n=0

heifit Zustandssumme der kanonischen Verteilung;
(beachte: V' beeinflusst die Anzahl der Zusténde)

Berechnung Mittelwerte:

BT
<f> = anfnn = Z:%fnen_eEn/T (3.12)

fnn: Diagonale Matrixelemente in Energiebasis {| 1, )}

; o~ En/T
T ZZ%'EJC/'T?J Yo &1
Sl | fe BT | 4,y
S o | & BT (3.14)

S (W | fe BT | )

= A = Tr(pf) (3.15)
Zn<wn | B_H/T | 7Z)n>
mit dem statistischen Operator:
p=—— (3.16)
Tr(e™7)



Beachte: der Mittelwert ist damit basisunabhéngig!

Innere Energie:

E des Untersystems nicht fest, sondern Mittelwert

_ TN AT 7ZnEneiEn/T
d —En/T
| T ™ it d = —~dr 3.18
= Zn e—En/T mi T = —ﬁ ( . )
T2 Z 0
_ Tt _ 2 0
= 7 T a7 InZ (3.19)
Entropie:
Aus Abschnitt 1.11:
S = —Tr(plnp) = —Unp) (3.20)
5 H
= —<1neH/T>+<an>=<T>+an (3.21)
T% o
= ——InZ+InZ 22
7 o +In (3.22)
= S = i(Tl Z) (3.23)
ot ! '
Freie Energie:
S = @—i—an (3.24)
T
E
—InzZ = —-— 2
n T S (3.25)
= F = —-ThhZz (3.26)

= Bei bekanntem Z(V, T, N) lassen sich alle thermodynamischen Potenziale daraus
berechnen!

Dazu nétig: Spektrum {E,,} des betrachteten Systems
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Klassische Statistik, zunéchst naive Behandlung:

Analoge Schritte wie in der QM fiihren auf

1  Hpaw
ppg) = e T (3.27)
Normierung;:
1 _H(p,9)
dgdp p(p,q) = — | dgdpe” T~ =1 (3.28)
Zustandssumme:
__H(p,9)
7 = qudp e T (3.29)

In der QM ist die Zustandssumme dimensionslos, hier dim(Z) = (Wirkung)®

Klassische Entropie nach Abschnitt 1.12:

S = —n[(27h)°p]) (3.30)
= - Jdpdq pln[(27h)%p] (3.31)
= - Jdpdq plnp — sln(27h) (3.32)
H(p,q)
B e T H(p,q)

erster Term = — Jdpdq 7 ( =7~ In Z) (3.33)

0
= Ta—T InZ+InZ (3.34)

0
- Tz (3.35)
Damit insgesamt zwei Terme, im Gegensatz zur QM:

0

S = a—TTan — sln(27h) (3.36)

Bemerkungen:

e In der Praxis auch gemischte Anwendung von klass. u. Quantenstatistik z. B.
Gas aus Molekiilen
Translation quasiklassisch, Molekiilschwingungen quantenmechanisch

7En(P,Q)

En = En(p,q), dwn(p,q) = Ae™ T "dpdq (3.37)
e mikrokanonisch: (idealisiert) abgeschlossenes System, E,V fest

e kanonisch: System im Wirmebad, F fluktuiert, V,T fest

Im thermodynamischen Limes ist der Unterschied bei der Behandlung eines
Untersystems vernachliassigbar = Dann sind beide dquivalent!
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3.2 Die Maxwell-Verteilung in der klassischen Statistik

In kartesischen Koordinaten, Aufspaltung der Energie

H(p,q) = K(p) + V(q)

kinetisch  Potenzial

dw = p(p,q) dqdp
1 H(p,q)
= —e T dqd
Ze qap
1 _x®» V(g)
— —e T dpe T d
Ze D € q
= dwgdw)
Mit
1 v _V(a)
dwy = —e T dq, Z;= |dge T
Zq
1 (
dw, = —e~ KTp) dp, Z,= fdp e~ K}p)
Zp

Verteilung der Koordinaten und Impulse vollstéindig unabhéngig!

Weitere Faktorisierung: fiir N Teilchen der Masse m

1751) 23%2) ?N)
(p) om + om + 2m
N .
= dw, = dwl(;)
i=1
2
P
dw'? = 1(2.) "zt d D)
Zp
1 2 2 2
TP - 5 Ploye + Py + #oe)| dbioadpiayivia:
P
, aon
(Z](JZ)>1/3 _ fdp(l)$e_m = (7T2mT)1/2
mit
e}
J dwe** = | =
2
) S
= My = Gy ® TP
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Mit 5 = m@ (ohne Teilchenindex):

3/2 m172
%) e” 2T d3v (3.51)

dwg = (

Maxwell-Verteilung fiir Teilchengeschwindigkeiten, faktorisiert in Verteilungen fiir
Komponenten

Kugelkoordinaten:
3/2 mi2
dwy = (%) e” 21 v% sin Odvdpd© (3.52)
m \32 _m? o
dw, = 47T(27r7T> e” 2T v*dv (3.53)

Verteilung fiir Betridge der Geschwindigkeiten

Bemerkung;:

- gilt auch bei Translationsbewegung von Molekiilgasen

- gilt auch fiir Brown’sche Bewegung von Teilchen in einer Suspension
Anwendung:

Mittelwert kinetische Energie eines Atoms

00] 2
vy) = | =——= Vg Uy € 2T 3.54
wh= (o) | (3:54)
Integrale:
© 2
I, = f dx e " 2" (3.55)
0
(2r — 1! T
n=2rr>0: Iy = 5T TS| (3.56)
2r—N=1-3-5...(2r—1) (3.57)
1 |«
=0: Iy = —ax/— .
n=0: I 5\ o (3.58)
7!
n=2r + 1: IQ’I‘-‘,—l = W (359)
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Damit:

s ([ m U2 1 m(2T)3\ 12
@ = (zr) 3(5) e (3.60)
T
2
= () = FaE+ul+vd (3.62)
3T
= 5 (3.63)

Aquipartitionstheorem:

In der klassischen Statistik ist die mittlere kinetische Energie jedes Teilchens ei-

nes Systems %T , die mittlere kinetische Energie aller Teilchen %N T

Bei Messung von T in Kelvin: %kBT, %Nk‘BT
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3.3 Die Zustandsgleichung des idealen Gases

Die Zustandsgleichung stellt eine Beziehung zwischen den thermodynamischen Groéfen
eines Systems her

Ideales Gas phénomenologisch/experimentell: ein hinreichend verdiinntes (fiir ideal)
und warmes (fiir klassisches Verhalten) Gas erfiillt

P
WV = konst. (3.64)

Jetzt mikroskopische Herleitung: betrachte Gas aus klassischen, nicht-wechselwirkenden
2

Teilchen mit Fy, = 42—

= aus Maxwellverteilung folgt E = %N T

2
PG
7z = J dpdg e ¥ = Jdpdq e S Tt (3.65)
3N N
= Z,|dg=2rTm)2V (3.66)
= S = aiTTanfsln(Qwh), s =3N (3.67)
= aaTTln[@ﬂ'Tm)séVVN] — sln(27h) (3.68)
SNPS 1 (2mm) 2 VN
C o Jer2lr CTMEVE o (3.69)
[(2nTm)=2 V]

= In[(27Tm) 2 V] + — — sln(27h) (3.70)

2

: N
— N[2rTm)3V]+ 37 — Nln(2rh)? (3.71)

Tm \3/2 3N
— N [(27rh2) V] + - = SNV, T) (3.72)
: E
Mit T = 2%
Em \3/2 3N
1. HS. fiir festes N: dE = TdS — PdV
P oS N

7= ()= v (3.74)
PV = NT (3.75)
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3.4 Das Gibbs-Paradox der klassischen Statistik

Berechnung der Mischungsentropie von Gasen

a)“/llelv%NZ‘

Behélter mit Trennwand, zwei Gase mit Ny, No Teilchen, T7 =T =T, P, = P, = P

= S, = 51+5

3

[Gei) i)+ 55+ o[ (55) )

I
=
E

2mh? 2 2mh?

b) | Vi + Vo, N1 + Na| Gemisch im Gleichgewicht

Sy = S1+ .5

Miln| (35)

Tmo
Naln| (572)
+ Az 2mh?

3
2

3N
2
3N,
2

(%+%ﬂ+

e

(Vi + V2)] +

Mischungsentropie

itV o ithe

AS = S, — 8, = M1
§ =5, Sa=Niln = "

Experiment mit 2 verschiedenen Gasen: ASv

Experiment mit nur einem Gas: AS = 0, Widerspruch!

(3.76)
+¥¥cmn
(3.78)
(3.79)
(3.80)

Schlimmer: theoretische Vorhersage hingt von der Vorgeschichte ab (d.h. von der

Anzahl der Untersysteme), Widerspruch!
Auflosung: korrekte Boltzmann-Zihlung

Betrachte naive Zustandssumme: Z = §dgdp e Hpa)/T

Zusténde, die sich nur durch Vertauschung zweier gleicher Teilchen unterscheiden:

7r1=(q1...qi...(j’j...(j’N,ﬁl...@...@...ﬁN)

— — — — — —

71'2:(ql...Qj...qi...JN,ﬁl...@...pi...pN)

H(7) = H(72), beide tragen zu Z bei

71, Mo entsprechen unterschiedlichen Trajektorien
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QM : 71, 9 nicht unterscheidbar (es gibt keine Teilchentrajektorien!),
gleiche Energie E,

= entsprechen ein und demselben Quantenzustand H | 1,> = E, | ¢n)
Zustandssumme: Z = Y e~ Fn/T

Jedes n wird nur einmal gezéhlt

= Korrekte Boltzmannn-Zahlung in der klassischen Statistik

Im Zustandsintegral ist nicht iiber solche Mikrozustdnde zu integrieren, die sich
nur durch Permutationen gleicher Teilchen unterscheiden!

/

=7 = f dqdp e~ H@0/T (3.83)
Sl dq : weglassen von Permutationen

oder:

/

f dg o HOIT _ % f dq e—H®a)/T (3.84)

Erinnerung Abschnitt 1.12, klassische Entropie:

Impulszustéinde in Phasenraumzelle quasiklassisch:  AI' = %, dimensionslos

Ubertrage die Abzihlung der Phasenraumzustinde in die Zustandssumme

- L ( dedp _nHpa
7 ar eHwayr — L f 3.85
= Jd ¢ NU) @any ¢ (3.:89)
dimensionslos, wie in QM!
p(p,q) = 2e~ 52 dimensionslos
1 dqdp
=InATl' = (1 =—— 1 .86
=S =1n {In p) N!J(27rh)spn (3.86)

Damit ist § = 57'In Z wie in QM!
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Anwendung ideales Gas:

1 dqdp . P{i)
Z — ]\”J (27Th)5 e i=1 2mT (387)
2rTmN v N Tm\ X VN
= (@) v G) W (3:88)
Tm %VN 3N
s = m|(55) Wl (3.89)

Stirling Formel: In % ~—NInN+ N

- seu(n)E] 2
o=l (E) 5]

Sackur-Tetrode Gleichung

Damit Mischungsentropie fiir gleiche Gase:

Vi+Va Ny Vi+ Vo Ny
AS=Nh—"—— 4+ Noln—=—= 3.92
P A e VI A 7 (3:92)
Fiir gleiche Gase ist
N Ny Ny + Ny
e rtote AS=0V 3.93
Vi Vs Vit+ve (3.93)
Unterschiedliche Gase:
i+ W
AS = N AT VRN o (3.94)

M W Mo Va

Bemerkungen:
e Korrektur von S ist T, V unabhingig = ideale Gasgleichung bleibt gleich

e Die korrigierte klass. Verteilungsfunktion kann als Grenzfall aus der QM her-
geleitet werden

e Ununterscheidbarkeit von q.m. Teilchen: Mehrteilchensysteme, Pauliprinzip,
Symmetrie der Wellenfunktion unter Teilchenvertauschung
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3.5 Kanonisches Ensemble der klassischen Statistik

Basiert auf:
e g.m. Zahlung von Impulsmoden, vgl. 1.11
e Ununterscheidbarkeit gleichartiger Teilchen

Beides quantenmechanische Konzepte!

Verteilungsfunktion: p(p,q) = 2~ T

Zustandssumme: Z(V, T, N) = %S dgdp_— =24

Damit sind alle Zusammenhénge zwischen Z und den thermodynamischen Gréflen

wie in der QM

E = (H(p,q) = TQi InZ

oT
S = i(Tan)
0T
F = -ThhZz

Beachte: Die korrigierte Definition des Phasenraumvolumens

_ 1y
~ N!(27h)s

(3.98)

ist vollig analog auf die Phasenraumintegrale im klassischen mikrokanonischen En-

semble zu iibertragen!
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3.6 Das grofi)kanonische Ensemble

Bei Betrachtung von Untersystemen i. a. Austausch von Teilchen mit der Umgebung
Bisher N-Abhingigkeit rein thermodynamisch

Jetzt: = Verallgemeinerte Verteilungsfunktion von E,,, N

= Energieniveaus E,, der reinen Zusténde hingen von N ab = E,,(N)

Herleitung wie in 3.1
Untersystem von Interesse. £, N, VT
—

fest

Ey, No

Untersystem von Interesse. E, N, V,T
~—

Medium, E , N fest

E,N variabel: Ey=FE+E Ny=N+N'

Wahrscheinlichkeit fiir Zustand n mit N Teilchen
(AE" ~ const., vgl. Abschnitt 3.1)

wyn = const. ¢ (Fo=En(N),No—N) (3.99)

mit dS = L€ + LdV — £dN und T = T' = Ty, p = p’ = po im Gleichgewicht

: : oS’ oS’
S(Eo—En(N),No—N)ZS(E(),N())— @ EEn(N)+ W NN+... (3100)
0 0
; ;
= Grofikanonische Verteilung
_ 1 pN By (N)
wny = exp (7 - = ) (3.101)

Normierungsbedingung:

Sl

S

En(N)
Me T ) ~1 (3.102)
n
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= Groflkanonische Zustandssumme:

z=Y <e% 3 e_w) = Z(T,V, ) (3.103)
N n

Mittelwerte:

N n

ZN Zn e(MN_E"(N))/T<¢n(N) | wn(N)>

| ¥n(N)): Gemeinsame Eigenzustiinde zu H und Teilchenzahloperator N, [H, N] = 0

H | 4a(N))
N | 6a(N))

(3.105)

En(N) | ¥n(N)) (3.106)
N [ n(N)) (3.107)

Mittelwerte:

S v Wn(N) | fe@N=HIT | 4 (N)) y
= ’ — ="Tr 3.108
v Zn,N<wn(N) | eWN=H)/T | 4h, (N)) °h ( )

Statistischer Operator:

. e(uN—H)/T e(uN—H)/T 3100
p= Tr e(HN_H)/T B Z ( . )

Zustandssumme: .
Z = Tr eWN—H)T (3.110)

Beachte: Spur ist iiber beide Indizes n, N zu nehmen

Innere Energie:

E = (H)=Tr(Hp) (3.111)
a(al )Tr o(WN—H)/T
= —Z — +pu (N 3.112
e T (8.112)
=N
0
= T?~-1InZ+ uN 11
o7 10 + (3.113)
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Entropie:

S = —Tr(plnp) = —{np) (3.114)
1 N .
- —T(N<N> _ <H>) +InZ (3.115)
0 0
= +T6—T InZ+InZ = a—TTan (3.116)
(3.117)

=FE-TS—uN=-TInZ=F—uN =%

Thermodynamisches Potenzial:

Q=-ThhZz (3.118)
Mittlere Teilchenzahl:
. Tr(pN) 0
< > Tr e(MN—H)/T (m . ( )
Druck:
oF 0 - o0 0
P=—|— =——(H)=—|— = T—IZ 12
(av)m v (av)n - (3.120)
Klassische Statistik:
(LN—H(p,q))/T dad
€ q p
p(p,q) = 7 , Z= Z N'J pRear ~(H(p.g)=pN)/T (3.121)

mit denselben Zusammenhéngen zwischen Z und FE,S,Q, N wie in der QM

Fiir QM und klassische Statistik ist der Zusammenhang zwischen kanonischem und
grokanonischem Ensemble gegeben durch:

o0 o8]
Z(V,Tu) = Y. T 2(V,T,N) = Y 2NZ(V,T,N) (3.122)
N=0 N=0

z=eT heifit Fugazitit
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3.7 Das ideale Gas aus dem groflkanonischen Ensemble

Nutze den Zusammenhang zwischen kanonischem und groflkanonischem Ensemble

I
DMs T8 T8

Z(\V.T, )

1 f dgdp _(uN-E)/T

, Nt (2mh)®

2

©w

et Z(V,T,N)
0
JyN

()T
2mh? N

~

2
I

0

Damit mittlere Teilchenzahl

0
Ny = Ty mZ(V.T )

ToZ T 1
- 2 T dges]
Tm % A
N ( 2mh? ) Ver

Fiir das thermodynamische Potenzial erhalten wir

=

Q= -TWZ(V,T,pu) = —T( I'm >§Ve

27h? =PV

Vergleich mit (N ):
PV = (N)T
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(3.126)

(3.127)
(3.128)

(3.129)
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3.8 Teilchenfluktuationen, groflkanonisch

Berechne Fluktuationen um die mittlere Teilchenzahl

0
(N) = Ta InZ(T,Vu)

Tr(N2emN—H)/T)
Tr e(NN_H)/T
Ty(T2%€(uN*H)/T)
Tr e(#N*I:I)/T
1, 5 02

= 7z (T, V, )

(N?%)

02 0 (52
122 L((LZ
Zow*  Z2\du
1

= WD -@)

62

= (AN = T2 W Z(T,V, p) = T(;M<N>>Ty (+)

o2

Anwendung ideales Gas:

m\3/2  eMT
qany® =( ) v —
Damit relative Grofle der Fluktuation:
\/<<AN>2> _ vy -z \/ Ny 1
(N)? (N)? (N AN
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(3.132)

(3.133)

(3.134)

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)

(3.139)

(3.140)

(3.141)



Fiir allgemeine Systeme: Benutze thermodynamische Relationen

ON _ A(N,V) (N, V)aP,V)
(E)w A V)  aPV) o, V)

- (), (@),

— ’_/ 5
_ AN, V) (N, P)
d(N, )5( V)
oV ON
B _<§7P)T,N (W)P,T
—_——
- (%)
\ou/vr
N> _ oV 0P\ 2
( on >T,V B (ﬁ)T,N (E)T,V
—_——
=Vkp
oP 0 (-Q) 0T Zi V)
KN) _ kT 2
:( o >TV B <N>
TFL
() = (AN = KN
((AN)?)  Tkp
7<N>2 = >0
Mit Kompressibilitéit ideales Gas
_ _l(i‘f) _ T _ 1 Vo
"= Ty\op)rny T TV P2 T P (NYT
_ro_ 1
Vo (N)KG

(3.142)

(3.143)

(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)

(3.148)

(3.149)
(3.150)

(3.151)

(3.152)

(3.153)

Insgesamt erhilt man fiir die relative Teilchenfluktuation allgemeiner Systeme, aus-

gedriickt durch die Kompressibilitdt des idealen Gases:

{(AN)?

(N >2 “T vV <N

(3.154)

= Fast alle Systeme eines groflkanonischen Ensembles haben dieselbe Teilchenzahl!

= Aquivalenz von kanonischem und groSkanonischem Ensemble im thermodyna-

mischen Limes
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4 Ideale Gase

Betrachte jetzt reale Gase hinreichender Verdiinnung, aber nicht strukturlose Punkt-
teilchen, sondern Atome, Molekiile
= Wechselwirkung zwischen Molekiilen vernachléssigbar

N
= By =€ (4.1)
i=1

k : Gesamtheit von Quantenzahlen eines Molekiils

Beachte: Sogar ohne WW durch ein Potenzial V(gq) gibt es in der QM eine ge-
genseitige Beeinflussung von Teilchen im gleichen Quantenzustand!

a) halbzahliger Spin, Fermionen: Pauli-Prinzip
Nur 1 Teilchen pro Quantenzustand, anti-symmetrische Wellenfunktion

b) ganzzahliger Spin, Bosonen:
Symmetrische Wellenfunktion, mehr als 1 Teilchen pro Quantenzustand erlaubt

= Abschnitt Quantengase, QM2

4.1 Die Boltzmann-Verteilung

Sei ny, die Zahl der Teilchen eines Gases im k-ten Quantenzustand = Besetzungszahl

Bedingung zur Vernachlissigung von QM Austauscheffekten: ny = (ni) « 1
(hinreichende Verdiinnung, spéter genauer)

Berechnung von 7, groflkanonisch:

Betrachte als Untersystem alle Teilchen im k-ten Quantenzustand: N = ny
(Achtung: dieses Untersystem ist sicher nicht makroskopisch, aber aufgrund der ver-
nachléssigbaren Wechselwirkungen dennoch quasi-abgeschlossen;

= groflkanonische Verteilung anwendbar)

= FE,N = npeg (4.2)
1 N F
oy = e (- =) (43)
Qr+n —€
= Wy, = exp( i ZSM k)> (4.4)

Q
Who = et ist Wahrscheinlichkeit, dass kein Teilchen im k-ten Quantenzustand ist
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Betrachte: 7 « 1

=  wio ist nahe 1, x = (1 — wyg) < 1

= wp =we T =e T (1+0(x)) (4.5)
Wi p, Mit ng > 1~ 0
= er:(nk}:Zwknknk%wkl-le... (4.6)
N

= Kleine mittlere Besetzungszahlen sind gegeben durch die Boltzmann-Verteilung

h—ek

ng =gy =€ T (4.7)

Herleitung aus klassischer Statistik:

Sei dN die Zahl der Teilchen im Phasenraumvolumen (¢, q + dq), (p, p + dp)

= Dichte im Phasenraum n(p,q) = % mit dI' = (gfrﬁlf)’s

Beachte: kein Faktor %, wir wollen Teilchen z&hlen, nicht unterscheidbare Mikro-
zusténde

dqdp
- 4.
(n(p,q)) J (%h)sp(p, ¢)n(p,q) (18)
dN
= JdFdrp(p, 9) (4.9)
= JdN p(p,q) (4.10)
Q+pn(p,q)—H(p,q) ~1 fiir n=0
P(p’ Q) = e T ~ e(h—e(P.)/T nel (4.11)
~0 n>1

Hierbei wurde H(p, q) = n(p, q)e(p, q) ausgedriickt durch die Energie eines einzelnen
Molekiils

Boltzmann-Verteilung in klassischer Statistik:

n—e(p,q)

(n(p,q)) =np,q) =e T (4.12)

Welche Formel ist wann anwendbar?
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Betrachte Gas aus Molekiilen:

Ohne &uBleres elektromagnetisches Feld ist die Translationsbewegung quasi-klassisch;
Molekiilrotation, Molekiilschwingungen QM

(Warum? = Léngenskalen der Bewegungen!)

P
= +¢ 4.13
=5 T (4.13)
Erster Term Schwerpunktbewegung des Molekiils, zweiter Term unabhéngig von
Schwerpunktkoordinaten, -impulsen
= Faktorisierung, klassische Betrachtung der Translationsbewegung der Schwer-

punkte

= R#umliche Verteilung im Volumen V' im Gleichgewicht homogen mit Teilchen-
dichte %

= Geschwindigkeitsverteilung: Maxwell, (3.51)

—

= Anzahl Teilchen pro Volumenelement mit Geschwindigkeiten in (¥, ¥ + d?)

N N/ m \3/2 m
o Y= () o[
d dw oxr) P17 a7

v v (v2 + 1)5 + vg)]dvxdvydvz (4.14)

Gas im dufleren Feld: Potenzial V (7)

Maxwell-Verteilung wie bisher, koordinatenunabhéngig;
Verteilung der Koordinaten:

V()

dNp=nge T d°r (4.15)
Zahl der Molekiile im Volumenelement dV = d3r, d.h. Teilchen in (7,7 + dF)

dNp 7
n(i) = F = noe” T (4.16)

ng: Teilchendichte in Punkten mit V(7) = 0

Homogenes Schwerefeld: V (7) = mgz

mgz

= n(z)=nge T

Barometerformel (4.17)

84



4.2 Stofle von Molekiilen

Betrachte Wechselwirkung mit Gefaflwénden; gesucht ist die mittlere Zahl der Stof3e
pro Flachen- und Zeiteinheit

dA = é&,dxdy
Anteil der Teilchen, der mit dA kollidiert: v, >0

Sei dv Anzahl der Stéle: = Teilchenstromdichte j dA dt

Fiir konstante Teilchendichte und -geschwindigkeit: j = %U, [] = -

m
hier &7 — §dN; 7

s

dv = ¥dNzdA dt (4.18)
dv N/ m \32 [® © © m (2,22
= === dvy | d dv, ve” 2Tt (419
dAdt % <27rT> LO Y f_w Yy L v vze” BT (4.19)
@ muv3 1 27T
f dvge™ 31 = 2475 (4.20)
o m
o mv2 1 T
J dv, v,e” 2T = ——~ = — (4.21)
0 2(37) m
dv N/ m\322xTT N | T
- T — 4.22
~ dAdt 1% (27TT) m m VN 2mm ( )
P | T P
= — = 4.2
TN 2rm  27mT (4.23)
Damit erhélt man den Druck aus mikroskopischen Teilchenstéflen:
dv
P =~2mmT (4.24)

dAdt
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Stofle von Molekiilen miteinander: das Gas ist nicht mehr ideal!

Mechanik, Relativbewegung zweier Teilchen:

mima2

P Relativgeschwindigkeit ¢, = ¥; — U5

reduzierte Masse m’ =

Kinetische Energie der Relativbewegung;:

172

m'u;
4.25
5 (4.25)

Erel =

Verwende Maxwell fiir Relativgeschwindigkeiten mit m/;
Annahme nur eine Molekiilsorte: m’ = %
= Zahl der Molekiile pro Volumeneinheit mit Geschwindigkeiten zwischen

(v, vp + dv,) relativ zu einem festgehaltenen Molekiil

dN, — NT['( m )3/2677””3 2

- Vi ﬁ aT de’UT (4.26)

Beim Zusammentreffen von 2 Teilchen = Wechselwirkung
Mogliche Prozesse: Streuung, Zerfall der Molekiile in Atome usw.

Def. Wirkungsquerschnitt: Wahrscheinlichkeit eines Prozesses pro Zeiteinheit bei
konstanter Stromdichte

dw =

o =0Vl (4.27)
o : Wirkungsquerschnitt
j : Teilchenstromdichte, j = %17, 7] = m123

Der Wirkungsquerschnitt fiir einen mikroskopischen Prozess ist quantenmechanisch,
i. A. impulsabhéngig, = o = o(v)

= Zahl der Prozesse pro Zeiteinheit u. Molekiilpaar mit Wirkungsquerschnitt o (v)

dv Nm/m\32 (® _mvp
@~ v2Gr) fo dor &= 5T o (wr)ey (42%)
= Gesamtzahl der Prozesse pro Zeiteinheit: %%
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4.3 Freie Energie und Zustandsgleichung des Boltzmann-Gases

Kanonisch: N
F=-ThZ=-Th) e ™7 E,=%¢ (4.29)
n =1
ek, Energie des i-ten Molekiils im Quantenzustand k;
N Ek.
e BT — H e~ T, alle unabhingig! (4.30)
i=1
Ek. Ck
= Yl BT~ (Ze_Tl><Ze_ T2)... (4.31)
n k1 k2
Fiir gleiche Molekiile gleiche Quantenzusténde, d.h. alle Summen gleich
w\ N
e BT = ( e*?’“) (4.32)
n k

Achtung: Teilchen ununterscheidbar!
Quantenzustand E, fiir alle Teilchenpermutationen gleich

ézn]eET” _ ;!(;eek/T)N (4.33)
1 g\ N

F = —Tln— T (4.34)
DN!(;6 )

1 cx)\ N
F:Tln(f dqdp e_k;)q) (4.35)

. 2
mit ex(p, q) = &+ €,

Zustandssumme fiir Translation bereits berechnet (klassisch) in Abschnitt 3.4

72 N
G - (I w0
F = —NT [% (2”;;)3/2;6?] (4.37)
(nach Verwendung von Stirling) In 7 ¥ —NInN + N = +NIn £
Abspalten der V-Abhéingigkeit:
F = —NTh % + NF(T) (4.38)
S = —(f;;)‘/:Nlne]:]/—Nf/(T) (4.39)
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(vgl. auch mit S(V,T, N) aus 3.4) mit

mT \3/2 _%
F(T) = -Th [(W) e T] (4.40)
= Die innere Energie ist dann nur eine Funktion von T’
E=F+TS=Nf(T)—NTf (T) (4.41)
Beachte: Dies ist eine Konsequenz der fehlenden WW zwischen Molekiilen!
Ohne WW kann sich eine V-Anderung nicht auf die Energie auswirken!
Damit sind F OH oE + PV)
+
I (=) =(2=——_~"~/ 4.42
v <aT>v’ Cr <8T>P ( oT )p (4.42)
ebenfalls nur Funktionen der Temperatur
Def: Warmekapazitdten pro Molekiil
CV = NCV, Cp = NCP (4.43)
Wegen H — E = PV = NT ist dann
cp—cy =1 (4.44)

Beachte: Die Quantenzusténde €}, der Molekiilphysik in f(7") beeinflussen nicht die

Zustandsgleichung:

P —(25>T _ g v (4.45)

Mit E = Nf(T) — NTf'(T) wird

ov = (), = £417 - Ly - (@) (4.46)

Spezialfall ¢y konstant:
(z.B. fiir Punktteilchen ohne innere Struktur)

fU(T) = —%, = cy = % Cy = % (4.47)
Zweifache Integration von (4.46):
f(T)=—cyTInT — (T + ¢y, (,eo Integrationskonstanten (4.48)
Damit wird
F = NGO—NTID%—NCVTIDT—N(T (4.49)
E = Ney+ NeyT (4.50)
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Adiabatengleichungen fiir Gase mit konstanter Warmekapazitét:

Bei adiabatischer Expansion/Kompression ist S = konst., d.h. dE' = dW

Verrichtete Arbeit und innere Energie ideales Gas:

NT

dW = —PdV = —7dV, dE = NcydT (4.51)
Damit wird T
cvdl + VdV =0 (4.52)
Separation Variablen:
cv In(T/Ty) = —In(V/Vy), = TV = konst (4.53)
Def: Adiabatenexponent
Y= gs _ % (4.54)

Damit erhélt man die Adiabatengleichungen

TV~ = konst., T7P'™" = konst., PV = konst. (4.55)
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4.4 Der Gleichverteilungssatz

Hier: klassische Betrachtung
(fiir Molekiilschwingungen giiltig wenn T » hw, fiir Rotationen T » h%/21)

Molekiil: Konfiguration von n Atomen, die kleine Schwingungen um Gleichgewichts-
lage ausfithren

Potenzielle Energie:

Tosz
u=€+ ) Gl (4.56)
k=1

mit €y potenzielle Energie in Gleichgewichtslage
Tosz: Zahl der Schwingungsfreiheitsgrade

= 3n — 6 fiir nichtlineare Molekiile

= 3n — 5 fiir lineare Molekiile

=0 fiir n = 1 (einatomig)

(insgesamt 3n Freiheitsgrade, minus Translations-, Rotationsfreiheitsgrade)

Gesamtenergie des Molekiils ist Summe aus kinetischer und potenzieller Energie
= ¢(p,q) = €o + g(p, q) ist quadratische Funktion von Koordinaten und Impulsen

Zahl der Verénderlichen von e: (=21, +6(5))

Aus klassischer Boltzmann-Statistik, G1.(4.35):

= F=—NTh (%e*% f W e*g@vq)/T) (4.57)
Temperaturabhingigkeit: reskaliere p = p'v/T,q = ¢ VT
= g(p,q) = Tg9(p',¢) (da quadratisch in p, q)
= dii2p dii2q = TV2q/2p/ dil2g
o NTI A Q;/TTI/Q, A = konst (4.58)
Schreibe wieder
Fo- —NTln% L NF(T) (4.59)
f(I) = —TlnA+e—TnT"? (4.60)
l
(T = =55 (4.61)

90



[ L1 I+2
= Cy = —, Cp = cCy = —
2 2

Ein rein klassisches Gas besitzt konstante Warmekapazitit!

(4.62)

Gleichverteilungssatz: Jede Verdnderliche in der Energie €(p, ¢) eines Molekiils tréigt

den gleichen Teil %(k—B) zur spezifischen Wirme bei, bzw. den gleichen Teil %(’“B%)

2
zu seiner Energie

Translations- und Rotationsfreiheitsgrade: nur Impulse gehen in cy ein, Beitrag %

Schwingungsfreiheitsgrade: Koordinaten und Impulse gehen in ¢y ein

1 1
= Beitrag zu cy ist 3 + 5 = 1
e e

kin pot

Wahrscheinlichkeitsverteilung Molekiilenergien:

Konvention: ¢y = 0 (d.h. zdhle Anregungen relativ zum Grundzustand ¢g)

Phasenraum I'(e) eines Molekiils mit Energiewerten €(p, q) < €

12, /2
R R ) (1.6
. 12 1 gl/2, 1
_ EQJW 01— epl, ) (4.64)

mit Reskalierung: p = p'v/e,q = ¢vJe = €(p',¢)<1

= Wahrscheinlichkeitsverteilung der Energien ist

r e
dw, = p(e)cjl—ede — Ae Tez e (4.65)

Bestimmung der Konstanten aus der Normierung: A = m
2
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4.5 Einatomige Gase

Freie Energie ideales Gas:

F=_NTln [i(;;)wze—?] (4.66)
f;,-—/

Vollstéindige Auswertung erfordert Zustandssumme fiir innere Freiheitsgrade der
Teilchen

/
‘K

Zinn = e T (467)
e, Energieniveaus Atom

Im Allgemeinen auch Entartung von Energieniveaus, Entartungsgrad gg:

Zinn = ng 6_6;“/T (468)
k

Spektrum ), Bindungszustiande (diskret)+ Streuzustidnde (kontinuierlich)
Je hoher T, desto hohere Niveaus sind besetzt

= Kontinuierliches Spektrum = Ionisierung
= T « Fjioy (lonisierungsenergie) fiir Betrachtung Atomgas

Weiter ist €] — €{, ~ Eion, groenordnungsmiflig
=T « FEi,n « Grundzustand

Betrachte Atome mit L = S = 0 (Edelgase)

Zinn = eieo/T (469)

Konvention: Setze ¢g = 0 = Zjy, = 1
(i.e. zéhle Anregungen relativ zum Grundzustand)

Damit freie Energie wie in Abschnitt 4.3: FF = —NT'In % — NeyTInT — NCT

3
27

m

3

= Gas verhilt sich quasi-klassisch, da Anregungszustéinde fehlen

Aber beachte: ¢g = konst. ist QM Ergebnis!
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Rein klassisch hatte man:

€0 = _97 Zin = P77 o0 fiir r— 0 (4.71)
,

= Elektronen wiirden spontan in den Kern stiirzen

Giiltigkeit Boltzmann-Verteilung:

p—eg

np=e T <1 (4.72)

Hier nur Grundzustand besetzt = bendtige e/ « 1 = <0

Mit G = F + PV und (4.66)

- () 4z

Damit erhélt man fiir die Fugazitit

u N /2mh%\3/2
:>eT=—< ) «1

(o7 (4.75)

= Fiir gegebenes m, T muss % hinreichend klein sein
= Verdiinnung! Fiir die meisten realen Gase erfiillt

Alternative Argumentation:

Fiir die meisten Atome ist e, ~ T, p ~vmT (Gleichverteilungssatz)

= Phasenraumvolumen V (mT)%? pro Atom

Phasenraumvolumen pro Quantenzustand: (27/)3 vgl. Abschnitt 1.12

= Boltzmann ist giiltig, wenn Besetzungszahlen klein sind, also so lange es deutlich
mehr Zustidnde als Atome gibt

(1nT)3/2
—_— 4.
Vv k)’ » N (4.76)
N /4m2h%\3/2
V< T ) < v (4.77)
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Atome mit L = 0,5 # 0 (Alkalimetalle):

Spinentartung: 25 + 1

= Zim = (28 + 1)e™ /T =25 41 mit ¢ =0 (4.78)

= Freie Energie wie vorher mit

cy = %, (= %ln smpz T (25 + 1)

L # 0,5 # 0: zusétzlich Feinstruktur mit J = L + S

T = Y (2T + e 7 (4.79)
J

FirT>»ejiste T ~1, Je[L—-S,L+5]
Zion = (25 + 1)(2L + 1) (4.80)

= Freie Energie wie vorher mit

cy=3 (=3 5oz — In(25 +1)(2L + 1)

Ebenso Kernspin (Hyperfeinstruktur) behandelbar, aber quantitativ unwichtig

Bemerkungen:

e Cy,Cp idealer Gase verletzen 3. HS!
Bei niedrigen T ist Boltzmann-Statistik ungiiltig + Gas nicht ideal
= andere Behandlung nétig

e Zwei- und mehratomige Gase:
Rotation + Schwingung zusétzlich zu beriicksichtigen

e Beachte Klimarelevanz bei Behandlung von Gasen in der Atmosphére!
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5 Ideale Quantengase

Vereinfachung Notation: keine Hiite fiir Operatoren

5.1 Mehrteilchen-Schrédingergleichung
N Teilchen, ¢ = 1,... N, Hilbertrdume H;

Spinlose Teilchen: H; = Ly(R?)
Hilbertraum des Gesamtsystems: H = H1 @ Ho ® ... Hy
Zustandsbasis: | n1)®...® | ny)
Bsp. Ortsdarstellung: | 7 ...7x) =|T1)® ... Q | ™n)
Zerlegung eines beliebigen Zustands:
|y = Jd?’r...d?’rN\Fl,...FN><F1,...FN\w> (5.1)
= Jd%,...di”m (7, PN | P TN (5.2)
mit der Mehrteilchenwellenfunktion ¢ (7 ... 7x)
Fiir Teilchen mit Spin: ¥(71, 01,...7N,0Nn), 0; = £1

Hamiltonoperator:

Pak = —ihz= k=1,23 i=1,...N

Fiir viele Anwendungen Zerlegung des Potentials

V(.. i) = Y Vig(| 7 — 75 ) (5.4)
ilj

i. e. man betrachtet nur Zweiteilchenkréfte zwischen allen beteiligten Teilchen

Damit Schrédingergleichung:

P LT L

ih= (71 T, t) = _;1 zmiAiw(Tl TN V(L L FN)Y(FL NG E) (5.5)

Normierung:  §d®ry...d%ry [(7, ... 7N =1
—_—

Wahrscheinlichkeitsdichte f. 1 bei 71, 2 bei 7,...
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5.2 Ununterscheidbare Teilchen und Pauli-Prinzip

Klass. Mechanik: einzelne Teilchen immer unterscheidbar anhand ihrer Trajektorien

QM: Bei iiberlappenden Wellenfunktionen und gleichen Eigenschaften (Masse, La-
dung, Spin, ...) keine Identifikation moglich

Bsp: e~ e~ Streuung:

# Bahn der Elektronen = keine Zuordnung!
Betrachte Zweiteilchensystem: (7, 7)

Permutationsoperator:

(PY)(71,7%) = (i, 1) = 7 (71, 7%); P =P (5.6)

Trafo Observable A:

AP = pAP (5.7)

(P, | AL | 7,7 = (Fa, P | A Py 7)) (5.8)
Achtung:
(Fr, 7 | A |7, )t = (7,7 | PPAPP | 7,7y = (71, Ty | A |7, 7) (5.9)

bewirkt keine Vertauschung!

2y
(P, 7 | HY | 71,7 = <r2,F1|2%+2(—2+V(F1,F2)|F2,F1> (5.10)
= H"(p1, 71,2, 72) = H(pa, 7, P1,71) (5.11)
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Paarvertauschung im N-Teilchensystem:

(Pyt) e Ty o) = (o T

)

(5.12)

Jede Permutation P von N Teilchen ist als Produkt von Paarvertauschungen dar-

stellbar

Def: N Teilchen sind ununterscheidbar, wenn

PtAP =

A

fiir alle Observablen A und alle Permutationen P

Dann sind die Zustédnde 1) und P physikalisch ununterscheidbar

Dann gilt:

[H, P;j] = 0 fiir alle 4,5 (d.h. H und Pj; gleichzeitig diagonalisierbar)

Pfj = 1 = Eigenwerte 7;; = +1

Spezialfall: Sei 1) Eigenvektor zu allen P;;, dann sind alle Eigenwerte 7;; = n

Beweis: Es ist P;j = P1;PojPioP1; Poj

P2j¢(7“1,7“2...ri...rj...
Pri Pojip(
Pro Py Pajip(
PojP1o P Pojip(

~— — ' —

Py [ ¢)
Py Pyj Pia P Pyj | 1)
Py Poj PraPrima;j | ¥)

77%2'7753-7712 =MNij =

n = 1: total symmetrische Zusténde
n = —1: total antisymmetrische Zustédnde

97

¢ T, Tj...T5..

TiyTj...T1..

Q/)T‘j,T‘Q...Tl...

nij | ¥y

= ni;lY)

= nilY)
usw.

M2 =Mij =71

rj,ri...rl..

.Tro. ..
.o ..

o ...

~— — ~— —

(5.13)



Anwendung: Mehrelektronenatome

Naherung: Vernachlissigung der e”e™ Wechselwirkung

N 72
= H = Z H(i), H(i) = —@) + V(F(Z-)) (5.23)

i=1 2m

Vereinfachte Notation: i = (p{;), 7(;), 5(;)), damit Schrédingergleichung

Hy(l1...N)=Ey(1...N) (5.24)
H : N unabh. Summanden = ¢ faktorisiert in Einteilchenwellenfunktionen
N
Y1, N) =] [ #a: (D) (5.25)
i=1
mit
N
H(i)wai (i) = Eo;pa; (i), E= Z Ea; (5.26)
i=1

Hierbei bezeichnet «; = (ng, l;, m;, ms;) alle Quantenzahlen eines Elektrons
Grundzustand: o; = (1,0,0, i%)
(e"e” WW : Stoérungstheorie, ergibt Korrektur zu E)

4 Periodensystem der Elemente!, = Elektronen sind nicht alle im Grundzustand!

= Pauli’sches Ausschliefungsprinzip: (1925)

Jeder Einteilchenzustand ¢, kann hoéchstens von einem Elektron besetzt werden
(Nobel-Preis 1945)

Verallgemeinerung auf nichtfaktorisierbare Systeme:

Spin-Statistik-Theorem (Pauli, Heisenberg, Dirac): Die Wellenfunktion eines Sys-
tems von Fermionen ist total antisymmetrisch, diejenige eines Systems von Boso-
nen total symmetrisch

Beispiel N = 2 (faktorisierbar):

Ysym = %(‘Pm(l)@m@)+‘Pa2(2)‘;0a1(1)> (5.27)
Yaniam =5 (%00 (Dpea?) ~ 0as e (1) (5.25)

Aus der Antisymmetrie der Wellenfunktion folgt das Pauli-Prinzip!
(wanti—sym =0 fiir g = 042)
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5.3 Die Fermi-Verteilung

Aufgabe: Verteilungfunktion fiir ideales Gas ohne Einschrinkung mj; « 1

Fermionen: Pauli-Prinzip = Fermi-Statistik

Groflkanonische Zustandssumme:

Z = 26%267% (5.29)

N

—Tln]ZVl (e% ;eE’%N) (5.30)

Anwendung auf Teilchen im k-ten Quantenzustand
(identifiziere wieder N — ny, E' = nyeg)

= Q= -Th)) <e
ng

Q

-

. )”k (5.31)

Pauli: nur ng = 0,1 ist erlaubt, lediglich zwei Terme:

B—eg
= =—-Tln <1 + eT) (5.32)
h—eg
o) e T
= () = —— LA 7 — (5.33)
K l+e T
Dies ist die Fermi-Verteilung:
ng = ——; (5.34)
e T +1
Bemerkungen:
e Esist immer np <1 v
B—eg
e Fire 7 «1:
o= e T (1 — T . ) (5.35)
e e\ 2
= e 7 +O(euTk) (5.36)
Boltzmann-Verteilung v/
Normierung:
1



mit N Gesamtzahl der Teilchen im Gas
= N = N(u,T) oder = u(N,T)
Thermodynamisches Potenzial und Zustandssumme:

Q = 7Y (1 + e“%) (5.38)
k

Z

e T = epoln (1 + e%> (5.39)
k

1;[ (1 +e'T ) (5.40)
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5.4 Die Bose-Verteilung

Teilchen mit ganzzahligem Spin, Bosonen = Bose-Einstein-Statistik

Wieder ist fiir Teilchen im k-ten Quantenzustand

L p—ep \ Nk
Qk:—Tan (e T )

nE=0

Aber jetzt iiber alle ni summieren
Konvergenz: fiir exp £ < 1 (geometrische Reihe)
Mit € = 0 nur erfiillbar fiir 4 < 0

Bemerkungen:
e Boltzmann- und Bose-Statistik verlangen p < 0

e Fermi-Statistik: u > 0, p < 0 moglich

Aufsummieren geometrische Reihe:

1
., = —Tln T
1l—eT
_ 0

Dies ist die Bose-Einstein-Verteilung

Normierung;:
1

Lgar =N
k
N Gesamtzahl der Teilchen, N = N(uT') oder pn = u(N,T)

= Thermodynamisches Potenzial und Zustandssumme

TZln(lfeWTEk)
Z = e T—exp[ zk: <1—e_T )]
(O

k

Q
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(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)



.. Kk
Fire T «1:

h—eg
e T H—¢g
b—cg

=e T +O<eu}€k>2 v (5.49)

L=

—e T +1

folgt wieder die Boltzmann-Verteilung
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5.5 Ideale Fermi- und Bose-Gase
NS
Z = H (1 +e Tk)
k

Das obere Vorzeichen gilt fiir Fermionen, das untere fiir Bosonen

Anwendung: Gase aus Elementarteilchen (Elektronen, Protonen, Neutronen, ..

(5.50)

)

Fiir Atom u. Molekiilgase — Boltzmann, nur fiir tiefe Temperaturen Fermi/Bose

notig
Kinetische Energie: €, = % mit p = @ i, mijeZ, V=1L3
= Fiir spinlose Teilchen sind Quantenzahlen — Impulseigenwerte p

G ) )
koD

Thermodynamischer IJiI'IleS7 L — 00:
= J
(2 (0l h) :

Fiir Teilchen mit Spin: €5 ist g = (25 + 1)-fach entartet

= Angzahl von Teilchen im Phasenraumelement dp dq (= d3p d*q)

AN = 7 dpdq 1 dpdq
B C7 =R O TR

Ohne WW Integration iiber dg moglich = Impulsverteilung:
gVp*dp

k(e T + 1)

P e — pdp , p=12me

N, =

Verteilung Energie: ¢, =

 2m m
gV (2me) mde 3/2
- dNe _ - 2me gvm Ez/fde
2m2p3(e T +1)  V2m2h3(e T +1)

Diese Formeln ersetzen die Maxwell-Verteilung der klassischen Statistik!
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Daraus Gesamtzahl der Teilchen:

Subst: z %

N =

N

v

gVm?/? foo der/€
V2 Jo T+

1

g(mT)*? f’o da~/x

V2m2h3

Damit ist N = N(V,u,T) oder p = u(V, N, T)

Alternativ aus Zustandssumme:

Daraus die mittlere Teilchenzahl

L2 p?
Subst: x° = 57,

<l= =

InZ =

V-

0 T +1

InZ =+

—2m2h3

9 Jdppzln (1 *

mit der thermischen de Broglie Wellenlénge A

Zustandsgleichung;:
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H—€p
0 % foo g €T
N=T—InZ= dp p —
0u 271'2h3 0 ].i@}Tp
dr = gfﬁ z = eT Fugazitiit
gV 3/2 * 2 1
5273 (2mT) L dr x o =
ii Oodx w?# \ = <27Th2
A/ o zlex? +17 mT
Q = —TlnzZ=-PV
P © c
- T - izwgh:’)f dpp*In(lte 7")
0
g 4 x0 2 2
= +==— | drz*ln(ltze ™)
AT Jo

)1/2

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)
(5.65)

(5.66)



Polylogarithmen:

Q0
Def.:  f5/5(2) = \;L%JO dz z*In(1 + ze_IQ)

Innere Energie:
Fermi:

E:

4 (* 1
f52(2) = \/Efo dx 2* [z:e_’32 ~3 (ze_m2
w0 1
f dr p2e " = =
0 4
_ i )i 2
— 55/2
6 S 1)+t a
f3p(2) = f5/2 l; 132
4 Q0
Def.: g5/0(2) = ——=
VT Jo
0 2 2t
93/2(2) = 25-052(2) > 2
=1
Zustandsgleichungen:
Fermi-Gas:
P g 1 N
T ﬁfs/Q(Z) = Van, v
Bose-Gas:
P g 1 N
T~ ﬁgE)/Q(Z) =z, v

T2ilnz+;uv

oT

3

= gV[—i—

m

37T 1
§Ff5/2<z) — M3
T

)\3f5/2( z)
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0 l
da::::lnl—zelr Z—/

= %f:&/Q(Z)

g
= ﬁg:s/Q(Z)

(5.67)

(5.68)
(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.75)

(5.76)

9VT2[+ <27rh2)32T§f5/2(2) + %%f&m(z)( ;2) ] + puN (5.77)

72G) | + A

(5.78)

(5.79)



Bose:

3T
E = V9§Fg5/2(2)

= F = %PV fiir Fermi und Bose = Muss auch fiir Boltzmann gelten!

Boltzmann:

EngT:>NT=PV v

Betrachte Ubergang von Fermi/Bose — Boltzmann: z = eT « 1:

2 Z2

z
f5/2(2)22—ﬁ+... 95/2(2)224‘@4‘
52 52
fg/g(Z):Z—W—F... g3/2(z)=z+23ﬁ+
P g _ 22
= 7 = wlFgmt
N g 22
RO CACRE
P N _ 221 g 3
=7y - Fpalz w0
VT g on Vg 2L
:>PV=NTi257F€T = NT(liﬁme T)
Boltzmann + Korrektur:
N
v o= %2-1-0(,22)
o N )3
=eT = —— 40
7o+ 06
N A3
~ PV = NT(livm>

Zustandsgleichung fiir niedrige Dichte, hohe Temperatur:

% » A3 : Teilchenabstand grofer als thermische Wellenléinge
N 1 732p3
PV = NT(1+ ——7)
V 2g (mT)3/2
|
«1 f. Boltzmann, vgl. 4.5

Beachte:
Fermi: Druck steigt gegeniiber Boltzmann, effektive Abstofiung
Bose: Druck sinkt gegeniiber Boltzmann, effektive Anziehung
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(5.82)
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(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)

(5.88)

(5.89)

(5.90)
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5.6 Fermi-Gas bei niedriger Temperatur, hoher Dichte

Teilchen sammeln sich in niedrigsten Zusténden, Quanteneffekte wichtig!

z=¢"T» 1, Abkirzung: v = T (5.92)
4 0 3’:2 y:x2 2 0 \/:,j
= — de —5——— "= — dy ——— 5.93
f3/2(2’) ﬁJ;) £ oL2—v 1 ﬁf() Y eV + 1 ( )
art.In 2 9 3/2 4 3/2 y—v
partnt. 2 2 Y + J dy 4—= (5.94)
\F3eyy+10 3V Jo (ev=v +1)
~0
Taylorreihe fiir %2 um y = v:
y—v 3
fap(z) = 3WJ W[ v+ 2V1/2(y— v)+ v Py —v)? +]
t=y—v 3/2 1/2 3 —1/2,2
= — dt ——— t t e .
3\/%J_V (et+1)2( +2” T3y - ) (5-95)
o 0 —v
f :f J , zweites Integral ~ e™” (5.96)
-V —00 —00
4 3 3
= fa(2) = 37%<on3/2 + §Ily% + gfgy*% +. ) +0(e™) (5.97)
mit den Integralen
o0 tnet
n=_0
o et 0 et 0 et
Iy = —_ = —_ —_ :
=l M i B e
0 et 0 et e2t
= dt———s — | dt—F5— 5.100
JD (et +1)2 LO (et +1)2 et ( )
7+SO dtm Integrand gerade!
o0 et 00 d 1
= 2| dt——= =-2 dt———— 5.101
Jo (el +1)2 L dtet +1 ( )
1 o0
= —26t il = 1 (5.102)
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n ungerade:
Integranden sind ungerade in t, = I, =0

n > 0 gerade:

) 0 0 tnfl
Es ist In = —2|:a)\J;) dtm])\:l (5103)
u=\t J (” “1y—(n—1) u' !
= 2| du A" A —_— 104
[a)\L “ e“+1],\=1 (5.104)

o0 unfl 1
— _ —n
_ o L du i = 2n(1 = 2 T()C(n)  (5.105)
Mit Euler’scher Gammafunktion und Riemann’scher Zetafunktion

n=2: T@2)=1(2) =% = L=4T_-17

Damit erhalten wir insgesamt:

A T2 s T )12
F32(2) 3ﬁ[(lnz) + = (Inz) +] (5.106)

Damit Zustandsgleichung fiir 7' — 0 bei festem u:

N 4 N 34/7\2/3

A 7 ggﬁ(nz) = A (V 49) nz (5.107)

r2mh? (3 /TN \2/3
z = exp_mT( 19V ) ] (5.108)

r1 h? /6m2N\2/3
= e |75, v )| (5.109)

_ =

— exp T] (5.110)

Der Wert des chemischen Potenzials im Limes tiefer Temperaturen ist gegeben durch
die Fermi-Energie

h? (67T2N)2/3 ..

5.111
v (5.111)

= o
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Physikalische Bedeutung: Betrachte Grenzfall T = 0

e Besetzung der Quantenzustéinde so, dass £ minimal wird
e Pauli-Prinzip: nur ein Fermion pro Quantenzustand!

e Fiir Elektronen (Protonen, Neutronen) ist s = 3,9 = 2
Zahl der Zustéinde eines Teilchens in V' zwischen (p, p + dp):

d*p p’dp

v — gV
g (2mh)3 IV om2ps

(5.112)

e Elektronen besetzen alle Impulszusténde bis zu einem Grenzimpuls pp:
Fermi-Impuls

gV (*F 5 gV
2772ﬁ3f0 6m2h3 ( )
672N 1/3 . . . .
= pp = h( % ) ist der Radius der Fermi-Kugel im Impulsraum
= Grenzenergie: ep = %
Verteilungsfunktion:
Bezeichne Quantenzusténde durch Impulszustdnde
1 N -
M= { (1) pp=CF (5.114)
e +1 €p > H=¢€F
T A
! — T =0
<« T7>0
>
€Ep €p
Gesamtenergie: Zahl der Zustéinde x %
gV (P 4 gV ok
E = dp = ——— 5.115
4Am2mh3 ), P S0 mm2n3 ( )
2\5/33g(3m2)%/3 h? /N \2/3
(7) Mf(f) N (5.116)
g 20 m\V
Zustandsgleichung bei T' = 0: Mit PV = %E
2\2/3 (312)2/3 12 / N\ 5/3
P= (7) m7<7> (5.117)
g 5 m\V
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= Fermi-Gas hat auch bei T' = 0 Druck, da immer p # 0 Zustidnde besetzt sind!

Zustandsgleichung fiir kleine T" # 0: Korrekturterm mitnehmen

)\3% = 93?/% [(lmz)3/2 + 7T82(lnz)_1/2 +. ] (5.118)

= (In2)¥? = (%F)w - 7:(? IR (5.119)
_ (?)3/2[1—7:(£>2+...] (5.120)

-b - I o
§o= eF[l—i(i 2+...] (5.122)

Entwicklungsparameter: (T'/ep) = T <Tp =c¢€p, (kgTp =c¢€p)
fir Giltigkeit der Entwicklung; in diesem Tieftemperaturbereich heifit das Fermigas
entartet; Tr heiffit Entartungstemperatur

Berechnung Energie:
g9 f " 470 (T) (5.123)
= - n .
47T2mh3 0 PPty

und wieder langwierig entwickeln und integrieren....

Abkiirzung iiber thermodynamische Relationen, vgl. (2.157):

oF
= (— 124
K <8N)T,V (5.124)
Dann ist bei konstantem V,T"
N / ’ N / / w2 T 2
sz AN’ W(N') = J AN € N[l——( )+]
0 H) 0 FNIE = B\ G
3 572 /T \2
- °N [1 —<7> ] 5.125
st o\ T (5.125)
= Q+uN=—-PV +uN (5.126)
Zustandsgleichung nahe 7" = 0:
2N w2 T \2
p=z [1 57<7> ] 5.127
svrl TP\ ) T (5.127)
Und schliefflich die Energie
3 3ep w2 T \2
E=2py = f—N[l 57(7) ] 5.128
2 5V BT €F + ( )
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Die Wérmekapazitit nahe T' = 0 ist damit:

) 7w T
Oy = (a—T)V =GN+ (5.129)

Fiir das ideale Fermi-Gas geht Cy — 0 fiir T" — 0, konsistent mit 3. HS! v/
Umgekehrt fiir T — co: Boltzmann = Cy = %N

= Qualitatives Verhalten Wirmekapazitit:

cv A

wlw
=
|
I

Y

Beachte: Im Bereich des entarteten Fermi-Gases ist T « ep, T-Abhéngigkeit der
thermodynamischen Gréflen schwach
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5.7 Magnetismus eines Elektronengases im schwachen Feld

Koérper/Gas im duBeren Magnetfeld H
z.B. Metalle, Leitungselektronen ~ freies Gas

Magnetische Induktion B = Moﬁ

= Zusétzliche makroskopische Grofie: im Feld angenommenes magnetisches Mo-
ment M

Ideales Gas: M = N,
proportional zu mittlerem magnetischem Moment eines Teilchens, extensiv

Annahme: Magnetisierung hinreichend klein, keine Riickwirkung auf dufieres Feld
= HuBleres Feld gleich fiir jedes Teilchen

Beitrag zur Energie des Systems:

dE = —M -dB = dW (5.130)

= Magnetisches Moment in Richtung von B:

M; = —(5;)5‘/ (5.131)

Magnetische Suszeptibilitéit (betrachte Betrige):

X = (?\;)T (5.132)

Beachte: Analogie Fliissig/Gas-Systeme vs. magnetische Systeme
e H « P intensiv
o M « V extensiv
& X < KT

L] CH,M Ad prv UsSw.

Aber: k7 = 0, dagegen: x > 0 Paramagnetismus, y < 0 Diamagnetismus

Fiir groflkanonisches Ensemble:

dQ = —SdT — PdV — Ndu — M;dB; (5.133)
o) 020
= M = —(a*B)T,v,u’ x=—m(5ps) (5.134)
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Hier: Interesse an tiefen Temperaturen T' « ep, schwachen Magnetfeldern
= Behandlung als entartetes Fermigas

QM1, Teilchen mit Spin % im elektromagnetischen Feld: Pauli-Gleichung

1 — ™2 qh — =g
(7 _*"%.B 1
H= (F—aA) -5~ +q¢ (5.135)
mit .
. A . L.
E:_%t_v¢’ B=VxA (5.136)

Sei B konstant (homogen), ¢ = 0

1) Beitrag des Spins

Vernachléssige Kopplung der Bahnbewegung an das Feld
(akademisch, nur zur Illustration der Effekte!)

Magnetisches Moment und potenzielle Energie eines Spins mit Bohr-Magneton up:

h -
=G ugé, V=—jiB (5.137)
2m
Energie eines Elektrons:
2
e=2 +u5 B (5.138)
2m

In Verteilungsfunktion: exp(e — p)/T
= KErsetze in thermodynamischen Ausdriicken das chemische Potenzial p — p+upB
Thermodynamisches Potenzial ohne Magnetfeld: Qo(p) (V,T weggelassen)
Thermodynamisches Potenzial mit Magnetfeld:
1 1
Qp, B) = 5Q(n + ppB) + 5Q0(k — upB) (5.139)

Entwicklung fiir schwache Felder: ugB « T":

10%Q
10%Q
= Qo) + 5 au20“2332 T (5.141)
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Damit sind die Magnetisierung und die Suszeptibilitét:

0?Q ON o)
— B2 0 _ Y
= M = —-Bup——> o2 BMB((?/L)T,V mit N = o (5.142)
B oMy ON _ 5 02Q
= X = Ho <ﬁ) = HBHo (E>T,V = “HOKB =5 o2 (5.143)

Fiir T « p ist N nur schwach T—abhéngig, = Verwende N bei T' = 0 aus Abschnitt
5.6:

Vp? V (2myu)3/?
B 37r2;‘;3 T 3n213 (2mep)*? =V 37273 (5.144)
Damit ist fiir 7" — 0:
3 3/2,1/2
V(2m)~*p Vprm
Xpara = MOMZBQI?’T = HONQBW >0 (5.145)

= Spins eines entarteten Elektronengases geben einen paramagnetischen Beitrag,
schwach T-abhéngig

ii) Beitrag Bahnbewegung der Elektronen

Vernachlassige Kopplung des Spins an das Feld
(akademisch, nur zur Ilustration der Effekte!)

Wegen Verwechslungsgefahr Hiite fiir Operatoren in Schréodingergleichung

B =1(0,0,B), A=B(0,2,0), ¢=0 (5.146)

A 1 ﬁQ 1 R )
H = o -(—qd)’ =0+ 2—(p1 + (52— qB)?) (5.147)
= H” + HL (5.148)

[FIH,E[J_] =0= Ansatz (F) = wH( 2)Y 1 (x,y)

] _ . D3  ipes

Hyy = By mit By = o=, gy = en (5.149)
= freie Bewegung in z-Richtung
ﬁldjl = ELQ,Z)L Ansatz: TZJL = eik?ygp(l’), Po = hk2

. 1/ 5 \ 2 ,
Hiy = %(p% + ¢2B? (:c — ;‘%) )cp(x) oy = B o(x)eih2y (5.150)

Dies lasst sich schreiben als

[5—7; + Swd(a = w0)?|p(x) = Erp(a) (5.151)
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D2 lg| B

mit xg = gB o We = T = %,uBB Harmonischer Oszillator!

Ny hw(n + %) (5.152)

Die Energieeigenwerte und Wellenfunktionen fiir alle Komponenten sind dann

E = E+E = 2175’1 + hwe (n + %) Landau-Niveaus (5.153)
Y(F) = ekszetFNyp (1 — 1) (5.154)
= unendlichfache Entartung in z¢ bzw. ks; im endlichen Volumen V = L3:
ko = 2%712, Zo,max = L = ?;anmax = N2max = q;j:; (5.155)
Energiebeitrag entspricht einem magnetischen Moment:
E, = —u,B (5.156)
11 |2q7|:(2 +1) = —pp(2n + 1) (5.157)

= Magnetisches Moment entgegengesetzt zu B

= Die Bahnbewegung freier Elektronen gibt einen Betrag zum Diamagnetismus

1
Einteilchenenergie: ¢, = 2173 + hwe(n + 2) (5.158)
BL?
Entartungsgrad: g = 2'n2,maX=2q27h (5.159)
7r

Wieder thermodynamische Auswertung, Zustandssumme: InZ = >, In(1 + e%)

Quantenzahlen: k = {ps,n,a} a=1,...¢

mz = i i (1+ze—%”> (5.160)

3
v w
s daps | 1 ) 161
27rh J 5rh n +ze T (5.161)

Thermodynamisches Potenzial:

o o qBV
0=-ThZ = 255 2] dpgln +ze T) (5.162)
VomT
= =2 B—— dps 1 1 1
UB 1273 Zof p3n + ze” T) (5.163)
ah
o0
= 2upB ) flji— e+ 1/2)) (5.164)
n=0



mit Ty [© )
Fu) = —% f dps In (1 n e%—z%) (5.165)
—00

Naherungsweise Berechnung der Summe (Landau):

0
1 © 1
Z F(n+§) ~ J dxF(x)JrﬂF (0) Euler-McLaurin Summationsformel (5.166)
n=0 0

Anwendbarkeit: wenn F' sich schwach &ndert fir n > n+1 < hw.=2upB < T

Damit:
” 2upB df
Q = QuBBf drf(p — hwex) + == 5.167
0 ( ) 24 or =0 ( )
y=p—hwez  2ppB f_oo uBB of
— - dyf(y) — 2=——hw, = (5.168)
hw, m 24 6y Y=y
g (2upB)* of
= dyf(y) ————7= 5.169
f_oo () 24 op ( )
[ —
B—unabh.
1 *Q
= Qo) — =(upB)? 5.170
o) = 5(nBB) a2 (5.170)
! 1 0%Q)
= Q B 55 171
o) + 58" 35 (5.171)
Mit x = MO% = —ug% folgt:
1 5 *Qo(p) 1
= Xdia = g,U'OIU’BT#]Q = _§Xpara (5172)
Insgesamt:
2
X = Xdia T Xpara = gXpara (5173)

Fir upB=T : Interferenzeffekte zwischen para- und diamagnetischen Beitrigen
= Ogrzillatiorischer Beitrag zu y als Funktion von B = de Haas-van Alphen Effekt

Beachte: Rein klassisch gibt es weder Para- noch Diamagnetismus fiir das Elek-
tronengas!
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5.8 Bose-Einstein-Kondensation

Bose-Gas:

Kein Pauli-Prinzip, bei T' — 0 sammeln sich die Teilchen im Grundzustand

2

ezgizo - E=0 (5.174)
m
Dichte eines Bose-Gases, Kap. 5.5:
g 27Th2 1/2 I
v = Fgg/g(Z), A= ( —T ) , z=e¢eT (5.175)
definiert implizit p = p(N,V,T)
Kap. 5.4: p < 0 fiir Bose-Gas = 0<2z<1
Sei % = konst; fiir welche kritische Temperatur T, wird u(N,V,T.) =07
4 (* x? 2 (* VY
= — dr————— = — dy———— 5.176
93/2(2) =N ffz_lexz 1 ™ J Y Ty 1 ( )
0l 2 3
z z z
Allgemein ist:
&\ 2 0
gn(z) = Z n’ gn—1<z) = Z%Qn(z) (5'178)
=1
Firu=0=2=1
2 (™ VY 2 3 3
1) = — - =1(5) ¢(5) —2612 5.179
93/2() Wfo v 1 — 9 CQ ( )
——
Vo 2612
2
|
Gop(1) = gip(l) =), — —® (5.180)

93/2(2)

2.612 —

Ableitung divergiert bei z = 1
g32(2) <2612 fir0 <2 <1
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N g
2h? 1 N\2/3
= T. = — 5.182
m <ggg/z(1)V> (5.182)

Fir T < T, hat (5.175) keine Losung mit p < 0!
Widerspruch?!?

Kap 5.5.:

mZ=- (1 - e“?”) (5.183)
7

= Vorsicht bei Grenzwertbildung thermodynamischer Limes

d3
2V J (mf)s (5.184)

mZ=-> (1—6“?”) ~In (1—e%) (5.185)

p#0

Achtung: Term mit p’'= 0, ¢, = % = 0 divergent fiir y = 0!
(geschieht nicht bei Fermi-Gas wg. + im Argument des Logarithmus)
Naiver Grenzwert aus 5.5:
gv [~ 9 Bocp
an:_WL dpp ln(l—e T ) (5.186)

An der unteren Integralgrenze wird bei p = 0:

2
2 In (1 — e_aniT>
lim p?In (1 - e—m) ~ lim - (5.187)
p— b= D
—l—%ef% 1
= dim T 0 (5.188)
P01 _emamr 4P

= Fiir 4 — 0 dominiert/divergiert der Term mit p = 0, im Integralausdruck trégt
er jedoch gar nicht bei!

Korrigierter Ausdruck Zustandssumme Bose-Gas:

gV o[ . neep "
1nZ:_27r2h3 . dpp*In(l—e 7 )—gln(l —eT) (5.189)
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= Korrigierte Zustandsgleichung Bose-Gas

P g
T = )\395/2<Z) + V hl(l — Z) (5190)
N g z
_ = 191
Dabei ist 5
No = Np—o = 97— (5.192)

die Zahl der Teilchen mit p'= 0

Beachte: Im thermodynamischen Limes liefert der Korrekturterm fiir festes z < 1
keinen Beitrag (vorige Ergebnisse bleiben richtig), Relevanz nur bei p =0,z = 1

Bose-Einstein-Kondensation:

% > (0 im thermodynamischen Limes, N,V — o0 mit % fest, .d.h.

1
z—1 mit 1—z~— (5.193)

v

In diesem Fall ist N N
0 9
vV oV F93/2(Z) (5.194)
N, N

70 >0 < >\3V > g g3/a(1) (5.195)

Die Region (5.195) im (P, V,T,u = 0)-Raum eines ideales Bose-Gases heifit Kon-
densationsregion. Sie besteht aus einer Mischung zweier “Phasen” im Impulsraum:
eine Phase aus Teilchen mit p = 0 und eine mit g # 0

Phasengrenze: \3 (%)C = g g3/2(1)  definiert kritische Dichte bei gegebenem T
Kondensation beginnt, wenn mittlerer Abstand zwischen Teilchen von der Grofien-

ordnung der thermischen Wellenlénge wird

Ebenso: Fiir gegebene Dichte (%) gibt es die kritische Temperatur (5.182)

119



Numerische Lsg. der Zustandsgleichung: (g = 1) schematisch

2.612
0 >z
Z A V endlich z A V - 0o
I Y —————— I 4
A O(%)
I > I >
2.612 AN 2.612 TN
Damit Anteil der Teilchen mit ' = 0:
Ny ¥ = %g30(2) Vg
= ——5——— =1-503(2) (5.196)
N
N e N3
0 v <)
\4 v/ec
= N/V)e (5.197)
{ 1—- (%)3/2 =1- ((N//V)) % > (%)c
1]
. >
T

T.

Fir T > T, Teilchen auf alle Niveaus verteilt

Fiir T' < T, sammeln sich Teilchen im p'= 0 Zustand
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Zweiter Teil Zustandsgleichung: %

p =0 Term:
L2 5% s 1
. — - <
v n(l—z) ir =z
Kondensationsregion:
1 :
1—2z ~ v (vgl. Diagramm)
1 1 V-ox
= v In v o 0 fir z<1
Damit N N
P %952(2) 7 < (§)e
7=
H952(1) T > (F)e

Beachte: im Kondensat ist P ~ T%2, unabhiingig vom Volumen!

A

~—
o

N
%
E-3py -
2 N
Vv

v
9= <=
=

Schliellich die Wirmekapazitéit mit
oF

und aus (5.191) (ohne Korrekturterm)

% 3N N\ z

15 V 9932(2) N N
oy 97 wn952(2) —dgnm v < (¥
N

9%%95/2(1) % > (%)c

Im Kondensat Cy ~ T3/2, d.h. 3.HS ist erfiillt!

121

_ 0 iy OOz 02
Cv = <a7>v 79 = o ar = gy

(5.198)
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Gibt es Bose-Einstein-Kondensate?

Annahme “ideales Gas” beinhaltet drastische Verinfachung realer Systeme
(z.B. sind die meisten Substanzen nicht mehr gasférmig bei tiefen T')

Vorhersage: 1924

Kandidat: Fliissiges He?, Spin 0;

Bei T' = 2.18K A-Ubergang, Cy divergiert

He?: kein A\-Ubergang, Fermi-Statistik

Komplikation: Modifikation Theorie durch starke WW (Fliissigkeit!)
Eigenschaften: Suprafluiditéit, Kohdrenz tiber makroskop.Entfernung

Grund: Welle-Teilchen-Dualismus, p= 0 = maximale Delokalisierung

1. Zweifelsfreier Nachweis in Rb: 1995 Cornell, Wieman; Ketterle; (Nobelpreis 2001)
Seither in etlichen Atomgasen :

T<10~7 K: Li’, 23Na, 4K, ®Rb, 8Rb, 133Cs, "YDb

Theorie benotigt Teilchenzahlerhaltung, = nicht giiltig fiir Photonen
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5.9 Die Wiarmestrahlung

Betrachte Gas aus Photonen ~
o Idealisiertes System: schwarzer Korper

e Reale Systeme: beliebige Korper bei endlicher Temperatur 7' (insbes. Sterne!)
Universum als Ganzes: CMBR (Cosmic Microwave Background Radiation)

e Photonen: Feldquanten der Quantenelektrodynamik, QED
= relativistische Quantentheorie = Quantenfeldtheorie

e Hier: quasi-klassische Behandlung, De Broglie

Eigenschaften: Spin 1

Energie e = hw

(5.205)
Impuls p'=hk,|k|=%
Masse €2 =p?c2+m2c* =m =0
Quasiklassisch: v entspricht ebener Welle
— elektrisches Feld — E(F,t) = € eilF—wt) (5.206)
Polarisationsvektor €k =0,|€|=1 (5.207)

= Zwei linear unabhéngige Polarisationszusténde
QM: Spin 1,m = 0 = zwei Spinfreiheitsgrade

Schwarzer Korper: im thermischen Gleichgewicht mit Umgebung (Wérmebad)

L< Vakuum
V=1L
t( vy k=27n=0,+1,42, ...

Atome in Wénden: Absorption und Emission von v, Aw bestimmt durch Spektren
der Atome, w-Verteilung bestimmt durch T'
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Im Vakuum: Superpositionsprinzip fiir E
= keine Wechselwirkung der +’s untereinander, ideales Gas

Beachte: Teilchenzahl N nicht fest (Absorption, Emission auch durch Vakuum,
QFT), sondern durch T" bestimmt!

F(N,T,V) — F(T,V) = F(N(T),T,V)
Gleichgewicht: F' minimal = g—ff 10
Andererseits: u = (S—F)Ty

= Fiir das Photongas im Gleichgewicht ist p =0

= Verteilungsfunktion fiir k-ten Quantenzustand (k = {k, &}):

1 1
ng = = = Planck-Verteilung (5.208)
ect/T — 1 phw(k)/T _ 1

Zahl der Moden im Intervall (k, k + dk) : V%

Mit Betrag des Wellenvektors in (k, k + dk) : #47#62(1%

Zahl der Photonzustinde mit Frequenz zwischen (w,w + dw):

V gwlde _ V2
;\2,_/ (27r)347-‘-c2 c = msv dw

Polarisation
= Zahl der Photonen mit Frequenz in (w,w + dw)
Vo wldw

= Energie im Frequenzintervall (w,w + dw): Planck’sche Strahlungsformel

Vh widw
Fiir kleine Frequenzen Aw « T
Vh 3d vT
dE = i ~ 2 dw (5.211)
3+ -1 wid

= Rayleigh-Jeans-Gesetz, klassischer Grenzfall
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Vgl. Klassische Statistik:

Zahl der Eigenmoden in (w,w + dw): %oﬂdw

Kap 4.4 Gleichverteilungssatz: jeder Schwingungsfreiheitsgrad tréagt 17" bei

Grof3e Frequenzen hw » T

Vh We Tdw Vh

vT
TC

hw

_ ~ 3 -7
dE = 2.3 . —e*%w ~ 7r203w e Tdw
= Wien’sche Strahlungsformel
Spektrum schwarzer Korper:
Alternativ kanonische Zustandssumme:
Z = Z e En/T
B, = E(ngd) =Y hw(f) g
ke
Z = Z exp —BZM(E) nj o
{ng ke
0]
W T 1
= (X =]l—=
e =0 pel=e 7
InzZz = —Zln (1—6_%)
ke
- 2 (1 _e h“T(k)>
k
2V [ w(k
S T (1 _ e
V- 27'('2 0
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T2 >T1

(5.212)

(5.213)

(5.214)

(5.215)

(5.216)

(5.217)

(5.218)

(5.219)

(5.220)



Vgl. Formel in Kap. 5.5 mit 7= hk,g = 2,¢ = hw(k) v
T (*° w
F = Q=-ThhZ-= 4 dw w?In <1—€_%) (5.221)
—— m2e3 0
n=0
e o hw
Subst: z = 7%
VT4 * 2 —x
VT4 a3 o 1 [® gl
- T ma- —x] - 22
part. Int. h3m2e3 [ 3 n( € ) 0 3L dxl — €_$] (5 3)
=0
In(1 —e™%) %
= 224
x~3 —3p—4 (5.224)
|74 A 3
_ d 5.225
3h37r2c3f0 Ter 1 ( )
[ —
(2m)* .
= B; < Bernoulli-Zahl (5.226)
8 ——
%
4
™
- .22
15 (5:227)
2
7r
= -V 4 5.228
45(he)3 ( )
F' ist extensiv, wie es sein muss
Entropie:
oF 47?2
g o _ 3 5.229
oT 45(he)3 ( )
Energie: entweder Integration Planck-Gesetz oder F = F' + TS
3m?
= VWT Stefan-Boltzmann-Gesetz (5.230)
Druck: 2 5 )
E F T
j _(7> — _(7> - 4 5.231
oV/s oV /T 45(he)3 ( )
E
=|PV =7 (5.232)
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Achtung: dies unterscheidet sich von Kap. 5.5, PV = %E
Grund: F = TQ%IHZ, Z(e™T)
2

. : _ P
Kap. 5.5: massive Bosonen, € = 5

Hier: masselose Bosonen (relativistisch!), e = hw = hck = ¢p

Teilchenzahl:
VT3 x?
N = 2
pkie J do (5.233)
| S—
I'3) <¢@3)
2 1.202
2¢(3) 3
= VT 234
72 (he)3 (5.234)
Wiarmekapazitat:
oF 1272
= (=) =v——u_13 .2
Cv (6T>V V45(hc)3 (5235)

3.HS erfiillt, keine obere Schranke fiir T — oo !
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6 Niherungsmethoden
e Bisher: ideale Gase
e Wechselwirkende Systeme nicht exakt behandelbar

e Niherung moglich, falls potenzielle Energie der Teilchen hinreichend klein ist
(Bedingung dafiir folgt)

6.1 Thermodynamische Storungstheorie, klassisch

Sei H(p,q) = Ho(p,q) + V(p,q)
mit Hy(p,q) = Ey der Energie des nichtwechselwirkenden Systems

Klassische kanonische Zustandssumme, Kap. 3.5:

dr
——
7 = Jdpdq LQ—H(p,q)/Tze—
(2wh)s N

1 dpdq 7H0(p,q)/T _ V(pa Q) VQ(pa Q)
N‘f( e (1 + +.0)

Sl

0

T 272

F = —-ThnhZz
_ —Tln[ dle " Ho:d)/T _ | qpe—Holp,g)/T 204 4 p, Jdp —Ho(p,q)/T M + .. ]
272
1 - V(p,q) V2
— Tz (1—- — | gqre Holr.)/T e~ Ho/T
n0< Zofde T +Zo d a2 T )

— —TZy—Th|1- (<¥>0 - <2‘/;>o +.)]

— R+ (Voo — (V2o + 5V +0(VY)

- Bt Wn-gp (P0-08) +o?)
=((V=(V)0)*)o=(AV)?

{ Yo: Mittelwerte im Ensemble mit der ungestérten Energie E

(V)o: mittlere “Storenergie”, AV: mittlere quadratische Schwankung
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Wann anwendbar?

Es sind (V) ~ N, AV ~ N (Beitréige zur inneren Energie, extensiv)

= Fiir % « T ist der Term 2. Ordnung kleiner als der Term 1. Ordnung

d.h. Wechselwirkungsenergie pro Teilchen klein gegen die Temperatur

129



6.2 Thermodynamische Storungstheorie, QM
Vgl. Storungstheorie QM1:

H=Hy+V, Hy|n® =E’|n" (6.8)

Mit (nichtentarteten) ungestérten Niveaus EO

Korrigierte Energien:

E2
E} - A -
—— 0 1% o\ |2
E,=E)+ |V [n+ )] |<nE|O_‘£;>| +... (6.9)
n m

m#n

Die Wellenfunktionen werden nicht benétigt, lediglich Energien einsetzen in

Z = Yl BT (6.10)
= e~ TEntEntEi+)  Yehalte Terme bis o?) (6.11)
e By En o (B
- ;e T<1—?—7+ — +) (6.12)
LB By ER (B
F = —Tln;e ? (1—?—?+ _ +) (6.13)
S Z[l—iz %(%+E’%—(E’ll)2+ )] (6.14)
= 11 4 ZO a e T T 2T2 .
E, E; (En)?
— TZ -Th [1 - (<—> 0+ (o — Gt o+ )] (6.15)
1
= Fo+{Eyo+<{E— 5= (B 20 + 7<En>2 +... (6.16)
5
= Fo+(Epo+{Epy - oT (Ey =B + .. (6.17)

Mittelung uber alle |n®)
1 1 0 0 —-EY/T
Epo=-2,  @IVIn% et =V (6.18)
0%
QM—Mittelwert im Zustand |n9)

Damit folgt die freie Energie

F = Fo (Vo= gl (V ~(Vo)? ZZI<mO|V|n0>EO2 S 60)

n m#n
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7 Phaseniiberginge

e Traditionelles Gebiet der Physik, Erscheinungsformen der Materie
e Modernes Gebiet der Physik: kritische Phénomene

e Universell, vertreten in allen Disziplinen der Physik:
kondensierte Materie, Teilchenphysik, Kosmologie

e Vollstéindige Beschreibung: Quantenfeldtheorie und Renormierungsgruppe

Phasen:

e Zustandsformen desselben Stoffs, abhéngig von &dufleren Bedingungen

e Makroskopische Observable, durch deren unterschiedliche Werte sich Phasen
unterscheiden, heiflen Ordnungsparameter

. Dichte: Gas, Fliissigkeit, Festkorper

. Magnetisierung: Para-, Ferro-, Antiferromagnet
. El. Diploment: Paraelektrikum, Ferroelektrikum
. El. Leitfahigkeit: Isolator, Metall, Supraleiter

. Viskositét: Fliissigkeit, Suprafliissigkeit

. Kristallstruktur: Festkorper

. Vakuumstruktur: QFT

N O TR W N

e Phaseniiberginge: Wechsel zwischen Zustandsformen eines Stoffes in sogenann-
ten kritischen Bereichen thermodynamischer Variablen wie T, P,.H etc.

7.1 Phasengleichgewicht und Phasendiagramme

Gegeben sei ein System aus einem Stoff, z. B. PVT-System, Stoffmenge N
Gleichgewichtszustand durch zwei beliebige thermodyn. Variablen bestimmt

Aber: Zustand muss nicht homogen sein, kann in zwei sich beriihrende homoge-
ne Teilsysteme zerfallen = Phasen

Bedingungen fiir zwei Phasen im Gleichgewicht (= Untersysteme):
=Ty P=DP m=pu
Wiéhle P, T als Variable

= pi1(P,T) = u2(P,T) im Phasengleichgewicht
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= Phasengleichgewicht ist nicht fiir beliebiges P, T moglich!
Vorgabe des einen bestimmt das andere; 1Gleichung 2 Unbekannte

= Koexistenzkurve im P7T-Diagramm

P A Koexistenzkurve

homogene Zust. des Systems auf
IT  beiden Seiten der Kurve;

unterscheiden sich in V, %

>
T
Zustandsanderung
Phaseniibergang
TV-Diagramm:
“A
I L N\
VA A homogene Zust. I, II

/

Phasengleichgewicht
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Gleichgewicht dreier Phasen:

Po=P=P; Th=To=1T3; p1 = p2 = (3

= MI(P7T> = p2(P,T) = p3(P, T)

= 2 Gl. 2 Unbekannte = Lsg. einzelne Wertepaare (P, T;) Tripelpunkte

= Schnittpunkte von Koexistenzkurven von jeweils zwei der drei Phasen

P A "A

117
I T,

\ Vo —

\ \ L]
'\ o\ Jioa/ I

> _____ N\ /<

7 Phasengleichheit von mehr als drei Phasen
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7.2 Die Gibbs’sche Phasenregel

Gegeben sei ein System aus o Komponenten (z. B. versch. Teilchensorten),

j=1,...a,und m Phasen, v =1,...7

- aG,
Hiv = N,

(Keine Summenkonvention!)
Fiir « = 1 ist u(P,T) unabhéngig von N (vgl. (2.157))

Fiir a > 1: zusétzliche Abhéingigkeit von Konzentrationen
12 .
Cjy = —]\;V mit N, = Ej Njy, , j_gl cjp =1

= v (PvTv {lel})
S =
2+  am Variable

Nebenbedingungen: m Konzentrationen

Phasengleichgewicht: m — 1 Gleichungen fiir die Phasengrenzen

= a(m — 1) Gleichungen fiir die 15, an den Phasengrenzen

= Zahl f der unabhéngig wéhlbaren Variablen: f =2+ ar — 7 — a7 — 1)

‘f=2+oz—7r‘

= Obergrenze fiir mogl. Zahl koexistierender Phasen: 7 < 2 + «

Bsp. HO: ao =1

2

in den Phasen: m =1, f =
2,f=1
0

Koexistenzkurve: m =
Tripelpunkt: m =3, f =
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7.3 Thermodynamische Beschreibung von Phaseniibergingen

Betrachte einkomponentigen Stoff, Ubergang zwischen I und IT, z..B. Fliissig-Gas

"A " A

I7

P(T) Dampfdruck

Phasengleichgewicht: P = konst., T = konst., V # konst.

i

2 b 1

Warmeaufnahme

= isotherme Zustandsdnderung bei P = konst.

Wirmeaufnahme oder- abgabe = Ubergangswiirme oder latente Wirme

1
AS:J erev - 51_52:%
5 T

T
Beachte: Der Ubergang ist vollstéindig durch die Zustéinde 1,2 festgelegt

Vi

1: s;=51, p = —
1 N 1 N

Vo

2 82:& Vo = —
N N

Alles Zustidnde dazwischen sind Linearkombinationen von diesen
Ubergangswiirme pro Teilchen: ¢ = T'(s1 — s3)
Phasengleichgewicht: pq = po
Gi1  Ga
p=—= =
N N

=l
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Mit G=FE—-TS+ PV = (eg—€)—T(s1—52)+ Plvy —v2) =0

Damit entspricht die Ubergangswiirme pro Teilchen der Enthalpie pro Teilchen

H E+PV

:>q:h1_h27 h N N

(7.9)
Chemische Potenziale zweier Phasen bei festem Druck:

" A

H2

GG minimal im Gleichgewicht

M1

;\]_________
~

T < T, : Phase II stabil ( I metastabil)
T > T, : Phase I stabil (1] metastabil)

G=uN = dG— udN = Ndu

mit dG = —SdT + VdP + pdN (Kap. 2.12) folgt daraus

dp = —sdT + vdP (7.10)
= Im Schnittpunkt ist
o2 du q
k) it —S9=—>0 7.11
or|, T erl, — tTRTTT (7.11)
——
—S82 —S1

= Bei Temperaturerhhung geht das System von einer Phase in eine andere iiber
und absorbiert dabei Warme. Die erste Ableitung eines thermodynamischen Poten-
zials springt bei T,

= Phaseniibergang 1. Ordnung

Klassifikation nach Ehrenfest: Phaseniibergang n-ter Ordnung ist charakterisiert durch
einen Sprung in der n-ten Ableitung eines thermodynamischen Potenzials

Moderne Klassifikation: Nur noch 1. oder 2. Ordnung, d.h. mit Sprung in entwe-
der der ersten oder hoheren Ableitungen;

Insbesondere entspricht der Ordnungsparameter meist einer ersten Ableitung eines
thermodynamischen Potenzials
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Entlang der Koexistenzkurve ist pi(P,T) = pua(P,T)
Differenzieren nach T ergibt

() ()i = ()t ()i

Daraus folgt die Clausius-Clapeyron-Gleichung

dP_Sl—SQ_ q

d7 N V1 — V2 T(Ul — Ug)

Analog fiir andere unabhéngige Variablen:

P (p,T)=P(p, T) = d£ = _(ZN)l_(N)?
1%

TP = TP = P s

(7.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)

Die Clausius-Clapeyron-Gleichungen machen Aussagen iiber die Steigungen der Ko-

existenzkurven

Schlussfolgerung fiir T — 0:

s1,82 — 0 (Nernst) = % — 0

T

1

|

= Koexistenzkurve trifft senkrecht auf p-Achse
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7.4 Kritische Endpunkte

"A

Endpunkt einer Koexistenzkurve

» fiir das Phasengleichgewicht
T

fir T'> T,, P > P. keine Koexistenz von Phasen, System homogen

A "A

- -
> >
V V

v,
Achtung: Falls krit. Punkt existiert, verliert der Begriff der Phasen strenggenommen
seine Giiltigkeit:

2 beliebige Zusténde lassen sich immer durch einen kontinuierlichen Ubergang ver-
binden, ohne Trennung in 2 Phasen

= Phasen nur entlang Koexistenzlinie

Wann kann ein kritischer Endpunkt auftreten?

= Nur fiir Phasen, die sich lediglich quantitativ unterscheiden

Beispiel: Fliissigkeit- Gas, gradueller Unterschied in Dichte und Wechselwirkung
Im Gegensatz dazu:

Phasen, die sich durch innere Symmetrie unterscheiden

Beispiel: fliissig - kristallin, verschiedene Kristallformen, Quantenfeldtheorien mit
verschiedenen Vakuumsymmetrien

Symmetrie ist entweder da oder nicht da = sprunghafter Unterschied zwischen Pha-
sen, kein gradueller;

= ein Zustand kann immer einer Phase zugeordnet werden
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= Grenzkurve zwischen Phasen geht entweder ins Unendliche oder schneidet an-

dere Grenzkurven

P P

11

oder

11 117

Isothermen nahe einem kritischen Endpunkt:

PA o

Fliissig

Betrachte Kurvenabschnitte::

abe Isotherme in der Fliissigkeit
def Isotherme im Gas
c,crit,d : (STI;)T =0

>
iiberhitzt v
Betrachte P<P..;, Anndherung an kritischen Punkt;
Volumina der Phasen: V.V + 6V
Phasengleichgewicht: P(V,T') = P(V + 6V, T)
oP 10%P
P = P — /i 1
= P(VTY POSTT + 5V5V+ 28V25V + (7.16)
opP 10%P
= = IV 7.17
oV 20V2 ( )
Fiir 6V — 0 muss gelten: (%)T =0

= verletzt thermodynamische Ungleichung ( %)T <0

= singuldrer Punkt fiir thermodynamische Funktionen (es treten Divergenzen auf!)
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Beispiel mit allen besprochenen Phinomenen:

Phase Diagram for Water

Critical
217. 75 b+ @ reerremrremmicmnnini s e Point
(Critical EE
pressure) :
£
]
5
;.‘I_‘) Normal
a freezing point
a 010 ) [T S ¥ Notmal
8 : boiling point
¥ i
0.0060 ferereses P e
: i point : H
0.00 0.01 100.00 373.99

Temperature in °C

https://www.ck12.org/user:chem12-22/book/chemistry-12-22/r76 /section/12.6/
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7.5 Van der Waals Zustandsgleichung und Fliissig-Gas-Ubergang

Beachte: Keine Phasenkoexistenz in idealen Gasen, PyVy = NT
(Ausnahme: Bose-Einstein-Kondensation, Phasenkoexistenz im Impulsraum)

Grund

mathematisch: keine Singularitéiten in thermodynamischen Potenzialen
physikalisch: keine Wechselwirkung

= Verbesserung ideale Gasgleichung durch

a) attraktives Potenzial zwischen Teilchen (Bindungszustéinde)

b) repulsives Potenzial bei kurzen Abstéinden (keine Uberlappung von Teilchen)

Qualitativ:

Ve

b) = Reduktion des zur Verfiigung stehenden Volumens

Naherung: Billardkugeln = Vy=V — Nb
VoA

a) = Reduktion des Drucks

Druckreduktion ~ Anzahl Teilchenpaare mit WW-Abstand rg:

3 3
oy Now Ny?
NN -1 konst.<V> (7.18)

2
:>P=P0——“‘]/V;
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= Van-der-Waals-Zustandsgleichung

W—N@@w

aN?

VZ

):NT

mit a, b Materialkonstanten

Isothermen:

PA

P.

T>T,

<Y

Achtung: Segmente mit (%)T > 0 unphysikalisch!

(Wir haben implizit Homogenitit ausgenommen)

Gibt es stattdessen ein Phasengleichgewicht?
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Die Maxwell-Konstruktion:

Betrachte eine Isotherme mit unphysikalischem Abschnitt:

"A

Minimiere F!

entlang Isotherme:

Vi Vs Vs )V
dF = —PdV
= F=— ST:konst. Pdv
>
\%

a: entlang Kurve, homogenes System

b: entlang Horizontale, 2-Phasensystem

Der Gleichgewichtszustand ist derjenige mit kleinerer freier Energie = b
= Zerfall in 2 Phasen zwischen V7, V5

= Phaseniibergang erster Ordnung zwischen V; und V5, P = konst

Wo genau liegt die Horizontale?

F F
P=pP < - 2‘/ 1 = — gV ) homogene Kurve (7.20)
- F F
gemeinsame Tangente in 1: Vz — Vll = Z—V 1 2-Phasenkurve (7.21)
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i (Va=V1) = —(F»—F) (7.22)

-Z
2

f Pav (7.23)
1

P(Va—-V1) =
= Die Bereiche A,B nehmen die gleiche Fliche ein

Kritische Parameter:

Am kritischen Punkt ist

oP 2P
(W)T =0, (W)T =0 Wendepunkt (7.24)
NT  aN?
P=v_wm v .
NT, 2aN?
P = “woviEt v o 0 (7.26)
NT, 6aN?
U +2(VC_Nb)3 7 —0 (7.27)
2 .
2 2aN? 6aN?
N ?/3 - ?/4 —0 o 4V, —6(V,— Nb) =0 (7.28)
8

a a (7.29)

c = N7 TC = S50 Pc = 5919
Ve =3b 27b 27b2

= Durch Messen eines Paares aus P,.,T., V. konnen a, b festgelegt werden

Def Reduzierte Parameter:
(7.30)

= Zustandsgleichung:
3 1 8
(7.31)

Gesetz der korrespondierenden Zusténde:

Zustandsgleichung unabhéngig von Materialparametern a,b = gilt fiir alle Sub-
stanzen, fiir die das van-der-Waals Modell korrekt ist = Universalitét
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7.6 Kritische Phinomene

= thermodynamisches Verhalten nahe kontinuierlichem Phaseniibergang oder kriti-
schem Punkt, d.h. Phaseniibergéinge 2. Ordnung

= universell, unabhéngig von Details des Systems!

= gleiche Ph&nomene fiir sehr verschiedene Systeme wie
Fliissig-Gas, Magnetismus, Supraleitung, QFT, ...

Terminologie: Ferromagnetismus = Spinnmodelle

(mit grofler Genauigkeit numerisch 16sbar!)

Experimenteller Befund:

Bei Anndherung an einen kritischen Punkt (Phaseniibergang zweiter Ordnung) di-
vergieren oder verschwinden verschiedene Observablen geméfl Potenzgesetzen mit

sogenannten kritischen Exponenten

Phasendiagramm Fliissig-Gas-System:

Betrachte Annéherung an kritischen Punkt auf Pfaden I, 11,111

I

7 >
y T-T, N
= n = —
T 7 \%4
Wirmekapazitiat: Cy  ~ (=)™ I) T<T, n—ne
e (I) T>1T. n=n
(-t)8  (II) T <T. n—ne
Ordnungsparameter An { nicht def. T > T,
Kompressibilitat: «p ~ (=)™ (I) T<T.
=7 (I) T>T.
Zustandsgleichung: P~ { [n—n.° (III) T =T,
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Die Exponenten a, 3,7,9, ... (es gibt weitere!) heiflen kritische Exponenten

Phasendiagramm Ferromagnet:

Spontane Magnetisierung unterhalb einer kritischen Temperatur

:\I‘
A

1>0

®

<Y

Y

H<0

H=0

(M =0T>T. oM .
H—O.{]w7é0 T<T, G—Tsprmgt bei T, (7.38)

T < T,: Spontane Symmetriebrechung
Hamiltonian ist rotationssymmetrisch, Grundzustand ist nicht rotationssymmetrisch

Vgl: Bleistift balanciert auf Spitze
= Umkipprichtung bricht Rotationssymmetrie spontan

H +# 0: explizite Symmetriebrechung
Hamiltonian nicht rotationssymmetrisch = Richtung ausgezeichnet

Wirmekapazitit: Cgyg ~ (=)™ H=0 T<T (7.39)

t H=0 T>1,

(-t H=0 T<T.
Ordnungsparameter M { nicht def. T > T (7.40)
Suszeptibilitat: y ~4 (97 H=0 T<T (7.41)

t7 H=0 T>T,
Zustandsgleichung: H ~{ M° T =T, (7.42)
7.43)
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Die Werte der kritischen Exponenten sind nicht alle unabhéingig: Skalengesetze

Rushbrooke: o/ + 28 ++' > 2
Griffiths: o + (1 +0) > 2
Widom: v/ > B(6 — 1)

ete.

Die Werte der kritischen Exponenten hidngen nicht von den Details der mikroskopi-
schen Wechselwirkungen, sondern nur von den Symmetrien und der Dimensionalitét
des Systems ab

= Klassen verschiedener Systeme mit gleichen kritischen Exponenten
= Universalitétsklassen

Beispiel: Universalitétsklasse 3d Z(2)
e Ising-Modell (Namensgeber)
e cinkomponentige Ferromagnete
e kritischer Punkt in Fliissig-Gas-Systemen: Wasser!
e Kondensation von Kernmaterie
e Standardmodell bei endlicher Temperatur (frithes Universum)

e Quark-Gluon-Plasma?
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7.7 Phaseniiberginge aus der Zustandssumme

Experimentell: Singularitdten in thermodynamischen Funktionen
z. B. Druck bei Fliissig-Gas, Magnetisierung bei Feroomagnetismus

Aber: Zustandssumme Z(z,V,T) ist analytische Funktion ihrer Variablen
Wie kommt es mathematisch zu Singularititen?
= thermodynamischer Limes V' — o0 bzw. N — o0 mit v = % konstant

= eine Folge mit wachsenden Volumina entspricht einer Sequenz analytischer Funk-
tionen mit nichtanalytischer Grenzfunktion

= Lee-Yang-Theorem (1952)
Beispiel:

klassisches System aus N Molekiilen in Volumen V', WW Zweikorperpotenzial:

Vi) A

a 70 Molekiil: harte Kugel mit
\\—/ > Anziehungskraft endl. Reichweite

Endliches Volumen: 3 maximale Anzahl von Molekiilen M (V)

Fiir N > M(V) ist E unendlich = e %% =0
= Zy(V,T)=0 fir N> M) (7.44)
Grof3kanonisch:
Z(z,V,T) =14 221 (V,T) + ... + 2" Z,(V,T) (7.45)

Z; >0 = keine reell positiven Nullstellen

P 1

T = Vln Z(z,V,T) (Q=—-PV=-TI2Z) (7.46)
= Fiir beliebig grofles, endliches V ist P(V, T, z) eine analytische Funktion von z
entlang der positiven reellen Achse mit P > 0, (0P/0dz) = 0
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N=(N) = 2Pz (:Taian) (7.47)

0z "
1 N 1 0
AN\2 T /0 1 0 1 01
=1 = (EN) = (2EN) =222 4
( % ) —— VQ(é’u )T,v V2 (Z(?z )v Vzé’zv (7.49)
Kap.3.8
z Oov
= v(z) ist ebenso analytisch = P(v) analytisch
AuBlerdem ist
oP o0Poz T /0 0z T 1 T 1
T _ (o 51
ov 0z ov V(&z " )81} vz‘;—g Vo3 (A?N)Q <0 v (7.51)

Mechanische Stabilitdt gewéhrleistet
(d.h. keine scheinbar unphysikalischen Segmente wie bei van der Waals)

= Fiir beliebiges endliches V sind P und v analytische Funktionen in einem Gebiet
der komplexen z-Ebene einschliellich der positiven reellen Achse

= Die Moglichkeit fiir Singularitditen kann es nur in thermodynamischem Limes
geben, d. h. N,V — o0, % fest

Dann gilt M (V) — o und die Grenzfunktion der grofikanonischen Zustandssum-
me ist kein Polynom mehr

Lee-Yang-Theorem: Phaseniibergéinge treten auf, wenn Nullstellen zy der Zu-
standssumme, Z(zg, V,T) = 0, im Limes V' — oo auf der reellen z-Achse liegen

Satz 1:

Der Limes fy(2) = Vlim % InZ(z,V,T) existiert fiir alle z > 0 und ist eine stetige,
—00

monoton steigende Funktion von z. Der Limes hingt nicht von der Gesalt von V' ab,

solange die Randfliiche von V nicht schneller als V%3 wichst.

Satz 2:

Sei G ein Gebiet in der komplexen z-Ebene, das ein Segment der positiven reel-
len Achse einschlieffit und das keine Nullstellen der groflkanonischen Zustandssum-
me enthilt. In diesem Gebiet konvergiert die GroBe V~1InZ(z,V,T) fir V — o
gleichméflig gegen ihre Grenzfunktion. Die Grenzfunktion ist fiir alle z € G analy-
tisch
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Gleichméfige Konvergenz:
fn(x) konvergiert in G gleichméBig gegen fo,(x), falls es zu jedem € > 0 eine natiirli-
che Zahl N (e) gibt, so dass fiir alle n > N(e) und x € G | fo(z) — foo(z) |< €.

Diskussion:

Definiere eine thermodynamische Phase durch die Werte von z, die sich in einem
Gebiet im Sinne von Satz 2 befinden.

Zustandsgleichung;:
L li ll Z(z,T,V) = fu(2) (7.52)
T ~ vhepy MBS V)= els '
1 0 0 z 0P
- = lmV 2= ZET,V)=2— =22 :
v Vl—IgoV 0. (2 T,V) Z&zfoo(z) T 0z (7.53)

(bei gleichméBiger Konvergenz Vertauschung lim < % erlaubt)

P >0, 2—5 < 0 bleibt bei Grenzwertbildung erhalten

Fall 1:

Nullstellen von Z(z,v)

G enthilt ganze positive reelle Achse = das System hat nur eine einizige Phase

P(’U)A

>

P(Z)A
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Fall 2:

° ° ° o
N ° °
° ° °
° °
°
o Gi G2 -
7 Zy 'Z
° ° ® ° ® b
° o
° ° ® ° ¢

Satz 2 gilt in G, G2 separat

Bei z = z:
Wegen Satz 1 3f,(2) in jedem Gebiet = P(z) stetig in zp

Aber: Ableitung kann unstetig sein!
= System besitzt zwei Phasen z < 29,2z > 2g

Wegen Satz 1 ist ﬁ nicht-abnehmende Funktion

= Vflza%v(lz) = Vflza%z%‘/*l InZ(z,v) =(n?)—{(n)?> =0

Moglichkeit 1: %—IZD unstetig, Phaseniibergang 1. Ordnung

1

P(z) A e A P(v) A

20 z

Moglichkeit 2: %—I; stetig, ‘3;71; unstetig, Phaseniibergang 2. Ordnung

1

P(z) A e A P(v) A

\
\
\

20 z

o
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