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1 Grundprinzipien der Statistischen Physik

• Gegenstand der Statistischen Physik und Thermodynamik:
Gesetze, die Eigenschaften makroskopischer Körper/Systeme beschreiben

• Makroskopischer Körper:
System aus kolossal vielen Teilchen (Atome, Moleküle)

Größenordnung: Avogadro-Zahl NA “ 6.022 ¨ 1023

NA Teilchen entsprechen 1 mol Stoffmenge; z.B. 1 mol H2O wiegt 18 g

Zugehöriges Volumen: V “ NA ¨ VTeilchen

Thermodynamischer Limes: N Ñ8, V Ñ8 mit N{V “ konst.

Beispiele: starre und elastische Körper, Gase, Flüssigkeiten, ...

• Thermodynamik: historisch älter, rein phänomenologisch, makroskopisch

• Statistische Physik: Reduktion von „1023 Freitheitsgraden auf einige wenige
messbare makroskopische Größen, die thermodynamischen Gesetzen gehorchen
ñBrücke von mikroskopischer Dynamik zu makroskopischen Eigenschaften
ñInformationsverlust ñ Wahrscheinlichkeitscharakter der Gesetze

Aber: präzise thermodynamische Vorhersagen möglich!

• Mikroskopische Welt: Quantenmechanik!
ñ benötigt statistische Quantenmechanik/Quantenstatistik
ñ klassischer Limes führt auf klassische Statistik

Herleitung/Darstellung meist umgekehrt: 1. klassisch, 2. QM

Annahme für 1.:
NA Teilchen genügen der klassischen Mechanik, Kraftgesetz ihrer WW bekannt

Exakte Beschreibung:
2 NA gekoppelte Dgl. 1. Ordnung f. Ort und Impuls
2 NA Anfangsbedingungen
Im Allgemeinen nicht praktisch lösbar!
(Ausnahme: Abb. auf niederdim. Systeme, z. B. starrer Körper)

Aber: D statistische/thermodynamische Gesetze, die durch die große Teilchenzahl
bedingt sind; diese verlieren ihren Sinn bei Übergang zu wenigen Teilchen

Thermodynamische Größen:

Teilchenzahl N , Energie E, Volumen V
loooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooon

wie in der Mechanik

, Druck P , Temperatur T , Entropie S, ...
loooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooon

thermodynamisch, ohne Entsprechung in Mechanik
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1.1 Der Phasenraum

Vgl. Mechanik 2: Betrachte klassisches mechanisches System aus N Teilchen mit s
Freiheitsgraden, isoliert (d.h. E, N konstant)

Generalisierte Koordinaten: ~q “ pq1, . . . qsq
Generalisierte Impulse: ~p “ pp1, . . . psq

Bsp.: System ohne Zwangsbedingungen in 3d, s “ 3N

~q “ pxp1q, yp1q, zp1q . . . , xpNq, ypNq, zpNqq (1.1)

~p “ ppp1qx , pp1qy , pp1qz . . . , ppNqx , ppNqy , ppNqz q (1.2)

Zustand des Systems zu jedem Zeitpunkt t vollständig durch ~qptq, ~pptq bestimmt

Def.: Die generalisierten Koordinaten und Impulse spannen den 2s-dimensionalen
Phasenraum Γ auf. Jedem Zustand des Systems entspricht ein 2s-dim. Phasenraum-
vektor

~π “ p~q, ~pq “ pq1, . . . qs, p1, . . . psq (1.3)

Volumenelement Phasenraum:

dpdq “ dp1, . . . dpsdq1, . . . dqs (1.4)

Exakte Bewegung:

Hamilton’sche Bewegungsgleichung:

9pi “ ´
BH

Bqi
, 9qi “

BH

Bpi
, i “ 1, . . . s (1.5)

mit Hamiltonfunktion:

H “ Hp~πq “ Hp~q, ~pq (1.6)

und

BH

Bt
“ 0, H “ T ` V “ E “ const. (1.7)

(keine äußeren Kräfte, keine zeitabhängigen Zwangsbedingungen)
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Lösung ~πptq ist die Phasenraumtrajektorie des Systems:

Energieerhaltung: Phasenraumtrajektorien liegen im Unterraum ΓE Ă Γ

ΓE “ t~π P Γ | Hp~πq “ Eu (1.8)

Illustration: Harmonischer Oszillator in 1d (kein thermodynamisches System!)

H “
p2

2m
`

1

2
mω2q2 “ E “ const., Γ “ t~π “ pq, pqu, 2d (1.9)

Jede physikalische Observable ist durch Angabe von πptq, t eindeutig bestimmt

Sei f eine skalare makroskopische Observable, f “ fp~π, tq

Aus Mechanik 2:

df

dt
“ tf,Hu `

Bf

Bt
(1.10)

mit Poissonklammer:

tf,Hu “
s
ÿ

j“1

ˆ

Bf

Bqj

BH

Bpj
´
Bf

Bpj

BH

Bqj

˙

(1.11)

Wegen Energieerhaltung ô Translationsinvarianz in t folgt

Bf

Bt
“ 0, ñ

df

dt
“ tf,Hu

loomoon

Funktion von ~πptq

(1.12)
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Problem: ~πptq für thermodynamisches System im Allgemeinen nicht auffindbar!

Ausweg: Für viele physikalische Fragen zum makroskopischen Körper als Ganzes
ist die Kenntnis von ~πptq nicht notwendig
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1.2 Zeitliche Mittelwerte

Empirisch: Makroskopische Eigenschaften von isolierten Körpern als Ganzes, oder
makroskopische Teile davon, sind über hinreichend lange Zeiträume beobachtet prak-
tisch konstant, d. h. gleich ihren Mittelwerten. Z.B. Observable f :

f̄ “ lim
TÑ8

1

T

ż T

0
fp~πptqqdt (1.13)

Merkliche Abweichungen (Fluktuationen) sind im Allgemeinen klein und sehr selten.

Bsp.: a) Gas im Zylinder

P, V bei festem T abhängig von der Anzahl der Moleküle mit pz ą 0
ñ wg. hoher Anzahl der Moleküle nahezu konstant

b) Energie einer Gasmenge

Untersystem: klein gegen Gesamtsystem VU ! V , aber selbst makroskopisch,
(nicht abgeschlossen, Teilchen- und Energieaustausch mit Umgebung!)

Für „ 1
100 mol eines Gases, in Kontakt mit dem Rest, ist die relative Größe ty-

pischer Energiefluktuationen (Standardabweichung) etwa

∆EU

EU
“

b

E2
U ´ pEU q

2

EU
„ 10´10 (1.14)
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Befindet sich ein abgeschlossenes makroskopisches System in einem stationären Zu-
stand, in dem für einen beliebigen makroskopischen Teil von ihm die makrospkopi-
schen physikalischen Größen mit hoher Genauigkeit gleich ihren Mittelwerten sind,
d.h. fptq « f̄ , so ist es im statistischen oder thermodynamischen Gleichgewicht.
ñ Statistische Physik

Für Anfangszustände ‰ Gleichgewichtszustand:
Jedes System bewegt sich unbedingt in den Gleichgewichtszustand; das dafür benötigte
Zeitintervall heißt Relaxationszeit
ñ Kinetik, Statistische Physik für Nichtgleichgewichtssysteme

Für thermodynamisches Gleichgewicht:

Viele verschiedene Mikrozustände ~πptq entsprechen demselben Makrozustand
ñ Vereinfachung!

Wie lässt sich dies zur Berechnung von f̄ nutzen?
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1.3 Die statistische Verteilung

Gegeben sei ein makroskopisches, abgeschlossenes System im Gleichgewicht, d.h.
E, V,N sind konstant

Betrachte makroskopisches Untersystem, nicht abgeschlossen, d.h. EU , NU fluktuie-
ren; Bewegungsproblem nicht lösbar, Anfangsbedingungen unbekannt, Beeinflussung
durch Wechselwirkung mit Rest

Ergodenhypothese: Eine beliebige Zelle ∆q ∆p des Phasenraums des Untersys-
tems wird im Verlauf eines hinreichend großen Zeitintervalls T viele Male von der
Trajektorie ~πptq durchlaufen

Beachte: Die Ergodenhypothese ist nicht allgemein beweisbar. Ihre Richtigkeit folgt
lediglich aus der Übereinstimmung der daraus abgeleiteten Vorhersagen für ein Sys-
tem mit dem Experiment. Es gibt auch (sehr spezielle) nichtergodische Systeme, für
die aber nicht die Gesetze der Statistischen Physik gelten. Im Folgenden betrachten
wir ausschließlich ergodische Systeme.

Sei ∆tpT q der Anteil von T , für den ~πptq in ∆q∆p ist, dann ist

w “ lim
TÑ8

∆tpT q

T
(1.15)

die Wahrscheinlichkeit, das Untersystem zu einem beliebigem Zeitpunkt in ∆q∆p
zu finden.
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Für ein infinitesimales Phasenraumelement dΓ “ dpdq:

Def.: Wahrscheinlichkeit, dass (qi, piq P rqi, qi ` dqis, rpi, pi ` dpis

dw “ ρpp1, . . . ps, q1, . . . qsqdpdq (1.16)

ρpp, qq: Wahrscheinlichkeitsdichte oder statistische Verteilungsfunktion

Normierung:
ż

Γ
dpdq ρpp, qq “ 1 (1.17)

Wahrscheinlichkeit für Aufenthalt in ∆Γ “ ∆p∆q:

w “

ż

∆p∆q
dpdq ρpp, qq (1.18)

Damit: statistische Mittelwerte von Observablen fpp, qq

xfy “

ż

dpdqfpp, qqρpp, qq (1.19)

Mit der Ergodenhypothese ist:

xfy “

ż

dwfpp, qq (1.20)

“ lim
TÑ8

1

T

ż T

0
dtfpp, qq “ f̄ (1.21)

ñ Bei bekanntem ρpp, qq lässt sich f̄ berechnen, ohne ~πptq zu kennen!

Grundproblem der statistischen Mechanik:

Bestimmung von ρpp, qq für gegebene makroskopische Systeme

Bemerkungen:

• ρpp, qq hängt nicht vom Anfangszustand des Untersystems ab
(das Untersystem durchläuft alle Zustände, daher Anfangszustand beliebig)

• ρpp, qq hängt nicht vom Anfangszustand eines beliebigen Teils des Restsystems
ab (spielt keine Rolle im Vergleich mit anderen Teilen, wird ”vergessen”)

• Im thermodynamischen Gleichgewicht lässt sich nicht sagen, aus welchem An-
fangszustand es entstanden ist
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1.4 Statistische Unabhängigkeit

Betrachte benachbarte Untersysteme eines Systems, diese sind nicht abgeschlossen

WW

Wechselwirkung mit Nachbarsystem nur durch Teilchen an der gemeinsamen Ober-
fläche; ñ kleiner Bruchteil der Gesamtteilchenzahl der Untersysteme
(verschwindet im thermodynamischen Limes)

ñ EWW ! EU , man nennt die Untersysteme quasi-abgeschlossen

ñ Untersysteme sind statistisch unabhängig, d.h. der Mikrozustand eines Unter-
systems hat keinen Einfluss auf ρpp, qq eines anderen Untersystems

Betrachte zwei Untersysteme mit

dpp1qdqp1q, dpp2qdqp2q (1.22)

Zusammengesetztes Untersystem VU1 ` VU2 :

dpp12qdqp12q “ dpp1qdqp1qdpp2qdqp2q (1.23)

Statistische Unabhängigkeit:

ρ12dp
p12qdqp12q “ ρ1dp

p1qdqp1qρ2dp
p2qdqp2q (1.24)

ρ12 “ ρ1ρ2 (1.25)

Seien f1, f2 zwei zu den Untersystemen gehörende physikalische Größen, dann folgt
für ihr Produkt im zusammengesetzten Untersystem

f1f2 “

ż

dpp12qdqp12qf1pq
p1q, pp1qqf2pq

p2q, pp2qqρ12pq
p12q, pp12qq (1.26)

“

ż

dpp1qdqp1q f1ρ1

ż

dpp2qdqp2q f2ρ2 (1.27)

“ f̄1 ¨ f̄2 (1.28)
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1.5 Fluktuationen

Observablen f schwanken um ihren Mittelwert f̄ :

∆fptq “ fptq ´ f̄ , x∆fy “ xfy ´ f̄ “ 0 (1.29)

Mittlere quadratische Fluktuation:

xp∆fq2y “

ż

dpdq pf ´ xfyq2ρ (1.30)

“

ż

dpdq pf2 ´ 2fxfy ` xfy2qρ (1.31)

“ xf2y ´ 2xfyxfy ` xfy2 (1.32)

“ xf2y ´ xfy2 “ f2 ´ f̄ 2 (1.33)

Sei f eine additive (extensive) physikalische Größe (z.B. Energie); ihr Wert lässt sich
zerlegen in die Summe der Werte für N gleich große makroskopische Untersysteme

f̄ “
N
ÿ

i“1

f̄i ñ f̄ „ N (1.34)

Fluktuationen:

xp∆fq2y “ xpf ´ f̄q2y “ xpf ´
N
ÿ

i“1

f̄iq
2y “ xp

N
ÿ

i“1

∆fiq
2y (1.35)

Statistische Unabhängigkeit:

∆fi∆fk “ ∆fi ¨ ∆fk “ 0, pi ‰ kq (1.36)

weil jedes x∆fiy “ 0

ñ xp∆fq2y “
N
ÿ

i“1

xp∆fiq
2y „ N (1.37)

Relative Größe der Fluktuationen damit:
a

xp∆fq2y

f̄
„

?
N

N
“

1
?
N

(1.38)

ñ Für extensive Größen sinkt die relative quadratische Fluktuation mit der Sys-
temgröße

Für Untersysteme mit gegebener Größe (Teilchenzahl) ist N „ Gesamtteilchenzahl

ñ Für große Teilchenzahlen sind additive Größen f mit hoher Präzision praktisch
konstant gleich ihren Mittelwerten!
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1.6 Das Liouville-Theorem

Betrachte Zeitentwicklung eines Untersystems zu äquidistanten Zeiten

~πpt1q, ~πpt2q, ~πpt3q, . . . “̂ Punkte in Γ

Schematisch:

Dichte der Punkte im Phasenraum: Ñ ρpp, qq für tÑ8

Alternativ: Betrachte N gleichartige Untersysteme zu festem Zeitpunkt t charak-
terisiert durch dieselben Punkte ~π1ptq “ ~πpt1q, ~π2ptq “ ~πpt2q, ~π3ptq “ ~πpt3q, . . .
mit N Ñ8

- Eine gedachte Gesamtheit gleichartiger Systeme nennt man “statistisches Ensem-
ble”

- Verteilung des Ensembles im Phasenraum zu jeder Zeit t nach ρpp, qq

ñ Phasenraumpunkte bewegen sich in t, aber ihre Dichte bleibt gleich, Bρ
Bt “ 0

Annahme: quasi-abgeschlossene Untersysteme verhalten sich wie abgeschlossene Sys-
teme (für nicht zu lange Zeiten, d.h. kürzer als zur Ausbildung von Fluktuationen)

Mathematische Beschreibung der Bewegung im Phasenraum

Formal: Phasenraumpunkte “̂ Teilchen eines Gases

”Teilchenzahlerhaltung”durch Kontinuitätsgleichung:

Bρ

Bt
` ~∇ ¨ pρ~vq “ 0 (1.39)

Thermisches Gleichgewicht: Bρ
Bt “ 0, stationäre Strömung

ñ ~∇ ¨ pρ~vq “ 0 (1.40)
2s
ÿ

i“1

B

Bπi
pρviq “ 0 (1.41)
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mit ~π “ p~p, ~qq , ~v = 9~π

ñ

s
ÿ

i“1

ˆ

B

Bqi
pρ 9qiq `

B

Bpi
pρ 9piq

˙

“ 0 (1.42)

s
ÿ

i“1

ˆ

9qi
Bρ

Bqi
` 9pi

Bρ

Bpi

˙

` ρ
s
ÿ

i“1

ˆ

B 9qi
Bqi

`
B 9pi
Bpi

˙

“ 0 (1.43)

Mit Hamilton:

9qi “
BH

Bpi
, 9pi ´

BH

Bqi
(1.44)

folgt
B 9qi
Bqi

“
B2H

BqiBpi
“ ´

B 9pi
Bpi

(1.45)

ñ

s
ÿ

i“1

ˆ

9qi
Bρ

Bqi
` 9pi

Bρ

Bpi

˙

“
dρ

dt
“ 0 (1.46)

Liouville-Theorem: Die Verteilungsfunktion ρpp, qq ist entlang der Phasenraumtra-
jektorien des Untersystems konstant

Bemerkungen:

• Ensemblegas bewegt sich im Phasenraum wie eine inkompressible Flüssigkeit

• Das von Ensemblegas eingenommene Phasenraumvolumen bleibt konstant (aber
nicht das vom Ensemble besetzte Gebiet im Phasenraum)

• dρ
dt gilt auch für nicht stationäre Strömung (Nichtgleichgew.)

Dann ist wg. Kontinnitätsgleichung

dρ

dt
“
Bρ

Bt
`

s
ÿ

j“1

ˆ

Bρ

Bqj
9qj `

Bρ

Bpj
9pj

˙

“ 0 (1.47)

• Mit Ergodenhypothese + Liouville haben wir drei äquivalente Mittelungen im
Gleichgewicht: Zeitmittel, Phasenraummittel und Ensemblemittel
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1.7 Das mikrokanonische Ensemble

Konstruktion von ρpp, gq?

Gegeben sei ein abgeschlossenes System mit E “ E0, V,N ;
Untersysteme betrachten wir über Zeiträume, in denen sie sich wie abgeschlossene
Systeme verhalten (kürzer als zur Ausbildung von merklichen Fluktuationen)

Liouville: ρpp, qq kann nur über Kombinationen von p, q abhängen, die bei der Be-
wegung konstant bleiben ñ Bewegungsintegrale (Erhaltungsgrößen)

ñ ρpp, qq ist Fkt. der mechanischen Bewegungsintegrale und selbst ein Bewegungs-
integral

Weitere Einschränkungen:

Für die Gesamtheit zweier Untersysteme gilt: ρ12 “ ρ1ρ2

ñ log ρ12 “ log ρ1 ` log ρ2

ñ Logarithmus der Verteilungsfkt. “̂ additives Bewegungsintegral

Additive Bewegunsintegrale in der Mechanik:

Energie Hpp, qq, Gesamtimpuls ~P pp, qq, Gesamtdrehimpuls ~Lpp, qq

ñ allgemeinste additive Kombination für a-tes Untersystem:

log ρa “ αa ` βHapp, qq ` ~γ ¨ ~Papp, qq ` ~δ ¨ ~Lapp, qq, a “ 1, . . . N (1.48)

αa: Festlegung durch Normierung
ş

dqadpaρa “ 1

Beachte: β, ~γ, ~δ für alle Untersysteme gleich! (sonst ist ρ nicht additiv)

ñ Die Werte der additiven Bewegungsintegrale eines abgeschl. makroskopischen
Systems bestimmen vollständig seine statistischen Eigenschaften, d.h. die Vertei-
lungsfkt. ρpp, qq und alle Mittelwerte!

ñ Reduktion Input: ~πp0q (exakte Mechanik) Ñ E0, ~P0, ~L0 (statistische Mechanik)

Sonderrolle Energie:

~P , ~L beschreiben Bewegung des makroskopischen Körpers als Ganzes: Translati-
on, Rotation

ñ Eliminieren durch Einschluss des Systems in einem starren Kasten
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ñ Wähle Koordinatensystem, in dem der Kasten ruht: ~P , ~L “ 0

Wg. statistischer Gleichartigkeit gilt dies auch für alle Untersysteme

ñ log ρa “ αa ` βHapp, qq a “ 1, . . . N (1.49)

ñ Einfachste Verteilungsfunktion konsistent mit diesen Forderungen:

ρpp, qq “

"

C für Hpp, qq “ E0

0 sonst
(1.50)

mit konstantem C, unabhängig von pp, qq ñ Bρ
Bt “ 0 Liouville X

Dies entspricht einem weiteren grundlegenden

Postulat: Alle mit der Gesamtenergie des Systems verträglichen Mikrozustände
sind gleich wahrscheinlich

Freiheitsgrade Unterraum ΓE0 : 2s´ 1 ă 2s Freiheitsgrade von Γ

ΓE0 entspricht einer Hyperfläche im Phasenraum, ñ
ş

Γ dpdq ρ “ 0, Widerspruch!

ñ Modifikation

ρpp, qq “ C ¨ δpHpp, qq ´ E0q (1.51)

Mikrokanonische Verteilung

Jetzt ist:

ρ “ 0 für ~π R ΓE0 X
ż

Γ
dpdq ρpp, qq ‰ 0 für Γ Ą ΓE0 ‰ tu X (1.52)

Festlegung der Normierungskonstanten:
ż

Γ
dpdq ρ

!
“ 1 , C “

1

ΩpE0, V,Nq
(1.53)

Volumen des Phasenunterraums/der Hyperfläche ΓE0 :

ΩpE0, V,Nq “

ż

ΓE0

dpdq “

ż

Γ
dpdq δpHpp, qq ´ E0q (1.54)

Beachte, wie die Abhängigkeit von V,N entsteht

17



Allgemeinere Behandlung:

Behandlung bisher unter der Annahme, dass sich Untersysteme wie abgeschlossen
verhalten, ñ E0, Ea sind konstant; Idealisierung, in der Praxis schwer realisierbar

Gesamtsystem, Untersysteme nur quasi-abgeschlossen

ñ Energien fluktuieren in Intervallen rE0, E0 `∆Es, rEa, Ea `∆Eas

Verteilungsfunktion konstant über eine Schale endlicher Dicke im Phasenraum

ρpp, qq “

"

C E P rE0, E0 `∆Es
0 sonst

(1.55)

Alternativer Ausdruck durch die Heavyside Stufenfunktion:

ρpp, qq “ C ¨ΘpHpp, qq ´ E0qΘpE0 `∆E ´Hpp, qqq (1.56)

Sei ΓpE0, V,Nq das Volumen des Teils des Phasenraums mit Energien E ă E0:

ΓpE0, V,Nq “

ż

dpdq ΘpE0 ´Hpp, qqq (1.57)

Dann ist das Volumen der Phasenraumschale

∆ΓpE0, V,Nq “ ΓpE0 `∆E, V,Nq ´ ΓpE0, V,Nq, ñ C “
1

∆ΓpE0, V,Nq
(1.58)

Entwickeln in ∆E ! E0:

ΓpE0 `∆E, V,Nq “ ΓpE0, V,Nq `
BΓ

BE
pE0q∆E ` . . . (1.59)

BΓ{BE|E0 entspricht der “Zustandsdichte” bei der entsprechenden Energie,

BΓ

BE
pE0q “ lim

∆EÑ0

∆ΓpE0q

∆E
(1.60)

BΓ

BE
“

B

BE

ż

Γ
dpdq ΘpE ´Hpp, qqq “

ż

Γ
dpdq δpE ´Hpp, qqq “ ΩpE, V,Nq (1.61)

Insgesamt haben wir also für kleine ∆E:

ρpp, qq “
1

ΩpE0, V,Nq

ΘpHpp, qq ´ E0qΘpE0 `∆E ´Hpp, qqq

∆E
(1.62)

Im thermodynamischen Limes ∆E{E0 Ñ 0: zweiter Faktor Ñ Deltafunktion X

Makroskopische Resultate von Interesse für ∆E Ñ 0 (sonst Abhängikeit von zusätz-
lichem Parameter); in manchen Fällen ist die Schale rechentechnisch bequemer
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1.8 Grundprinzipien Quantenstatistik

Lösen der Schrödingergleichung für alle beteiligten Teilchen eines makroskop. Körpers;
Anfangsbedingungen, Quantenzahlen: ebenso unmöglich wie in klassischer Mechanik

QM-Besonderheiten für makroskopische Körper:

Bsp: Teilchen der Masse m im Kasten der Länge L, siehe QM1

En “
~2π2

2mL2
n2 (1.63)

Gesamtenergie für Gas aus N freien Teilchen: E “ En1 ` En2 ` . . .` EnN

1 Makrozustand “̂ sehr viele verschiedene Mikrozustände tn1, . . . , nNu,
d.h. unterschiedlichen Verteilungen der Energie auf die Teilchen

Relativer Abstand benachbarter Energieniveaus:

δE

E
“
Eni ´ Eni´1

E
ÝÑ
NÑ8

0 (1.64)

Dies gilt auch allgemein für andere Systeme (weitere Bsp. später)

i) Die quantenmechanischen Energieniveaus makroskopischer Körper liegen sehr
dicht, quasikontinuierlich

ii) Wg. i) bleiben quasi-abgeschlossene makroskopische Körper nie in einem sta-
tionären Zustand

ψpt, qq “ e
i
~Etψpqq für

BĤ

Bt
“ 0. (1.65)

Quasi-abgeschlossene Systeme: EWW ! E, aber EWW " δE
makroskopische Anzahl Moleküle (Oberfläche Untersystem) " ein Molekülbeitrag

ñ E bleibt nicht streng konstant ñ Zustand nicht stationär

Praktisch gibt es keine streng abgeschlossenen quantenmechanischen Systeme!

• QM: Selbst wenn WW unmessbar klein ist, kein stationärer Zustand

• Es gibt nicht einmal prinzipiell ein eindeutiges ψpt, qq, im Gegensatz zu ~πptq
in der klass. Mechanik
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Reiner Zustand: beschrieben durch Vektoren |ψy im Hilbertraum, die die maximale
Kenntnis über ein System durch einen vollständigen Satz kompatibler Variablen re-
präsentieren

Gemischter Zustand: statistisches Gemisch gekennzeichnet durch Wahrscheinlich-
keitsverteilung über den reinen Zuständen (Unkenntnis des realisierten reinen Zu-
stands des Systems)

Gegeben sei ein makroskopisches Untersystem mit stationären Zuständen
(d.h. bei vernachlässigter WW)

Sei tψnpqqu eine Basis (meist Energiebasis)
(n bezeichne die Gesamtheit der Quantenzahlen, q die Gesamtheit der Koordinaten)

Beliebiger reiner Zustand, vollständige Beschreibung:

Ψpt, qq “
ÿ

n

cnptqψnpqq (1.66)

QM Erwartungswert einer Observablen f in diesem Zustand:

xfy “ xΨ | f̂ | Ψy “

ż

dq Ψ˚f̂Ψ “
ÿ

n,m

c˚ncm

ż

dq ψ˚nf̂ψm
loooooomoooooon

xψn|f̂ |ψmy

“
ÿ

n,m

c˚ncmfnm (1.67)

Gemischter Zustand:
Die Menge der möglichen reinen Zustände eines Systems sei tΨαu, α “ 1, 2, . . .
mit xΨα|Ψαy “ 1
Das System sei mit Wahrscheinlichkeit wα im Zustand | Ψαy,
mit 0 ď wα ď 1,

ř

αwα “ 1

ñ xfy “
ÿ

α

wα xΨα | f̂ | Ψαy (1.68)

Beachte den Unterschied:

• QM Wahrscheinlichkeitsverteilung in | Ψαy ist prinzipieller Natur, unvermeid-
bar auch bei vollständiger Information über das System

• klassische Wahrscheinlichkeiten wα beruhen lediglich auf unvollständiger In-
formation über das System
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Projektor auf den reinen Zustand | Ψαy : P̂α “| Ψαy xΨα |

ñ xΨα | f̂ | Ψαy “
ÿ

n

xΨα | f̂ | ψny xψn | Ψαy (1.69)

“
ÿ

n

xψn | Ψαy xΨα | f̂ | ψny (1.70)

“ TrpP̂αf̂q (1.71)

Damit

xfy “
ÿ

α

wαTrpP̂αf̂q (1.72)

“ Trp
ÿ

α

wαP̂αf̂q (1.73)

” Trpρ̂f̂q (1.74)

Def: statistischer Operator/Dichtematrix

ρ̂ ”
ÿ

α

wαP̂α (1.75)

ñ xfy “
ÿ

n

xψn | ρ̂f̂ | ψny (1.76)

“
ÿ

n,m

xψn | ρ̂ | ψmy xψm | f̂ | ψny (1.77)

“
ÿ

n,m

ρnmfmn (1.78)

Beachte: Bei Mittelung mit der Dichtematrix läßt sich nicht zwischen QM-Anteil
und statistischem Anteil unterscheiden.

Erwartungswert reiner Zustand Ñ gemischter Zustand: Ersetzung c˚ncm Ñ ρmn

Spezialfall reine Zustände | Ψβy:

wα “ δαβ , ρ̂ “ P̂β , xfy “ xΨβ | f̂ | Ψβy (1.79)
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Eigenschaften von ρ̂:

i) ρ̂: “ ρ̂

ii) Trpρ̂q “ 1 Normierungsbedingung denn

Trpρ̂q “
ÿ

n,α

xψn | P̂α | ψnywα (1.80)

“
ÿ

n,α

xψn | Ψαy xΨα | ψnywα (1.81)

“
ÿ

n,α

| cαn |
2 wα (1.82)

“
ÿ

α

wα “ 1 (1.83)

iii) xψ | ρ̂ | ψy “
ř

αwα | xψ | Ψαy |
2ě 0

iv) Trpρ̂2q ď 1, Trpρ̂2q “ 1 ô ρ̂ reiner Zustand

ρ̂: Der Dichteoperator spielt die Rolle der stat. Verteilungsfunktion für die QM

- Gleich zwischen klass. und Quantenstatistik:
additive Observablen f, f̂ praktisch konstant im Gleichgewicht

- Unterschied:
ρpp, qq Wahrscheinlichkeit für Koordinaten und Impulse
ρn “ ρnn Wahrscheinlichkeit für Quantenzustand

Wahrscheinlichkeitsdichte für Koordinaten in der QM:

ρpqq “ |ψpqq|2 “

" ř

n,m c
˚
ncm ψ

˚
npqqψmpqq reiner Zustand

ř

n,m ρmn ψ
˚
npqqψmpqq gemischter Zustand

(1.84)

Mit

ÿ

m

ρmnψmpqq “
ÿ

m

xψm | ρ̂ | ψny xq | ψmy (1.85)

“
ÿ

m

xq | ψmyxψm | ρ̂ | ψny (1.86)

“ xq | ρ̂ | ψny “ ρ̂ψnpqq (1.87)

ñ
ÿ

n,m

ρmnψ
˚
nψm “

ÿ

n

ψ˚nρ̂ψn (1.88)
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Damit Wahrscheinlichkeit für Koordinaten in pq, q ` dqq

dwq “| ψpqq |
2 dq “

ÿ

n

ψ˚nρ̂ψn dq (1.89)

Ebenso Wahrscheinlichkeit für Impulse in pp, p` dpq

Benötige Eigenzustände Impulsoperator: ψppqq „ ei~p¨~q

dwp “
´

ż

dq ψ˚p pqqρ̂ψppqq
¯

dp (1.90)
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1.9 Zeitentwicklung der Dichtematrix

Betrachte abgeschlossenes System in einem reinen Zustand:

ψ “
ÿ

n

cnptqψnpqq “
ÿ

n

c1ne
´ i

~Entψnpqq (1.91)

ñ
B

Bt
c˚nptqcmptq “

i

~
pEn ´ Emqc

˚
nptqcmptq (1.92)

Für gemischten Zustand:

c˚ncm Ñ ρmn (1.93)

ñ 9ρmn “
i

~
pEn ´ Emqρmn (1.94)

xψm | 9̂ρ | ψny “
i

~
pEn ´ Emqxψm | ρ̂ | ψny (1.95)

“
i

~

´

´ xψm | Emρ̂ | ψny ` xψm | ρ̂En | ψny
¯

(1.96)

“
i

~

´

´ xψm | Ĥρ̂ | ψny ` xψm | ρ̂Ĥ | ψny
¯

(1.97)

Damit QM-Analogon zur Lionville-Gleichung:

Bρ̂

Bt
“
i

~
rρ̂, Ĥs (1.98)

ρ̂ ist Erhaltungsgröße falls rρ̂, Ĥs “ 0
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1.10 Das mikrokanonische Ensemble in der QM

Betrachte quasi-abgeschlossene Untersysteme über Zeiträume, in denen sie sich wie
abgeschlossen verhalten

Bρ̂

Bt
“ 0 ô rρ̂, Ĥs “ 0 (1.99)

Energiedarstellung: ρnm “ ρnn “ ρn diagonal “̂ Wahrscheinlichkeit für n-ten Zu-
stand mit Energie En

ñ xfy “
ÿ

n,m

ρnmfmn “
ÿ

n

ρnfnn (1.100)

log ρn muss additives Bewegungsintegral sein:

ñ log ρn “ α` βEn (1.101)

ñ Wahrscheinlichkeit für Zustand n des Gesamtsystems nur Funktion von En

ñ Drücke alles durch Energieeigenzustände ψn aus;
Postulat gleicher Wahrscheinlichkeit für alle Mikrozustände in Energieschale:

ρ̂ “
ÿ

n

ρnP̂n “
ÿ

n

ρn|ψnyxψn| mit ρn “

"

C E0 ď En ď E0 `∆E
0 sonst

(1.102)

(Man überzeuge sich, dass
ř

n ρnP̂n “
ř

αwαP̂α in der Energiebasis!)

Normierung:
ÿ

n

ρn “ 1 (1.103)

Sei ∆Γ die Anzahl der Quantenzustände pro Energieintervall pE0, E0 `∆Eq:

∆ΓpE0, V,Nq “
ÿ

m
E0ďEmďE0`∆E

1 (1.104)

(1.105)

“
ÿ

n

ÿ

m
E0ďEmďE0`∆E

δnmδmn (1.106)

“
ÿ

n

ÿ

m
E0ďEmďE0`∆E

xψn|ψmyxψm|ψny (1.107)

“ Tr
´

ÿ

m
E0ďEmďE0`∆E

P̂m

¯

(1.108)

Dann ist

C “
1

∆ΓpE0, V,Nq
(1.109)
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Alternativ wie in klassischer Statistik, definiere wieder:

ΩpE0, V,Nq “
∆ΓpE0, V,Nq

∆E
(1.110)

Analoge Überlegungen wie in Abschnitt 1.7 für ∆E{E0 ! 1 führen auf
(betrachte quasi-kontinuierliche dE, dΓ, dΓ analog dp dq in klass. Statistik)

Wahrscheinlichkeit, das System in dΓ zu finden:

dw “
1

ΩpE0, N, V q
δpE ´ E0qdΓ (1.111)
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1.11 Die Entropie

Gegeben sei ein (quasi-) abgeschlossenes QM System im Gleichgewicht

Betrachte ein Untersystem (Index weglassen) mit Verteilung ρn “ ρpEnq

ΓpEq: Zahl der Quantenzustände (dimensionslos!) mit Energie ď E

dΓ “ dΓ
dEdE: (Quasi-kontinuierliche) Zahl der Zustände in pE,E ` dEq

Veranschaulichung; Wahrscheinlichkeit für Energie in pE,E ` dEq:

wpEqdE “ ρpEq
dΓ

dE
dE (1.112)

Normierung:
ş

dE wpEq “ 1

Qualitativ:

2

Normierungsbedingung entspricht Fläche unter der Kurve

Mögliche Def. Breite ∆E durch Rechteck der Höhe wpĒq mit Fläche 1

wpĒq2∆EpĒq “ 1 (1.113)

(das ist nicht identisch mit
a

pE ´ Ēq2, aber gleiche Größenordnung)

ñ wpĒq2∆EpĒq “ ρpĒq
dΓ

dĒ
pĒq2∆EpĒq “ 1 (1.114)

Interpretation: ∆ΓpĒq “ dΓpĒq
dĒ

∆EpĒq Anzahl der Zustände in ∆E, dimensions-
los, Grad der “Verschmierung” über mikroskopische Zustände

∆Γ heißt statistisches Gewicht des makroskopischen Zustands eines Untersystems
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Def.
S ” ln ∆Γ (1.115)

heißt Entropie, ebenfalls dimensionslos

Beachte: ∆Γ ě 1 ñ S ě 0

Umschreiben mit ρ aus mikrokanonischem Ensemble (1.102)

S “ ln ∆Γ “ ln
1

ρpĒq
(1.116)

log ρ ist linear in E ñ Funktion des Mittelwerts = Mittelwert der Funktion:

ñ S “ ´ ln ρpĒq “ ´xln ρpEqy (1.117)

“ ´
ÿ

n

ρn ln ρn (1.118)

“ ´Trpρ̂ ln ρ̂q (1.119)

Beachte: S “ ´Trpρ̂ ln ρ̂q ist unabhängig von der Wahl der Basiszustände!

(Quasi-) Abgeschlossenes Gesamtsystem, bestehend aus Untersystemen:

∆Γ “
ś

a ∆Γa ñ S “ ln
ś

a ∆Γa “
ř

a Sa ist eine additive Größe

Bemerkungen:

• Diese statistische Definition der Entropie ist offenbar vollkommen unabhängig
von thermodynamischen Größen! Der Zusammenhang muss erst noch gezeigt
werden

• Für thermodynamische Teilchenzahlen sind folgende ebenfalls gebräuchlichen
Definitionen äquivalent der obigen Definition (Beweis als Übung):

S “ ln ΓpE, V,Nq (1.120)

S “ ln ΩpE, V,Nq (1.121)
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1.12 Die Entropie in der klassischen Statistik

∆Γ ” ∆p∆q: Phasenraumvolumen eines Untersystems

Aber: ∆Γ ist jetzt dimensionsbehaftet! (Wirkung)s

ñ Entropie ändert sich bei Einheitenwechsel um additive Konstante

∆pp∆qp “ ∆q∆p as, a Umrechnungsfaktor (1.122)

∆S p “ ln ∆qp∆pp “ ln ∆q∆p` s ln a “ S ` s ln a (1.123)

Was passiert dann mit dem Nullpunkt? Negative Entropien??

Richtige Behandlung: ∆Γ aus Grenzübergang QM Ñ klassische Mechanik

Impuls eines q.m. Wellenpakets: ~p “ ~~k

Mögliche Werte Wellenvektor im endlichen Volumen
(Kasten der Länge L in alle Dimensionen): ki “

2π
L ni, i “ 1, . . . s

Damit ist pro einzelnen Quantenzustand: ∆1q “ Ls,∆1p “ p2π~{Lqs
Phasenraumvolumen pro Quantenzustand: ∆1p∆1q “ p2π~qs

Damit klassisches Phasenraumvolumen in Einheiten von Quantenzuständen:

ñ ∆Γ1 “
∆p∆q

p2π~qs
(1.124)

Dimensionslos! Damit lässt sich defninieren:

ñ S “ ln ∆Γ1 “ ln
∆q∆p

p2π~qs
(1.125)

Alternativ, ausgedrückt durch Verteilungsfunktion:

S “ ´xlnp2π~qsρy (1.126)

“ ´

ż

dqdp ρ lnrp2π~qsρs (1.127)

Wieder ist ∆Γ “
ś

a ∆Γa und S “
ř

a Sa X

Bemerkung:
Rein klassisch betrachtet ist die Anzahl der mikrokopischen Zustände nicht definiert!
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1.13 Physikalische Bedeutung der Entropie: 2. Hauptsatz

Mikrokanonisches Ensemble, QM:

dw “ CδpE ´ E0qdΓ (1.128)

“ CδpE ´ E0q
ź

a

dΓa (1.129)

“ CδpE ´ E0q
ź

a

dΓa
dEa

dEa (1.130)

Dabei ist
∆ΓapEaq

∆EapEaq
Ñ

dΓa
dEa

pĒaq für ∆Ea Ñ 0 (1.131)

Damit Umschreiben durch Einführen der Entropie:

ñ dw “ CδpE ´ E0q
ź

a

eln ∆Γa

∆Ea
dEa (1.132)

“ CδpE ´ E0q
ź

a

eSa

∆Ea
dEa (1.133)

“ CδpE ´ E0qe
S
ź

a

dEa
∆Ea

(1.134)

eSapEaq: schnell veränderliche Funktion
∆EapEaq: langsam veränderliche Funktion « const

dw “ C 1δpE ´ E0qe
S
ź

a

dEa (1.135)

ñ Die Wahrscheinlichkeit für Energien der Untersysteme in
pEa, Ea ` dEaq mit

ř

aEa “ E0 wird bestimmt durch die Entropie!

Ebenso: mittlerer Abstand zwischen Energieniveaus

δE “
∆E

∆Γ

ˆ

“
Breite ∆E

Anzahl Zustände in ∆E

˙

(1.136)

“ ∆E e´S (1.137)

ñ wird mit Systemgröße exponentiell kleiner! (∆E „ 1{
?
N,S „ N)

Wahrscheinlichste Werte der Energien: Ēa

ñ S ist im vollständigen Gleichgewicht maximal!
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Def. Unvollständiges Gleichgewicht:

Untersysteme befinden sich im jeweiligen lokalen Gleichgewicht, aber nicht das Ge-
samtsystem
ñ Verteilungen und Mittelwerte in unterschiedlichen Untersystemen verschieden
ñ Verschiedene Makrozustände des Gesamtsystems

2. Hauptsatz der Thermodynamik:

Befindet sich ein abgeschlossenes System zur Zeit t0 in einem makroskopischen Nicht-
gleichgewichtszustand, so ist die wahrscheinlichste Veränderung für t ą t0 eine mo-
notone Zunahme der Entropie

Illustration: Betrachte zwei abgeschlossene Systeme im jeweiligen vollständigen Gleich-
gewicht, Phasenraumschalen:

∆ΓpE1, V1, N1q, ∆ΓpE2, V2, N2q (1.138)

Gesamtsystems mit E “ E1 ` E2 ist im unvollständigen Gleichgewicht,
Phasenraumschale:

∆ΓpEq “ ∆ΓpE1, V1, N1q∆ΓpE2, V2, N2q (1.139)

ñ S “ ln ∆ΓpE1, V1, N1q ` ln ∆ΓpE2, V2, N2q (1.140)

Jetzt thermischer Kontakt zwischen beiden Systemen: Austausch von Energie!

∆ΓpEq “
ÿ

∆E

∆ΓpE1 `∆E, V1, N1q∆ΓpE2 ´∆E, V2, N2q (1.141)

(Oder
ř

Ñ
ş

)

Anfangszustand: ∆E “ 0, entspricht erstem Term in der Summe, aber alle Sum-
manden positiv

ñ SpEq ě S1pE1q ` S2pE2q . (1.142)

Diese Aussage gilt für den neuen Endzustand, aber was passiert zwischendrin? 2.HS
hat Wahrscheinlichkeitscharakter, können wir also in seltenen Fällen eine zwischen-
zeitliche Abnahme der Entropie erwarten? Was geschieht mit dem Energieaustausch?

p1.141q : ∆ΓpEq “
ÿ

∆E

eS1pE1`∆EqeS2pE2´∆Eq (1.143)

Maximale Entropie sei bei Energieaustausch ∆E0; betrachte ein ∆E˚, für das

S1pE1 `∆E˚q ` S2pE2 ´∆E˚q “ 0.99rS1pE1 `∆E0q ` S2pE2 ´∆E0qs (1.144)
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Dann ist wegen S „ N in (1.143) der Summand mit ∆E0 um einen Faktor „
expp0.01#Nq größer als der Summand mit ∆E˚!!

ñ Summe vollständig durch den Beitrag des Maximums dominiert!

SpEq « S1pE1 `∆E0q ` S2pE2 ´∆E0q ě S1pE1q ` S2pE2q (1.145)

Aufgrund der exponentiell unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten verschiedener Ener-
gien wird sich das System mit “an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit” in den
Zustand nach Energieaustausch ∆E0 begeben und diesen nicht mehr verlassen!

ñ Die Aussage des 2.HS kann drastisch verschärft werden

2. Hauptsatz der Thermodynamik, scharfe Formulierung:

In einem abgeschlossenen System nimmt die Entropie entweder zu (irreversible Pro-
zesse) oder bleibt konstant (reversible Prozesse)

Bemerkung: Dieses grundlegende Phänomen existiert nur aufgrund der großen Teil-
chenzahlen: die mikroskopischen Gesetze sowohl der klassischen Mechanik als auch
der QM sind invariant unter Umkehr der Zeitrichtung!
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2 Thermodynamik

Befasst sich mit physikalischen Größen, die makroskopische Körper und ihre Zustände
charakterisieren

Ab jetzt: Weglassen von Mittelwertnotation, Ē Ñ E, xfy Ñ f usw.
da Fluktuationen im allgemeinen verschwindend gering sind.

2.1 Die Temperatur

Betrachte zwei Körper im gegenseitigen thermodyn. Gleichgewicht; System aus bei-
den zusammen sei abgeschlossen

E “ E1 ` E2 (2.1)

S “ S1pE1q ` S2pE2q (2.2)

ist maximal

ñ
dS

dE1
“
dS1

dE1
`

dS2

dE2

dE2

dE1
looomooon

“
dS1

dE1
´
dS2

dE2
“ 0 (2.3)

wg. E2 “ E ´ E1 (2.4)

ñ
dS1

dE1
“
dS2

dE2
(2.5)

Verallgemeinerung auf N Körper:

dS1

dE1
“ . . . “

dSN
dEN

(2.6)

Def: Temperatur T
1

T
”
dS

dE
(2.7)

Beachte: Nach dieser Definition ist dies eine rein statistische, makroskopische Größe
mit Dimension Energie; Zusammenhang mit Messgrößen noch zu zeigen

Für Körper im thermischen Gleichgewicht gilt:

T1 “ T2 “ . . . TN (2.8)

Betrachte abgeschlossenes System aus zwei Untersystemen, unvollständiges Gleich-
gewicht mit T1 ‰ T2:

ñ
dS

dt
“
dS1

dt
`
dS1

dt
“
dS1

dE1

dE1

dt
`
dS2

dE2

dE2

dt
ą 0 (2.9)
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Energieerhaltung:

dE

dt
“
dE1

dt
`
dE2

dt
“ 0 (2.10)

ñ

ˆ

dS1

dE1
´
dS2

dE2

˙

dE1

dt
“

ˆ

1

T1
´

1

T2

˙

dE1

dt
ą 0 (2.11)

ñEinstellen des Gleichgewichts, gemeinsames T

Es sei

T2 ą T1 ñ
dE1

dt
ą 0,

dE2

dt
ă 0 (2.12)

Energie geht vom wärmeren zum kälteren Körper über (nicht trivial!)

Einheiten SI:

rT s “ J aus Definitionsgleichung

Gewöhnlich: rT s “ Grad Kelvin = K

Umrechnung mit Boltzmann-Konstante: kB “ 1.38 ¨ 10´23 J
K

ñ S “ kB ln ∆Γ

Hier: wähle rT s “ J , kB “ 1 (natürliche Einheiten)

Umrechnung auf K:

T Ñ kBT, S Ñ S
kB

Check: dS
dE “

1
T Ñ

dS

��kBdE
“ 1

��kBT
X
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2.2 Quasistatische und adiabatische Prozesse

Änderung äußerer Bedingungen: ñ Körper nicht mehr abgeschlossen
ñ Änderung makroskopischer Eigenschaften

Bsp: Volumen V , wirkt wie äußeres Feld (Potenzialwände)

Thermisch isolierter Körper:

Kein Wärme-, Energieaustausch mit der Umgebung, aber Änderung äußerer Be-
dingungen wie V

ñ H “ Hpq, p, tq

Keine Rückwirkung auf äußere Felder/Bedingungen, diese sind rein mechanisch, d.h.
kein Beitrag der Umgebung zur Entropie, Sext “ 0

ñ S definierbar wie vorher, 2. HS gültig

Gegeben sei ein thermisch isoliertes System, äußere Bediungen charakterisiert durch
einen Parameter λptq; ein Prozess mit hinreichend langsam veränderlichen, d.h.
quasi-statischem λptq heißt adiabatisch

Was ist hinreichend langsam?

Das ∆t, über das sich λ merklich ändert, muss wesentlich größer sein als die Rela-
xationszeit des Systems, nach der sich das vollständige Gleichgewicht einstellt
ñ thermisches Gleichgewicht entsprechend λptq zu jedem Zeitpunkt

Bemerkung: Die Größe dieser Zeitintervalle hängt vom System ab; für ein Gas unter
Volumenveränderung ist die Relaxationszeit von der Ordnung „ 10´10s (mittlere
Zeit zwischen Teilchenkollisionen)

Allgemein haben wir damit Funktionen SpE, λq, oder invertiert EpS, λq, λpE,Sq;
ñ nur zwei Größen aus S,E, λ sind unabhängig und legen die jeweils dritte fest;
Für solche Funktionen gilt (Beweis später):

´

BS

BE

¯

λ

´

BE

Bλ

¯

S

´

Bλ

BS

¯

E
“ ´1 (2.13)

In einem adiabatischen Prozess muss sich die innere Energie ändern (Bsp. λ “ V :
es wird Arbeit vom oder am System verrichtet), aber E “ Epλq, ist in diesem Fall
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eine Funktion von λ allein. Das totale Differenzial der Entropie ist damit

dS “

´

BS

BE

¯

λ
dE `

´

BS

Bλ

¯

E
dλ (2.14)

“

´

BS

BE

¯

λ

dE

dλ
dλ`

´

BS

Bλ

¯

E
dλ (2.15)

“

„

´

BS

BE

¯

λ

´

BE

Bλ

¯

S
`

´

BS

Bλ

¯

E



dλ (2.16)

“ 0 (2.17)

ñ Bei quasi-statischen adiabatischen Prozessen bleibt die Entropie konstant

Achtung: Adiabatische Prozesse sind immer reversibel, aber reversible Prozesse nicht
immer adiabatisch!

Berechnung von Mittelwerten:

klassisch E “ xHpp, q;λptqqy, Energie nicht mehr erhalten (Arbeit wird am System
oder vom System verrichet!)

dE

dt
“

BE

Bλ

dλ

dt
(2.18)

x
dH

dt
y “

ż

dpdq ρpp, qq
BHpp, q, λq

Bλ

dλ

dt
(2.19)

“
dλ

dt
x
BH

Bλ
y (2.20)

Andererseits: bei adiabatischem Prozess bleibt S konstant, d.h.

dE

dt
“

ˆ

BE

Bλ

˙

S

dλ

dt
(2.21)

ñ x
BHpp, q, λq

Bλ
y “

ˆ

BE

Bλ

˙

S

(2.22)

Für die Quantenstatistik: Ersetze H Ñ Ĥ,

x
BĤ

Bλ
y “

ˆ

BE

Bλ

˙

S

(2.23)

36



2.3 Der Druck

E,S additiv, hängen ab von V , aber i.A. nicht von der Form eines makroskop.
Körpers ohne äußere Kraftfelder (Einschränkung Festkörper)

Mikrokanonische Verteilung: ρp p, q
loomoon

mikro

q “ ρp E
loomoon

makro

q für gegebenes V

ñ Der makroskopische Zustand eines Systems im Gleichgewicht ist durch zwei ma-
kroskopische Größen vollständig bestimmt, z.B. E, V ; alle anderen makroskopischen
Größen können durch diese ausgedrückt werden, z.B. S “ SpE, V q

In den nächsten Abschnitten Einführung weiterer thermodynamischer Größen; be-
liebige Paare von thermodyn. Größen sind als unabhängig wählbar

Hier: Kraft eines Systems auf Flächenelement ∆ ~A der Begrenzung seines Volumens

Beachte: Der Ortsvektor des begrenzenden Flächenelements spielt hier die Rolle von
λ aus dem letzten Abschnitt

Hpp, q, ~rq “ T pp, qq ` V pq;~rq (2.24)

Nach der Mechanik ist
~F “ ´~OHpp, q;~rq (2.25)

Mittelwertbildung:

xFiy “ ´

B

B

Bri
Hpp, q;~rq

F

“ ´

´

BE

Bri

¯

S
(2.26)

“ ´

´

BE

BV

¯

S

BV

Bri
(2.27)

Volumenveränderung des Körpers:

dV “ ∆ ~A ¨ d~r (2.28)

BV

Bri
“ ∆Ai (2.29)
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ñ Pascal’sches Gesetz

x~F y “ ´
´

BE

BV

¯

S
∆ ~A (2.30)

Der Betrag der Kraft pro Flächeneinheit heißt Druck: rein mechanische Größe

Thermodynamische Def:

P ” ´
´

BE

BV

¯

S
(2.31)

Modifikation Temperatur:
Def. in 2.1 war für abgeschlossenes System, festes V ;
jetzt: nur thermisch isoliert, V ist im Allgemeinen variabel

ñ Präzisierung:

T “
´

BE

BS

¯

V
(2.32)

E hängt nur von zwei Variablen ab: E “ EpS, V q
Für das Differenzial von E folgt damit:

dE “
´

BE

BS

¯

V
dS `

´

BE

BV

¯

S
dV (2.33)

1. Hauptsatz der Thermodynamik:

dE “ TdS ´ PdV (2.34)

Wichtige Eigenschaften des Drucks:

• Die Drücke von untereinander im Gleichgewicht befindlichen Systemen sind
gleich

Bew: Betrachte zwei sich berührende Teile eines abgeschl. Systems im Gleich-
gewicht

S “ S1 ` S2, V “ V1 ` V2 (2.35)

Entropie ist maximal; für adiabatische Veränderungen der Teilvolumina ist

BS

BV1
“
BS1

BV1
`
BS2

BV2

dV2

dV1
“
BS1

BV1
´
BS2

BV2
“ 0 (2.36)

Wegen

dS “
1

T
dE `

P

T
dV (2.37)
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ist
´

BS

BV

¯

E
“
P

T
ñ

P1

T1
“
P2

T2
(2.38)

Aus T1 “ T2 folgt dann auch P1 “ P2

• In jedem Gleichgewichtszustand ist der Druck eines Systems positiv

P ą 0 ñ
´

BS
BV

¯

E
ą 0

ñ Entropievergrößerung durch Anwachsen möglich, im Gleichgewicht verhin-
dert durch Nachbarkörper, Gefäßwand usw X

P ă 0 ñ p BS
BV qE ă 0

ñ Entropievergrößerung würde durch spontanes Schrumpfen erreicht;
“Gleichgewichtszustand” wäre instabil  

• Negative Drücke existieren in metastabilen Zuständen
“̂ Nichtgleichgewichtszustände

• Unvollständiges Gleichgewicht:
Druckunterschied bewirkt makroskopische mechanische Kräfte
ñ gleicht sich im Allgemeinen schneller aus als Unterschied in T, S

• Druck und Temperatur sind intensive Größen, im Gegensatz zu den extensiven
(additiven) Größen Energie und Entropie
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2.4 Arbeit und Wärmemenge

Wirkung von Kräften auf makroskopischen Körper, diese leisten Arbeit W

a) makroskop. Bewegung ñ kin. Energie
b) Verschiebung im äußeren Feld ñ pot. Energie
c) Volumenveränderung ñ innere Energie

Betrachte c) Arbeit durch Volumenveränderung

Vorzeichenkonvention systemegoistisch:

Arbeit verrichtet am Körper: `
Arbeit verrichtet vom Körper: ´

dV “ A ¨ dz (2.39)

dW “ ´~F ¨ d~r “ ´
F

A
Adz “ ´PdV (2.40)

Kompression: Körper gewinnt (innere) Energie

dV

dt
ă 0 ñ

dW

dt
ą 0 X (2.41)

• Thermisch isolierter Körper:
Energieänderung vollständig durch Volumenänderung gegeben

• Thermisch nicht isolierter Körper:
Energieaustausch mit Umgebung auch ohne mechanische Arbeit möglich
(V=konst.): ∆E “ ∆Q

loomoon

Wärmemenge

Veränderung der inneren Energie im allgemeinen Fall:

dE

dt
“
dW

dt
`
dQ

dt
(2.42)

ñ
dQ

dt
“
dE

dt
` P

dV

dt
(2.43)
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Im Gleichgewicht: E “ EpS, V q; nach dem 1.HS und mit der Definition der Arbeit
ist

dE “ TdS ´ PdV (2.44)

Mit (2.42) folgt für die Wärmemenge

dQ

dt
“ T

dS

dt
(2.45)

Beachte: dQ, dW sind keine vollständigen Differenziale!
dE “ dQ` dW ist vollständiges Differenzial

Mathematische Bedeutung:

Eine Funktion von zwei Variablen, fpx, yq hat das vollständige Differenzial

df “
´

Bf

Bx

¯

y
dx`

´

Bf

By

¯

x
dy (2.46)

Umgekehrt ist Apx, yqdx ` Bpx, yqdy ein vollständiges Differenzial einer Funktion
fpx, yq, falls

´

BA

By

¯

x
“

´

BB

Bx

¯

y
ô

B2f

BxBy
“
B2f

ByBx
(2.47)

Integrale über vollständige Differenziale hängen nur vom Anfangs- und Endpunkt
ab, aber nicht vom Integrationsweg;
Vgl. Mechanik: Arbeit in konservativen Kraftfeldern

Hier:
ű

dE “ 0 aber
ű

dQ ‰ 0,
ű

dW ‰ 0

Physikalische Bedeutung:

E ist eine sogenannte Zustandsgröße, d.h. sie hängt nur vom Zustand des Systems
ab; ein Kreisprozess führt stets auf dasselbe E, unabhängig von der Natur des Pro-
zesses

Q,W sind keine Zustandsgrößen, sondern charakterisieren einen Prozess
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Beispiel:

Def: Die Wärmekapazität eines Systems ist die Wärmemenge, durch die sich T um
eine Einheit ändert. Sie ist prozessabhängig:

CV ” T
´

BS

BT

¯

V
, CP ” T

´

BS

BT

¯

P
(2.48)

Im ersten Fall wird die Wärme bei konstantem V (isochor) aufgenommen, im zwei-
ten Fall bei konstantem P (isobar); für dieselbe Änderung von T wird vom System
mit der Umgebung eine unterschiedliche Wärmemenge ausgetauscht!
(Im zweiten Fall wird mechanische Arbeit verrichtet, im ersten nicht)

Nichtgleichgewichtsprozesse:

- Bsp. chemische Reaktion bei T, P “ konst., irreversibel, d.h. dS
dt ą 0

ñ
dQ

dt
ă T

dS

dt
(2.49)

- Irreversible Prozesse zwischen verschiedenen Gleichgewichtszuständen (z. B. Druck
ändert sich zwischenzeitlich)

∆Q ă T∆S (2.50)
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2.5 Die thermodynamischen Potenziale

Konstruiere weitere Zustandsgrößen, deren infinitesimale Änderungen totalen Diffe-
renzialen entsprechen ñ Legendre Transformation

Wegen 1.HS ist für Prozess bei V “ konst (isochor):

dQ “ dE (2.51)

d.h. die Wärmemenge ist in diesem Fall gleich einem totalen Differenzial

Für Prozess bei P “ konst. (isobar):

dQ “ dE ` PdV “ dpE ` PV q (2.52)

d.h. die Wärmemenge ist gleich dem totalen Differenzial der neuen Größe

Def: H ” E ` PV Enthalpie

dH “ dE ` PdV ` V dP “
loomoon

1.HS

TdS ´���PdV `���PdV ` V dP (2.53)

ñ H “ HpS, P q ist Funktion von Entropie und Druck als unabhängigen Variablen

ñ T “
´

BH

BS

¯

P
, V “

´

BH

BP

¯

S
abhängige Variablen (2.54)

Entsprechend erhält man für die Wärmekapazitäten (mit 1.HS) alternativ:

CV “
´

BE

BT

¯

V
, CP “

´

BH

BT

¯

P
(2.55)

Für Prozess mit T “konst. (isotherm), reversibel

dW “ dE ´ dQ “ dE ´ TdS “ dpE ´ TSq (2.56)

Def: F ” E ´ TS (Helmholtz) freie Energie

dF “ dE ´ SdT ´ TdS “���TdS ´ PdV ´ SdT ´���TdS (2.57)

ñ F “ F pV, T q (2.58)

ñ S “ ´
´

BF

BT

¯

V
, P “ ´

´

BF

BV

¯

T
abhängige Variablen (2.59)

Def: G “ F `PV “ E´TS`PV “ H ´TS freie Enthalpie (Gibbs freie Eenergie)

dG “ ���TdS ´���PdV ´���TdS ´ SdT `���PdV ` V dP (2.60)

ñ G “ GpT, P q (2.61)
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ñ S “ ´
´

BG

BT

¯

P
, V “

´

BG

BP

¯

T
abhängige Variablen (2.62)

Die Zuständsgrößen EpS, V q, HpS, P q, F pV, T q, GpP, T q heißen thermodynamische
Potenziale, sie haben alle Dimension Energie und denselben Informationsgehalt wie
die Energie

Relationen zwischen Ableitungen:

Schreibe Potenziale E,F,H,G jeweils zwischen ihre natürlichen Variablen

Pfeile zeigen auf das Ergebnis der partiellen Ableitung nach den jeweils benach-
barten Variablen, Minus-Zeichen wenn gegen Pfeilrichtung gelesen

Beachte: Thermodynamischer Zustand im Gleichgewicht vollständig durch zwei Va-
riablen bestimmt

ñ thermodyn. Variablen äquivalent, austauschbar

Experimentell gebräuchlich: pP, T q, pV, T q, pP, V q

Die Gleichung, die P, V, T miteinander verknüpft (z. B. P pV, T q) heißt Zustandsgleichung
des Systems

Beispiel: Ideales Gas PV “ NT

P “
NT

V
, V “

NT

P
, T “

PV

N
(2.63)

ñ Thermodynamische Größen und Potenziale durch einander ausdrückbar

Beispiele:

E “ F ` TS “ F ´ T
´

BF

BT

¯

V
“ ´T 2

´

B

BT

F

T

¯

V
(2.64)

H “ G` TS “ G´ T
´

BG

BT

¯

P
“ ´T 2

´

B

BT

G

T

¯

P
(2.65)
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Irreversible Prozesse:

Mit dQ
dt ă T dS

dt wird dE
dt ` P

dV
dt ă T dS

dt

Für T “ const., V “ konst:

dpE ´ TSq

dt
“
dF

dt
ă 0 (2.66)

Analog für P “ const., T “ konst.

dG

dt
ă 0 (2.67)

ñ Im Zustand des thermischen Gleichgewichts sind die freie Energie bzw. die freie
Enthalpie bei festen natürlichen Variablen minimal (bezüglich Variation der anderen
Variablen)
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2.6 Umrechnung zwischen Variablenpaaren

Lemma: Seien x, y, z Größen, die einer Zustandsgleichung fpx, y, zq “ 0 gehorchen
und w eine Funktion eines beliebigen Paares aus x, y, z. Dann gilt:

aq
´

Bx

By

¯

z
“

1
´

By
Bx

¯

z

(2.68)

bq
´

Bx

By

¯

z

´

By

Bz

¯

x

´

Bz

Bx

¯

y
“ ´1 Kettenregel (2.69)

cq
´

Bx

By

¯

w

´

By

Bz

¯

w
“

´

Bx

Bz

¯

w
(2.70)

Für das totale Differenzial df einer Funktion fpx, yq gilt

df “ gpx, yqdx` hpx, yqdy mit
´

Bg

By

¯

x
“

´

Bh

Bx

¯

y
(2.71)

Angewendet auf thermodynamische Potenziale: Maxwell-Relationen

B2E

BV BS
“
B2E

BSBV
ô

´

BT

BV

¯

S
“ ´

´

BP

BS

¯

V
usw. (2.72)

Anwendungsbeispiel: dQ “ TdS Wärmemenge in reversiblem Prozess

Ausdrücken als Funktion der messbaren Variablenpaare
i) pP, V q, ii) pP, T q, iii) pT, V q

1. HS dE “ dQ´ PdV

iq dQ “ dE ` PdV (2.73)

“

´

BE

BP

¯

V
dP `

´

BE

BV

¯

P
dV ` PdV (2.74)

“

´

BE

BP

¯

V
dP `

„

´

BE

BV

¯

P
` P



dV (2.75)

iiq dQ “

´

BE

BP

¯

T
dP `

´

BE

BT

¯

P
dT ` P

´

BV

BT

¯

P
dT ` P

´

BV

BP

¯

T
dP (2.76)

“

„

´

BE

BP

¯

T
` P

´

BV

BP

¯

T



dP `

„

´

BE

BT

¯

P
` P

´

BV

BT

¯

P



dT (2.77)

iiiq dQ “

´

BE

BT

¯

V
dT `

„

´

BE

BV

¯

T
` P



dV (2.78)

46



Experimentelle Messgrößen:

Thermischer Expansionskoeffizient: α “ 1
V

´

BV
BT

¯

P

Isotherme Kompressibilität: κT “ ´
1
V

´

BV
BP

¯

T

Adiabatische Kompressibilität: κS “ ´
1
V

´

BV
BP

¯

S

Umschreiben iii):

´

BE

BV

¯

T
“ T

´

BS

BV

¯

T
´ P 1. HS (2.79)

“ T

ˆ

B

BV

´

´
BF

BT

¯

V

˙

T

´ P Maxwell (2.80)

“ ´T

ˆ

B

BT

´

BF

BV

¯

T

˙

V

´ P (2.81)

“ T
´

BP

BT

¯

V
´ P Maxwell (2.82)

Damit ist die Wärmemenge vollständig durch T, V als unabhängige Variablen aus-
gedrückt:

ñ dQ “ CV dT ` T
´

BP

BT

¯

V
dV (2.83)

Mit Lemma b) Umschreiben 2. Term in experimentelle Größen:

´

BP

BT

¯

V
“ ´

1
´

BT
BV

¯

P

´

BV
BP

¯

T

“

´

BV
BT

¯

P

´

´

BV
BP

¯

T

“
α

κT
(2.84)

Umschreiben ii):

´

BE

BT

¯

P
` P

´

BV

BT

¯

P
“

´

BpE ` PV q

BT

¯

P
“

´

BH

BT

¯

P
“ CP (2.85)

Mit 1. HS:
´

BE

BP

¯

T
“ T

´

BS

BP

¯

T
loooomoooon

´P
´

BV

BP

¯

T
(2.86)

“ ´T

ˆ

B

BP

´

BG

BT

¯

P

˙

T

(2.87)

“ ´T
´

B

BT

´

BG

BP

¯

T

¯

P
(2.88)

“ ´T
´

BV

BT

¯

P
(2.89)

(2.90)
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ñ dQ “ ´T
´

BV

BT

¯

P
dP ` CPdT “ ´TV α dP ` CPdT (2.91)

Eine grundlegende Beziehung erhalten wir durch Gleichsetzen von iii) und ii):

CV dT `
αT

κT
dV “ ´TV α dP ` CPdT (2.92)

Wähle pP, V q als unabhängige Variablen

ñ dT “
´

BT

BP

¯

V
dP `

´

BT

BV

¯

P
dV (2.93)

0 “

„

pCV ´ CP q
´

BT

BP

¯

V
` TV α



dP `

„

pCV ´ CP q
´

BT

BV

¯

p
`
αT

κT



dV (2.94)

dP, dV unabhängig wählbar, ñ beide r s “ 0 damit Gleichung immer erfüllt ist

Rechte Klammer:

pCV ´ CP q
1

V α
`
αT

κT
“ 0 (2.95)

(2.96)

CP ´ CV “
α2TV

κT
(2.97)

Da κT ě 0 folgt:
ñ CP ą CV (2.98)
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2.7 Der 2. Hauptsatz, thermodynamische Formulierung

Betrachte Kreisprozesse, z. B. in Gas

1. HS : ∆E “

¿

dE “

¿

dQ`

¿

dW “ 0 (2.99)

Achtung: innere Energie auch für nicht-isolierte Systeme erhalten

Aber im Allgemeinen
ű

dQ ‰ 0,
ű

dW ‰ 0

ñ Es gibt kein Perpetuum Mobile der 1. Art (Energiegewinnung aus dem Nichts)

Nicht ausreichend zur Wirklichkeitsbeschreibung, denn:

a) kinetische Energie
Reibung
ÝÑ Wärme X

b)
((((

((((
(((

((((
(((

Wärme
Abkühlung
ÝÑ kinetische Energie

Mit a) und b) Perpetuum Mobile 2. Art:

Zyklisch arbeitende Maschine, die nichts anderes bewirkt, als bei einem Umlauf
Arbeit zu verrichten und einem einzigen Wärmereservoir Wärme zu entnehmen

Beispiel: Antrieb von Schiffen durch Ozeanwärme Ñ Ekin

2. Hauptsatz (Kelvin): Es gibt kein Perpetumm Mobile 2. Art
(nie widerlegte Erfahrungstatsache)

Alternative Formulierung: (Clausius)
Es gibt keine periodisch arbeitende Maschine, die lediglich einem kälteren Wärme-
bad Wärme entzieht und diese einem wärmeren Wärmebad zuführt

Def: Eine Wärmekraftmaschine ist ein thermodynamisches System, das einen Kreispro-
zess zwischen zwei Wärmebädern WBpT1q und WBpT2q mit T1 ą T2 durchläuft
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1) ∆Q1 ą 0 durch Kontakt mit WBpT1q (Maschine nimmt Wärme auf)

2) ∆W ă 0 (Maschine leistet mechanische Arbeit)

3) ∆Q2 ă 0 durch Kontakt mit WBpT2q (Maschine gibt Wärme ab)

Erlaubt, da thermischer Kontakt mit zwei Wärmebädern besteht!

1. HS verlangt: | ∆Q2 |ă| ∆Q1 |

Def. Wirkungsgrad:

η ”
geleistete Arbeit

zugeführte Wärme
“
´∆W

∆Q1
p∆W ă 0q (2.100)

Entropie und Wärme: dQ ď TdS, Gleichheitszeichen für reversible Prozesse

ñ dS “
1

T
loomoon

“p BS
BE
qV

dE `
P

T
loomoon

“´p BE
BV
qSp

BS
BE
qV “p

BS
BV
qE

dV totales Differenzial (2.101)

ñ
ű

dS “ 0 für reversible Kreisprozesse

ñ
ű dQrev

T “ 0 d. h. dQrev

T ist totales Differenzial!

1
T ist integrierender Faktor für dQrev

Im allgemeinen (d.h. nicht notwendig reversiblen) Kreisprozess nach Clausius
(Umlaufsinn!):

∆Q “ ∆E
loomoon

“0

´∆W ď 0 2. HS Clausius (2.102)

Clausius’sche Ungleichung:
¿

dQ

T
ď 0 (2.103)

Achtung: Entropie muss thermodynamisch per Definition immer aus reversiblem
Prozess berechnet werden!
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Beachte beliebigen Prozess Z im Zustandsraum, mit reversiblem Ersatzprozess R:

Für den Z ´R Kreisprozess gilt:

¿

dQ

T
“

ż

´R

dQ

T
`

ż

Z

dQ

T
ď 0 (2.104)

ñ

ż A2

A1
pZq

dQ

T
ď ´

ż A1

A2
p´Rq

dQ

T
“

ż A2

A1
pRq

dQ

T
(2.105)

SpA2q ´ SpA1q ě

ż

Z

dQ

T
(2.106)

Das Gleichheitszeichen gilt für reversiblen Prozess Z

ñ Mathematische Formulierung des 2. Hauptsatzes:

dS ě
dQ

T
(2.107)

Daraus folgt für isolierte Systeme: TdS ě 0

Die thermodynamische Formulierung des zweiten Hauptsatzes ist also mit der sta-
tistischen vollkommen äquivalent!

ñ Grundgleichung der Thermodynamik:

TdS ě dE ´ dW (2.108)
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2.8 Der Carnot-Prozess

Reversibler Kreisprozess, z.B. in einem Gas

1)-2) isotherme Expansion in Kontakt mit Wärmebad, T12 “ T1

∆Q12 ą 0, ∆W12 “ ´

ż V2

V1

dV P ă 0 (2.109)

2)-3) adiabatische Expansion

∆Q23 “ 0, ∆W23 “ ´

ż V3

V2

dV P ă 0, ∆T23 “ T2 ´ T1 ă 0 (2.110)

3)-4) isotherme Kompression in Kontakt mit Wärmebad, T34 “ T2

∆Q34 ă 0, ∆W34 “ ´

ż V4

V3

dV P ą 0 (2.111)

4)-1) adiabatische Kompression

∆Q41 “ 0, ∆W41 “ ´

ż V1

V4

dV P ą 0 (2.112)

Wärmebilanz: ∆Q “ ∆Q12 `∆Q34

Arbeitsbilanz: ∆W “ ∆W12 `∆W23 `∆W34 `∆W41

Energiebilanz: ∆E “ 0

Entropiebilanz: ∆S “ ∆S12 `∆S34 “ 0

ñ wg. T1 ą T2 ist |∆Q34| ă Q12 (mit ∆Qi “ T∆Si)

ñ Vom System verrichtete Arbeit: ´∆W “ ∆Q12 `∆Q34 ą 0

Wirkungsgrad:

ηC “
´∆W

∆Q12
“ 1`

∆Q34

∆Q12
“
T1 ´ T2

T1
ă 1 (2.113)

52



Schematisch: Umkehrung Durchlaufsinn:

∆Q12 ă 0, ∆Q34 ă 0, ´∆W ă 0

Technische Realisierung: Wärmepumpe, Kühlschrank

Folgerungen aus dem 2. HS:

1) Der Carnot Prozess hat den höchsten Wirkungsgrad von allen periodisch zwi-
schen zwei Wärmebädern arbeitenden Maschinen

2) ηC wird von allen reversibel arbeitenden Maschinen erreicht

Beweis:

Sei Ca eine Carnot-Maschine, Cb eine zweite Wärmekraftmaschine, nicht notwendig
reversibel, und ∆Qb2 “ ´∆Qa2 ă 0

ñ Kein Wärmetausch mit WBpT2q

Wärmetausch mit WB(T1q : ∆Q “ ∆Qb1 `∆Qa1

2. HS: ∆Q ď 0

(Falls ∆Q ą 0 würde lediglich Wärme aus WBpT1q entnommen und in Arbeit um-
gewandelt  )
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Für Cb gilt:

ηCb “
´∆Wb

∆Qb1
“

∆Qb1 `∆Qb2
∆Qb1

“ 1`
∆Qb2
∆Qb1

(2.114)

ñ ∆Qb1 “
∆Qb2
ηCb ´ 1

(2.115)

Für Ca gilt:

ηCa “
´p´∆Waq

´∆Qa1
“
´p∆Qa1 `∆Qa2q

´∆Qa1
“ 1`

∆Qa2

∆Qa1
(2.116)

ñ ∆Qa1 “
∆Qa2

pηCa ´ 1q
(2.117)

Damit ist für den gesamten Wärmetausch:

∆Q “ ∆Qa1 `∆Qb1 “ ∆Qa2

ˆ

1

ηCa ´ 1
´

1

ηCb ´ 1

˙

ď 0 (2.118)

Wegen ∆Qa2 ą 0 ist p. . .q ď 0

ñ ηCb ď ηCa X (2.119)
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2.9 Die absolute Temperaturskala

Festlegung der Temperaturskala durch thermische Eigenschaften von Körpern, z. B.
ideales Gas:

PV “ NT (2.120)

Problem niedrige T : Gas nicht ideal, Quanteneffekte;
ñ benötige andere Zustandsgleichung

ñ Suche absolute (stoffunabhängige) T -Skala

Aussagen über Carnot-Prozess stoffunabhängig!

Für diesen gilt
T2

T1
“ 1´ ηC (2.121)

Wegen 0 ď η ď 1 ist T ą 0 für jedes Wärmebad

Betrachte eine Serie von Carnot-Prozessen zwischen Wärmebädern mit abnehmen-
der Temperatur: Tn`2 ą Tn`1 ą Tn ą . . .

Kein Wärmetausch bei den Wärmebädern, jeder Prozess verrichtet Arbeit ∆W

|∆Qn`1| ´ |∆Qn| “ |∆W | (2.122)

Nun ist

|∆Qn|

|∆Qn`1|
“

Tn��
�|∆Sn|

Tn`1��
���|∆Sn`1|

(2.123)

Tn
|∆Qn|

“
Tn`1

|∆Qn`1|
” x (2.124)
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mit x unabhängig von n. Damit ist auch die Temperaturdifferenz

Tn`1 ´ Tn “ Tn`1ηCn “ x|∆W | (2.125)

unabhängig von n, d.h. äquidistant zwischen allen Wärmebädern

Die Wahl x|∆W | “ 1 Joule ergibt die absolute Temperaturskala in SI Einheiten

Bemerkungen:

• Definition unabhängig von Substanzeigenschaften; bestimmt durch 2.HS

• T “ 0 ist untere Schranke; kein Carnot-Prozess kann damit operieren, existiert
nur als Limes

• Absolute T -Skala ist mit derjenigen des idealen Gases identisch
(betreibe Carnot-Prozesse mit idealem Gas)
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2.10 Thermodynamische Ungleichungen

Betrachte abgeschlossenes System + Untersystem

Vollständiges Gleichgewicht: Für Untersysteme sind S maximal, F,G minimal bei
festen natürlichen Variablen (siehe 2.5)

GpT0, P0q “ E ´ T0S ` P0V

Betrachte kleine Abweichung vom Gleichgewicht mit P0, T0 fest: δE, δV, δS;
wähle δV, δS als unabhängige Variablen

ñ δG “ δEpV, Sq ´ T0δS ` P0δV (2.126)

δEpV, Sq “

T0
hkkkikkkj

´

BE

BS

¯

V
δS `

´P0
hkkkikkkj

´

BE

BV

¯

S
δV `

1

2

´

B2E

BS2
δS2 ` 2

B2E

BSBV
δSδV `

B2E

BV 2
δV 2

¯

` . . .

ñ δG “
1

2

´

B2E

BS2
δS2 ` 2

B2E

BSBV
δSδV `

B2E

BV 2
δV 2

¯

` . . . (2.127)

Bedingungen für Minimum von G: Hesse-Matrix positiv definit, benutze Hauptmi-
norenkriterium

BG
BS “

BG
BV “ 0 X (2.128)

a) B2E
BS2

B2E
BV 2 ´

´

B2E
BSBV

¯2
ą 0 (2.129)

b)
´

B2E
BS2

¯

V
“

´

BT
BS

¯

V
“ T

CV
ą 0 (2.130)

b) ñ CV ą 0 (2.131)

Der Ausdruck a) entspricht einer Funktionaldeterminante

a) “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pB
2E
BS2 q p B

2E
BV BS q

p B
2E

BSBV q p B
2E
BV 2 q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pBT
BS qV p BT

BV qS

´pBP
BS qV ´p BP

BV qS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
BpT,´P q

BpS, V q
(2.132)
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Einschub: Eigenschaften der Funktionaldeterminante

Gegeben seien zwei Funktionen der gleichen Variablenpaare upx, yq, vpx, yq

Bpu, vq

Bpx, yq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bu
Bx

Bu
By

Bv
Bx

Bv
By

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(2.133)

a)
Bpv, uq

Bpx, yq
“ ´

Bpu, vq

Bpx, yq
(2.134)

b)
Bpu, yq

Bpx, yq
“

´

Bu

Bx

¯

y
(2.135)

c)
Bpu, vq

Bpx, yq
“

Bpu, vq

Bpt, sq

Bpt, sq

Bpx, yq
(2.136)

Dies vereinfacht den Variablenwechsel (vgl. Jacobi-Determinante bei Integralen)

Hier: Wechsel von S, V auf T, V :

a) “
BpT,´P q

BpS, V q
“
BpT,´P q

BpT, V q

BpT, V q

BpS, V q
“ ´

´

BP

BV

¯

T

´

BT

BS

¯

V
ą 0 (2.137)

Zusammen mit dem vorigen Ergebnis folgt daraus:

ñ

´

BP

BV

¯

T
ă 0 (2.138)

Vergrößerung des Volumens bei fester Temperatur ñ Abnahme des Drucks

Zustände, die diese Ungleichungen verletzen, sind instabil
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2.11 Das Nernst’sche Theorem, 3. Hauptsatz

CV “
´

BS

BT

¯

V
T “

´

BE

BT

¯

V
ą 0 (2.139)

ñ E ist monoton wachsende Funktion von T

Betrachte T Ñ 0: Am absoluten Nullpunkt muss sich ein System im Zustand der
kleinstmöglichen Energie befinden, ebenso jeder Teil des Systems

Niedrigster Quantenzustand = Grundzustand

ñ Statistische Gewichte Untersysteme: Für nichtentarteten Grundzustand ∆Γa “ 1

∆Γ “ Πa∆Γa “ 1 ñ S “ ln ∆Γ “ 0 (2.140)

Die Entropie jedes Systems verschwindet am absoluten Nullpunkt der Temperatur

Beachte: Nur in der Quantenstatistik formulierbar, rein klassisch sind nur Entro-
piedifferenzen definiert!

Konsequenzen:

CV,P “ T
´

BS

BT

¯

V,P
“

´

BS

B lnT

¯

V,P
Ñ 0 für T Ñ 0 (2.141)

α “
1

V

´

BV

BT

¯

P
looomooon

Ñ 0 für T Ñ 0 (2.142)

“
B2G

BTBP
“

B2G

BPBT
“ ´

´

BS

BP

¯

T
(2.143)

´

BP

BT

¯

V
“ ´

B2F

BTBV
“ ´

B2F

BV BT
“

´

BS

BV

¯

T
Ñ 0 für T Ñ 0 (2.144)

Beachte:

κT “ ´
1

V

´

BV

BP

¯

T
‰ 0 für T “ 0 im Allgemeinen (2.145)

Falls CV,P eines Systems für alle T bekannt ist, folgt die Entropie durch Integration
entlang eines Pfades mit entspechend konstantem V, P :

ñ S “

ż T

0
dT

CV
T
, S “

ż T

0
dT

CP
T

(2.146)

V “ konst P “ konst

Bemerkung: Für Entartungsgrad g des Grundzustands ist ∆Γ “ g, S “ ln g;
Entartung meist durch Symmetrie, man erwartet spontane Brechung solcher Sym-
metrien bei tiefen Temperaturen;
theoretisch nicht streng beweisbar, 3.HS experimentell in allen Fällen bestätigt
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Kühlung durch Linde-Prozess:46 CHAPTER 4. ENTROPY AND THE SECOND LAW OF THERMODYNAMICS

Using a gas as a working substance, cooling is achieved by the Linde method through a
sequence isothermal and adiabatic transformations.

A! B isothermal compression

Work is performed on the gas and an amount of heat Q1 < 0 is transferred from
the substance to be cooled (characterized by a low temperature T1), to the reservoir
(having a higher temperature) in a reversible process. The entropy of the substance
being cooled diminishes consequently by

�S1 =
Q1

T1

.

B ! C adiabatic expansion

The gas cools by performing work. The entropy remains however with �Q = 0
constant.

Note that all entropy curves converge to S(T ! 0) ! 0. The process becomes hence
progressively ine↵ective and an infinite number of Linde iterations would be needed to
reach the limit T ! 0.

AÑ B: Isotherme Kompression bei T1

Arbeit wird am Gas verrichtet, Q1 ă 0,∆S1 “ Q1{T1 ă 0

B Ñ C: Adiabatische Expansion

Gas verrichtet Arbeit und kühlt ab, kein Wärmetausch, ∆S “ 0

46 CHAPTER 4. ENTROPY AND THE SECOND LAW OF THERMODYNAMICS

Using a gas as a working substance, cooling is achieved by the Linde method through a
sequence isothermal and adiabatic transformations.

A! B isothermal compression

Work is performed on the gas and an amount of heat Q1 < 0 is transferred from
the substance to be cooled (characterized by a low temperature T1), to the reservoir
(having a higher temperature) in a reversible process. The entropy of the substance
being cooled diminishes consequently by

�S1 =
Q1

T1

.

B ! C adiabatic expansion

The gas cools by performing work. The entropy remains however with �Q = 0
constant.

Note that all entropy curves converge to S(T ! 0) ! 0. The process becomes hence
progressively ine↵ective and an infinite number of Linde iterations would be needed to
reach the limit T ! 0.

Beachte: Die Einhüllenden der Entropie konvergieren gegen Null und gegeneinander

ñ T “ 0 kann nie erreicht werden, unendlich viele Schritte notwendig!
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2.12 Abhängigkeit von der Teilchenzahl

E,S, F,H,G additiv/extensiv, T, P intensiv

Annahme (o.B.d.A): System besteht nur aus einer Teilchensorte

Additivität: bei Änderung der Materiemenge (Teilchenzahl N) um einen Faktor
α ändert sich eine additive Größe um denselben Faktor
ñ homogene Funktionen ersten Grades bezüglich der additiven Variablen

Bsp: E “ EpS, V q; E additiv, S, V additiv

ñ EpS, V q “ α f
´S

α
,
V

α

¯

(2.147)

Für V “ αV
1

ist S “ αS
1

und E “ αE
1

Sei α “ N
N 1

, mit N
1

als fester Bezugsgröße, N
1

“ 1

ñ EpS, V,Nq “ Nfp SN ,
V
N q

Alternative Form: EpαS, αV q “ αEpS, V q

Analog (mit jeweils einer anderen Funktion f):

freie Energie: F pN,V, T q “ Nfp
V

N
, T q (2.148)

Enthalpie: HpN,S, P q “ Nfp
S

N
,P q (2.149)

freie Enthalpie: GpN,P, T q “ NfpP, T q (2.150)

Bisher: N war Parameter mit festem Wert für abgeschlossenes System, ähnlich V

Jetzt: N formal unabhängige Variable (vgl. äußere Bedingungen):

ñ dE “ TdS ´ PdV ` µdN (2.151)

Def.:

µ ”
´

BE

BN

¯

S,V
chemisches Potenzial (2.152)

Entsprechend:

dH “ TdS ` V dP ` µdN (2.153)

dF “ ´SdT ´ PdV ` µdN (2.154)

dG “ ´SdT ` V dP ` µdN (2.155)
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Dann gilt auch:

ñ µ “
´

BH

BN

¯

S,P
“

´

BF

BN

¯

T,V
“

´

BG

BN

¯

P,T
(2.156)

Physikalische Bedeutung von µ aus (2.150) :

µ “
´

BG

BN

¯

P,T
“ fpP, T q “

G

N
(2.157)

Das chemische Potenzial entspricht der freien Enthalpie pro Teilchenñ als Funktion
von P, T unabhängig von N

ñ dµ “ ´sdT ` vdP, s “
S

N
, v “

V

N
(2.158)

Bisher in Thermodynamik: Feste Stoffmenge pNq, variables V pP, T q

Jetzt umgekehrt: festes V , NpP, T q variabel

ñ dF “ ´SdT ´ PdV ` µdN (2.159)

Thermodynamisches Potenzial mit unabhängiger Variable µ :

dpµNq “ µdN `Ndµ (2.160)

ñ dpF ´ µNq “ ´SdT ´ PdV ´Ndµ (2.161)

Def:

Ω ” F ´ µN “ F ´G “ E ´ TS ´ pE ` PV ´ TSq “ ´PV (2.162)

ñ ΩpV, T, µq, dΩ “ ´SdT ´Ndµ´ PdV (2.163)

ñ N “ ´

´

BΩ

Bµ

¯

T,V
“ V

´

BP

Bµ

¯

T,V
(2.164)

N entspricht jetzt der mittleren Teilchenzahl in V bei T , gemittelte Größe!

S “ ´
´

BΩ

BT

¯

T,µ
, P “ ´

´

BΩ

BV

¯

T,µ
(2.165)

Für irreversible Prozesse:

dQ ă TdS (2.166)

ñ dE ` PdV ´ µdN ă TdS (2.167)

dE ` PdV ´ µdN ´ TdS ă 0 (2.168)

Prozesse mit T, V, µ konst:

dpE ´ TS ´ µNq “ dpF ´ µNq “ dΩ ă 0 (2.169)

Das thermodynamische Potenzial Ω ist im Gleichgewicht bezüglich Zustandsände-
rungen mit festem T, V, µ minimal
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2.13 Lösungskonzept Statistische Physik, mikrokanonisch

• Formulierung Hamilton-Funktion Hpp, q;V q (oder Hamilton-Operator)
durch Angabe der mikroskopischen Wechselwirkungen

• Bestimmung Phasenraumvolumina ΓpE, V,Nq,∆ΓpE, V,Nq

• Bestimmung der Entropie SpE, V,Nq und der Energie EpS, V,Nq

• Festlegung der Temperatur T , des Drucks P und des chemischen Potenzials µ

• Übrige thermodynamische Potenziale durch Legendre-Transformation
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3 Kanonisches und Großkanonisches Ensemble

3.1 Die Gibbs’sche oder kanonische Verteilung

Aufgabe:
Finde die Verteilungsfunktion für einen beliebigen makroskopischen Körper, der ein
Untersystem ist (Anwendungen: System im Wärmebad)

Betrachte abgeschlossenes System mit E0, T0

Untersystem von Interesse: E, T, V,N

E`E
1

“ E0, T0 “ T
1

“ T, V,N fest

Gesamtsystem: QM Mikrokanonisches Ensemble

dw “ C ¨ δpE ` E
1

´ E0qdΓdΓ
1

ñ rCs “ E (3.1)

Gesucht:
Wahrscheinlichkeit wn, das Untersystem im Quantenzustand mit En zu finden
ñ E Ñ En, dΓ Ñ 1

wn “ C

ż

dΓ
1

δpEn ` E
1

´ E0q (3.2)

Γ1pE1q: Anzahl Zustände mit Energie ď E1; vgl. Abschnitte 1.11,1.13:

dΓ
1

pE
1

q

dE 1
“

loomoon

th.d.Limes

∆ΓpE
1

q

∆E 1pE 1q
“

eS
1pE1q

∆E1pE1q
(3.3)

ñ wn “ C

ż

dE
1 eS

1pE1q

∆E 1pE 1q
δpE

1

` En ´ E0q (3.4)

“ C
eS
1
pE
1
q

∆E 1pE 1q

ˇ

ˇ

ˇ

E1“E0´En
(3.5)

Sei betrachtetes Untersystem klein im Vergleich zum Medium, d.h. En ! E0;
Schreibe alle Energien in Einheiten von E0, entwickeln

∆E1pE0 ´ Enq

E0
“

∆E1pE0q

E0
´
En
E0

d∆E1

dE1
pE0q ` . . . (3.6)

S1pE0 ´ Enq “ S1pE0q ´
En
E0

E0
dS1

dE1
loomoon

“1{T

pE0q ` . . . (3.7)
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ñ wn “
C

E0

exp
”

S1pE0q ´
E0
T
En
E0
`O

´

pEn{E0q
2
¯ı

∆E1pE0q

E0
´ d∆E1

dE1 pE0q
En
E0
`O

´

pEn{E0q
2
¯

“
C

E0

E0

∆E1pE0q
eS
1pE0qe´

En
T

”

1`
E0

∆E 1pE0q

En
E0

d∆E
1

dE
pE0q `O

´

pEn{E0q
2
¯ı

Ñ konst.ˆ e´
En
T (3.8)

im thermodynamischen Limes En
E0
Ñ 0 (d.h. Wärmebad unendlich groß)

ñ Kanonische Verteilung für System mit festem V,N im Wärmebad mit T :

wn “
1

Z
e´

En
T (3.9)

Normierungskonstante:

ÿ

n

wn “ 1 (3.10)

ñ Z “

8
ÿ

n“0

e´En{T “ ZpT, V,Nq (3.11)

heißt Zustandssumme der kanonischen Verteilung;
(beachte: V beeinflusst die Anzahl der Zustände)

Berechnung Mittelwerte:

xfy “
ÿ

n

wnfnn “

ř

n fnne
´En{T

ř

n e
´En{T

(3.12)

fnn: Diagonale Matrixelemente in Energiebasis t| ψnyu

ñ xfy “

ř

nxψn | f̂ | ψnye
´En{T

ř

n e
´En{T xψn | ψny

(3.13)

“

ř

nxψn | f̂ e
´En{T | ψny

ř

nxψn | e
´En{T | ψny

(3.14)

“

ř

nxψn | f̂ e
´Ĥ{T | ψny

ř

nxψn | e
´Ĥ{T | ψny

“ Trpρ̂f̂q (3.15)

mit dem statistischen Operator:

ρ̂ “
e´

Ĥ
T

Trpe´
Ĥ
T q

(3.16)
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Beachte: der Mittelwert ist damit basisunabhängig!

Innere Energie:

E des Untersystems nicht fest, sondern Mittelwert

E “ xĤy “ Trpρ̂Ĥq “

ř

nEne
´En{T

ř

n e
´En{T

(3.17)

“

´ d
d 1
T

ř

n e
´En{T

ř

n e
´En{T

mit d
1

T
“ ´

1

T 2
dT (3.18)

“
T 2 B

BT Z

Z
“ T 2 B

BT
lnZ (3.19)

Entropie:

Aus Abschnitt 1.11:

S “ ´Trpρ̂ ln ρ̂q “ ´xln ρ̂y (3.20)

“ ´xln e´Ĥ{T y ` xlnZy “
xĤy

T
` lnZ (3.21)

“
T�2

�T

B

BT
lnZ ` lnZ (3.22)

ñ S “
B

BT
pT lnZq (3.23)

Freie Energie:

S “
xĤy

T
` lnZ (3.24)

´ lnZ “
E

T
´ S (3.25)

ñ F “ ´T lnZ (3.26)

ñ Bei bekanntem ZpV, T,Nq lassen sich alle thermodynamischen Potenziale daraus
berechnen!

Dazu nötig: Spektrum tEnu des betrachteten Systems
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Klassische Statistik, zunächst naive Behandlung:

Analoge Schritte wie in der QM führen auf

ρpp, qq “
1

Z
e´

Hpp,qq
T (3.27)

Normierung:
ż

dqdp ρpp, qq “
1

Z

ż

dqdp e´
Hpp,qq
T “ 1 (3.28)

Zustandssumme:

Z “

ż

dqdp e´
Hpp,qq
T (3.29)

In der QM ist die Zustandssumme dimensionslos, hier dimpZq “ (Wirkung)s

Klassische Entropie nach Abschnitt 1.12:

S “ ´xlnrp2π~qsρsy (3.30)

“ ´

ż

dpdq ρ lnrp2π~qsρs (3.31)

“ ´

ż

dpdq ρ ln ρ´ s lnp2π~q (3.32)

erster Term “ ´

ż

dpdq
e´

Hpp,qq
T

Z

´

´
Hpp, qq

T
´ lnZ

¯

(3.33)

“ T
B

BT
lnZ ` lnZ (3.34)

“
B

BT
T lnZ (3.35)

Damit insgesamt zwei Terme, im Gegensatz zur QM:

S “
B

BT
T lnZ ´ s lnp2π~q (3.36)

Bemerkungen:

• In der Praxis auch gemischte Anwendung von klass. u. Quantenstatistik z. B.
Gas aus Molekülen
Translation quasiklassisch, Molekülschwingungen quantenmechanisch

En “ Enpp, qq, dwnpp, qq “ Ae´
Enpp,qq

T dpdq (3.37)

• mikrokanonisch: (idealisiert) abgeschlossenes System, E, V fest

• kanonisch: System im Wärmebad, E fluktuiert, V, T fest

Im thermodynamischen Limes ist der Unterschied bei der Behandlung eines
Untersystems vernachlässigbar ñ Dann sind beide äquivalent!
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3.2 Die Maxwell-Verteilung in der klassischen Statistik

In kartesischen Koordinaten, Aufspaltung der Energie

Hpp, qq “ Kppq
loomoon

kinetisch

` V pqq
loomoon

Potenzial

dw “ ρpp, qq dqdp (3.38)

“
1

Z
e´

Hpp,qq
T dqdp (3.39)

“
1

Z
e´

Kppq
T dp e´

V pqq
T dq (3.40)

“ dwqdwp (3.41)

Mit

dwq “
1

Zq
e´

V pqq
T dq, Zq “

ż

dq e´
V pqq
T (3.42)

dwp “
1

Zp
e´

Kppq
T dp, Zp “

ż

dp e´
Kppq
T (3.43)

Verteilung der Koordinaten und Impulse vollständig unabhängig!

Weitere Faktorisierung: für N Teilchen der Masse m

Kppq “
~p2
p1q

2m
`
~p2
p2q

2m
` . . .

~p2
pNq

2m
(3.44)

ñ dwp “

N
ź

i“1

dw
piq
~p (3.45)

dw
piq
~p “

1

Z
piq
p

e´
~p2
piq

2mT d3ppiq (3.46)

“
1

Z
piq
p

exp
”

´
1

2mT
pp2
piqx ` p

2
piqy ` p

2
piqzq

ı

dppiqxdppiqydppiqz (3.47)

pZpiqp q
1{3 “

ż

dppiqxe
´
p2
piqx

2mT “ pπ2mT q1{2 (3.48)

mit

ż 8

´8

dxe´αx
2
“

c

π

α
(3.49)

ñ dw
piq
~p “

1

p2πmT q3{2
e´

~p2
piq

2mT d3ppiq (3.50)
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Mit ~p “ m~v (ohne Teilchenindex):

dw~v “
´ m

2πT

¯3{2
e´

m~v2

2T d3v (3.51)

Maxwell-Verteilung für Teilchengeschwindigkeiten, faktorisiert in Verteilungen für
Komponenten

Kugelkoordinaten:

dw~v “

´ m

2πT

¯3{2
e´

m~v2

2T v2 sin ΘdvdϕdΘ (3.52)

dwv “ 4π
´ m

2πT

¯3{2
e´

mv2

2T v2dv (3.53)

Verteilung für Beträge der Geschwindigkeiten

Bemerkung:

- gilt auch bei Translationsbewegung von Molekülgasen

- gilt auch für Brown’sche Bewegung von Teilchen in einer Suspension

Anwendung:

Mittelwert kinetische Energie eines Atoms

xv2
xy “

´ m

2πT

¯1{2
ż 8

´8

dvx v
2
x e

´
mv2

x
2T (3.54)

Integrale:

In “

ż 8

0
dx e´αx

2
xn (3.55)

n “ 2r, r ą 0 : I2r “
p2r ´ 1q!!

2r`1

c

π

α2r`1
(3.56)

p2r ´ 1q!! “ 1 ¨ 3 ¨ 5 . . . p2r ´ 1q (3.57)

n “ 0 : I0 “
1

2

c

π

α
(3.58)

n “ 2r ` 1 : I2r`1 “
r!

2αr`1
(3.59)
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Damit:

xv2
xy “

´ m

2πT

¯1{2 1

4

´πp2T q3

m3

¯1{2
¨ 2
loomoon

ş8

´8

(3.60)

“
T

m
(3.61)

ñ x
m~v2

2
y “

m

2
xv2
x ` v

2
y ` v

2
zy (3.62)

“
3T

2
(3.63)

Äquipartitionstheorem:

In der klassischen Statistik ist die mittlere kinetische Energie jedes Teilchens ei-
nes Systems 3

2T , die mittlere kinetische Energie aller Teilchen 3
2NT

Bei Messung von T in Kelvin: 3
2kBT,

3
2NkBT
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3.3 Die Zustandsgleichung des idealen Gases

Die Zustandsgleichung stellt eine Beziehung zwischen den thermodynamischen Größen
eines Systems her

Ideales Gas phänomenologisch/experimentell: ein hinreichend verdünntes (für ideal)
und warmes (für klassisches Verhalten) Gas erfüllt

PV

N
“ konst. (3.64)

Jetzt mikroskopische Herleitung: betrachte Gas aus klassischen, nicht-wechselwirkenden

Teilchen mit Ekin “
p2

2m

ñ aus Maxwellverteilung folgt E “ 3
2NT

Z “

ż

dpdq e´
Hpp,qq
T “

ż

dpdq e´
řN
i“1

p2
piq

2mT (3.65)

“ Zp

ż

dq “ p2πTmq
3N
2 V N (3.66)

ñ S “
B

BT
T lnZ ´ s lnp2π~q, s “ 3N (3.67)

“
B

BT
T lnrp2πTmq

3N
2 V N s ´ s lnp2π~q (3.68)

“ lnr. . .s ` T
3N
2 T

3N
2
´1p2πmq

3N
2 V N

rp2πTmq
3N
2 V N s

´ s lnp2π~q (3.69)

“ lnrp2πTmq
3N
2 V N s `

3N

2
´ s lnp2π~q (3.70)

“ N lnrp2πTmq
3
2V s `

3N

2
´N lnp2π~q3 (3.71)

“ N ln
”´ Tm

2π~2

¯3{2
V
ı

`
3N

2
“ SpN,V, T q (3.72)

Mit T “ 2E
3N

S “ N ln
”´ Em

3π~2N

¯3{2
V
ı

`
3N

2
“ SpE, V,Nq (3.73)

1. HS. für festes N : dE “ TdS ´ PdV

ñ
P

T
“

´

BS

BV

¯

E
“
N

V
(3.74)

PV “ NT (3.75)
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3.4 Das Gibbs-Paradox der klassischen Statistik

Berechnung der Mischungsentropie von Gasen

a) V1, N1 V2, N2

Behälter mit Trennwand, zwei Gase mit N1, N2 Teilchen, T1 “ T2 “ T, P1 “ P2 “ P

ñ Sa “ S1 ` S2 (3.76)

“ N1 ln
”´Tm1

2π~2

¯
3
2
V1

ı

`
3N1

2
`N2 ln

”´Tm2

2π~2

¯
3
2
V2

ı

`
3N2

2
(3.77)

b) V1 ` V2, N1 `N2 Gemisch im Gleichgewicht

Sb “ S1 ` S2 (3.78)

“ N1 ln
”´Tm1

2π~2

¯
3
2
pV1 ` V2q

ı

`
3N1

2

` N2 ln
”´Tm2

2π~2

¯
3
2
pV1 ` V2q

ı

`
3N2

2
(3.79)

Mischungsentropie

∆S “ Sb ´ Sa “ N1 ln
V1 ` V2

V1
`N2 ln

V1 ` V2

V2
(3.80)

Experiment mit 2 verschiedenen Gasen: ∆SX

Experiment mit nur einem Gas: ∆S “ 0, Widerspruch!

Schlimmer: theoretische Vorhersage hängt von der Vorgeschichte ab (d.h. von der
Anzahl der Untersysteme), Widerspruch!

Auflösung: korrekte Boltzmann-Zählung

Betrachte naive Zustandssumme: Z “
ş

dqdp e´Hpp,qq{T

Zustände, die sich nur durch Vertauschung zweier gleicher Teilchen unterscheiden:

~π1 “ p~q1 . . . ~qi . . . ~qj . . . ~qN , ~p1 . . . ~pi . . . ~pj . . . ~pN q (3.81)

~π2 “ p~q1 . . . ~qj . . . ~qi . . . ~qN , ~p1 . . . ~pj . . . ~pi . . . ~pN q (3.82)

Hp~π1q “ Hp~π2q, beide tragen zu Z bei

~π1, ~π2 entsprechen unterschiedlichen Trajektorien
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QM : ~π1, ~π2 nicht unterscheidbar (es gibt keine Teilchentrajektorien!),
gleiche Energie En

ñ entsprechen ein und demselben Quantenzustand Ĥ | ψny “ En | ψny

Zustandssumme: Z “
ř

n e
´En{T

Jedes n wird nur einmal gezählt

ñ Korrekte Boltzmannn-Zählung in der klassischen Statistik

Im Zustandsintegral ist nicht über solche Mikrozustände zu integrieren, die sich
nur durch Permutationen gleicher Teilchen unterscheiden!

ñ Z “

ż 1

dqdp e´Hpp,qq{T (3.83)

ş1

dq : weglassen von Permutationen

oder:
ż 1

dq e´Hpp,qq{T “
1

N !

ż

dq e´Hpp,qq{T (3.84)

Erinnerung Abschnitt 1.12, klassische Entropie:

Impulszustände in Phasenraumzelle quasiklassisch: ∆Γ “ ∆p∆q
p2π~qs , dimensionslos

Übertrage die Abzählung der Phasenraumzustände in die Zustandssumme

ñ Z “

ż

dΓ e´Hpp,qq{T “
1

N !

ż

dqdp

p2π~qs
e´

Hpp,qq
T (3.85)

dimensionslos, wie in QM!

ρpp, qq “ 1
Z e
´
Hpp,qq
T dimensionslos

ñ S “ ln ∆Γ “ ´xln ρy “ ´
1

N !

ż

dqdp

p2π~qs
ρ ln ρ (3.86)

Damit ist S “ B
BT T lnZ wie in QM!
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Anwendung ideales Gas:

Z “
1

N !

ż

dqdp

p2π~qs
e´

řN
i“1

p2
piq

2mT (3.87)

“

´ 2πTm

p2π~q2
¯

3N
2 V N

N !
“

´ Tm

2π~2

¯
3N
2 V N

N !
(3.88)

S “ ln
”´ Tm

2π~2

¯
3N
2 V N

N !

ı

`
3N

2
(3.89)

Stirling Formel: ln 1
N ! » ´N lnN `N

ñ S “ N ln
”´ Tm

2π~2

¯3{2 V

N

ı

`
5N

2
(3.90)

S “ N ln
”´ Em

3π~2N

¯3{2 V

N

ı

`
5N

2
(3.91)

Sackur-Tetrode Gleichung

Damit Mischungsentropie für gleiche Gase:

∆S “ N1 ln
V1 ` V2

N1 `N2

N1

V1
`N2 ln

V1 ` V2

N1 `N2

N2

V2
(3.92)

Für gleiche Gase ist

N1

V1
“
N2

V2
“
N1 `N2

V1 ` V2
ñ ∆S “ 0 X (3.93)

Unterschiedliche Gase:

∆S “ N1 ln
V1 ` V2

��N1

��N1

V1
`N2 ln

V1 ` V2

��N2

��N2

V2
“ ∆Snaiv X (3.94)

Bemerkungen:

• Korrektur von S ist T , V unabhängig ñ ideale Gasgleichung bleibt gleich

• Die korrigierte klass. Verteilungsfunktion kann als Grenzfall aus der QM her-
geleitet werden

• Ununterscheidbarkeit von q.m. Teilchen: Mehrteilchensysteme, Pauliprinzip,
Symmetrie der Wellenfunktion unter Teilchenvertauschung
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3.5 Kanonisches Ensemble der klassischen Statistik

Basiert auf:

• q.m. Zählung von Impulsmoden, vgl. 1.11

• Ununterscheidbarkeit gleichartiger Teilchen

Beides quantenmechanische Konzepte!

Verteilungsfunktion: ρpp, qq “ 1
Z e
´
Hpp,qq
T

Zustandssumme: ZpV, T,Nq “ 1
N !

ş dqdp
p2π~qs e

´
Hpp,qq
T

Damit sind alle Zusammenhänge zwischen Z und den thermodynamischen Größen
wie in der QM

E “ xHpp, qqy “ T 2 B

BT
lnZ (3.95)

S “
B

BT
pT lnZq (3.96)

F “ ´T lnZ (3.97)

Beachte: Die korrigierte Definition des Phasenraumvolumens

dΓ “
1

N !

dqdp

p2π~qs
(3.98)

ist völlig analog auf die Phasenraumintegrale im klassischen mikrokanonischen En-
semble zu übertragen!
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3.6 Das großkanonische Ensemble

Bei Betrachtung von Untersystemen i. a. Austausch von Teilchen mit der Umgebung

Bisher N -Abhängigkeit rein thermodynamisch

Jetzt: ñ Verallgemeinerte Verteilungsfunktion von En, N

ñ Energieniveaus En der reinen Zustände hängen von N ab ñ EnpNq

Herleitung wie in 3.1
Untersystem von Interesse. E,N, V, T

loomoon

fest

Wahrscheinlichkeit für Zustand n mit N Teilchen
(∆E

1

« const., vgl. Abschnitt 3.1)

wnN “ const. eS
1
pE0´EnpNq,N0´Nq (3.99)

mit dS “ dE
T ` P

T dV ´
µ
T dN und T “ T 1 “ T0, µ “ µ1 “ µ0 im Gleichgewicht

S
1

pE0´EnpNq, N0´Nq “ S
1

pE0, N0q´
BS

1

BE 1
loomoon

1
T

ˇ

ˇ

ˇ

E0

EnpNq`
BS

1

BN 1
loomoon

µ
T

ˇ

ˇ

ˇ

N0

N`. . . (3.100)

ñ Großkanonische Verteilung

wnN “
1

Z
exp

´µN

T
´
EnpNq

T

¯

(3.101)

Normierungsbedingung:

ÿ

N

ÿ

n

wnN “
1

Z

ÿ

N

´

e
µN
T

ÿ

n

e´
EnpNq
T

¯

“ 1 (3.102)
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ñ Großkanonische Zustandssumme:

Z “
ÿ

N

´

e
µN
T

ÿ

n

e´
EnpNq
T

¯

“ ZpT, V, µq (3.103)

Mittelwerte:

xfy “
ÿ

N

ÿ

n

wnNfnnpNq (3.104)

“

ř

N

ř

nxψnpNq | f̂ | ψnpNqye
pµN´EnpNqq{T

ř

N

ř

n e
pµN´EnpNqq{T xψnpNq | ψnpNqy

(3.105)

| ψnpNqy: Gemeinsame Eigenzustände zu Ĥ und Teilchenzahloperator N̂ , rĤ, N̂ s “ 0

Ĥ | ψnpNqy “ EnpNq | ψnpNqy (3.106)

N̂ | ψnpNqy “ N | ψnpNqy (3.107)

Mittelwerte:

xfy “

ř

n,NxψnpNq | f̂ e
pµN̂´Ĥq{T | ψnpNqy

ř

n,NxψnpNq | e
pµN̂´Ĥq{T | ψnpNqy

“ Trpρ̂f̂q (3.108)

Statistischer Operator:

ρ̂ “
epµN̂´Hq{T

Tr epµN̂´Ĥq{T
“
epµN̂´Ĥq{T

Z
(3.109)

Zustandssumme:
Z “ Tr epµN̂´ĤqT (3.110)

Beachte: Spur ist über beide Indizes n,N zu nehmen

Innere Energie:

E “ xĤy “ TrpĤρ̂q (3.111)

“ ´

B

Bp 1
T
q
Tr epµN̂´Ĥq{T

Tr epµN̂´Ĥq{T
` µ xN̂y

loomoon

”N

(3.112)

“ T 2 B

BT
lnZ ` µN (3.113)
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Entropie:

S “ ´Trpρ̂ ln ρ̂q “ ´xln ρ̂y (3.114)

“ ´
1

T

´

µxN̂y ´ xĤy
¯

` lnZ (3.115)

“ `T
B

BT
lnZ ` lnZ “

B

BT
T lnZ (3.116)

(3.117)

ñ TS “ E ´ µN ` T lnZ

ñ E ´ TS ´ µN “ ´T lnZ “ F ´ µN “ Ω

Thermodynamisches Potenzial:

Ω “ ´T lnZ (3.118)

Mittlere Teilchenzahl:

N “ xN̂y “
Trpρ̂N̂q

Tr epµN̂´Ĥq{T
“ T

B

Bµ
lnZ (3.119)

Druck:

P “ ´
´

BE

BV

¯

T,µ
“ ´

B

BV
xĤy “ ´

´

BΩ

BV

¯

T,µ
“ `T

B

BV
lnZ (3.120)

Klassische Statistik:

ρpp, qq “
epµN´Hpp,qqq{T

Z
, Z “

8
ÿ

N“0

1

N !

ż

dqdp

p2π~qs
e´pHpp,qq´µNq{T (3.121)

mit denselben Zusammenhängen zwischen Z und E,S,Ω, N wie in der QM

Für QM und klassische Statistik ist der Zusammenhang zwischen kanonischem und
großkanonischem Ensemble gegeben durch:

ZpV, T, µq “
8
ÿ

N“0

e
µN
T ZpV, T,Nq “

8
ÿ

N“0

zNZpV, T,Nq (3.122)

z ” e
µ
T heißt Fugazität
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3.7 Das ideale Gas aus dem großkanonischen Ensemble

Nutze den Zusammenhang zwischen kanonischem und großkanonischem Ensemble

ZpV, T, µq “

8
ÿ

N“0

1

N !

ż

dqdp

p2π~qs
epµN´Eq{T (3.123)

“

8
ÿ

N“0

e
µN
T ZpV, T,Nq (3.124)

“

8
ÿ

N“0

e
µN
T

´ Tm

2π~2

¯
3N
2 V N

N !
(3.125)

“ exp
”´ Tm

2π~2

¯
3
2
V e

µ
T

ı

(3.126)

Damit mittlere Teilchenzahl

xNy “ T
B

Bµ
lnZpV, T, µq (3.127)

“
T

Z

BZ

Bµ
“
�
��
T

Z
r. . .s

1

�T
��

��expr. . .s (3.128)

“

´ Tm

2π~2

¯
3
2
V e

µ
T (3.129)

Für das thermodynamische Potenzial erhalten wir

Ω “ ´T lnZpV, T, µq “ ´T
´ Tm

2π~2

¯
3
2
V e

µ
T “ ´PV (3.130)

Vergleich mit xNy:
PV “ xNyT (3.131)
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3.8 Teilchenfluktuationen, großkanonisch

Berechne Fluktuationen um die mittlere Teilchenzahl

xNy “ T
B

Bµ
lnZpT, V µq (3.132)

xN2y “
TrpN̂2epµN̂´Ĥq{T q

Tr epµN̂´Ĥq{T
(3.133)

“
TrpT 2 B2

Bµ2 e
pµN̂´Ĥq{T q

Tr epµN̂´Ĥq{T
(3.134)

“
1

Z
T 2 B

2

Bµ2
ZpT, V, µq (3.135)

B2

Bµ2
lnZpT, V, µq “

B

Bµ

´

B
BµZ

Z

¯

(3.136)

“
1

Z

B2Z

Bµ2
´

1

Z2

´

BZ

Bµ

¯2
(3.137)

“
1

T 2
pxN2y ´ xNy2q (3.138)

ñ p∆Nq2 “ T 2 B
2

Bµ2
lnZpT, V, µq “ T

´

B

Bµ
xNy

¯

T,V
p˚q (3.139)

Anwendung ideales Gas:

xp∆Nq2y “ T
´ Tm

2π~2

¯3{2
V
eµ{T

T
“ xNy (3.140)

Damit relative Größe der Fluktuation:
d

xp∆Nq2y

xNy2
“

d

xN2y ´ xNy2

xNy2
“

d

xNy

xNy2
“

1
a

xNy
Ñ 0 für N Ñ8 (3.141)
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Für allgemeine Systeme: Benutze thermodynamische Relationen

´

BN

Bµ

¯

T,V
“

BpN,V q

Bpµ, V q
“
BpN,V q

BpP, V q

BpP, V q

Bpµ, V q
(3.142)

“

´

BxNy

BP

¯

T,V
looooomooooon

´

BP

Bµ

¯

T,V
(3.143)

“
BpN,V q

BpN,P q

BpN,P q

BpP, V q
(3.144)

“ ´

´

BV

BP

¯

T,N

´

BN

BV

¯

P,T
loooomoooon

(3.145)

“

´

BP

Bµ

¯

V,T
(3.146)

ñ

´

BxNy

Bµ

¯

T,V
“ ´

´

BV

BP

¯

T,N
looooomooooon

“V κT

´

BP

Bµ

¯2

T,V
(3.147)

BP

Bµ
“
B

Bµ

p´Ωq

V
“
B

Bµ

T

V
lnZpV, T, µq “

T

V

B

Bµ
lnZpV, T, µq “

xNy

V
(3.148)

ñ

´

BxNy

Bµ

¯

T,V
“

κT
V
xNy2 (3.149)

p˚q ñ xp∆Nq2y “
TκT
V
xNy2 (3.150)

xp∆Nq2y

xNy2
“

TκT
V

ą 0 (3.151)

Mit Kompressibilität ideales Gas

κ˝T “ ´
1

V

´

BV

BP

¯

T,N
“ `

1

V

xNyT

P 2
“

1

P
“

V

xNyT
(3.152)

ñ
T

V
“

1

xNyκ˝T
(3.153)

Insgesamt erhält man für die relative Teilchenfluktuation allgemeiner Systeme, aus-
gedrückt durch die Kompressibilität des idealen Gases:

ñ

d

xp∆Nq2y

xNy2
“

c

κT
κ˝T

1
a

xNy
(3.154)

ñ Fast alle Systeme eines großkanonischen Ensembles haben dieselbe Teilchenzahl!

ñ Äquivalenz von kanonischem und großkanonischem Ensemble im thermodyna-
mischen Limes
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4 Ideale Gase

Betrachte jetzt reale Gase hinreichender Verdünnung, aber nicht strukturlose Punkt-
teilchen, sondern Atome, Moleküle

ñ Wechselwirkung zwischen Molekülen vernachlässigbar

ñ Enptkuq “
N
ÿ

i“1

ε
piq
k (4.1)

k : Gesamtheit von Quantenzahlen eines Moleküls

Beachte: Sogar ohne WW durch ein Potenzial V pqq gibt es in der QM eine ge-
genseitige Beeinflussung von Teilchen im gleichen Quantenzustand!

a) halbzahliger Spin, Fermionen: Pauli-Prinzip
Nur 1 Teilchen pro Quantenzustand, anti-symmetrische Wellenfunktion

b) ganzzahliger Spin, Bosonen:
Symmetrische Wellenfunktion, mehr als 1 Teilchen pro Quantenzustand erlaubt

ñ Abschnitt Quantengase, QM2

4.1 Die Boltzmann-Verteilung

Sei nk die Zahl der Teilchen eines Gases im k-ten Quantenzustand = Besetzungszahl

Bedingung zur Vernachlässigung von QM Austauscheffekten: nk “ xnky ! 1
(hinreichende Verdünnung, später genauer)

Berechnung von nk großkanonisch:

Betrachte als Untersystem alle Teilchen im k-ten Quantenzustand: N “ nk
(Achtung: dieses Untersystem ist sicher nicht makroskopisch, aber aufgrund der ver-
nachlässigbaren Wechselwirkungen dennoch quasi-abgeschlossen;
ñ großkanonische Verteilung anwendbar)

ñ EnN “ nkεk (4.2)

wnN “
1

Z
exp

´µN

T
´
EnN
T

¯

(4.3)

ñ wk nk “ exp
´Ωk ` nkpµ´ εkq

T

¯

(4.4)

wk0 “ e
Ωk
T ist Wahrscheinlichkeit, dass kein Teilchen im k-ten Quantenzustand ist
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Betrachte: nk ! 1

ñ wk0 ist nahe 1, x ” p1´ wk0q ! 1

ñ wk1 “ wk0e
µ´εk
T “ e

µ´εk
T p1`Opxqq (4.5)

wk nk mit nk ą 1 « 0

ñ nk “ xnky “
ÿ

nk

wk nknk « wk1 ¨ 1` . . . (4.6)

ñ Kleine mittlere Besetzungszahlen sind gegeben durch die Boltzmann-Verteilung

nk “ xnky “ e
µ´εk
T (4.7)

Herleitung aus klassischer Statistik:

Sei dN die Zahl der Teilchen im Phasenraumvolumen pq, q ` dqq, pp, p` dpq

ñ Dichte im Phasenraum npp, qq “ dN
dΓ mit dΓ “ dqdp

p2π~qs

Beachte: kein Faktor 1
N ! , wir wollen Teilchen zählen, nicht unterscheidbare Mikro-

zustände

xnpp, qqy “

ż

dqdp

p2π~qs
ρpp, qqnpp, qq (4.8)

“

ż

dΓ
dN

dΓ
ρpp, qq (4.9)

“

ż

dN ρpp, qq (4.10)

ρpp, qq “ e
Ω`µnpp,qq´Hpp,qq

T

$

&

%

» 1 für n “ 0

» epµ´εpp,qqq{T n “ 1
» 0 n ą 1

(4.11)

Hierbei wurde Hpp, qq “ npp, qqεpp, qq ausgedrückt durch die Energie eines einzelnen
Moleküls

Boltzmann-Verteilung in klassischer Statistik:

xnpp, qqy “ npp, qq “ e
µ´εpp,qq

T (4.12)

Welche Formel ist wann anwendbar?
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Betrachte Gas aus Molekülen:

Ohne äußeres elektromagnetisches Feld ist die Translationsbewegung quasi-klassisch;
Molekülrotation, Molekülschwingungen QM

(Warum? ñ Längenskalen der Bewegungen!)

εk “
~p2

2m
` ε1k (4.13)

Erster Term Schwerpunktbewegung des Moleküls, zweiter Term unabhängig von
Schwerpunktkoordinaten, -impulsen
ñ Faktorisierung, klassische Betrachtung der Translationsbewegung der Schwer-
punkte

ñ Räumliche Verteilung im Volumen V im Gleichgewicht homogen mit Teilchen-
dichte N

V

ñ Geschwindigkeitsverteilung: Maxwell, (3.51)

ñ Anzahl Teilchen pro Volumenelement mit Geschwindigkeiten in p~v,~v ` d~vq

dN~v “
N

V
dw~v “

N

V

´ m

2πT

¯3{2
exp

”

´
m

2T
pv2
x ` v

2
y ` v

2
zq

ı

dvxdvydvz (4.14)

Gas im äußeren Feld: Potenzial V p~rq

Maxwell-Verteilung wie bisher, koordinatenunabhängig;
Verteilung der Koordinaten:

dN~r “ n0 e
´
V p~rq
T d3r (4.15)

Zahl der Moleküle im Volumenelement dV “ d3r, d.h. Teilchen in p~r, ~r ` d~rq

np~rq “
dN~r
dV

“ n0e
´
V p~rq
T (4.16)

n0: Teilchendichte in Punkten mit V p~rq “ 0

Homogenes Schwerefeld: V p~rq “ mgz

ñ npzq “ n0 e
´
mgz
T Barometerformel (4.17)
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4.2 Stöße von Molekülen

Betrachte Wechselwirkung mit Gefäßwänden; gesucht ist die mittlere Zahl der Stöße
pro Flächen- und Zeiteinheit

d ~A “ ~ezdxdy

Anteil der Teilchen, der mit d ~A kollidiert: vz ą 0

Sei dν Anzahl der Stöße: “ Teilchenstromdichte ~j ¨ d ~Adt

Für konstante Teilchendichte und -geschwindigkeit: ~j “ N
V ~v, rjs “

1
m2s

hier N
V ~v Ñ

ş

dN~v ~v

dν “ ~v dN~v d ~A dt (4.18)

ñ
dν

dAdt
“

N

V

´ m

2πT

¯3{2
ż 8

´8

dvx

ż 8

´8

dvy

ż 8

0
dvz vze

´ m
2T
pv2
x`v

2
y`v

2
zq (4.19)

ż 8

´8

dvxe
´
mv2

x
2T “ 2

1

2

c

2πT

m
(4.20)

ż 8

0
dvz vze

´
mv2

z
2T “

1

2p m2T q
“
T

m
(4.21)

ñ
dν

dAdt
“

N

V

´ m

2πT

¯3{2 2πT

m

T

m
“
N

V

c

T

2πm
(4.22)

“
P

T

c

T

2πm
“

P
?

2πmT
(4.23)

Damit erhält man den Druck aus mikroskopischen Teilchenstößen:

P “
?

2πmT
dν

dAdt
(4.24)
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Stöße von Molekülen miteinander: das Gas ist nicht mehr ideal!

Mechanik, Relativbewegung zweier Teilchen:

reduzierte Masse m1 “ m1m2
m1`m2

, Relativgeschwindigkeit ~vr “ ~v1 ´ ~v2

Kinetische Energie der Relativbewegung:

Erel “
m1~v2

r

2
(4.25)

Verwende Maxwell für Relativgeschwindigkeiten mit m1;
Annahme nur eine Molekülsorte: m1 “ m

2

ñ Zahl der Moleküle pro Volumeneinheit mit Geschwindigkeiten zwischen
pvr, vr ` dvrq relativ zu einem festgehaltenen Molekül

dNvr “
N

V

π

2

´ m

πT

¯3{2
e´

mv2
r

4T v2
rdvr (4.26)

Beim Zusammentreffen von 2 Teilchen ñ Wechselwirkung

Mögliche Prozesse: Streuung, Zerfall der Moleküle in Atome usw.

Def. Wirkungsquerschnitt: Wahrscheinlichkeit eines Prozesses pro Zeiteinheit bei
konstanter Stromdichte

dw

dt
“ σ ¨ |~j| (4.27)

σ : Wirkungsquerschnitt

~j : Teilchenstromdichte, ~j “ N
V ~v, rjs “

1
m2s

Der Wirkungsquerschnitt für einen mikroskopischen Prozess ist quantenmechanisch,
i. A. impulsabhängig, ñ σ “ σpvq

ñ Zahl der Prozesse pro Zeiteinheit u. Molekülpaar mit Wirkungsquerschnitt σpvq

dν

dt
“
N

V

π

2

´ m

πT

¯3{2
ż 8

0
dvr e

´
mv2

r
4T σpvrqv

3
r (4.28)

ñ Gesamtzahl der Prozesse pro Zeiteinheit: dν
dt
N
2
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4.3 Freie Energie und Zustandsgleichung des Boltzmann-Gases

Kanonisch:

F “ ´T lnZ “ ´T ln
ÿ

n

e´En{T , En “
N
ÿ

i“1

εki (4.29)

εki : Energie des i-ten Moleküls im Quantenzustand ki

e´En{T “

N
ź

i“1

e´
εki
T , alle unabhängig! (4.30)

ñ
ÿ

n

e´En{T “

´

ÿ

k1

e´
εk1
T

¯´

ÿ

k2

e´
εk2
T

¯

. . . (4.31)

Für gleiche Moleküle gleiche Quantenzustände, d.h. alle Summen gleich

ÿ

n

e´En{T “
´

ÿ

k

e´
εk
T

¯N
(4.32)

Achtung: Teilchen ununterscheidbar!
Quantenzustand En für alle Teilchenpermutationen gleich

ñ
ÿ

n

e´
En
T “

1

N !

´

ÿ

k

eεk{T
¯N

(4.33)

F “ ´T ln
1

N !

´

ÿ

k

e´
εk
T

¯N
(4.34)

Klassischer Ausdruck dementsprechend:

F “ ´T ln
1

N !

´

ż

dqdp

p2π~q3
e´

εkpp,qq

T

¯N
(4.35)

mit εkpp, qq “
~p2

2m ` ε
1
k

Zustandssumme für Translation bereits berechnet (klassisch) in Abschnitt 3.4

1

N !

ż

dpdq

p2π~qs
e´

řN
i“1

~p2
piq

2mT “

´ Tm

2π~2

¯
3N
2 V N

N !
(4.36)

F “ ´NT ln
”eV

N

´ mT

2π~2

¯3{2 ÿ

k

e´
ε1k
T

ı

(4.37)

(nach Verwendung von Stirling) ln 1
N ! « ´N lnN `N “ `N ln e

N

Abspalten der V -Abhängigkeit:

F ” ´NT ln
eV

N
`NfpT q (4.38)

S “ ´

´

BF

BT

¯

V
“ N ln

eV

N
´Nf

1

pT q (4.39)
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(vgl. auch mit SpV, T,Nq aus 3.4) mit

fpT q “ ´T ln
”´ mT

2π~2

¯3{2 ÿ

k

e´
ε1k
T

ı

(4.40)

ñ Die innere Energie ist dann nur eine Funktion von T

E “ F ` TS “ NfpT q ´NTf
1

pT q (4.41)

Beachte: Dies ist eine Konsequenz der fehlenden WW zwischen Molekülen!
Ohne WW kann sich eine V -Änderung nicht auf die Energie auswirken!

Damit sind

CV “
´

BE

BT

¯

V
, CP “

´

BH

BT

¯

P
“

´

BpE ` PV q

BT

¯

P
(4.42)

ebenfalls nur Funktionen der Temperatur

Def: Wärmekapazitäten pro Molekül

CV “ NcV , CP “ NcP (4.43)

Wegen H ´ E “ PV “ NT ist dann

cP ´ cV “ 1 (4.44)

Beachte: Die Quantenzustände ε1k der Molekülphysik in fpT q beeinflussen nicht die
Zustandsgleichung:

P “ ´
´

BF

BV

¯

T
“
NT

V
X (4.45)

Mit E “ NfpT q ´NTf
1

pT q wird

cV “
1

N

´

BE

BT

¯

V
“��

�
f
1

pT q ´��
�

f
1

pT q ´ Tf
2

pT q (4.46)

Spezialfall cV konstant:
(z.B. für Punktteilchen ohne innere Struktur)

f2pT q “ ´
3

2T
, ñ cV “

3

2
, CV “

3N

2
(4.47)

Zweifache Integration von (4.46):

fpT q “ ´cV T lnT ´ ζT ` ε0, ζ, ε0 Integrationskonstanten (4.48)

Damit wird

F “ Nε0 ´NT ln
eV

N
´NcV T lnT ´NζT (4.49)

E “ Nε0 `NcV T (4.50)
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Adiabatengleichungen für Gase mit konstanter Wärmekapazität:

Bei adiabatischer Expansion/Kompression ist S = konst., d.h. dE “ dW

Verrichtete Arbeit und innere Energie ideales Gas:

dW “ ´PdV “ ´
NT

V
dV, dE “ NcV dT (4.51)

Damit wird

cV dT `
T

V
dV “ 0 (4.52)

Separation Variablen:

cV lnpT {T0q “ ´ lnpV {V0q, ñ T cV V “ konst (4.53)

Def: Adiabatenexponent

γ ”
CP
CV

“
cP
cV

(4.54)

Damit erhält man die Adiabatengleichungen

TV γ´1 “ konst., T γP 1´γ “ konst., PV γ “ konst. (4.55)
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4.4 Der Gleichverteilungssatz

Hier: klassische Betrachtung
(für Molekülschwingungen gültig wenn T " ~ω, für Rotationen T " ~2{2I)

Molekül: Konfiguration von n Atomen, die kleine Schwingungen um Gleichgewichts-
lage ausführen

Potenzielle Energie:

u “ ε0 `
rosz
ÿ

i,k“1

aikqiqk (4.56)

mit ε0 potenzielle Energie in Gleichgewichtslage

rosz: Zahl der Schwingungsfreiheitsgrade
“ 3n´ 6 für nichtlineare Moleküle
“ 3n´ 5 für lineare Moleküle
“ 0 für n “ 1 (einatomig)

(insgesamt 3n Freiheitsgrade, minus Translations-, Rotationsfreiheitsgrade)

Gesamtenergie des Moleküls ist Summe aus kinetischer und potenzieller Energie
ñ εpp, qq “ ε0 ` gpp, qq ist quadratische Funktion von Koordinaten und Impulsen

Zahl der Veränderlichen von ε: l “ 3n` rosz p “ 2rosz ` 6p5q q

Aus klassischer Boltzmann-Statistik, Gl.(4.35):

ñ F “ ´NT ln
´ e

N
e´

ε0
T

ż

dl{2q dl{2p

p2π~ql{2
e´gpp,qq{T

¯

(4.57)

Temperaturabhängigkeit: reskaliere p “ p1
?
T , q “ q1

?
T

ñ gpp, qq “ Tgpp1, q1q (da quadratisch in p, q)

ñ dl{2p dl{2q “ T l{2dl{2p1dl{2q1

ñ F “ ´NT ln
AeV e´ε0{TT l{2

N
, A “ konst (4.58)

Schreibe wieder

F “ ´NT ln
eV

N
`NfpT q (4.59)

fpT q “ ´T lnA` ε0 ´ T lnT l{2 (4.60)

f2pT q “ ´
l

2T
(4.61)
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ñ cV “
l

2
, cP “ cV ` 1 “

l ` 2

2
(4.62)

Ein rein klassisches Gas besitzt konstante Wärmekapazität!

Gleichverteilungssatz: Jede Veränderliche in der Energie εpp, qq eines Moleküls trägt

den gleichen Teil 1
2p
kB
2 q zur spezifischen Wärme bei, bzw. den gleichen Teil T

2 p
kBT

2 q

zu seiner Energie

Translations- und Rotationsfreiheitsgrade: nur Impulse gehen in cV ein, Beitrag 1
2

Schwingungsfreiheitsgrade: Koordinaten und Impulse gehen in cV ein

ñ Beitrag zu cV ist
1

2
loomoon

kin

`
1

2
loomoon

pot

“ 1

Wahrscheinlichkeitsverteilung Molekülenergien:

Konvention: ε0 “ 0 (d.h. zähle Anregungen relativ zum Grundzustand ε0)

Phasenraum Γpεq eines Moleküls mit Energiewerten εpp, qq ď ε

Γpεq “

ż

dl{2q dl{2p

p2π~ql{2
Θpε´ εpp, qqq (4.63)

“ ε
l
2

ż

dl{2q1 dl{2p1

p2π~ql{2
Θp1´ εpp1, q1qq (4.64)

mit Reskalierung: p “ p1
?
ε, q “ q1

?
ε ñ εpp1, q1q ď 1

ñ Wahrscheinlichkeitsverteilung der Energien ist

dwε “ ρpεq
dΓ

dε
dε “ Ae´

ε
T ε

l
2
´1dε (4.65)

Bestimmung der Konstanten aus der Normierung: A “ 1
T l{2Γp l

2
q
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4.5 Einatomige Gase

Freie Energie ideales Gas:

F “ ´NT ln
”eV

N

´ mT

2π~2

¯3{2 ÿ

k

e´
ε1k
T

looomooon

Zinn

ı

(4.66)

Vollständige Auswertung erfordert Zustandssumme für innere Freiheitsgrade der
Teilchen

Zinn “
ÿ

k

e´
ε1k
T (4.67)

ε1k Energieniveaus Atom

Im Allgemeinen auch Entartung von Energieniveaus, Entartungsgrad gk:

Zinn “
ÿ

k

gk e
´ε1k{T (4.68)

Spektrum ε1k Bindungszustände (diskret)+ Streuzustände (kontinuierlich)

Je höher T , desto höhere Niveaus sind besetzt

ñ Kontinuierliches Spektrum “̂ Ionisierung
ñ T ! Eion (Ionisierungsenergie) für Betrachtung Atomgas

Weiter ist ε11 ´ ε
1
0 „ Eion, größenordnungsmäßig

ñ T ! Eion ô Grundzustand

Betrachte Atome mit L “ S “ 0 (Edelgase)

Zinn “ e´ε0{T (4.69)

Konvention: Setze ε0 “ 0 ñ Zinn “ 1
(i.e. zähle Anregungen relativ zum Grundzustand)

Damit freie Energie wie in Abschnitt 4.3: F “ ´NT ln eV
N ´NcV T lnT ´NζT

cV “
3

2
, ζ “

3

2
ln

m

2π~2
(4.70)

ñ Gas verhält sich quasi-klassisch, da Anregungszustände fehlen

Aber beachte: ε0 “ konst. ist QM Ergebnis!
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Rein klassisch hätte man:

ε0 “ ´
a

r
, Zinn “ e`

a
rT Ñ8 für r Ñ 0 (4.71)

ñ Elektronen würden spontan in den Kern stürzen

Gültigkeit Boltzmann-Verteilung:

nk “ e
µ´εk
T ! 1 (4.72)

Hier nur Grundzustand besetzt ñ benötige eµ{T ! 1 ñ µ ă 0

Mit G “ F ` PV und (4.66)

µ “
G

N
“ ´T ln

”eV

N

´ mT

2π~2

¯3{2ı

`
PV

N
(4.73)

“ T ln
”N

V

´2π~2

mT

¯3{2ı

(4.74)

Damit erhält man für die Fugazität

ñ e
µ
T “

N

V

´2π~2

mT

¯3{2
! 1 (4.75)

ñ Für gegebenes m,T muss N
V hinreichend klein sein

ñ Verdünnung! Für die meisten realen Gase erfüllt

Alternative Argumentation:

Für die meisten Atome ist εkin „ T, p „
?
mT (Gleichverteilungssatz)

ñ Phasenraumvolumen V pmT q3{2 pro Atom
Phasenraumvolumen pro Quantenzustand: p2π~q3 vgl. Abschnitt 1.12

ñ Boltzmann ist gültig, wenn Besetzungszahlen klein sind, also so lange es deutlich
mehr Zustände als Atome gibt

V
pmT q3{2

p2π~q3
" N (4.76)

N

V

´4π2~2

mT

¯3{2
! 1 X (4.77)
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Atome mit L “ 0, S ‰ 0 (Alkalimetalle):

Spinentartung: 2S ` 1

ñ Zinn “ p2S ` 1qe´ε0{T “ 2S ` 1 mit ε0 “ 0 (4.78)

ñ Freie Energie wie vorher mit

cV “
3
2 , ζ “ 3

2 ln m
2π~2 ` lnp2S ` 1q

L ‰ 0, S ‰ 0: zusätzlich Feinstruktur mit J “ L` S

Zinn “
ÿ

J

p2J ` 1qe´
ε1J
T (4.79)

Für T " εJ ist e´εJT « 1, J P rL´ S,L` Ss

Zinn “ p2S ` 1qp2L` 1q (4.80)

ñ Freie Energie wie vorher mit

cV “
3
2 , ζ “ 3

2 ln m
2π~2 ´ lnp2S ` 1qp2L` 1q

Ebenso Kernspin (Hyperfeinstruktur) behandelbar, aber quantitativ unwichtig

Bemerkungen:

• CV , CP idealer Gase verletzen 3. HS!
Bei niedrigen T ist Boltzmann-Statistik ungültig + Gas nicht ideal
ñ andere Behandlung nötig

• Zwei- und mehratomige Gase:
Rotation + Schwingung zusätzlich zu berücksichtigen

• Beachte Klimarelevanz bei Behandlung von Gasen in der Atmosphäre!

94



5 Ideale Quantengase

Vereinfachung Notation: keine Hüte für Operatoren

5.1 Mehrteilchen-Schrödingergleichung

N Teilchen, i “ 1, . . . N , Hilberträume Hi

Spinlose Teilchen: Hi “ L2pR3q

Hilbertraum des Gesamtsystems: H “ H1 bH2 b . . .HN

Zustandsbasis: | n1y b . . .b | nNy

Bsp. Ortsdarstellung: | ~r1 . . . ~rNy “| ~r1y b . . .b | ~rNy

Zerlegung eines beliebigen Zustands:

| ψy “

ż

d3r . . . d3rN | ~r1, . . . ~rNy x~r1, . . . ~rN | ψy (5.1)

“

ż

d3r, . . . d3rN ψp~r1, . . . ~rN q | ~r1, . . . ~rNy (5.2)

mit der Mehrteilchenwellenfunktion ψp~r1 . . . ~rN q

Für Teilchen mit Spin: ψp~r1, σ1, . . . ~rN , σN q, σi “ ˘1

Hamiltonoperator:

H “

N
ÿ

i“1

~p2
piq

2mi
` V p~r1, . . . ~rN q (5.3)

ppiqk “ ´i~ B
Brik

k “ 1, 2, 3 i “ 1, . . . N

Für viele Anwendungen Zerlegung des Potentials

V p~r1, . . . ~rN q “
ÿ

ilj

Vijp| ~ri ´ ~rj |q (5.4)

i. e. man betrachtet nur Zweiteilchenkräfte zwischen allen beteiligten Teilchen

Damit Schrödingergleichung:

i~
B

Bt
ψp~r1 . . . ~rN , tq “ ´

N
ÿ

i“1

~2

2mi
∆iψp~r1 . . . ~rN , tq ` V p~r1, . . . ~rN qψp~r1, . . . ~rN , tq (5.5)

Normierung:
ş

d3r1 . . . d
3rN |ψp~r1, . . . ~rN q|

2
loooooooomoooooooon

Wahrscheinlichkeitsdichte f. 1 bei ~r1, 2 bei ~r2,...

“ 1
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5.2 Ununterscheidbare Teilchen und Pauli-Prinzip

Klass. Mechanik: einzelne Teilchen immer unterscheidbar anhand ihrer Trajektorien

QM: Bei überlappenden Wellenfunktionen und gleichen Eigenschaften (Masse, La-
dung, Spin, . . .) keine Identifikation möglich

Bsp: e´ e´ Streuung:

E Bahn der Elektronen ñ keine Zuordnung!

Betrachte Zweiteilchensystem: ψp~r1, ~r2q

Permutationsoperator:

pPψqp~r1, ~r2q “ ψp~r2, ~r1q “ ψP p~r1, ~r2q; P “ P´1 (5.6)

Trafo Observable A:

AP “ PAP (5.7)

x~r1, ~r2 | A
P | ~r1, ~r2y “ x~r2, ~r1 | A | ~r2, ~r1y (5.8)

Achtung:

x~r1, ~r2 | A | ~r1, ~r2y
P “ x~r1, ~r2 | PPAPP | ~r1, ~r2y “ x~r1, ~r2 | A | ~r1, ~r2y (5.9)

bewirkt keine Vertauschung!

x~r1, ~r2 | H
P | ~r1, ~r2y “ xr2, ~r1 |

~p2
p1q

2m
`
~p2
p2q

2m
` V p~r1, ~r2q | ~r2, ~r1y (5.10)

ñ HP p~p1, ~r1, ~p2, ~r2q “ Hp~p2, ~r2, ~p1, ~r1q (5.11)
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Paarvertauschung im N -Teilchensystem:

pPijψqp. . . ~ri, . . . ~rj , . . .q “ ψp. . . ~rj , . . . ~ri, . . .q (5.12)

Jede Permutation P von N Teilchen ist als Produkt von Paarvertauschungen dar-
stellbar

Def: N Teilchen sind ununterscheidbar, wenn

P´1AP “ A (5.13)

für alle Observablen A und alle Permutationen P
Dann sind die Zustände ψ und Pψ physikalisch ununterscheidbar

Dann gilt:
rH,Pijs “ 0 für alle i, j (d.h. H und Pij gleichzeitig diagonalisierbar)
P 2
ij “ 1 ñ Eigenwerte ηij “ ˘1

Spezialfall: Sei ψ Eigenvektor zu allen Pij , dann sind alle Eigenwerte ηij “ η

Beweis: Es ist Pij “ P1iP2jP12P1iP2j

P2jψpr1, r2 . . . ri . . . rj . . .q “ ψpr1, rj . . . ri . . . r2 . . .q (5.14)

P1iP2jψp q “ ψpri, rj . . . r1 . . . r2 . . .q (5.15)

P12P1iP2jψp q “ ψprj , ri . . . r1 . . . r2 . . .q (5.16)

P2jP12P1iP2jψp q “ ψprj , r2 . . . r1 . . . ri . . .q (5.17)

Pij | ψy “ ηij | ψy (5.18)

P1iP2jP12P1iP2j | ψy “ ηij | ψy (5.19)

P1iP2jP12P1iη2j | ψy “ ηij | ψy (5.20)

usw. (5.21)

η2
1iη

2
2jη12 “ ηij ñ η12 “ ηij “ η (5.22)

η “ 1: total symmetrische Zustände
η “ ´1: total antisymmetrische Zustände
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Anwendung: Mehrelektronenatome

Näherung: Vernachlässigung der e´e´ Wechselwirkung

ñ H “

N
ÿ

i“1

Hpiq, Hpiq “
~p2
piq

2m
` V p~rpiqq (5.23)

Vereinfachte Notation: i ” p~ppiq, ~rpiq, ~spiqq, damit Schrödingergleichung

Hψp1 . . . Nq “ Eψp1 . . . Nq (5.24)

H : N unabh. Summanden ñ ψ faktorisiert in Einteilchenwellenfunktionen

ψp1, . . . Nq “
N
ź

i“1

ϕαipiq (5.25)

mit

Hpiqϕαipiq “ Eαiϕαipiq, E “
N
ÿ

i“1

Eαi (5.26)

Hierbei bezeichnet αi “ pni, li,mi,msiq alle Quantenzahlen eines Elektrons

Grundzustand: αi “ p1, 0, 0,˘
1
2q

(e´e´ WW : Störungstheorie, ergibt Korrektur zu E)

 Periodensystem der Elemente!, ñ Elektronen sind nicht alle im Grundzustand!

ñ Pauli’sches Ausschließungsprinzip: (1925)

Jeder Einteilchenzustand ϕα kann höchstens von einem Elektron besetzt werden
(Nobel-Preis 1945)

Verallgemeinerung auf nichtfaktorisierbare Systeme:

Spin-Statistik-Theorem (Pauli, Heisenberg, Dirac): Die Wellenfunktion eines Sys-
tems von Fermionen ist total antisymmetrisch, diejenige eines Systems von Boso-
nen total symmetrisch

Beispiel N “ 2 (faktorisierbar):

ψsym “
1

2

´

ϕα1p1qϕα2p2q ` ϕα2p2qϕα1p1q
¯

(5.27)

ψanti´sym “
1

2

´

ϕα1p1qϕα2p2q ´ ϕα2p2qϕα1p1q
¯

(5.28)

Aus der Antisymmetrie der Wellenfunktion folgt das Pauli-Prinzip!
pψanti´sym “ 0 für α1 “ α2q
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5.3 Die Fermi-Verteilung

Aufgabe: Verteilungfunktion für ideales Gas ohne Einschränkung nk ! 1

Fermionen: Pauli-Prinzip ñ Fermi-Statistik

Großkanonische Zustandssumme:

Z “
ÿ

N

e
µN
T

ÿ

n

e´
EnN
T (5.29)

Ω “ ´T ln
ÿ

N

´

e
µN
T

ÿ

n

e´
EnN
T

¯

(5.30)

Anwendung auf Teilchen im k-ten Quantenzustand
(identifiziere wieder N Ñ nk, E “ nkεk)

ñ Ωk “ ´T ln
ÿ

nk

´

e
µ´εk
T

¯nk
(5.31)

Pauli: nur nk “ 0, 1 ist erlaubt, lediglich zwei Terme:

ñ Ωk “ ´T ln
´

1` e
µ´εk
T

¯

(5.32)

nk “ xnky “ ´
BΩk

Bµ
“�T �

�1
T e

µ´εk
T

1` e
µ´εk
T

(5.33)

Dies ist die Fermi-Verteilung:

nk “
1

e
εk´µ

T ` 1
(5.34)

Bemerkungen:

• Es ist immer nk ď 1 X

• Für e
µ´εk
T ! 1 :

nk “ e
µ´εk
T

´

1´ e
µ´εk
T ` . . .

¯

(5.35)

“ e
µ´εk
T `O

´

e
µ´εk
T

¯2
(5.36)

Boltzmann-Verteilung X

Normierung:
ÿ

k

1

epεk´µq{T ` 1
“ N (5.37)
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mit N Gesamtzahl der Teilchen im Gas

ñ N “ Npµ, T q oder µ “ µpN,T q

Thermodynamisches Potenzial und Zustandssumme:

Ω “ ´T
ÿ

k

ln
´

1` e
µ´εk
T

¯

(5.38)

Z “ e´
Ω
T “ exp

ÿ

k

ln
´

1` e
µ´εk
T

¯

(5.39)

“
ź

k

´

1` e
µ´εk
T

¯

(5.40)
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5.4 Die Bose-Verteilung

Teilchen mit ganzzahligem Spin, Bosonen ñ Bose-Einstein-Statistik

Wieder ist für Teilchen im k-ten Quantenzustand

Ωk “ ´T ln
8
ÿ

nk“0

´

e
µ´εk
T

¯nk
(5.41)

Aber jetzt über alle nk summieren

Konvergenz: für exp µ´εk
T ă 1 (geometrische Reihe)

Mit εk “ 0 nur erfüllbar für µ ă 0

Bemerkungen:

• Boltzmann- und Bose-Statistik verlangen µ ă 0

• Fermi-Statistik: µ ą 0, µ ă 0 möglich

Aufsummieren geometrische Reihe:

Ωk “ ´T ln
1

1´ e
µ´εk
T

(5.42)

ñ nk “ xnky “ ´
BΩk

Bµ
(5.43)

Dies ist die Bose-Einstein-Verteilung

nk “
1

e
εk´µ

T ´ 1
(5.44)

Normierung:
ÿ

k

1

epεk´µq{T ´ 1
“ N (5.45)

N Gesamtzahl der Teilchen, N “ NpµT q oder µ “ µpN,T q

ñ Thermodynamisches Potenzial und Zustandssumme

Ω “ T
ÿ

k

ln
´

1´ e
µ´εk
T

¯

(5.46)

Z “ e´
Ω
T “ exp

”

´
ÿ

k

ln
´

1´ e
µ´εk
T

¯ı

(5.47)

“
ź

k

´

1´ e
µ´εk
T

¯´1
(5.48)
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Für e
µ´εk
T ! 1:

nk “
e
µ´εk
T

´e
µ´εk
T ` 1

“ e
µ´εk
T `O

´

e
µ´εk
T

¯2
X (5.49)

folgt wieder die Boltzmann-Verteilung
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5.5 Ideale Fermi- und Bose-Gase

Z “
ź

k

´

1˘ e
µ´εk
T

¯˘1
(5.50)

Das obere Vorzeichen gilt für Fermionen, das untere für Bosonen

Anwendung: Gase aus Elementarteilchen (Elektronen, Protonen, Neutronen, ...)

Für Atom u. Molekülgase Ñ Boltzmann, nur für tiefe Temperaturen Fermi/Bose
nötig

Kinetische Energie: εp “
~p2

2m
mit ~p “ 2π~

L ¨ ~n, ni P Z, V “ L3

ñ Für spinlose Teilchen sind Quantenzahlen Ñ Impulseigenwerte p

εk Ñ εp,
ÿ

k

Ñ
ÿ

p

(5.51)

Thermodynamischer Limes, V Ñ8:

ÿ

~p

Ñ V

ż

d3p

p2π~q3
(5.52)

Für Teilchen mit Spin: ε~p ist g “ p2s` 1q-fach entartet

ñ Anzahl von Teilchen im Phasenraumelement dp dq p“ d3p d3qq

dN “ nk g
dpdq

p2π~q3
“

1

e
εp´µ

T ˘ 1
g
dpdq

p2π~q3
(5.53)

Ohne WW Integration über dq möglich ñ Impulsverteilung:

dNp “
gV p2dp

2π~3pe
εp´µ

T ˘ 1q
(5.54)

Verteilung Energie: εp “
~p2

2m dε “ pdp
m , p “

?
2mε

ñ dNε “
gV p2mεq mdε?

2mε

2π2~3pe
ε´µ
T ˘ 1q

“
gV m3{2?εdε

?
2π2~3pe

ε´µ
T ˘ 1q

(5.55)

Diese Formeln ersetzen die Maxwell-Verteilung der klassischen Statistik!
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Daraus Gesamtzahl der Teilchen:

N “
gV m3{2

?
2π2~3

ż 8

0

dε
?
ε

e
ε´µ
T ˘ 1

(5.56)

Subst: x ” ε
T

N

V
“
gpmT q3{2
?

2π2~3

ż 8

0

dx
?
x

ex´
µ
T ˘ 1

(5.57)

Damit ist N “ NpV, µ, T q oder µ “ µpV,N, T q

Alternativ aus Zustandssumme:

lnZ “ ˘
ÿ

k

ln
´

1˘ e
µ´εk
T

¯

(5.58)

VÑ8
ÝÑ ˘gV

ż

d3p

p2π~q3
ln
´

1˘ e
µ´εp
T

¯

(5.59)

lnZ “ ˘
gV

2π2~3

ż

dp p2 ln
´

1˘ e
µ´εp
T

¯

(5.60)

Daraus die mittlere Teilchenzahl

N “ T
B

Bµ
lnZ “

gV

2π2~3

ż 8

0
dp p2 e

µ´εp
T

1˘ e
µ´εp
T

(5.61)

Subst: x2 “
p2

2mT , dx “ dp
?

2mT
z “ e

µ
T Fugazität

N “
gV

2π2~3
p2mT q3{2

ż 8

0
dx x2 1

z´1ex2
˘ 1

(5.62)

N

V
“

g

λ3

4
?
π

ż 8

0
dx x2 1

z´1ex2
˘ 1

, λ ”
´2π~2

mT

¯1{2
(5.63)

mit der thermischen de Broglie Wellenlänge λ

Zustandsgleichung:

Ω “ ´T lnZ “ ´PV (5.64)

ñ
P

T
“ ˘

g

2π2~3

ż 8

0
dp p2 lnp1˘ e

µ´εp
T q (5.65)

“ ˘
g

λ3

4
?
π

ż 8

0
dx x2 lnp1˘ ze´x

2
q (5.66)
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Polylogarithmen:

Def.: f5{2pzq ”
4
?
π

ż 8

0
dx x2 lnp1` ze´x

2
q (5.67)

f5{2pzq “
4
?
π

ż 8

0
dx x2

”

ze´x
2
´

1

2

´

ze´x
2
¯2
`

1

3

´

ze´x
2
¯3
. . .

ı

(5.68)

ż 8

0
dx x2e´lx

2
“

1

4

c

π

l3
(5.69)

“

8
ÿ

l“1

p´1ql`1 zl

l5{2
(5.70)

f3{2pzq “ z
B

Bz
f5{2pzq “

8
ÿ

l“1

p´1ql`1 zl

l3{2
(5.71)

Def.: g5{2pzq “ ´
4
?
π

ż 8

0
dx x2 lnp1´ ze´x

2
q “

8
ÿ

l“1

zl

l5{2
(5.72)

g3{2pzq “ z
B

Bz
g5{2pzq

8
ÿ

l“1

zl

l3{2
(5.73)

Zustandsgleichungen:

Fermi-Gas:

P

T
“

g

λ3
f5{2pzq “

1

V
lnZ ,

N

V
“

g

λ3
f3{2pzq (5.74)

Bose-Gas:

P

T
“

g

λ3
g5{2pzq “

1

V
lnZ ,

N

V
“

g

λ3
g3{2pzq (5.75)

Innere Energie:
Fermi:

E “ T 2 B

BT
lnZ ` µN (5.76)

“ gV T 2
”

`

´ m

2π~2

¯
3
2 3

2
T

1
2 f5{2pzq `

1

λ3

B

Bz
f5{2pzq

´

´
µ

T 2

¯

z
ı

` µN (5.77)

“ gV
”

`
3

2

T

λ3
f5{2pzq ´ µ

��
��
�1

λ3
f3{2pzq

ı

`��µN (5.78)

“ V g
3

2

T

λ3
f5{2pzq (5.79)
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Bose:

E “ V g
3

2

T

λ3
g5{2pzq (5.80)

ñ E “ 3
2PV für Fermi und Bose ñ Muss auch für Boltzmann gelten!

Boltzmann:

E “
3

2
NT ñ NT “ PV X (5.81)

Betrachte Übergang von Fermi/Bose Ñ Boltzmann: z “ e
µ
T ! 1:

f5{2pzq “ z ´
z2

25{2
` . . . g5{2pzq “ z `

z2

25{2
` . . . (5.82)

f3{2pzq “ z ´
z2

23{2
` . . . g3{2pzq “ z `

z2

23{2
` . . . (5.83)

ñ
P

T
“

g

λ3

´

z ¯
z2

25{2
` . . .

¯

(5.84)

ñ
N

V
“

g

λ3

´

z ¯
z2

23{2
` . . .

¯

(5.85)

ñ
P

T
´
N

V
“ ¯

z2

23{2

´1

2
´ 1

¯ g

λ3
`Opz3q (5.86)

ñ PV “ NT ˘
V T

25{2

g

λ3
e2 µ

T “ NT
´

1˘
V

N

g

25{2λ3
e2 µ

T

¯

(5.87)

Boltzmann + Korrektur:

N

V
“

g

λ3
z `Opz2q (5.88)

ñ e
µ
T “

N

V

λ3

g
`Opz2q (5.89)

ñ PV “ NT
´

1˘
N

V

λ3

25{2g

¯

(5.90)

Zustandsgleichung für niedrige Dichte, hohe Temperatur:

V
N " λ3 : Teilchenabstand größer als thermische Wellenlänge

PV “ NT
´

1˘
N

V

1

2g

π3{2~3

pmT q3{2

¯

loooooooomoooooooon

!1 f. Boltzmann, vgl. 4.5

(5.91)

Beachte:
Fermi: Druck steigt gegenüber Boltzmann, effektive Abstoßung
Bose: Druck sinkt gegenüber Boltzmann, effektive Anziehung
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5.6 Fermi-Gas bei niedriger Temperatur, hoher Dichte

Teilchen sammeln sich in niedrigsten Zuständen, Quanteneffekte wichtig!

z “ eµ{T " 1, Abkürzung: ν ”
µ

T
(5.92)

f3{2pzq “
4
?
π

ż 8

0
dx

x2

ex2´ν ` 1

y“x2

“
2
?
π

ż 8

0
dy

?
y

ey´ν ` 1
(5.93)

part.Int.
“

2
?
π

2

3

y3{2

ey´ν ` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8

0
looooooooomooooooooon

“0

`
4

3
?
π

ż 8

0
dy

y3{2ey´ν

pey´ν ` 1q2
(5.94)

Taylorreihe für y3{2 um y “ ν:

f3{2pzq “
4

3
?
π

ż 8

0
dy

ey´ν

pey´ν ` 1q2

”

ν3{2 `
3

2
ν1{2py ´ νq `

3

8
ν´1{2py ´ νq2 ` . . .

ı

t“y´ν
“

4

3
?
π

ż 8

´ν
dt

et

pet ` 1q2

´

ν3{2 `
3

2
ν1{2t`

3

8
ν´1{2t2 ` . . .

¯

(5.95)

ż 8

´ν
“

ż 8

´8

´

ż ´ν

´8

, zweites Integral „ e´ν (5.96)

ñ f3{2pzq “
4

3
?
π

´

I0ν
3{2 `

3

2
I1ν

1
2 `

3

8
I2ν

´ 1
2 ` . . .

¯

`Ope´νq (5.97)

mit den Integralen

In “

ż 8

´8

dt
tnet

pet ` 1q2
(5.98)

n “ 0:

I0 “

ż 8

´8

dt
et

pet ` 1q2
“

ż 8

0
dt

et

pet ` 1q2
`

ż 0

´8

dt
et

pet ` 1q2
(5.99)

“

ż 8

0
dt

et

pet ` 1q2
´

ż 0

8

dt
e´t

pe´t ` 1q2
e2t

e2t
loooooooooooomoooooooooooon

“`
ş8

0 dt et

p1`etq2
Integrand gerade!

(5.100)

“ 2

ż 8

0
dt

et

pet ` 1q2
“ ´2

ż 8

0
dt
d

dt

1

et ` 1
(5.101)

“ ´2
1

et ` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8

0

“ 1 (5.102)
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n ungerade:

Integranden sind ungerade in t, ñ In “ 0

n ą 0 gerade:

Es ist In “ ´2
”

B

Bλ

ż 8

0
dt

tn´1

eλt ` 1

ı

λ“1
(5.103)

u“λt
“ ´2

”

B

Bλ

ż 8

0
du λ´1λ´pn´1q u

n´1

eu ` 1

ı

λ“1
(5.104)

“ 2n

ż 8

0
du

un´1

eu ` 1
“ 2np1´ 21´nqΓpnqζpnq (5.105)

Mit Euler’scher Gammafunktion und Riemann’scher Zetafunktion

n “ 2 : Γp2q “ 1, ζp2q “ π2

6 ñ I2 “ 41
2
π2

6 “
π2

3

Damit erhalten wir insgesamt:

f3{2pzq “
4

3
?
π

”

pln zq3{2 `
π2

8
pln zq´1{2 ` . . .

ı

(5.106)

Damit Zustandsgleichung für T Ñ 0 bei festem µ:

λ3N

V
“ g

4

3
?
π
pln zq3{2 ñ λ2

´N

V

3
?
π

4g

¯2{3
“ ln z (5.107)

z “ exp
”2π~2

mT

´3
?
πN

4gV

¯2{3ı

(5.108)

“ exp
” 1

T

~2

2m

´6π2N

gV

¯2{3ı

(5.109)

“ exp
”µ

T

ı

(5.110)

Der Wert des chemischen Potenzials im Limes tiefer Temperaturen ist gegeben durch
die Fermi-Energie

ñ µ “
~2

2m

´6π2N

gV

¯2{3
” εF (5.111)
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Physikalische Bedeutung: Betrachte Grenzfall T “ 0

• Besetzung der Quantenzustände so, dass E minimal wird

• Pauli-Prinzip: nur ein Fermion pro Quantenzustand!

• Für Elektronen (Protonen, Neutronen) ist s “ 1
2 , g “ 2

Zahl der Zustände eines Teilchens in V zwischen pp, p` dpq:

gV
d3p

p2π~q3
“ gV

p2dp

2π2~3
(5.112)

• Elektronen besetzen alle Impulszustände bis zu einem Grenzimpuls pF :
Fermi-Impuls

N “
gV

2π2~3

ż pF

0
p2dp “

gV p3
F

6π2~3
(5.113)

ñ pF “ ~
´

6π2N
gV

¯1{3
ist der Radius der Fermi-Kugel im Impulsraum

ñ Grenzenergie: εF “
p2
F

2m

Verteilungsfunktion:

Bezeichne Quantenzustände durch Impulszustände

np “
1

e
εp´µ

T ` 1

TÑ0
ÝÑ

"

1 εp ă µ “ εF
0 εp ą µ “ εF

(5.114)

Gesamtenergie: Zahl der Zustände ˆ p2

2m

E “
gV

4π2m~3

ż pF

0
p4dp “

gV p5
F

20mπ2~3
(5.115)

“

´2

g

¯5{3 3gp3π2q2{3

20

~2

m

´N

V

¯2{3
N (5.116)

Zustandsgleichung bei T “ 0: Mit PV “ 2
3E

P “
´2

g

¯2{3 p3π2q2{3

5

~2

m

´N

V

¯5{3
(5.117)
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ñ Fermi-Gas hat auch bei T “ 0 Druck, da immer p ‰ 0 Zustände besetzt sind!

Zustandsgleichung für kleine T ‰ 0: Korrekturterm mitnehmen

λ3N

V
“ g

4

3
?
π

”

pln zq3{2 `
π2

8
pln zq´1{2 ` . . .

ı

(5.118)

ñ pln zq3{2 “

´εF
T

¯3{2
´
π2

8

´εF
T

¯´1{2
` . . . (5.119)

“

´εF
T

¯3{2”

1´
π2

8

´ T

εF

¯2
` . . .

ı

(5.120)

ñ
µ

T
“

εF
T

”

1´
2

3

π2

8

´ T

εF

¯2
` . . .

ı

(5.121)

µ “ εF

”

1´
π2

12

´ T

εF

¯2
` . . .

ı

(5.122)

Entwicklungsparameter: pT {εF q ñ T ă TF “ εF , pkBTF “ εF q
für Gültigkeit der Entwicklung; in diesem Tieftemperaturbereich heißt das Fermigas
entartet; TF heißt Entartungstemperatur

Berechnung Energie:

E “
gV

4π2m~3

ż 8

0
dp p4nppT q (5.123)

und wieder langwierig entwickeln und integrieren....

Abkürzung über thermodynamische Relationen, vgl. (2.157):

µ “
´

BF

BN

¯

T,V
(5.124)

Dann ist bei konstantem V, T :

F “

ż N

0
dN 1 µpN 1q “

ż N

0
dN 1 εF pN

1q

”

1´
π2

12

´ T

εF pN 1q

¯2
` . . .

ı

“
3

5
NεF

”

1`
5π2

12

´ T

εF

¯2
` . . .

ı

(5.125)

“ Ω` µN “ ´PV ` µN (5.126)

Zustandsgleichung nahe T “ 0:

P “
2

5

N

V
εF

”

1` 5
π2

12

´ T

εF

¯2
` . . .

ı

(5.127)

Und schließlich die Energie

E “
3

2
PV “

3

5

εF
V
N
”

1` 5
π2

12

´ T

εF

¯2
` . . .

ı

(5.128)
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Die Wärmekapazität nahe T “ 0 ist damit:

CV “
´

BE

BT

¯

V
“
π2

2
N
T

εF
` . . . (5.129)

Für das ideale Fermi-Gas geht CV Ñ 0 für T Ñ 0, konsistent mit 3. HS! X

Umgekehrt für T Ñ8: Boltzmann ñ CV “
3
2N

ñ Qualitatives Verhalten Wärmekapazität:

Beachte: Im Bereich des entarteten Fermi-Gases ist T ! εF , T -Abhängigkeit der
thermodynamischen Größen schwach
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5.7 Magnetismus eines Elektronengases im schwachen Feld

Körper/Gas im äußeren Magnetfeld ~H
z.B. Metalle, Leitungselektronen « freies Gas

Magnetische Induktion ~B “ µ0
~H

ñ Zusätzliche makroskopische Größe: im Feld angenommenes magnetisches Mo-
ment ~M

Ideales Gas: ~M “ N~µ,
proportional zu mittlerem magnetischem Moment eines Teilchens, extensiv

Annahme: Magnetisierung hinreichend klein, keine Rückwirkung auf äußeres Feld
ñ äußeres Feld gleich für jedes Teilchen

Beitrag zur Energie des Systems:

dE “ ´ ~M ¨ d ~B “ dW (5.130)

ñ Magnetisches Moment in Richtung von ~B:

Mi “ ´

´

BE

BBi

¯

S,V
(5.131)

Magnetische Suszeptibilität (betrachte Beträge):

χ “
´

BM

BH

¯

T
(5.132)

Beachte: Analogie Flüssig/Gas-Systeme vs. magnetische Systeme

• H Ø P intensiv

• M Ø V extensiv

• χØ κT

• CH,M Ø CP,V usw.

Aber: κT ě 0, dagegen: χ ą 0 Paramagnetismus, χ ă 0 Diamagnetismus

Für großkanonisches Ensemble:

dΩ “ ´SdT ´ PdV ´Ndµ´MidBi (5.133)

ñ M “ ´

´

BΩ

BB

¯

T,V,µ
, χ “ ´µ0

´

B2Ω

BB2

¯

(5.134)
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Hier: Interesse an tiefen Temperaturen T ! εF , schwachen Magnetfeldern
ñ Behandlung als entartetes Fermigas

QM1, Teilchen mit Spin 1
2 im elektromagnetischen Feld: Pauli-Gleichung

H “
1

2m
p~p´ q ~Aq2 ´

q~
2m

~σ ¨ ~B ` qφ (5.135)

mit

~E “ ´
B ~A

Bt
´ ~∇φ , ~B “ ~∇ˆ ~A (5.136)

Sei ~B konstant (homogen), φ “ 0

1) Beitrag des Spins

Vernachlässige Kopplung der Bahnbewegung an das Feld
(akademisch, nur zur Illustration der Effekte!)

Magnetisches Moment und potenzielle Energie eines Spins mit Bohr-Magneton µB:

~µ “
q~
2m

~σ “ µB~σ, V “ ´~µ ¨ ~B (5.137)

Energie eines Elektrons:

ε “
p2

2m
˘ µB ¨B (5.138)

In Verteilungsfunktion: exppε´ µq{T

ñ Ersetze in thermodynamischen Ausdrücken das chemische Potenzial µÑ µ˘µBB

Thermodynamisches Potenzial ohne Magnetfeld: Ω0pµq (V, T weggelassen)

Thermodynamisches Potenzial mit Magnetfeld:

Ωpµ,Bq “
1

2
Ω0pµ` µBBq `

1

2
Ω0pµ´ µBBq (5.139)

Entwicklung für schwache Felder: µBB ! T :

Ωpµ,Bq “ Ωpµ, 0q `
1

2

B2Ω

BB2
pµ, 0q B2 ` . . . (5.140)

“ Ω0pµq `
1

2

B2Ω0

Bµ2
µ2
BB

2 ` . . . (5.141)
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Damit sind die Magnetisierung und die Suszeptibilität:

ñ M “ ´Bµ2
B

B2Ω0

Bµ2
“ Bµ2

B

´

BN

Bµ

¯

T,V
mit N “ ´

BΩ0

Bµ
(5.142)

ñ χ “ µ0

´

BM

BB

¯

“ µ2
Bµ0

´

BN

Bµ

¯

T,V
“ ´µ0µ

2
B

B2Ω0

Bµ2
(5.143)

Für T ! µ ist N nur schwach T´abhängig, ñ Verwende N bei T “ 0 aus Abschnitt
5.6:

N “
V p3

F

3π2~3
“

V

3π2~3
p2mεF q

3{2 “ V
p2mµq3{2

3π2~3
(5.144)

Damit ist für T Ñ 0:

χpara “ µ0µ
2
B

3
2V p2mq

3{2µ1{2

3π2~3
“ µ0µ

2
B

V pFm

π2~3
ą 0 (5.145)

ñ Spins eines entarteten Elektronengases geben einen paramagnetischen Beitrag,
schwach T -abhängig

ii) Beitrag Bahnbewegung der Elektronen

Vernachlässige Kopplung des Spins an das Feld
(akademisch, nur zur Illustration der Effekte!)

Wegen Verwechslungsgefahr Hüte für Operatoren in Schrödingergleichung

~B “ p0, 0, Bq, ~A “ Bp0, x, 0q, φ “ 0 (5.146)

Ĥ “
1

2m
p~̂p´ q ~Aq2 “

p̂2
3

2m
`

1

2m

´

p̂2
1 ` pp̂2 ´ qBxq

2
¯

(5.147)

“ Ĥ‖ ` ĤK (5.148)

rĤ‖, ĤKs “ 0 ñ Ansatz ψp~rq “ ψ‖pzqψKpx, yq

Ĥ‖ψ‖ “ E‖ψ‖ mit E‖ “
p2

3

2m
, ψ‖ “ e

i
~p3z (5.149)

ñ freie Bewegung in z-Richtung

ĤKψK “ EKψK Ansatz: ψK “ eik2yϕpxq, p2 “ ~k2

ĤKψK “
1

2m

´

p̂2
1 ` q

2B2
´

x´
p̂2

qB

¯2¯

ϕpxqeik2y “ EKϕpxqe
ik2y (5.150)

Dies lässt sich schreiben als

” p̂2
1

2m
`
m

2
ω2
c px´ x0q

2
ı

ϕpxq “ EKϕpxq (5.151)
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mit x0 “
p2

qB , ωc “
|q|B
m “ 2

~µBB Harmonischer Oszillator!

ñ EK “ ~ωc
´

n`
1

2

¯

(5.152)

Die Energieeigenwerte und Wellenfunktionen für alle Komponenten sind dann

E “ E‖ ` EK “
p2

3

2m
` ~ωc

´

n`
1

2

¯

Landau-Niveaus (5.153)

ψp~rq “ eik3zeik2yϕnpx´ x0q (5.154)

ñ unendlichfache Entartung in x0 bzw. k2; im endlichen Volumen V “ L3:

k2 “
2π

L
n2, x0,max “ L “

2π~
LqB

n2,max ñ n2,max “
qBL2

2π~
(5.155)

Energiebeitrag entspricht einem magnetischen Moment:

EK “ ´µzB (5.156)

µz “ ´
|q|~
2m

p2n` 1q “ ´µBp2n` 1q (5.157)

ñ Magnetisches Moment entgegengesetzt zu B

ñ Die Bahnbewegung freier Elektronen gibt einen Betrag zum Diamagnetismus

Einteilchenenergie: εn “
p2

3

2m
` ~ωcpn`

1

2
q (5.158)

Entartungsgrad: g “ 2 ¨ n2,max “ 2
qBL2

2π~
(5.159)

Wieder thermodynamische Auswertung, Zustandssumme: lnZ “
ř

k lnp1` e
µ´εk
T q

Quantenzahlen: k “ tp3, n, αu α “ 1, . . . g

lnZ “

g
ÿ

α“1

8
ÿ

n“0

ÿ

p3

ln
´

1` ze´
εn
T

¯

(5.160)

VÑ8
ÝÑ 2

qBL2

2π~

8
ÿ

n“0

L

ż 8

´8

dp3

2π~
ln
´

1` ze´
εn
T

¯

(5.161)

Thermodynamisches Potenzial:

Ω “ ´T lnZ “ ´2
qBV

p2π~q2
T

8
ÿ

n“0

ż 8

´8

dp3 ln
´

1` ze´
εn
T

¯

(5.162)

“ ´2 µB
loomoon

q~
2m

B
V 2mT

4π2~3

8
ÿ

n“0

ż 8

´8

dp3 ln
´

1` ze´
εn
T

¯

(5.163)

“ 2µBB
8
ÿ

n“0

fpµ´ ~ωcpn` 1{2qq (5.164)
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mit

fpµq “ ´
TmV

2π2~3

ż 8

´8

dp3 ln
´

1` e
µ
T
´

p23
2mT

¯

(5.165)

Näherungsweise Berechnung der Summe (Landau):

8
ÿ

n“0

F pn`
1

2
q «

ż 8

0
dxF pxq`

1

24
F
1

p0q Euler-McLaurin Summationsformel (5.166)

Anwendbarkeit: wenn F sich schwach ändert für nÑ n`1 ô ~ωc “ 2µBB ! T

Damit:

Ω “ 2µBB

ż 8

0
dxfpµ´ ~wcxq `

2µBB

24

Bf

Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“0

(5.167)

y“µ´~ωcx
“ ´

2µBB

~wc

ż ´8

µ
dyfpyq ´ 2

µBB

24
~wc

Bf

By

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

y“µ

(5.168)

“

ż µ

´8

dyfpyq
looooomooooon

B´unabh.

´
p2µBBq

2

24

Bf

Bµ
(5.169)

“ Ω0pµq ´
1

6
pµBBq

2 B
2Ω0

Bµ2
(5.170)

!
“ Ω0pµq `

1

2!
B2 B

2Ω

BB2
(5.171)

Mit χ “ µ0
BM
BB “ ´µ0

B2Ω
BB2 folgt:

ñ χdia “
1

3
µ0µ

2
B

B2Ω0pµq

Bµ2
“ ´

1

3
χpara (5.172)

Insgesamt:

χ “ χdia ` χpara “
2

3
χpara (5.173)

Für µBBą„T : Interferenzeffekte zwischen para- und diamagnetischen Beiträgen
ñ Oszillatiorischer Beitrag zu χ als Funktion von B ñ de Haas-van Alphen Effekt

Beachte: Rein klassisch gibt es weder Para- noch Diamagnetismus für das Elek-
tronengas!
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5.8 Bose-Einstein-Kondensation

Bose-Gas:
Kein Pauli-Prinzip, bei T Ñ 0 sammeln sich die Teilchen im Grundzustand

ε “
p2

2m
“ 0 ñ E “ 0 (5.174)

Dichte eines Bose-Gases, Kap. 5.5:

N

V
“

g

λ3
g3{2pzq, λ “

´2π~2

mT

¯1{2
, z “ e

µ
T (5.175)

definiert implizit µ “ µpN,V, T q

Kap. 5.4: µ ď 0 für Bose-Gas ñ 0 ď z ď 1

Sei N
V “ konst; für welche kritische Temperatur Tc wird µpN,V, Tcq “ 0 ?

g3{2pzq “
4
?
π

ż 8

0
dx

x2

z´1ex2
´ 1

“
2
?
π

ż 8

0
dy

?
y

z´1ey ´ 1
(5.176)

“

8
ÿ

l“1

zl

l3{2
“ z `

z2

23{2
`

z3

33{2
` . . . (5.177)

Allgemein ist:

gnpzq “
8
ÿ

l“1

zl

ln
, gn´1pzq “ z

B

Bz
gnpzq (5.178)

Für µ “ 0 ñ z “ 1

g3{2p1q “
2
?
π

ż 8

0
dy

?
y

ey ´ 1
“

2
?
π

Γ
´3

2

¯

loomoon

?
π

2

ζ
´3

2

¯

loomoon

2.612

“ 2.612 (5.179)

g13{2p1q “ g1{2p1q “
8
ÿ

l“1

1
?
l
Ñ8 (5.180)

Ableitung divergiert bei z “ 1

g3{2pzq ď 2.612 für 0 ď z ď 1
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µ “ 0 ñ
N

V
“

g

λ3
g3{2p1q (5.181)

ñ Tc “
2π~2

m

´ 1

g g3{2p1q

N

V

¯2{3
(5.182)

Für T ă Tc hat (5.175) keine Lösung mit µ ď 0!

Widerspruch?!?

Kap 5.5.:

lnZ “ ´
ÿ

~p

ln
´

1´ e
µ´εp
T

¯

(5.183)

ñ Vorsicht bei Grenzwertbildung thermodynamischer Limes

ÿ

~p

ÝÑ
VÑ8

V

ż

d3p

p2π~q3
(5.184)

lnZ “ ´
ÿ

~p‰0

ln
´

1´ e
µ´εp
T

¯

´ ln
´

1´ e
µ
T

¯

(5.185)

Achtung: Term mit ~p “ 0, εp “
~p2

2m “ 0 divergent für µ “ 0!

(geschieht nicht bei Fermi-Gas wg. ` im Argument des Logarithmus)

Naiver Grenzwert aus 5.5:

lnZ “ ´
gV

2π2~3

ż 8

0
dp p2 ln

´

1´ e
µ´εp
T

¯

(5.186)

An der unteren Integralgrenze wird bei µ “ 0:

lim
pÑ0

p2 ln
´

1´ e´
p2

2mT

¯

“ lim
pÑ0

ln
´

1´ e´
p2

2mT

¯

p´2
(5.187)

“ lim
pÑ0

`
p
mT e

´
p2

2mT

1´ e´
p2

2mT

1

´2p´3
“ 0 (5.188)

ñ Für µ Ñ 0 dominiert/divergiert der Term mit p “ 0, im Integralausdruck trägt
er jedoch gar nicht bei!

Korrigierter Ausdruck Zustandssumme Bose-Gas:

lnZ “ ´
gV

2π2~3

ż 8

0
dp p2 lnp1´ e

µ´εp
T q ´ g lnp1´ e

µ
T q (5.189)
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ñ Korrigierte Zustandsgleichung Bose-Gas

P

T
“

g

λ3
g5{2pzq `

g

V
lnp1´ zq (5.190)

N

V
“

g

λ3
g3{2pzq `

g

V

z

1´ z
(5.191)

Dabei ist
N0 “ N~p“0 “ g

z

1´ z
(5.192)

die Zahl der Teilchen mit ~p “ 0

Beachte: Im thermodynamischen Limes liefert der Korrekturterm für festes z ă 1
keinen Beitrag (vorige Ergebnisse bleiben richtig), Relevanz nur bei µ “ 0, z “ 1

Bose-Einstein-Kondensation:

N0
V ą 0 im thermodynamischen Limes, N,V Ñ8 mit N

V fest, .d.h.

z Ñ 1 mit 1´ z „
1

V
(5.193)

In diesem Fall ist
N0

V
“
N

V
´

g

λ3
g3{2pzq (5.194)

N0

V
ą 0 ô λ3N

V
ą g g3{2p1q (5.195)

Die Region (5.195) im pP, V, T, µ “ 0q-Raum eines ideales Bose-Gases heißt Kon-
densationsregion. Sie besteht aus einer Mischung zweier “Phasen” im Impulsraum:
eine Phase aus Teilchen mit ~p “ 0 und eine mit ~p ‰ 0

Phasengrenze: λ3
´

N
V

¯

c
“ g g3{2p1q definiert kritische Dichte bei gegebenem T

Kondensation beginnt, wenn mittlerer Abstand zwischen Teilchen von der Größen-
ordnung der thermischen Wellenlänge wird

Ebenso: Für gegebene Dichte pNV q gibt es die kritische Temperatur (5.182)
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Numerische Lsg. der Zustandsgleichung: pg “ 1q schematisch

Damit Anteil der Teilchen mit ~p “ 0:

N0

N
“

N
V ´

g
λ3 g3{2pzq
N
V

“ 1´
V g

Nλ3
g3{2pzq (5.196)

“

#

0 N
V ă p

N
V qc

1´ p TTc q
3{2 “ 1´ pN{V qc

pN{V q
N
V ą p

N
V qc

(5.197)

Für T ą Tc Teilchen auf alle Niveaus verteilt

Für T ă Tc sammeln sich Teilchen im ~p “ 0 Zustand
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Zweiter Teil Zustandsgleichung: P
T

~p “ 0 Term:
1

V
lnp1´ zq

VÑ8
ÝÑ 0 für z ă 1 (5.198)

Kondensationsregion:

1´ z „
1

V
(vgl. Diagramm) (5.199)

ñ
1

V
ln

1

V

VÑ8
ÝÑ 0 für z ă 1 (5.200)

Damit

P

T
“

$

&

%

g
λ3 g5{2pzq

N
V ă p

N
V qc

g
λ3 g5{2p1q

N
V ą p

N
V qc

(5.201)

Beachte: im Kondensat ist P „ T 5{2, unabhängig vom Volumen!

E “
3

2
PV “

$

&

%

g 3
2
TV
λ3 g5{2pzq

N
V ă p

N
V qc

g 3
2
TV
λ3 g5{2p1q

N
V ą p

N
V qc

(5.202)

Schließlich die Wärmekapazität mit

CV “
´

BE

BT

¯

V
,

B

BT
gnpzq “

Bgn
Bz

Bz

BT
“ z´1gn´1

Bz

BT
(5.203)

und aus (5.191) (ohne Korrekturterm)

Bz

BT
“ ´

3

2

N

V

λ3

g g1{2pzq

z

T
(5.204)

CV
N

“

$

’

&

’

%

g 15
4

V
Nλ3 g5{2pzq ´

9
4

g3{2pzq

g1{2pzq
N
V ă p

N
V qc

g 15
4

V
Nλ3 g5{2p1q

N
V ą p

N
V qc

Im Kondensat CV „ T 3{2, d.h. 3.HS ist erfüllt!
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Gibt es Bose-Einstein-Kondensate?

Annahme “ideales Gas” beinhaltet drastische Verinfachung realer Systeme
(z.B. sind die meisten Substanzen nicht mehr gasförmig bei tiefen T )

Vorhersage: 1924

Kandidat: Flüssiges He4, Spin 0;
Bei T “ 2.18K λ-Übergang, CV divergiert
He3: kein λ-Übergang, Fermi-Statistik

Komplikation: Modifikation Theorie durch starke WW (Flüssigkeit!)
Eigenschaften: Suprafluidität, Kohärenz über makroskop.Entfernung
Grund: Welle-Teilchen-Dualismus, ~p “ 0 “̂ maximale Delokalisierung

1. Zweifelsfreier Nachweis in Rb: 1995 Cornell, Wieman; Ketterle; (Nobelpreis 2001)

Seither in etlichen Atomgasen :

Tă„10´7 K: Li7, 23Na, 41K, 85Rb, 87Rb, 133Cs, 174Yb

Theorie benötigt Teilchenzahlerhaltung, ñ nicht gültig für Photonen
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5.9 Die Wärmestrahlung

Betrachte Gas aus Photonen γ

• Idealisiertes System: schwarzer Körper

• Reale Systeme: beliebige Körper bei endlicher Temperatur T (insbes. Sterne!)
Universum als Ganzes: CMBR (Cosmic Microwave Background Radiation)

• Photonen: Feldquanten der Quantenelektrodynamik, QED
“̂ relativistische Quantentheorie “ Quantenfeldtheorie

• Hier: quasi-klassische Behandlung, De Broglie

Eigenschaften: Spin 1

Energie ε “ ~ω

Impuls ~p “ ~~k, | ~k |“ ω
c

Masse ε2 “ ~p2c2 `m2c4 ñ m “ 0

(5.205)

Quasiklassisch: γ entspricht ebener Welle

ñ elektrisches Feld ~Ep~r, tq “ ~ε eip
~k¨~r´wtq (5.206)

Polarisationsvektor ~ε ¨ ~k “ 0, | ~ε |“ 1 (5.207)

ñ Zwei linear unabhängige Polarisationszustände

QM: Spin 1,m “ 0 ñ zwei Spinfreiheitsgrade

Schwarzer Körper: im thermischen Gleichgewicht mit Umgebung (Wärmebad)

V “ L3

~k “ 2π
L ~n, ni “ 0,˘1,˘2, . . .

Atome in Wänden: Absorption und Emission von γ, ~ω bestimmt durch Spektren
der Atome, ω-Verteilung bestimmt durch T
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Im Vakuum: Superpositionsprinzip für ~E

ñ keine Wechselwirkung der γ’s untereinander, ideales Gas

Beachte: Teilchenzahl N nicht fest (Absorption, Emission auch durch Vakuum,
QFT), sondern durch T bestimmt!

F pN,T, V q Ñ F pT, V q “ F pNpT q, T, V q

Gleichgewicht: F minimal ñ BF
BN

!
“ 0

Andererseits: µ “ p BF
BN qT,V

ñ Für das Photongas im Gleichgewicht ist µ “ 0

ñ Verteilungsfunktion für k-ten Quantenzustand (k “ t~k,~εu):

nk “
1

eεk{T ´ 1
“

1

e~ωp~kq{T ´ 1
Planck-Verteilung (5.208)

Zahl der Moden im Intervall p~k,~k ` d~kq : V d3k
p2πq3

Mit Betrag des Wellenvektors in pk, k ` dkq : V
p2πq3

4πk2dk

Zahl der Photonzustände mit Frequenz zwischen pω, ω ` dωq:

2
loomoon

Polarisation

V
p2πq3

4π ω
2

c2
dω
c “

V
π2c3

ω2dω

ñ Zahl der Photonen mit Frequenz in pω, ω ` dωq

dN “
V

π2c3

ω2dω

e~ω{T´1
(5.209)

ñ Energie im Frequenzintervall pω, ω ` dωq: Planck’sche Strahlungsformel

dE “
V ~
π2c3

ω3dω

e~ω{T ´ 1
(5.210)

Für kleine Frequenzen ~ω ! T :

dE “
V ~
π2c3

ω3dω

1` ~ω
T ` . . .´ 1

»
V T

π2c3
ω2dω (5.211)

ñ Rayleigh-Jeans-Gesetz, klassischer Grenzfall
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Vgl. Klassische Statistik:

Zahl der Eigenmoden in pω, ω ` dωq: V
π2c3

ω2dω

Kap 4.4 Gleichverteilungssatz: jeder Schwingungsfreiheitsgrad trägt T bei

ñ dE “
V T

π2c3
ω2dω X (5.212)

Große Frequenzen ~ω " T :

dE “
V ~
π2c3

ω3e´
~ω
T dω

1´ e´
~ω
T

»
V ~
π2c3

ω3e´
~ω
T dω (5.213)

ñ Wien’sche Strahlungsformel

Spektrum schwarzer Körper:

d
E

/(
V

 d
ω

)

ω

T1

T2 ą T1

Alternativ kanonische Zustandssumme:

Z “
ÿ

n

e´En{T (5.214)

En “ Eptn~k,~εuq “
ÿ

~k,~ε

~ωp~kq n~k,~ε (5.215)

Z “
ÿ

tn~k,~εu

exp´β
ÿ

~k,~ε

~ωp~kq n~k,~ε (5.216)

“
ź

~k,~ε

8
ÿ

n“0

e´
~ωn
T “

ź

~k,~ε

1

1´ e´
~ω
T

(5.217)

lnZ “ ´
ÿ

~k,~ε

ln
´

1´ e´
~ω
T

¯

(5.218)

“ ´2
ÿ

~k

ln
´

1´ e´
~ωp~kq
T

¯

(5.219)

ÝÑ
VÑ8

´
2V

2π2

ż 8

0
dk k2 ln

´

1´ e´
~ωp~kq
T

¯

(5.220)
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Vgl. Formel in Kap. 5.5 mit ~p “ ~~k, g “ 2, ε “ ~ωp~kq X

F “
loomoon

µ“0

Ω “ ´T lnZ “
V T

π2c3

ż 8

0
dω ω2 ln

´

1´ e´
~ω
T

¯

(5.221)

Subst: x “ ~ω
T

F “
V T 4

~3π2c3

ż 8

0
dxx2 lnp1´ e´xq (5.222)

“
part. Int.

V T 4

~3π2c3

”x3

3
lnp1´ e´xq

ı8

0
loooooooooomoooooooooon

“0

´
1

3

ż 8

0
dx

x3e´x

1´ e´x
s (5.223)

lnp1´ e´xq

x´3
“

e´x

1´e´x

´3x´4
(5.224)

“ ´
V T 4

3~3π2c3

ż 8

0
dx

x3

ex ´ 1
loooooomoooooon

(5.225)

“
p2πq4

8
B4

loomoon

“ 1
30

Ð Bernoulli-Zahl (5.226)

“
π4

15
(5.227)

“ ´V
π2

45p~cq3
T 4 (5.228)

F ist extensiv, wie es sein muss

Entropie:

S “ ´
BF

BT
“ V

4π2

45p~cq3
T 3 (5.229)

Energie: entweder Integration Planck-Gesetz oder E “ F ` TS

E “ V
3π2

45p~cq3
T 4 Stefan-Boltzmann-Gesetz (5.230)

Druck:

P “ ´
´

BE

BV

¯

S
“ ´

´

BF

BV

¯

T
“

π2

45p~cq3
T 4 (5.231)

ñ PV “
E

3
(5.232)
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Achtung: dies unterscheidet sich von Kap. 5.5, PV “ 2
3E

Grund: E “ T 2 B
BT lnZ,Zpe´

ε
T q

Kap. 5.5: massive Bosonen, ε “ p2

2m

Hier: masselose Bosonen (relativistisch!), ε “ ~w “ ~ck “ cp

Teilchenzahl:

N “
V T 3

π2c3~3

ż

dx
x2

ex ´ 1
looooomooooon

Γp3q
loomoon

2

ζp3q
loomoon

1.202

(5.233)

“
2ζp3q

π2p~cq3
V T 3 (5.234)

Wärmekapazität:

CV “
´

BE

BT

¯

V
“ V

12π2

45p~cq3
T 3 (5.235)

3.HS erfüllt, keine obere Schranke für T Ñ8 !
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6 Näherungsmethoden

• Bisher: ideale Gase

• Wechselwirkende Systeme nicht exakt behandelbar

• Näherung möglich, falls potenzielle Energie der Teilchen hinreichend klein ist
(Bedingung dafür folgt)

6.1 Thermodynamische Störungstheorie, klassisch

Sei Hpp, qq “ H0pp, qq ` V pp, qq

mit H0pp, qq “ E0 der Energie des nichtwechselwirkenden Systems

Klassische kanonische Zustandssumme, Kap. 3.5:

Z “

ż

dΓ
hkkkkikkkkj

dpdq

p2π~qs
1

N !
e´Hpp,qq{T “ e´

F
T (6.1)

»
1

N !

ż

dpdq

p2π~qs
e´H0pp,qq{T

´

1´
V pp, qq

T
`
V 2pp, qq

2T 2
` . . .

¯

(6.2)

F “ ´T lnZ (6.3)

“ ´T ln
”

ż

dΓe´H0pp,qq{T ´

ż

dΓe´H0pp,qq{T V pp, qq

T
`

ż

dΓe´H0pp,qq{T V 2pp, qq

2T 2
` . . .

ı

“ ´T lnZ0

´

1´
1

Z0

ż

dΓe´H0pp,qq{T V pp, qq

T
`

1

Z0

ż

dΓe´H0{T V
2

2T 2
` . . .

¯

(6.4)

“ ´T lnZ0 ´ T ln
”

1´
´

x
V

T
y0 ´ x

V 2

2T 2
y0 ` . . .

¯ı

(6.5)

“ F0 ` xV y0 ´
1

2T
xV 2y0 `

1

2T
xV y20 `OpV

3q (6.6)

“ F0 ` xV y0 ´
1

2T

´

xV 2y0 ´ xV y
2
0

¯

looooooooomooooooooon

“xpV´xV y0q2y0“p∆V q2

`OpV 3q (6.7)

x y0: Mittelwerte im Ensemble mit der ungestörten Energie E0

xV y0: mittlere “Störenergie”, ∆V : mittlere quadratische Schwankung
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Wann anwendbar?

Es sind xV0y „ N , ∆V „ N (Beiträge zur inneren Energie, extensiv)

ñ Für xV0y

N ! T ist der Term 2. Ordnung kleiner als der Term 1. Ordnung
d.h. Wechselwirkungsenergie pro Teilchen klein gegen die Temperatur
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6.2 Thermodynamische Störungstheorie, QM

Vgl. Störungstheorie QM1:

H “ H0 ` V, H0 | n
0y “ E0

n | n
0y (6.8)

Mit (nichtentarteten) ungestörten Niveaus E0
n

Korrigierte Energien:

En “ E0
n `

E1
n

hkkkkkkikkkkkkj

xn0 | V | n0y`

E2
n

hkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkj

ÿ

m‰n

| xn0 | V | m0y |2

E0
n ´ E

0
m

` . . . (6.9)

Die Wellenfunktionen werden nicht benötigt, lediglich Energien einsetzen in

Z “
ÿ

n

e´En{T (6.10)

“
ÿ

n

e´
1
T
pE0
n`E

1
n`E

2
n`...q behalte Terme bis OpV 2q (6.11)

“
ÿ

n

e´
E0
n
T

´

1´
E1
n

T
´
E2
n

T
`
pE1

nq
2

2T 2
` . . .

¯

(6.12)

F “ ´T ln
ÿ

n

e´
E0
n
T

´

1´
E1
n

T
´
E2
n

T
`
pE1

nq
2

2T 2
` . . .

¯

(6.13)

“ ´T lnZ0

”

1´
1

Z0

ÿ

n

e´
E0
n
T

´E1
n

T
`
E2
n

T
´
pE1

nq
2

2T 2
` . . .

¯ı

(6.14)

“ ´T lnZ0 ´ T ln
”

1´
´

x
E1
n

T
y0 ` x

E2
n

T
y0 ´ x

pE1
nq

2

2T 2
y0 ` . . .

¯ı

(6.15)

“ F0 ` xE
1
ny0 ` xE

2
ny0 ´

1

2T
xpE1

nq
2y0 `

1

2T
xE1

ny
2 ` . . . (6.16)

“ F0 ` xE
1
ny0 ` xE

2
ny0 ´

1

2T
xpE1

n ´ xE
1
nyq

2y ` . . . (6.17)

xE1
ny0 “

1

Z0

ÿ

n

xn0 | V | n0y
loooooomoooooon

QM´Mittelwert im Zustand |n0y

Mittelung uber alle |n0y
hkkikkj

e´E
0
n{T “ xV y0 (6.18)

Damit folgt die freie Energie

F “ F0`xV y0´
1

2T
xpV ´xV y0q

2y`
1

2T

ÿ

n

ÿ

m‰n

| xm0 | V | n0y |2 e´E
0
n{T

E0
n ´ E

0
m

`. . . (6.19)
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7 Phasenübergänge

• Traditionelles Gebiet der Physik, Erscheinungsformen der Materie

• Modernes Gebiet der Physik: kritische Phänomene

• Universell, vertreten in allen Disziplinen der Physik:
kondensierte Materie, Teilchenphysik, Kosmologie

• Vollständige Beschreibung: Quantenfeldtheorie und Renormierungsgruppe

Phasen:

• Zustandsformen desselben Stoffs, abhängig von äußeren Bedingungen

• Makroskopische Observable, durch deren unterschiedliche Werte sich Phasen
unterscheiden, heißen Ordnungsparameter

1. Dichte: Gas, Flüssigkeit, Festkörper
2. Magnetisierung: Para-, Ferro-, Antiferromagnet
3. El. Diploment: Paraelektrikum, Ferroelektrikum
4. El. Leitfähigkeit: Isolator, Metall, Supraleiter
5. Viskosität: Flüssigkeit, Supraflüssigkeit
6. Kristallstruktur: Festkörper
7. Vakuumstruktur: QFT

• Phasenübergänge: Wechsel zwischen Zustandsformen eines Stoffes in sogenann-
ten kritischen Bereichen thermodynamischer Variablen wie T, P, . ~H etc.

7.1 Phasengleichgewicht und Phasendiagramme

Gegeben sei ein System aus einem Stoff, z. B. PV T -System, Stoffmenge N

Gleichgewichtszustand durch zwei beliebige thermodyn. Variablen bestimmt

Aber: Zustand muss nicht homogen sein, kann in zwei sich berührende homoge-
ne Teilsysteme zerfallen ñ Phasen

Bedingungen für zwei Phasen im Gleichgewicht (“̂ Untersysteme):

T1 “ T2, P1 “ P2, µ1 “ µ2

Wähle P, T als Variable

ñ µ1pP, T q “ µ2pP, T q im Phasengleichgewicht
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ñ Phasengleichgewicht ist nicht für beliebiges P, T möglich!
Vorgabe des einen bestimmt das andere; 1Gleichung 2 Unbekannte

ñ Koexistenzkurve im PT -Diagramm

homogene Zust. des Systems auf

beiden Seiten der Kurve;

unterscheiden sich in V, NV

TV -Diagramm:

Phasengleichgewicht

homogene Zust. I, II
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Gleichgewicht dreier Phasen:

P1 “ P2 “ P3 ; T1 “ T2 “ T3 ; µ1 “ µ2 “ µ3

ñ µ1pP, T q “ µ2pP, T q “ µ3pP, T q

ñ 2 Gl. 2 Unbekannte ñ Lsg. einzelne Wertepaare pPt, Ttq Tripelpunkte

“̂ Schnittpunkte von Koexistenzkurven von jeweils zwei der drei Phasen

Volumina der Phasen im Tripelpunkt

�D Phasengleichheit von mehr als drei Phasen
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7.2 Die Gibbs’sche Phasenregel

Gegeben sei ein System aus α Komponenten (z. B. versch. Teilchensorten),
j “ 1, . . . α, und π Phasen, ν “ 1, . . . π

µjν “
BGν
BNjν

(7.1)

(Keine Summenkonvention!)

Für α “ 1 ist µpP, T q unabhängig von N (vgl. (2.157))

Für α ą 1: zusätzliche Abhängigkeit von Konzentrationen

cjν “
Njν

Nν
mit Nν “

ÿ

j

Njν ,
α
ÿ

j“1

cjν “ 1 (7.2)

ñ µjν pP, T
loomoon

2 `

, tcjνuq
loomoon

απ Variable

(7.3)

Nebenbedingungen: π Konzentrationen

Phasengleichgewicht: π ´ 1 Gleichungen für die Phasengrenzen

ñ αpπ ´ 1q Gleichungen für die µjν an den Phasengrenzen

ñ Zahl f der unabhängig wählbaren Variablen: f “ 2` απ ´ π ´ αpπ ´ 1q

f “ 2` α´ π (7.4)

ñ Obergrenze für mögl. Zahl koexistierender Phasen: π ď 2` α

Bsp. H2O: α “ 1

in den Phasen: π “ 1, f “ 2
Koexistenzkurve: π “ 2, f “ 1
Tripelpunkt: π “ 3, f “ 0

134



7.3 Thermodynamische Beschreibung von Phasenübergängen

Betrachte einkomponentigen Stoff, Übergang zwischen I und II, z..B. Flüssig-Gas

Phasengleichgewicht: P “ konst., T “ konst., V ‰ konst.

ñ isotherme Zustandsänderung bei P “ konst.

Wärmeaufnahme oder- abgabe = Übergangswärme oder latente Wärme

∆S “

ż 1

2

dQrev
T

ñ S1 ´ S2 “
∆Q

T
(7.5)

Beachte: Der Übergang ist vollständig durch die Zustände 1,2 festgelegt

1 : s1 “
S1
N , v1 “

V1

N
(7.6)

2 : s2 “
S2
N , v2 “

V2

N
(7.7)

Alles Zustände dazwischen sind Linearkombinationen von diesen

Übergangswärme pro Teilchen: q “ T ps1 ´ s2q

Phasengleichgewicht: µ1 “ µ2

µ “
G

N
ñ

G1

N
“
G2

N
(7.8)
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Mit G “ E ´ TS ` PV ñ pε1 ´ ε2q ´ T ps1 ´ s2q ` P pv1 ´ v2q “ 0

Damit entspricht die Übergangswärme pro Teilchen der Enthalpie pro Teilchen

ñ q “ h1 ´ h2 , h “
H

N
“
E ` PV

N
(7.9)

Chemische Potenziale zweier Phasen bei festem Druck:

G minimal im Gleichgewicht

T ă Tc : Phase II stabil ( I metastabil)
T ą Tc : Phase I stabil (II metastabil)

G “ µN ñ dG´ µdN “ Ndµ

mit dG “ ´SdT ` V dP ` µdN (Kap. 2.12) folgt daraus

dµ “ ´sdT ` vdP (7.10)

ñ Im Schnittpunkt ist

Bµ2

BT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Tc
loomoon

´s2

ą
Bµ1

BT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Tc
loomoon

´s1

ñ s1 ´ s2 “
q

T
ą 0 (7.11)

ñ Bei Temperaturerhöhung geht das System von einer Phase in eine andere über
und absorbiert dabei Wärme. Die erste Ableitung eines thermodynamischen Poten-
zials springt bei Tc

“̂ Phasenübergang 1. Ordnung

Klassifikation nach Ehrenfest: Phasenübergang n-ter Ordnung ist charakterisiert durch
einen Sprung in der n-ten Ableitung eines thermodynamischen Potenzials

Moderne Klassifikation: Nur noch 1. oder 2. Ordnung, d.h. mit Sprung in entwe-
der der ersten oder höheren Ableitungen;
Insbesondere entspricht der Ordnungsparameter meist einer ersten Ableitung eines
thermodynamischen Potenzials
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Entlang der Koexistenzkurve ist µ1pP, T q “ µ2pP, T q

Differenzieren nach T ergibt

´

Bµ1

BT

¯

P
`

´

Bµ1

BP

¯

T

dP

dT
“

´

Bµ2

BT

¯

P
`

´

Bµ2

BP

¯

T

dP

dT
(7.12)

Daraus folgt die Clausius-Clapeyron-Gleichung

dP

dT
“
s1 ´ s2

v1 ´ v2
“

q

T pv1 ´ v2q
(7.13)

Analog für andere unabhängige Variablen:

P1pµ, T q “ P2pµ, T q ñ
dT

dµ
“ ´

´

N
V

¯

1
´

´

N
V

¯

2

p SV

¯

1
´

´

S
V

¯

2

(7.14)

T1pP, µq “ T2pP, µq ñ
dP

dµ
“

s´1
1 ´ s´1

2
´

V
S

¯

1
´

´

V
S

¯

2

(7.15)

Die Clausius-Clapeyron-Gleichungen machen Aussagen über die Steigungen der Ko-
existenzkurven

Schlussfolgerung für T Ñ 0:

s1, s2 Ñ 0 (Nernst) ñ dT
dµ Ñ8

ñ Koexistenzkurve trifft senkrecht auf µ-Achse
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7.4 Kritische Endpunkte

Endpunkt einer Koexistenzkurve

für das Phasengleichgewicht

für T ą Tc, P ą Pc keine Koexistenz von Phasen, System homogen

Achtung: Falls krit. Punkt existiert, verliert der Begriff der Phasen strenggenommen
seine Gültigkeit:
2 beliebige Zustände lassen sich immer durch einen kontinuierlichen Übergang ver-
binden, ohne Trennung in 2 Phasen

ñ Phasen nur entlang Koexistenzlinie

Wann kann ein kritischer Endpunkt auftreten?

ñ Nur für Phasen, die sich lediglich quantitativ unterscheiden

Beispiel: Flüssigkeit- Gas, gradueller Unterschied in Dichte und Wechselwirkung

Im Gegensatz dazu:

Phasen, die sich durch innere Symmetrie unterscheiden

Beispiel: flüssig - kristallin, verschiedene Kristallformen, Quantenfeldtheorien mit
verschiedenen Vakuumsymmetrien

Symmetrie ist entweder da oder nicht da ñ sprunghafter Unterschied zwischen Pha-
sen, kein gradueller;

ñ ein Zustand kann immer einer Phase zugeordnet werden
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ñ Grenzkurve zwischen Phasen geht entweder ins Unendliche oder schneidet an-
dere Grenzkurven

Isothermen nahe einem kritischen Endpunkt:

Betrachte Kurvenabschnitte::

abc Isotherme in der Flüssigkeit
def Isotherme im Gas
c, crit, d : p BP

BV qT “ 0

Betrachte Pă„Pcrit, Annäherung an kritischen Punkt;

Volumina der Phasen: V, V ` δV
Phasengleichgewicht: P pV, T q “ P pV ` δV, T q

ñ���
�P pV, T q “ ���

�P pV, T q `
BP

BV
δV `

1

2

B2P

BV 2
δV 2 ` . . . (7.16)

BP

BV
“ ´

1

2

B2P

BV 2
δV (7.17)

Für δV Ñ 0 muss gelten: p BP
BV qT “ 0

ñ verletzt thermodynamische Ungleichung p BP
BV qT ă 0

ñ singulärer Punkt für thermodynamische Funktionen (es treten Divergenzen auf!)
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Beispiel mit allen besprochenen Phänomenen:

https://www.ck12.org/user:chem12-22/book/chemistry-12-22/r76/section/12.6/
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7.5 Van der Waals Zustandsgleichung und Flüssig-Gas-Übergang

Beachte: Keine Phasenkoexistenz in idealen Gasen, P0V0 “ NT
(Ausnahme: Bose-Einstein-Kondensation, Phasenkoexistenz im Impulsraum)

Grund
mathematisch: keine Singularitäten in thermodynamischen Potenzialen
physikalisch: keine Wechselwirkung

ñ Verbesserung ideale Gasgleichung durch

a) attraktives Potenzial zwischen Teilchen (Bindungszustände)

b) repulsives Potenzial bei kurzen Abständen (keine Überlappung von Teilchen)

Qualitativ:

b) ñ Reduktion des zur Verfügung stehenden Volumens

Näherung: Billardkugeln ñ V0 “ V ´Nb

a) ñ Reduktion des Drucks

Druckreduktion „ Anzahl Teilchenpaare mit WW-Abstand r0:

„ N ¨
r3

0

V
pN ´ 1q

r3
0

V
NÑ8
ÝÑ konst.

´N

V

¯2
(7.18)

ñ P “ P0 ´
aN2

V 2
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ñ Van-der-Waals-Zustandsgleichung

pV ´Nbq
´

P `
aN2

V 2

¯

“ NT (7.19)

mit a, b Materialkonstanten

Isothermen:

Achtung: Segmente mit
´

BP
BV

¯

T
ą 0 unphysikalisch!

(Wir haben implizit Homogenität ausgenommen)

Gibt es stattdessen ein Phasengleichgewicht?

142



Die Maxwell-Konstruktion:

Betrachte eine Isotherme mit unphysikalischem Abschnitt:

Minimiere F!

entlang Isotherme:

dF “ ´PdV

ñ F “ ´
ş

T“konst. PdV

a: entlang Kurve, homogenes System

b: entlang Horizontale, 2-Phasensystem

Der Gleichgewichtszustand ist derjenige mit kleinerer freier Energie ñ b
ñ Zerfall in 2 Phasen zwischen V1, V2

ñ Phasenübergang erster Ordnung zwischen V1 und V2, P “ konst

Wo genau liegt die Horizontale?

P1 “ P2 ô ´
BF

BV

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

“ ´
BF

BV

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

homogene Kurve (7.20)

gemeinsame Tangente in 1:
F2 ´ F1

V2 ´ V1
“

BF

BV

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2-Phasenkurve (7.21)
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´
BF

BV

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

pV2 ´ V1q “ ´pF2 ´ F1q (7.22)

P1pV2 ´ V1q “

ż 2

1
PdV (7.23)

ñ Die Bereiche A,B nehmen die gleiche Fläche ein

Kritische Parameter:

Am kritischen Punkt ist

´

BP

BV

¯

Tc
“ 0 ,

´

B2P

BV 2

¯

Tc
“ 0 Wendepunkt (7.24)

P “
NT

V ´Nb
´
aN2

V 2
(7.25)

P 1 “ ´
NTc

pVc ´Nbq2
`

2aN2

V 3
c

“ 0 (7.26)

P 2 “ `2
NTc

pVc ´Nbq3
´

6aN2

V 4
c

“ 0 (7.27)

2
pVc´Nbq

P 1 ` P 2 :

2

Vc ´Nb

2aN2

V 3
c

´
6aN2

V 4
c

“ 0 ô 4Vc ´ 6pVc ´Nbq “ 0 (7.28)

Vc “ 3bN, Tc “
8a

27b
, Pc “

a

27b2
(7.29)

ñ Durch Messen eines Paares aus Pc, Tc, Vc können a, b festgelegt werden

Def Reduzierte Parameter:

p ”
P

Pc
, t ”

T

Tc
, v ”

V

Vc
(7.30)

ñ Zustandsgleichung:

pp`
3

v2
qpv ´

1

3
q “

8

3
t (7.31)

Gesetz der korrespondierenden Zustände:

Zustandsgleichung unabhängig von Materialparametern a, b ñ gilt für alle Sub-
stanzen, für die das van-der-Waals Modell korrekt ist ñ Universalität
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7.6 Kritische Phänomene

“̂ thermodynamisches Verhalten nahe kontinuierlichem Phasenübergang oder kriti-
schem Punkt, d.h. Phasenübergänge 2. Ordnung
ñ universell, unabhängig von Details des Systems!
ñ gleiche Phänomene für sehr verschiedene Systeme wie
Flüssig-Gas, Magnetismus, Supraleitung, QFT, . . .

Terminologie: Ferromagnetismus ñ Spinnmodelle
(mit großer Genauigkeit numerisch lösbar!)

Experimenteller Befund:
Bei Annäherung an einen kritischen Punkt (Phasenübergang zweiter Ordnung) di-
vergieren oder verschwinden verschiedene Observablen gemäß Potenzgesetzen mit
sogenannten kritischen Exponenten

Phasendiagramm Flüssig-Gas-System:

Betrachte Annäherung an kritischen Punkt auf Pfaden I, II, III

t “
T ´ Tc
T

, n “
N

V
(7.32)

Wärmekapazität: CV „

#

p´tq´α
1

pIIq T ă Tc, nÑ nc
t´α pIq T ą Tc, n “ nc

(7.33)

Ordnungsparameter ∆n „

"

p´tqβ pIIq T ă Tc, nÑ nc
nicht def. T ą Tc

(7.34)

Kompressibilität: κT „

#

p´tq´γ
1

pIIq T ă Tc
t´γ pIq T ą Tc

(7.35)

Zustandsgleichung: P „
 

|n´ nc|
δ pIIIq T “ Tc (7.36)

(7.37)
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Die Exponenten α, β, γ, δ, . . . (es gibt weitere!) heißen kritische Exponenten

Phasendiagramm Ferromagnet:

Spontane Magnetisierung unterhalb einer kritischen Temperatur

H “ 0 :

"

M “ 0 T ą Tc
M ‰ 0 T ă Tc

BM

BT
springt bei Tc (7.38)

T ă Tc: Spontane Symmetriebrechung
Hamiltonian ist rotationssymmetrisch, Grundzustand ist nicht rotationssymmetrisch

Vgl: Bleistift balanciert auf Spitze
ñ Umkipprichtung bricht Rotationssymmetrie spontan

H ‰ 0: explizite Symmetriebrechung
Hamiltonian nicht rotationssymmetrisch ñ Richtung ausgezeichnet

Wärmekapazität: CH „

#

p´tq´α
1

H “ 0 T ă Tc
t´α H “ 0 T ą Tc

(7.39)

Ordnungsparameter M „

"

p´tqβ H “ 0 T ă Tc
nicht def. T ą Tc

(7.40)

Suszeptibilität: χ „

#

p´tq´γ
1

H “ 0 T ă Tc
t´γ H “ 0 T ą Tc

(7.41)

Zustandsgleichung: H „
 

M δ T “ Tc (7.42)

(7.43)
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Die Werte der kritischen Exponenten sind nicht alle unabhängig: Skalengesetze

Rushbrooke: α1 ` 2β ` γ1 ě 2
Griffiths: α1 ` βp1` δq ě 2
Widom: γ1 ě βpδ ´ 1q
etc.

Die Werte der kritischen Exponenten hängen nicht von den Details der mikroskopi-
schen Wechselwirkungen, sondern nur von den Symmetrien und der Dimensionalität
des Systems ab

ñ Klassen verschiedener Systeme mit gleichen kritischen Exponenten
“̂ Universalitätsklassen

Beispiel: Universalitätsklasse 3d Zp2q

• Ising-Modell (Namensgeber)

• einkomponentige Ferromagnete

• kritischer Punkt in Flüssig-Gas-Systemen: Wasser!

• Kondensation von Kernmaterie

• Standardmodell bei endlicher Temperatur (frühes Universum)

• Quark-Gluon-Plasma?
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7.7 Phasenübergänge aus der Zustandssumme

Experimentell: Singularitäten in thermodynamischen Funktionen
z. B. Druck bei Flüssig-Gas, Magnetisierung bei Feroomagnetismus

Aber: Zustandssumme Zpz, V, T q ist analytische Funktion ihrer Variablen

Wie kommt es mathematisch zu Singularitäten?

ñ thermodynamischer Limes V Ñ8 bzw. N Ñ8 mit v “ V
N konstant

ñ eine Folge mit wachsenden Volumina entspricht einer Sequenz analytischer Funk-
tionen mit nichtanalytischer Grenzfunktion

ñ Lee-Yang-Theorem (1952)

Beispiel:

klassisches System aus N Molekülen in Volumen V , WW Zweikörperpotenzial:

Molekül: harte Kugel mit

Anziehungskraft endl. Reichweite

Endliches Volumen: D maximale Anzahl von Molekülen MpV q

Für N ąMpV q ist E unendlich ñ e´βE “ 0

ñ ZN pV, T q “ 0 für N ąMpV q (7.44)

Großkanonisch:

Zpz, V, T q “ 1` zZ1pV, T q ` . . .` z
nZnpV, T q (7.45)

Zi ą 0 ñ keine reell positiven Nullstellen

P

T
“

1

V
lnZpz, V, T q pΩ “ ´PV “ ´T lnZq (7.46)

ñ Für beliebig großes, endliches V ist P pV, T, zq eine analytische Funktion von z
entlang der positiven reellen Achse mit P ą 0, pBP {Bzq ě 0
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N “ xNy “ z
B

Bz
lnZ p“ T

B

Bµ
lnZq (7.47)

1

v
“
N

V
“

1

V
z
B

Bz
lnZ (7.48)

´∆N

V

¯2
“

loomoon

Kap.3.8

T

V 2

´

B

Bµ
N
¯

T,V
“

1

V 2

´

z
B

Bz
N
¯

V
“

1

V
z
B

Bz

1

v
(7.49)

“ ´
z

V v2

Bv

Bz
(7.50)

ñ vpzq ist ebenso analytisch ñ P pvq analytisch

Außerdem ist

BP

Bv
“
BP

Bz

Bz

Bv
“
T

V

´

B

Bz
lnZ

¯

Bz

Bv
“

T

vz

1
Bv
Bz

“ ´
T

V v3

1

p∆N
V q

2
ă 0 X (7.51)

Mechanische Stabilität gewährleistet
(d.h. keine scheinbar unphysikalischen Segmente wie bei van der Waals)

ñ Für beliebiges endliches V sind P und v analytische Funktionen in einem Gebiet
der komplexen z-Ebene einschließlich der positiven reellen Achse

ñ Die Möglichkeit für Singularitäten kann es nur in thermodynamischem Limes
geben, d. h. N,V Ñ8, NV fest

Dann gilt MpV q Ñ 8 und die Grenzfunktion der großkanonischen Zustandssum-
me ist kein Polynom mehr

Lee-Yang-Theorem: Phasenübergänge treten auf, wenn Nullstellen z0 der Zu-
standssumme, Zpz0, V, T q “ 0, im Limes V Ñ8 auf der reellen z-Achse liegen

Satz 1:
Der Limes f8pzq “ lim

VÑ8

1
V lnZpz, V, T q existiert für alle z ą 0 und ist eine stetige,

monoton steigende Funktion von z. Der Limes hängt nicht von der Gesalt von V ab,
solange die Randfläche von V nicht schneller als V 2{3 wächst.

Satz 2:
Sei G ein Gebiet in der komplexen z-Ebene, das ein Segment der positiven reel-
len Achse einschließt und das keine Nullstellen der großkanonischen Zustandssum-
me enthält. In diesem Gebiet konvergiert die Größe V ´1 lnZpz, V, T q für V Ñ 8

gleichmäßig gegen ihre Grenzfunktion. Die Grenzfunktion ist für alle z P G analy-
tisch
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Gleichmäßige Konvergenz:
fnpxq konvergiert in G gleichmäßig gegen f8pxq, falls es zu jedem ε ą 0 eine natürli-
che Zahl Npεq gibt, so dass für alle n ą Npεq und x P G | fnpxq ´ f8pxq |ă ε.

Diskussion:

Definiere eine thermodynamische Phase durch die Werte von z, die sich in einem
Gebiet im Sinne von Satz 2 befinden.

Zustandsgleichung:

P

T
“ lim

VÑ8

1

V
lnZpz, T, V q “ f8pzq (7.52)

1

v
“ lim

VÑ8
V ´1z

B

Bz
lnZpz, T, V q “ z

B

Bz
f8pzq “

z

T

BP

Bz
(7.53)

(bei gleichmäßiger Konvergenz Vertauschung lim Ø B
Bz erlaubt)

P ą 0, BP
BV ă 0 bleibt bei Grenzwertbildung erhalten

Fall 1:

G enthält ganze positive reelle Achse ñ das System hat nur eine einizige Phase
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Fall 2:

Satz 2 gilt in G1, G2 separat

Bei z “ z0:
Wegen Satz 1 Df8pzq in jedem Gebiet ñ P pzq stetig in z0

Aber: Ableitung kann unstetig sein!
ñ System besitzt zwei Phasen z ă z0, z ą z0

Wegen Satz 1 ist 1
vpzq nicht-abnehmende Funktion

ñ V ´1z B
Bz

1
vpzq “ V ´1z B

Bz z
B
BzV

´1 lnZpz, vq “ x n2 y ´ x ny2 ě 0

Möglichkeit 1: BP
Bz unstetig, Phasenübergang 1. Ordnung

Möglichkeit 2: BP
Bz stetig, B

2P
Bz2 unstetig, Phasenübergang 2. Ordnung
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