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1 Versagen der klassischen Physik, Quantenphinomene

Historisch ~ 1900: drei Arten von Experimenten, bei denen die theoretische Be-
schreibung durch klassische Physik versagt

1) Thermodynamik + Statistik
a) Spektrale Verteilung der Strahlung des schwarzen Korpers
b) Spezifische Wirme von Festkorpern bei tiefen Temperaturen

c¢) Diatomare Molekiile zeigen bei tiefen Temperaturen nur 5 Freiheitsgrade statt
der klassisch erwarteten 6

= mittlere thermische Energie des harmonischen Oszillators ungiiltig
2) Streuexperimente

a) Photoelektrischer Effekt

b) Compton-Effekt

= Dualer Charakter elektromagnet. Strahlung, Wellen- und Teilchennatur
3) Atomare Spektren

= Diskrete Energiewerte fiir physikalische Systeme

1.1 Das Planck’sche Strahlungsgesetz
Herleitung in der Thermodynamik + Statistik, hier nur Befund

Der schwarze Strahler:

/ Spektrometer
T

Sei

w(w, T)dw = abgestrahlte Energie im Bereich (w,w + dw) (1.1)
Volumen




Experimenteller Befund:

u(w, T) A
T >Ty

|

| -

T >
1) w< Whnag uw(w) ~ w?
2) w>» Wnaz u(w) ~ wie™ T (12)
3) Wmaz ~T Wien’sches Gesetz ’
4) w(T) = SSO dw u(w,T) = oT* Stefan-Boltzmann-Gesetz

Erkldrung klassische Physik:

Elektromagnetische Strahlung im Kasten: idealisiert durch Uberlagerung harmo-
nischer stehender Wellen

Zahl der Moden im Intervall (k, k + dk) : V%

Mit Betrag des Wellenvektors in (k, k + dk) : #4%1@%]{:

Anzahl Normalmoden /V im Frequenzbereich (w,w + dw) (2 Polarisationen)

w?

Nw)dw = ——=dw (1.3)

m2e3

Mittlere Energie pro Normalmode: €(T) = kgT

2
w
u(w, T)dw = @kBwa (1.4)

Raleigh-Jeans-Gesetz
- beschreibt Experiment nur fiir w « wyay

- Integral iiber dw divergiert! 4



Max Planck 1900:

Annahme: Normalmoden eines Oszillators konnen bei Absorbtion und Emmission

nur diskrete Energiewerte annehmen:

F—-FE, = nw n=123,...
hw

=  ¢(w,T) ShlenT 1

Planck: phdnomenologische Interpolationsformel
Heute: theoretische Herleitung aus Quantenstatistik (in Theo 5)

hw? 1
= |u(w, T)dw = 3.3 hfhnT 1dw

Planck’sches Strahlungsgesetz

h
h=—=1.05510"*Js
2

h Planck’sches Wirkungsquantum

(1.7)

(1.8)



1.2 Der photoelektrische Effekt

N

Experimentell: Stromstérke ~ Intensitdt der Strahlung

UV-Licht

Alkalimetalle

Eyin ~ Frequenz, unabh. von Intensitét

Ekin

| >

hw

Klassische Absorptionstheorie versagt, Ey;, ~ Intensitit

Einstein 1905 (Nobelpreis):

Lichtstrahlen bestehen aus Teilchen, Photonen ~

Elektronen werden aus dem Metall gestof3en

Teilchengrofien: E, p Wellengrofien: w, k

Zusammenhang (De Broglie 1923, Dissertation, Nobelpreis!):
FE=hv, p=nhk
Monochromatische Welle in der Elektrodynamik:
o(r,t) = A& mit w = ¢[K]|

Fiir Photonen folgt
E=clpl,

d.h. es sind masselose Teilchen gemif E? = ¢?*p? + ¢*m?

(1.9)

(1.10)

(1.11)



1.3 Der Compton-Effekt

Streuung von Rontgenstrahlen an freien e~

Klassisch: keine Anderung der Wellenlinge des gestreuten Lichts

(auBBer Doppler-Effekt)

Compton (1924):

/ C]
AN = XN =)\ :47T)'\Csin2§
A h
Xe = == —3.96-10""em
2T mec
Erkldrung im Teilchenbild:
By ’ CE’.[T'
Photon,~

/

Energie: fw 4+ mec® = hw' + E
Impuls: hk = ik +p’

. / ’
mit E? =m2c* + p2c?
W2 = 2Kk2

Mit k = 27” und Auflssen nach A, \' folgt Compton

(1.12)

(1.13)



1.4 Materiewellen

Photoeffekt, Compton-Effekt = Licht hat Teilchencharakter

De Broglie 1923: Teilchen haben Wellencharakter!

FE = hw,p=hk gilt ebenso

Beispiel Elektronen e, beschleunigt durch Spannung U

p2
Epin = —— =eU (1.14)

2m
2 2mh 2mh 1.226 nm

k| Ipl  V2meU \JU/1V (1.15)
U = 1000V = A\, =3.9-10"m (1.16)
U = 100V = A\, = 1.2-10"'"m ~ Réntgenstrahlung (1.17)

2. Staubkorn m = 10~ 6¢g, v = 17 = )\ =6.6-10"%m nicht messbar

Experimente:

- Elektronenbeugung an Kristallen, Davisson, Germer 1927; Thomson 1927

e~ streuen am Kristallgitter,
Gitterkonstante d = 2.15 - 10~ "m

= Beugungsmuster!

Aus Beugungsmuster und d (Réntgenbeugung) Bestimmung von A(U) fiir e~
Gute Ubereinstimmung mit De Broglie!

- Beugung am Doppelspalt

- Neutronenbeugung

- Atom- und Molekiilbeugung, O. Stern 1929

Klassisch: Keine Beugung von Teilchenstrahlen!

10



1.5 Quantisierung atomarer Energiezustinde

Rutherford’sches Atommodell 1911
Kerndurchmesser ~ 1077 e¢m, Ladungswolke ~ 10~® c¢cm

Unverstanden: Stabilitat der Atome

Klassisch: beschleunigte Ladungen strahlen (Kreisbahn!), verlieren Energie

e~ sollten in den Kern stiirzen ~ 10785
Experimentell beobachtete Serien im Spektrum des H-Atoms

Balmer-Serie 1885: empirisch

1 11y
T=7=R(5——) n=2n=345

Rydbergkonstante R = 1.097 - 10'm ™!

Deutung durch Bohr’sches Atommodell

Postulate:
a) Existenz strahlungsloser e -Bahnen
b) Frequenzregel iw = E,y — E,

Quantisierungsregel fiir Drehimpulse:

1
J=— dqp;nh

:27'('

(1.18)

(1.19)

Kritik: Ad-hoc, gilt nur fiir periodische Systeme, spontane Emmission nicht erkldrbar

11



2 Materiewellen und Schrédingergleichung

Aufgabe: einheitliche Beschreibung von physikalischen Objekten, die Welle-Teilchen-
Dualismus zeigen + Deutung — Quantenfeldtheorie
Nichtrelativistisch — Quantenmechanik

2.1 Freie Teilchen und ebene Wellen

Teilchenbewegung ohne Kréfte, z. B. Elektronenstrahl im Vakuum
Ausgangspunkt: De Broglie-Beziehungen (experimentell bestétigt)
E = hw, p=hk (2.1)

Nichtrelativistische Mechanik: E = % Teilchenbild

= Dispersionsrelation: w = %kQ Wellenbild
Beachte: Unterschied zu Licht, fiir das w = ¢k, k =| k |
Mathematische Beschreibung durch ” Wellenfunktion” (r,t)
Ebene Wellen:
Y(r,t) = Aetlkr—t) (2.2)
Wellenfronten: Ebenen konstanter Phase | k
k- r — wt = konst. (2.3)

Wellenfronten bewegen sich mit Phasengeschwindigkeit

(Def: v, = 2 =X+ f = 221 f)
Mit E = %UQ,p = mu folgt v, = %v

Beachte: Die Phasengeschwindigkeit kennzeichnet weder den Transport von Infor-
mation noch von Energie

12



2.2 Wellenpakete

Teilchen: idealisiert durch Massenpunkt (Ortsraum)
Ebene Welle: idealisiert monochromatisch (k-Raum),
unendlich ausgedehnt (im Ortsraum)

Verkniipfung beider Konzepte durch Wellenpakete:

Uberlagerung ebener Wellen

YP(r,t) = J <;iil;3A(k)€i(k-r—w(k)t)

Wir verlangen

W e
2m
Betrachte enge Impulsverteilung
ARA
|
k!) >k
A(k) # 0 nur fiir kleine (k — ko)
d
:w(k)sz-l-fw (ki—k:()i)-i-...
dki |y,
——
=vg;
mit
h
wo = w(ko)= %k%
h
vy = Viw(ko) = —ko Gruppengeschwindigkeit
m
wo ko :
=920 .2 _9u .k
( o ko 7 0)
Damit:
ddk i(kr—wot—vy (k—
Q,Z)(I',t) _ j(Qﬂ-):& A(k) e (k ot—vg-(k—ko)t+...)
3
~ ei(ko-vgtwot)f d’k A(k) ei(k-rfvg-kt)
(2m)?

eiwot P(r —vyt,0)

13

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)



YA

d.h. w(k) linear
m >

g Form erhalten in dieser N&herung,

vy = %ko physikalisch messbar, Transport von Energie und Information, identi-

fiziere mit v des Teilchens

N.B.: Identifikation von v = v, ergibt De Broglie-Bezichung!
v = 2oV, E=Viw mitE =
m
= p = hk

Beispiel: 1.dim-Gaufy’sches Wellenpaket

Wot) = [orameten, o= Ly
mit A(k) = Ne (k)@
o0 2 T
Mit f dke — exakt berechenbar
o «a

Im Exponenten des Integranden:
h
1 N22 g s Vg9
(k — ko)“d” + ikx Zka t
_ 2 _ 2, L 2 12
o L (. +ig— ) 2k (kod +z2)+kzod]

2, iz
(@ H*)[ |

(k‘od2 + Zm)
d? +12m

v

— k2d?

"

k3T + ikod®s — % — K32 (dF + i JL)

2 - ht
d* + S
2 .
2 idkg(x — bl
2 - ht
d? + S

14

(2.16)
(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)



Jetzt integrieren mit (2.18)

f dk exp (d +z;—t>(k—k0n5t.)2]

_ f_wdkexp[ (a2 +z;2)k]:[d2fi%]1/2

Damit
N T + id%ko(z — Kot
PR B
vt = o 2 + it P a2 + it
Betrachte Betragsquadrat:
N2 — %t 2
Pl t 2 - v exp{ — M
| 2.9 ) h2¢2
A7/ d* + h t 2d 2m2d2

= GauB-Fkt. exp{— (@ (A:):)>2 }

hk
mit Schwerpunkt T = vot = 0y

m
K22

Breite (AIE)Q = d2 + m

Beachte: Breite nimmt mit ¢ zu, Wellenpaket zerflief3t!

FEinhiillende des Wellenpakets, schematisch:

to

t1 >to

‘/\’t2>tl

Aber was bedeutet das fiir ein Elektron?!?

15
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(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)



2.3 Wellengleichung fiir freie Teilchen
Ebene Welle, 1-dim.:

Yz, t) = Ae'Fe=D  mip W = 2ik2 (2.32)

m

Konstruiere Wellengleichung durch Ausprobieren: (vgl. %E = c’AE)

Es ist
0 _ ho o
aw(m,t) = —szk‘ U(x,t) (2.33)
0 .
) = k() (2.34)
02 9
Tl t) = K (2.35)
Damit erfiillt ¢(z,t) die Differenzialgleichung:
. 0 n? o2
AuBerdem gilt:
R,
B (z,8) = 5 k2 (a1 (2.37)
p?

= Dgl. entspricht Energie-Impulsbeziehung fiir nichtrelativistische Teilchen,
vgl. Wellengleichung E-Dynamik = Dispersionsrelation (Batt 1, Aufg. 4)

Mit der ebenen Welle erfiillt auch jede lineare Uberlagerung, d.h. jedes Wellenpaket,
die Differenzialgleichung

Verallgemeinerung 3 Raumdimensionen:

e V2 (r,t 2.39
_% 1/1(1"7 ) ( . )

ih;tz/z(r,t) =

Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen

Partielle Differnenzialgleichung 1. Ordnung in der Zeit,
= 1 Anfangsbedingung, z. B. ¢ (r,0), legt die Losung fest

In der E-Dynamik erfiillen die physikalischen Felder E(r,t),B(r,t) oder die Po-
tenziale ¢ (r,t), A(r,t) jeweils eine Wellengleichung

Hier: Was ist die physikalische Bedeutung der Wellenfunktion #(r,t) ?

16



2.4 Zur Deutung von Materiewellen: Doppelspalt

- Elektronen zeigen Teilcheneigenschaften, (Kathodenstrahl)
- Elektronen zeigen Welleneigenschaften, (Doppelspalt, ... )

Offene Fragen bisher:

e Was ist ein Elektron wirklich?
e Bedeutung von ¢(r,t) ?

e Was bedeutet das ZerflieBen von Wellenpaketen?

Diskussion am Beispiel Doppelspalt:

(]

Strahl nahezu monochromotischer e™, d.h. scharfe Geschwindigkeit
= nahezu ebene Welle, d.h. sehr enges Wellenpaket um kg

Spaltabstand vergleichbar mit A, der e”-Welle = Beugung + Interferenz

a) Ein Spalt offen

— > Haufigkeit, Intensitat

| Haufigkeitsverteilung aus vielen Punkten,

| jeder Punkt = le™

= e~ entsprechen Teilchen
(analog Schrotkugeln durch Lattenzaun)

17



b) Beide Spalte offen

Teilchen E—— | }d >

(Schrotkugeln, e™ mit d » A¢) |

— > Haufigkeit, Intensitét

Welle — | d Interferenzmuster

(v,e” mit d ~ A) |

Experimentell mit Teilchenstrahlen beobachtet!

c) Beide Spalte offen, aber geringe Intensitdt des Strahls (nur einzelne e~ nach-
einander)

= Interferenzmuster wird aus einzelnen Punkten aufgebaut, jeder Punkt = e~

Feststellungen:

e einzelne e~ erscheinen auf dem Schirm lokalisiert, punktférmig, nicht ”ausge-
schmiert”

e hintereinander geschossene e~ interferieren ebenfalls! Interferenz beruht nicht
auf Wechselwirkung zwischen e~

e Trajektorien einzelner e~ nicht eindeutig festgelegt

18



2.5

Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation von v

Max Born 1926  (Widerspruch Einstein: ”Der liebe Gott wiirfelt nicht! )

Interferenzmuster: unterschiedliche Haufigkeit von Punkten, i.e. e~

= H&ufungspunkte: hohere Wahrscheinlichkeit fiir Auftreffen eines e~

Fazit bisher:

De Broglie-Beziehungen fiir freie Teilchen durch Wellenpakete realisierbar,
¥ (r,t) Losungen einer Wellengleichung

Interferenz und Beugung geméifi Huygens-Prinzip
Unterschiedliche Intensitédten ergeben Beugungsmuster

I~ |9(,t) (2.40)
vgl. I ~ E? Licht (2.41)

| 1(r,t) |*: riuml. Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Teilchen am Ort r

Wabhrscheinlichkeit, das Teilchen in Volumen V' zu finden:
PVt = | dr] vt P (2.42)
1%

Bei Teilchenzahlerhaltung Normierung:

V—o0

p(t) = lim p(V,t) = f ’ &Br | P(r,t) 2= 1 (2.43)

= Einschrinkungen an Wellenfunktion:

1 muss quadratintegrabel sein, d.h. §d®r | ¢(r,t) |* endlich (4 ebene Welle!)
Normierungsbedingung muss fiir alle ¢ gelten

Fiir | 12 | spielt die Phase keine Rolle, d.h. 1 selbst ist nicht messbar!
Erwartungswert fiir den Ort eines Teilchens:

{ry= Jd3r | (r,t) P r (2.44)

19



2.6 Kontinuititsgleichung fiir die Wellenfunktion freier Teilchen

Betrachte
J 2__ é * _ aw* *aﬂ
§|¢J| —(%(@ﬁ Y) = EraiRa e
Aus Wellengleichung;:
oY . ho_, ot T h o
a oY T T Y
J * __-i 2 1% YA L ]
= S (U") = —ig (V") — 0" V2)
= =iV YV = YVY)
m
= Kontinuitétsgleichung
0 .
7p(r7t)+v¢](r7t) =0

ot
&J d*rp = —f d*r V- j
|4 %4

J ds -
ov

mit
p(r,t) = P*(r,t)y(r,t)
h h
Je) = o WOV D) ~ YV (r, 1) = (V)
E-Dynamik: Ladungserhaltung

Hier: Wahrscheinlichkeitserhaltung

[p] = # Wahrscheinlichkeitsdichte

= [j] = Walischeinlichkelt vy, pyscneinlichkeitsstromdichte

(2.45)

(2.46)
(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)
(2.53)

(2.54)

Die Intensitét einer Welle ist durch die Amplitude festgelegt (vgl. E-Dynamik)

= (r,t) bestimmt Haufigkeitsverteilung = statistische bzw. Wahrscheinlichkeits-

deutung

20



Sei 9 (r,t) die Wellenfunktion eines Teilchens
1. | ¥(r,t) |? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, das Teilchen am Ort r zu finden

- Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in einem Volumen V zu finden ist
p(Vit) = [ @ [oet) P (2.55)

- | ¥(r,t) |? d®r ist Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Volumenelement d3r bei r
zu finden

2. Wellenfunktionen werden linear superponiert
Y(r,t) = Pi(r,t) + Ya(r,1) (2.56)
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir eine Superposition:
[(r,t) P=| (e, ) 2+ | (e, ) 2 +07 (r, )ia(r,t) + en(r, )05 (r, ) (2.57)
Beachte:

| 1(r,t) |2, | o(r,t) |2 Einzelwahrscheinlichkeiten (2.58)
U (r, t)ha(r,t) , P (r, t)s (r,t) Interferenzterme (2.59)

21



2.7 Der Welle-Teilchendualismus
Bisher: p(r,t) = rédumliche Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Auffinden von Teilchen

Aber immer noch offene Fragen:

- Ist das e~ ein Teilchen (Punkt auf Schirm) oder eine Welle (Interferenzmuster)
- Durch welchen Spalt geht ein bestimmtes Elektron?

Wodurch wird dies festgelegt?

Gibt es ”verborgene Parameter”, die das entscheiden?

- Wahrscheinlichkeitsinterpretation ist notig

i) aus Unkenntnis der genauen Anfangsbedingungen
(wie bei klassischer Statistik — Wiirfel, Roulette, Wetter .. .)

ii) weil Naturgesetze prinzipiell statistischer Art sind
= Historischer Streit um Interpretation:

1) Theorie mit ”verborgenen Parametern”: Bohm’sche QM

2) Kopenhagener Deutung: Standard unter Physikern

3) Parallelwelten-Deutung: die Welt ist ein Exemplar aus einem statistischen Ensemble
Nochmals Doppelspalt-Variante

d) Wie in c¢), einzelne e~ nacheinander, zusétzlich Identifikation des gewihlten Spalts
durch «-Streuung dahinter

Chapman et. al 1995

Resultat: Interferenzmuster verschwindet!
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Physikalisch: Impulsiibertragung von ~ auf e~
= Phase der Materiewelle verandert!

Folgerung: Ein e~ kann sich nicht gleichzeitig wie ein Teilchen und eine Welle ver-
halten

Kopenhagener Deutung:

Ein Elektron (oder Proton, Photon, ...) ist weder Teilchen noch Welle. Es ist ein
physikalisches Objekt, welches sowohl Teilcheneigenschaften als auch Welleneigen-
schaften zeigen kann. Welche Eigenschaften es zeigt, hingt von der experimentellen
Situation ab. Insbesondere ist sein Ort nicht definiert, wenn keine Ortsmessung
durchgefithrt wird.

Niels Bohr:

?Kein Ergebnis eines solchen Experiments kann dahin gedeutet werden, dass es Auf-
schluss iiber unabhéngige Eigenschaften der Objekte gibt; es ist vielmehr unltslich
mit einer bestimmten Situation verbunden, in deren Beschreibung auch die mit den
Objekten in Wechselwirkung stehenden Messgeriite als wesentliches Glied eingehen.”

= Klassische Welle, klassisches Teilchen:
Modellvorstellungen, nur in bestimmten Situationen angemessen!

= Begriff " Teilchen”:
Verwendung ab jetzt im erweiterten Sinne, ohne klassisches Teilchenbild zu impli-
zieren

= Sonderrolle Messung in der QM:
Die Messung beeinflusst und erzwingt das Resultat = Riickwirkung auf theoretische
Beschreibung!

Bsp. 1 Teilchen vor der Messung: kurz nach der Messung:
[ |? A A Teilchen ist bei C
- | | |
1 | > 1 >
A B C C

Kollaps der Wellenfunktionen durch Messung]!
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2.8 Bemerkung zu relativistischen Teilchen

Durch immer héhere Spannungen kénnen Elektronen auf signifikante Bruchteile der
Lichtgewschwindigkeit ¢ beschleunigt werden

= Spezielle Relativitdtstheorie notig!

2
= E? = m?c* + p?c? anstatt E = o

b= mu : g _me : (2.60)
1—% 1—%
Mit E = hw, p = hk wird
oA
w= mQﬁ—i—ch?, (2.61)
w E
=2 =2 s 2.62
ﬁ?./p k P v ¢ ( )

vp ohne Informations- und Energietransport, kein Konflikt mit SRT!

dw kc? _p02

_ _ 2.
- w B Y (2:63)

Vg

= Beschreibung von relativistischen Teilchen durch Wellenpakete genauso, aber
Energie-Impuls-Beziehung geéndert = w(k) geindert

= modifizierte Wellengleichung: Klein-Gordon-Gleichung (vgl. Blatt 3)

52

_h2ﬁ¢ — —R2AEAY + micty (2.64)

Aber:

- Bei hohen Energien keine Teilchenzahlerhaltung wegen Antimaterie,
= Paarerzeugung + -vernichtung

v —ete” - (2.65)
- Keine Wahrscheinlichkeitsinterpretation von

= Korrekte Beschreibung durch Quantenfeldtheorie QFT

Im folgenden Beschrankung auf den nichtrelativistischen Grenzfall: QM
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2.9 Der Begriff des Operators

¥ (r,t) ist eine Funktion, %—f(r, t) ist eine Funktion

FEin Operator bildet eine Funktion auf eine andere Funktion ab:

= % ist ein Operator: ¢ — %—If

Allgemein: Sei 1 € M Element eines Funktionenraumes
Ein Operator A auf M ordnet jeder Funkton 1) € M eine Fkt. ' € M zu:

Y = Ay (2.66)
A ist ein linearer Operator, falls mit A\ 2 = konst. gilt:

A1 + Aowz) = M1 (Avy) + Ao (Ata) (2.67)

Im Raum der Wellenfunktionen 1 (r,¢) unterscheiden wir

a) Multiplikationsoperatoren der Form fl(r, t)

Awt)  wrt) = Alt) () (2.68)
Operator Funktion Funktion Funktion
—_———

Funktion ¢'=Aw
b) Differenzialoperatoren

0 0

Ay Ve VX (2.69)
c¢) Integraloperatoren, z.B.
P (r,t) = Jd‘gr’ K(r,r') o't (2.70)
——
Operatorkern

Multiplikation eines Operators mit einer Konstante c:

(cA)p = (Ac)p = c(Ay) (2.71)
Summe zweier Operatoren A, B:
(A+ B)y = Ay + By (2.72)
Produkt zweier Operatoren
(AB)y = A(By) (2.73)



Beachte: im Allgemeinen ist (AB)y # (BA)1

Def:

[fl, B] = AB — BA heiBt Kommutator von A und B

Fiir [/1, B] =0 ist ABy = BAy, d.h. A und B ”vertauschen”

Beispiel: betrachte komplexe Funktion v (x), Multiplikationsoperator f (),

0 - 0 /x 0 0
2 fawi) = ~ (faw@) = Lo + )52
——
=f(2) 5%
o . 1 of
Spezialfall:
i 9

Zuriick zur Wellengleichung fiir freie Teilchen, dquivalente Darstellungen:

FLQ
2m

CA(r 1) = o ()

W~ ei(k-r—wt)

hanp = By

2m

E=h, p=hk

2
By = QP—UJ klass. Energie-Impulsbeziehung
m

Damit Korrespondenzregel zwischen klassischen Gréflien und Operatoren:

h
E — ihﬁ, p— -V, p’- —KA
ot 7

Def:
h
p = -V = —ihV heiit Impulsoperator
i
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ox

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)



= Rezept zur Konstruktion der quantenmechanischen Wellengleichung:

Starte mit Hamiltonfunktion fiir freies Teilchen H = %

1. Klassischer Ausdruck fiir die Energie

2
E-H=
2m

2. Ersetze alle Observablen (E, p,r) durch Operatoren

L0 . p? .
FE —ih—, H — H = -— Hamiltonoperator
ot 2m

3. Operatoren angewandt auf Wellenfunktion miissen 1. ergeben
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2.10 Die Schrodingergleichung

Jetzt Verallgemeinerung auf wechselwirkende Teilchen;
Annahme: Die Wellenfunktion enthélt die gesamte Information iiber die Dynamik
des Teilchens

a) Betrachte ein Teilchen in einem skalaren Potential
Klassisch: Hamiltonfunktion FE = H(r,p) = % + V(r)
Ubergang zum Quantensystem:

Wellenfunktion (r,t) beschreibt Zustand des Systems

p2

B(r,t) = Ho(r,t) = (— + V(r))w(r,t) (2.85)

2m

A

Korrespondenzregel: £ — ihd;y, p—Pp, r—r

~ 9 2
ih;tw(r,t) - (2an n V(f))w(r, t) = ( - %A + V(f))z/)(r,t) (2.86)

Mit dem Hamiltonoperator H = % + V(r) allgemeine Schrédingergleichung:

m%w, t) = Hy(r, t) (2.87)

b) Fiir geladenes Teilchen im e.m. Feld:

Klassisch:
d v
%(mv) = e(E + X B) (2.88)
mit
10A
E=-Vo—-—, B= A 2.89
VSO c at Y v X ( )
Lagrangefunktion:
1, r-A
L= 5mv + e( — gp) (2.90)

Hamiltonfunktion: Skaleres 4+ Vektorpotenzial im Allgemeinen zeitabhéngig

H = i(p - %A(r,t))2 + ep(r, t) (2.91)
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Korrespondenzregel:

e

0
ihai/}(r, t) = [— (f) - EA(r’ t))Q + ep(r, t)]q/;(n t) (2.92)
c¢) Allgemeiner Fall

Klassisches dynamisches System, Hamiltonfunktion

H(gi,.--qn;p1,-..pN;t) (2.93)

mit Koordinaten ¢;, konjugierten Impulsen p;

Gesamtenergie des Systems:

E=H(q...qN;p1-..pn;t) (2.94)

Korrespondenzregel:

h o h 0

0 .
jh— ...qn;t)=H . NG — e
? atw(qb 4qN; ) (q17 qn; i aqza Zany

O(qr...qn,t)|  (2.95)

Beachte: Mehrdeutigkeiten im allgemeinen Fall
i) Korrespondenzregel koordinatenabhéngig!

Beispiel: freies Teilchen in 2d

2 4 2 2 2 2
Pz + Py - he /0 0
PEAL A )
2m 2m \ Ox? * 0y? (2.96)
Wechsel zu Polarkoodinaten: x = rcos ¢,y = rsinp
- B o2 10 1 02
H = ——(— - ——) v 297
2m \or? * ror * r2 0p? (2:97)
Aber: erst Koordinatenwechsel und dann Korrespondenz
r = 2 +y2, p.=mr
¢ = arctan %, Py = mrip (2.98)
1 P2
H = 7< 2 i) 2.
o \Pr + 2 (2.99)
~ n? 02 1 0
" = ——(— 77) 2.100
2m \ or? * r2 0p? ¢ ( )
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= Vereinbarung: Korrespondenzregel nur auf kartesische Koordinaten anwenden!

ii)
2
1 1 1
Klassisch: o — —pgp—— é&quivalent
2m  2m./q NG
~9
11 ,..1
QM: o — g

2m "~ 2m \/§p p\/&

(2.101)

(2.102)

Mitunter zusétzliche Regeln nétig (Mehrteilchensysteme = statistische Physik)

oder Anpassung durch Vergleich mit Experiment

d) Atom:

Kern der Masse M, Ladung Ze, Z Elektronen der Masse m, Ladung (—

Kernkoordinaten: R, P
Elektronkoordinaten: r;,p; i =1,... 2

Klassische Hamiltonfunktion:

H = T+V
Z

- NS N
B 2m | R - |r; —r;
E = H(Papla"'pZ)erl"-rZ)
Korrespondenzregel:

P .
ihaw = Hy

Z

(2.103)
(2.104)

(2.105)

(2.106)

VR ¢
- ( h2 22 Z‘R—rz’ ;j|ri_rj’>¢

¢ = w(Rv ry,.. .I‘Z,t)
Wasserstoff: 7 =1

9 R_, B_, &
Zﬁadi(Rar?t) = <— oaf VR 5V~ m)WRaPJ)

Naherung: M — oo, Proton ruht R = 0, e~ im Zentralpotenzial
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2.11 Die zeitunabhingige Schrédingergleichung (1 Teilchen)

Formel, allgemein:
0 -
zhgw = Hvy (2.110)

Annahme: H unabhingig von ¢

Klassisch: %I =0 konservative Systeme, Energie Konstante der Bewegung
Ansatz:
P(r,t) = f(t)v(r) (2.111)
FEinsetzen:
L Of -
i (r) = f(O)H(r) (2.112)
Separation:
ih 0f  Hy(r)
— = 2.113
FO o wt) i
Giiltig fiir alle t,r = jede Seite konstant = F
_Of ~
zha = FEf(t), Hy(r) = EY(r) (2.114)
= f(t) = e #Et (2.115)
Behauptung: F ist reell
Beweis:
E = E.+iFE; (2.116)
[, t) P = O OpE)* ) = e #EED o) 2 (2.117)
= o () P (2.118)
Normierbare Losung;:
fd% () 2= Jd?’r () |2 27t L konst. (2.119)
= FE; =0 (2.120)
Eine Losung der Form (r,t) = e_%Etw(r) heifit stationdrer Zustand:
| ¥(r,t) P=| v(r) [ (2.121)
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Der rdaumliche Teil eines stationdren Zustands erfiillt die zeitunabhéngige Schrodin-
gergleichung

Hi(r) = Bi(r) (2.122)

Dies ist eine Eigenwertgleichung;:
¥ (r) ist Eigenfunktion zum Hamiltonoperator H mit Eigenwert E.

Allgemeine Eigenschaften:

Betrachte 1 Teilchen im skaleren Potential mit V(r) — 0 fir r — oo

2
= Hip(r) = (- :—mA +V(r))(r) = Bu(r) (2.123)

Ohne Beweis: Sei 9(r) (i)quadratintegrabel und (ii) ¥(r) und Vi (r) im ganzen
Raum stetig, eindeutig und beschrénkt

Dann gilt
a) fir £ <0:

Gl. (2.123) hat nur Losungen fiir bestimmte Eigenwerte FE, diese bilden ein dis-
kretes Spektrum

Die zugehorigen Eigenfunktionen haben die Eigenschaften:
P(r) - 0 firr — o

=] (r) *> 0 fiir r > o0

= Teilchen hélt sich in einem endliche Raumbereich auf
= gebundener Zustand mit diskreten Energiewerten!

b) fiir £ > 0:

Gl. (2.123) kann fiir jeden positiven Wert von E gelost werden, diese bilden ein
kontinuierliches Spektrum

P(r) — T fiir r — o0
Verhalten im Unendlichen wie freies Teilchen

= ungebundener bzw. stationérer Streuzustand
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Erstes fundamentales Ergebnis:

Beschreibung von e~ durch Schrédingergleichung
- erkliart Beugungsphidnomen am Doppelspalt (per Konstruktion)

- erklart Quantisierung von Energieniveaus im Atom (Vorhersage!)
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3 Wellenmechanik in 1d

Zeitunabhédngige Schrodingergleichung:

2
L) + V() = By(a) (3.1)

Verlange Normierbarkeit: {dz | ¢(z) [*=1

Sei V(x) nach unten beschrinkt, Unstetigkeiten (Spriinge) in V' (z) und seinen Ab-
leitungen erlaubt, fiir das Folgende sei |V (x)| < o0

a) Sei ¢(x) unstetig bei zg, p(z) mindestens zweimal stetig differenzierbar
P(x) = )+ aO(x — xp) (3.2)
= (x) = () +ad(z — o) (3.3)
V() = ¢"(x)+ad (z — x0)) (3.4)
" 2m
abery = ﬁ(v —E)Y 4 (3.5)
= () muss stetig sein
b) Sei ¢/(x) unstetig bei x
¥(w) = ¢ (@) +a8(x ) (3.6)
¥ (x) = ¢ (2)+ad(z—xo) ¢ (3.7)
= ¢’ () muss stetig sein
¢) Sei 9" (z) unstetig bei
W(x) = ¢ (&) +aO(z - x0) (3.8)
" 2m
x <xp: o (x) = F(V — E)p(x) (3.9)
" 2m a
r>x0: ¢ (r)+a = ﬁ(V —FE) <<p(a:) + E(m —20)% + b(x — z0) + c()i.l())
ergibt inhomogene Differnzialgleichung; Losung moglich
Falls V(x) einen Sprung aufweist
" 2m .
=1 (z) = W(V — E)(z) springt (3.11)

¥, 1 trotzdem iiberall stetig
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Allgemeine Figenschaften der Losung

i) V(z),E€R
= Ist () Eigenfunktion, so ist es auch ¢*(z) und daher sowohl der Real- als auch
der Imaginérteil

ii) Ist ¢ (x) Losung, so ist es auch a(x) mit o = konst.
Linear unabhéngige Losungen zum selben Eigenwert heiflen entartet

iii) Def. Wronski-Determinante zweier Losungen )1, 19 mit Ey, E

W (1, 9) = Preby — Yoty (3.12)

Schrodingergleichung: Seien 1,12 linear unabhéngige Losungen

Vridy + 55 (B = V()i = 0 (313)
oty + %(El —V(2))h12 = 0 (3.14)
= 1 — o] + o (B — By)yns = 0 (3.15)
—_—
=w’
2m [*2
= W) (5= By~ Ea) g | do a(@)ao) (3.16)

= Fiir £y = E»> (Entartung) folgt W (11, 12) = konst.
3.1 Teilchen im Kasten: Unendlich hoher Potentialtopf

VA

NN

0 O<z<L
V(x) = { © sonst (3.17)
= Kasten mit undurchdringlichen Wénden
= Auflerhalb: ¢ (z) =0
Beweis: Grenzwert aus endlich tiefem Potenzialtopf:
0 O<z<L
Viz) = { Vo sonst (3.18)

35



" 2m
Vo>E: =4 zﬁ(v()—E)w:n%p
[
=k2>0
Losung auen (z > L):

() = Ae” "™ + Be™*

Zweiter Term nicht normierbar = B =0

= (x) = Ae ™ Yo v

Stetigkeitsbedingungen an 1,1’ bleiben unveréindert im Limes Vj — o0

Innen: £ >0

—od = B¢
m
" 2mE
W= - Iy = iy
——
=x2>0
=  (x) = A 4 Be ke

Wegen Stetigkeit von ¢ am Rand:

$(0) = (L) £ 0

R.B.:

p0) = 0 = A=-B
= Y(x) = Asinkz

LYy = 0 = sinkL=0 = k:L;mrneZ
Y(L) :

= | (x) = Asin (%x)

Méogliche Energiewerte durch Einsetzen in (3.22):

(- () =k

2m

R
" o "
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(3.24)

(3.27)
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(3.30)

(3.31)
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Diskretes Energiespektrum, Quantisierung!

Normierung:
L L
fodachb(:c) 2 = A2L dx sin? kx (3.33)
1 1 L AL
- 2|2 - g = =
= A [217 4ksm2kx]0 5 1 (3.34)
2
= A = \/; (3.35)
E<0:
" 2mE
= (3.36)
>0
Y(x) = Ae™ + Be ™ (3.37)
P(0) = 0 = ¢(x)= Asinhkx (3.38)
(L) = 0 = sinhkL =0/ (3.39)

Randbedingungen nicht erfiillbar, Losung exisitiert nicht!
Diskussion:

Klassisch: alle Werte von F > 0 erlaubt, F = %mv% Bewegung periodisch zwi-
schen den Winden hin und her

x

0 Y Y >

T = % Periode der Bewegung

QM: Bewegung grundlegend verschieden!
Nur diskrete Energiewerte, Quantelung

h2n2

_ _ 2 2
=2n+1
Klassischer Limes?”: AE — 0 fir h — 0
2 1
AB/E =222 0 fiir n — oo (3.41)
n

Energien werden kontinuierlich fiir 2 — 0 bzw. grofle Quantenzahlen n

37



Klassische Kreisfrequenz der Bewegung: w = 2% = 700
QM:
Teilchengeschwindigkeit
_ dw 1dE L AE LAFE
0T T gk ——Thdk——7hAn 7 h
E=hw k="1%
— w = A ist immer endlich fiir & # 0, E; > 0, Nullpunktsenergie!
Beobachtungen:

(3.42)

- Zahl der Knoten (Nullstellen ohne Rand) der Eigenfunktionen wichst mit F

= Zustande schwingender Saite (gleiche Differentialgleichung!)

- Orthogonalitdt der Eigenfunktionen

JOL dx P (x)hm(x) = % JOL dx sin <?) sin <m£rx>

sin(n—m)Fx sin(n+m) Tz
n#EmM: = —L- L
27 (n—m) 27 (n+m)

0

Vollstandigkeit der Eigenfunktionen
Sei f(x) gegeben mit f(x) =0 fiir c <Ound z > L

Erweiterung auf x € [—L, L] stetig, differenzierbar

A

= Fourierreihe

o0
nwTT
Z (an cos— + by Sln—)

o
2 L

n=1
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Antisymmetrie:

F(z) = —-F(-z) = a9=0,a,=0 (3.46)

= F(z) = Y b, sin% = \/E bt () (3.47)
n=1 n=1

Insbesondere:
S L
= — b, fii <z <L 4
f(@) ;\E Yn(z) fir 0<w (3.48)

= Jedes f(x) mit den obigen Randbedingungen lisst sich nach den 1, (z) entwickeln;
diese bilden ein vollstdndiges Funktionensystem
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3.2 Endlich tiefer Potenzialtopf

— 2 2
V(@) { 0 sonst

VA

A _% B % CT
_VU
n* o2
L @)+ V@) = Bi)
[ 1o P = 1 00,0/ (o) st
a) E < 0, gebundene Zustinde " = —QE—’;‘(E -V

AC: ¢ =k, K =-22E>0
B: ' =-k%, K =32(E+W)
Betrachte £ < —Vp: k%2 <0

= Fiir 2o mit (o) > 0 ist 1" (z9) > 0 = konvexe Funktion

X
= Fiir ¢ > x¢ ist v iiberall konvex = ¢ nicht normierbar! 4

~[%=E=q
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Im Gebiet A:

/l/}// o H2¢
Ya(x) = oayeT4a_e ™
) o 0 = a =0
T—>—00
= Ya(z) =  a;pe™

Im Gebiet C: entsprechend  ¢c(z) = y— e™"*

Im Gebiet B:

"

v
wB(x) _ /8+ eikx +B— efikm

Anschlussbedingungen:

Stetigkeit von v bei

4 Gleichungen fiir ay,v—, B+ ; Losung Standard

Einfacher unter Ausnutzung von Symmetrie:

Fiir symmetrisches V (z) = V(—z)

sind Eigenfunktionen entweder symmetrisch, 1 (z) = (—x)

oder anti-symmetrisch ¢(z) = —1)(—2z) — Ubung

Symmetrischer Fall:

Ya(z) =do(-2) = ap=7-=a
vp(r) =¢p(—z) = pfr=p-=p
Stetigkeit: Losbarkeitsbedingung
kL o kL
ae 2 = 2Bcos % =>/1=ktank—L
ko e "2 = 2fksin % 2
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(3.59)

(3.60)

(3.61)
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KL kL kL

5 = Ttan? (3.66)
und (%)2 + (%)2 = 2722‘/0 <§)2 = R? aus Def. von k,k (3.67)

2 transzendente Gleichungen liefern erlaubte Werte von s,k = E

Mit &, k bekannt folgt aus Stetigkeitsbedingungen:
(3.68)

Normierung;:

[astvp - f__dxwu? [} dotonp s [Castver o

L
2
et2re —L/2 o (T L/2
= | (5 —sm2kx>’ (3.70)
—2Kx
2(¢€ 1
+a ( - ) L o1 (3.71)
—kL
o2 e €
1 = « - +4p ( + o smk:L) (3.72)
2 2 —kL 28 L 2,—kL ?
aus (3.65): 4p = aeHalge =a (1 + ﬁ) (3.73)
L L
sinkL, = 2sin % Ccos % (3.74)
2
o L ko1
= 9 =92 3.75
(3.65) k4/32€ k1+%§ (3.75)
—kL 2
: _ 26 2 LAYENL N
= (372): 1 = a?—+a% <1+k2>(2+k21+;§) (3.76)
1 K2\NL K
2 —kL
— o [E+<1+ﬁ>§+ﬁ] (3.77)
2
2 —kL K L 1
= a1+ ﬁ)< + ;) (3.78)

I
Q)
N

)G @

Q|+
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Antisymmetrischer Fall:

Ya(z) = —Yo(—2) = ay=—y_-=a

Yp(r) = —¢p(—x) = pr=-By=p

Stetigkeit bei z = —L/2: Losbarkeitsbedingung

kL
= Oée_,i% = —27,/8 sin ?
kL
kae FE = 2iﬂkcos7
kL
= K = —kcot7

Man findet analog fiir die Koeflizienten

eks 1 L\/ K2\ /L1
e e DD
“ ZQSin%a « ¢’ <+k‘2 2+/£

Bestimmung der Energien:

KL - kL
1= 5T
2 2 _ p2 _ Etan& .
= &+ =R n= { _Ecoté Bedingungen
Losung numerisch oder graphisch:
n [ I I
R
Etané Etan &
—&cot &

|

(3.82)
(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)



Allgemeine Feststellungen:

- Es gibt mindestens eine symmetrische Losung

- Fiir R < oo gibt es endlich viele (diskrete) Losungen mit E < 0

Losungen:

Fiir endlichen Potenzialtopf:

1 # 0 im klassisch verbotenen Bereich, aber exponentieller Abfall ¢ ~ e~ d

mit Eindringtiefe d = % = %IQE\

= gebundene Zustinde

- diskrete Energien (fiir £ # E,, keine normierbaren Lsg.)

- Wellenfunktion 1,, hat n Knoten

Ubergang zu unendlich tiefem Topf:

212
R>»1 < V0>>—( )
2m

h2
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Energiebestimmung:

Schnittpunkte rutschen nach oben zu Polstellen von

10

tan cot
5 +nT nm

—(n+1)
2 2 2 2
7 R*—¢ §
—VO@_ Vo 2 _—VO‘FVOE
2,2 )
— 1
%+2mL2(n+ )
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(3.91)
(3.92)

(3.93)



b) E > 0, Streuzustinde

Klassisch: Gesamte z-Achse erlaubt, d.h. Teilchen — oo fiir ¢t — o

QM:
" 2
AC: ¢ =k, k:gzh—?E>O
" 2
B: ¢ = k¥, k2:hif(E+vo)>o
= Lsg. ebene Wellen = Streuzustéinde
Aiipa(z) = ap e 4 a_ e hor
B:yp(z) = By et 45 ek
Cive(r) = g™ qo e T

Bemerkung: ebene Wellen nicht normierbar!

(3.94)

(3.95)

(3.96)
(3.97)
(3.98)

= Wellenpakete aus diesen bilden = danach Lésungen nicht mehr stationér

. . Y
Stetigkeit bei z = —5 :

ik L ilen L kL i
Vi oy e T p o ez — gL ez 4 g e
/ . ik L il L . i L ;
Y ikg(ay e702 —q_ eth02) = k(B etz — p_e
Matrixnotation:
L L L oL
€_Zk05 eZkOE ay e_lkf eZk§
L L = .. L 1. L
efzkoi _ezk05 a_ kﬁe—zkg _kﬁezkg
0 0
Invertieren:

(o) -mlmn-g)( 5

I (1+kﬁo)ei(ko—k)% (1— kﬁ)ei(ko—i-k)%

1
M\ ko, k,——) = = . 0’
( 0 2) 2 ( (1— kﬁo)e—l(’ﬂﬁk)% 1+ %)e—l(ko—k)%

Nl

Entsprechend bei x =

(5) = vwg) ()

\
N
© 0
|+
N———
Il
/N
I
o
JN
|
no |t~
N———
/N
3?‘
T
<
ro |t~
N———
VR
22
|+
N———

)

(3.99)
(3.100)

> (3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)



L L (coskL — i<t sinkL)etkok —i5 sinkL
M<k0’k’_§>M<k’ko’§> - < i% sinkL (coskL + i sinkL)e "ol
mit

ko ko k ko
A = _ 3.106
= Fiir jede Vorgabe von R.B. Losung konstruierbar
Spezielle Wahl:
C: nur auslaufende Welle, = v_ = 0, entsprechend der physikalischen Situation:

Finlaufendes Teilchen von links, am Potenzialtopf Transmission + Reflexion

-
—_— —_—
A B c

A: Wahle oy = 1; dann wird aus (3.105)

1 = (cos kL — z% sin kL) ekl
a_ = z% sinkL 4
e—ikoL
=7+ =

coskL — z%* sin kL
koL €08 kL + z% sinkL
e

2
cos? kL + % sin2 kL

Physikalische Interpretation:

Betrachte Wahrscheinlichkeitsstrom der Welle:
J = ot — ™)
2mi

A: Einlaufende Welle eiko®

) h . ) hkg
Jein = Tmi(mo + ko) = o
Reflektierte Welle o e~ ko®
h hk
iR = 5, =(~iko —iko) | - |*= _WO la_
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(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)

)



ikox

C: Transmittierte Welle e

. h . . hk
jr = = (iko + iko) | 74 [2= —2 | 74 |?

2mi m

Damit Wahrscheinlichkeiten fiir Transmission und Reflexion:

T = | =|~v; [*  Transmissionskoeffizient
ein
_ JR _ 2 . .
R = |=—|=|a_| Reflexionskoeffizient
Jein

Erhaltung der Teilchenzahl: T'+ R i1

Generell fiir ebene Wellen: (% +V-j=0)

op 0j

o P _ Y _ _
p=V*Y, o 0 = Em 0, j = konst. v
Gesamtstrome:
A dpa(z) = A Yein + YR
. h
ja = 5 (WhYlh — vayy)
h ! ! ! I
= Tm(¢:in¢ein - ¢einw:in + wEwR - ¢R¢T{)
= jein + jR

C: Po@) = 4™ =yp(x)
Jjo = Jr

Wegen j =konst. ist jr = jein + JRr

ST4+R=|2L| | 2B\ I IRy
Jein Jein Jein Jein
Betrachte Transmission:
T = |y+]
B 1
~ (coskL —i5fsinkL)(coskL + i5 sin kL)
1
= 2
cos? kL + % sin? kL
1
53_ = +4 =

S
1+ T sin?kL
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(3.114)

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)
(3.119)

(3.120)
(3.121)

(3.122)

(3.123)
(3.124)

(3.125)

(3.126)



2 = F N9 (3.127)
2k k22
 (E+V)P+E2-2E+Vp)E  V{ (3.128)
(E+Vo)E (E+Vo)E '
Damit LE(Ve + B
T(E) = (Vo + ).2 0<T<1V (3.129)
4E(Vo + E) + VZsin* kL
. 1
T o T 2mVyL? = 64h°
2mVyL? = i*
l | | | |
’ s { 1,5 0 i 2 5 4
E/Vy E/Vy

Maxima T'(E) = 1 bei kL = nm = Resonanzen
Zugehorige Energien:
k2 R2r?

E nre oy T
R 0 2mL2n

— 1
- v (3.130)

Beachte: n,;, fir Er > 0 notwendig
Grund fiir Resonanzen: Interferenz von transmittierter und reflektierter Welle!

Genauere Beschreibung Resonanzen:

Inverser Koeffizient der transmittierten Welle:

RONTE,
~yeikol ~ coskL — i sin kL (3.131)
Resonanzstelle:
nm .
kr = - cos krL = (—=1)", sinkgL =0 (3.132)

Umgebung der Resonanzstelle E'r: Taylorentwicklung

d dk
@<COS kL — z% sin kL> ‘ER = —i% cos kL@L . (3.133)
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Benutze

dk dk? 1 2m\1/2 1
= = (== —_ 3.134
dE dE 2k (h?) WE + V, (3:-134)
2E + Vp)?
2 _ 24y (QEHVOS 1
€4 eZ + (E+Vo)E (3.135)
. m L 2Er + Wy
3.133) = — krLy| —— 3.136
(3133) = o krlA LS ok B+ Vo)V B (3.136)
2
= ( — Zf) coskrL (3.137)
. (Er +Vo)VER 40 |2
r = ki e 1
mit 2En + Vi 7\ (3.138)

Damit gesuchte Taylorreihe:

1 .2

-

. 1=
= efol ~ (=1)"——2— _ nahe E 3.140
7 (G e E (3.140)

Damit folgt fiir die Transmission fiir £ nahe einer Resonanzenergie:

2

r
o ExER <§>
PR L

(E—ER)2+ (g)

T =]~ (3.141)

Breit-Wigner-Funktion

} >
E

Eg

Allgemein giiltig fiir Kastenpotenziale (lediglich Modifikation von T")

Resonanzen treten bei Streuvorgéingen in allen Bereichen der Physik auf, insbe-
sondere Kern- und Teilchenphysik (mit abgerundeten Potenzialen)
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Zusammenfassung £ > 0:
Stationédre Streulésungen mit kg = 4/ %E >0

+a_ e thor oo L

) 2 .14
o ezkox T > % (3 1 2)

brle) = Ve = {

= nicht normierbar, bilden 2d Lésungsraum
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3.3 Streuung von Wellenpaketen am Kasten

Physikalische Streuzusténde: Wellenpakete (Normierbarkeit!)

Hier: Streuung am Kasten, erwarte

t<<0 <>_,—|_|—
SR

Freies Teilchen als Wellenpaket:

dk - hk?
_ whv ikx—iw _ 14
Xat) = [ Greet=et, o= oF (3143)
e(k) A
' -
I
ko K
Sei p(k) =0 fiir £k < 0 und x(x,t =0) = xo(x)
Fiir Teilcheninterpretation: vernachléssige Zerflieen
= w(k) zu erster Ordnung (Kap. 2.2)
x(z,t) ~ ety (z — vot) (3.144)
hk hk?2
mit v = —2, wp = —2 (3.145)
m 2m
Fiir Streuproblem: Verwende Streuldsungen 1)y, (z) anstelle ebener Wellen e?F*—#wt
dk —iwt
U(e,t) = [ Grena)e (3.146)
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b, t) = f a* k) (e“’“—wt) +a (k)e—“’fwt)) (3.147)
’ oh - '
= x(z,t) + J %cp(k)a,(k)e_i(k““’t) (3.148)
~ra—(ko)x(—m,t)
x> L
Vlant) = [ etk (bt (3.149)
s

~ v¢ (ko)x(, ) (3.150)

= Erwartetes Ergebnis fiir schmale Wellenpakete um k¢ mit vernachlassigbarer Dis-
persion!

Beachte Interpretation:

e Teilchen spaltet nicht auf!
e Wellen geben Wahrscheinlichkeiten fiir Transmission und Reflexion

e Unterschied zu klassischer Physik!
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3.4 Potenzialbarrieren

AV
Vo
Betrachte 0 < E < Vj
Klassisch: Totalreflexion
QM:
eikom o efikom % <z
@)= By 4Boen —Loa<lk
o eikom T > L
mit ) 5
m m

= Kastenpotenzial mit Substitution k£ = ¢x im Bereich B

= Benutze Rechnung aus 3.2 b)

Dann ist
1
T = 1 k D)
L+ (7 + 72)?sinh” kL
it (54 B0Y? _ GomBREE %o BE Vg
ko k) (Vo — E)E - E(Vo - E)

Beachte: T' # 0 4 klassische Physik!

[ Y() 2

Durchdringen von klassisch verbotenen Barrieren: Tunneleffekt!
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(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)



Fiir hohe Barriere:

k~AVo, KL>»1 (3.155)
sinh® kL ~ %e%L (3.156)
1
= T = o (3.157)
4E(Vo—E) 4
16(Vp — E)E
= T(E) = 6(1/0‘/2)6_275 2m(Vo—E) (3.158)
0

Verallgemeinerung auf allgemeinen Potenzialberg (ndherungsweise):

"A

/|

a b )m
a, b klassische Umkehrpunkte
N Schwellen der Breite Az mit approximativ
2A
Ty ~ exp [ _ Tx\/Qm(V(mi) - E)] (3.159)
Zusammenfiigen:
N 9 N
T~ [T =exp| - 2 Y Avy/2m(V(w) - B)| 3.160
[[7i= e[ - 5 X Aov/2mlVa) — B (3.160)
Azr — 0:

b

T ~ exp [ — 2J dx A/2m(V (z) — E)] — e %  Gamowfaktor (3.161)

Approximation giiltig fiir 7" « 1

Dann ist
v «e (3.162)
16(Vp — E)E
9%%L » In [VO?] (3.163)
w()@‘[i.]:l
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Anwendung: Radioaktivitét

a- Zerfall von Kernen, Beispiel: g;’SU — 384Th + o«
——
4He

Beschreibung: a-Teilchen im Potenzial der restlichen Nukleonen

- anziehendes Potenzial: starke Wechselwirkung
(vgl. Standardmodell der Teilchenphysik)

- abstoflender Coulombterm: %

2762
4meq

7 Ladungszahl Restkern, v =

Kernradius: R = AY3Ry, Ry~ 1.6-10"% m

Qualitativ:

P

G = zﬁlcdm/Zm(Z—E) mithrlc

= % QmE[z — arcsin E — E(l — E)]
h 2 V re Te Te

R 1R . [R R 1 /R’
l—-—=1—--—+... arcsing | — =/ —+ -A/— + ...
Te 27, Te re 6V e

Mit R « r. ist
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(3.165)
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- - F QmE<2—2ﬁ <ﬁ3>>

re=%  2m/2me? 8\/mR

hdmeg 4h60
Z
= A=+ BZ2/3
VE
Zeit zum Durchqueren des Kerns:
2R 2R
to = - =
v 2E
m
Mittlere Lebensdauer des Kerns
t
T =X ?0 = t()eG
= r o~ AL _Bpy Into
\/E ~——
~konst in F
Geiger-Nuttall-Gesetz:
T Z -
= lo (—) =172 —=—— —1.63 Z%3 + konst.
#10\ Jahr v E/MeV
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(3.168)

(3.169)

(3.170)

(3.171)

(3.172)

(3.173)



Nebenrechnung Integral:

Subst: u = z, du = %dr (3.174)
r r
Te ¥/Te 2 —_E
J dt 2m<1 - E) e m(z ) (3.175)
R T % u
2m(u—E)  2m 2 2m(u — E)qv/re
= -y — + — arctan ]
7[ u 2 \V2mE 2mE 1z
2m(:c —F) Zm(% —F)
= _7[ - ol + 7
Te R
2m L -E omn | B E
+ 5 arctan 5 arctan I ]
Ve —V2mE R\ /% — 1+ vV2mFE r.arctan 4 /% -1
| S S —
= arctan LR/TC
B R/r.

Te Y . R
= arccot———= = — — arcsing, / —
1— R 2 Te

Te

V2mE rc[g — arcsin 4 /E - E(1 - E)] v

Tc Te Tc

(3.176)
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3.5 Allgemeine 1-d Potenziale
Zusammenfassung:

" 2m

¥'(@)+ 25 (E - V(m)>w(x) —0 (3.177)
V (z) stetig oder endlich viele Sprungstellen endlicher Hohe
(a), v (x) stetig
a) klassisch erlaubt: E > V (z)
= 4" und ¢ haben unterschiedliches Vorzeichen

= 1 oszillatorisch

b) klassisch verboten: E < V(x)

— )", 1) gleiches Vorzeichen, ¢ konvex

speziell exponentielles Abklingen

N

c¢) Senke mit klassischen Umkehrpunkten E = V (x), v =0

\/ V(z) > o f |z]|> o
= diskretes Spektrum Ey, Eq, Eo, . ..

>

v

gebundene Zusténde,,, hat n Knoten
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Vi

V(ieg) >V, V(z) -V, Vo< Vo

T — 0 T — —0

(3.178)

Vmin < F < V,: diskretes Spektrum

Vi < E < V_: kotinuierliches Spektrum, 1 Streulésung pro FE, nicht normierbar
= Wellenpakete

V_ < E: 2 Streulésungen pro F
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4 Statistische Deutung der QM und Unschérferelation

4.1 Wahrscheinlichkeiten und Statistik

Beispiel: ein Raum enthalte 14 Personen

Altersverteilung N(j): N Personen im Alter von j Jahren

N(14) =1 N(22) =2 (4.1)
N(15) =1 N(24) =2 (4.2)
N(16) =3 N(25) =5 (4.3)
alle anderen N(j) =0
Gesamtzahl Personen:
N = i N(j) =14 v (4.4)
§=0

- Wahrscheinlichkeit, eine Person im Alter von 15 zu finden: (zuféllige Auswahl)

Los = (4.5
- Wahrscheinlichkeit entweder 14 oder 15 auszuwéihlen?
p(14) +p(15) = - (1.6
0
dp) =1 (4.7)
j=0

- Was ist das wahrscheinlichste Alter?

= 25, das j bei dem p(j) maximal ist

- Was it der Medianwert des Alters? (genauso viele dlter wie jiinger)
23 = das jo fiir das p(j > jo) = p(j < jo)

- Was ist das mittlere Alter bzw. Durchschnittsalter?

o 20d NG &
G = % =Y jp(G) =0 (4.8)
j=0
14+15+3-16+?;122+2-24+5'25:%:21 (4.9)

Beachte: (j) heifit Erwartungswert, i.A. # wahrscheinlichster Wert
(abhéngig von der Verteilung)
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- Was ist der Mittelwert der Quadrate der Altersangaben?

G =23 5%() (4.10)
j=0
Allgemein fiir Funktion f(j):
G = ), FEpG) (4.11)
j=0
- Was ist die mittlere Abweichung Aj = j — {(j)
Ajy = DG =) =D ip() = Gy . (i) (4.12)
j=0 j=0 Jj=0
;2/1__/
= =< =0 (4.13)
Varianz oder Standardabweichung;:
0® =A%) =G = ()* 20 (4.14)

Bisher: diskrete Variable j, Alter in ganzen Jahren
Jetzt: kontinuierliche Variable: z. B. kontinuierliches Alter ¢

- Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige Person auf der Strafle
26 J, 4h, 27 min, 3.3 sec alt ist? =0

Benotige ein endliches Intervall:
- Wahrscheinlichkeit, dass das Alter einer Person zwischen ¢ und t + At liegt

= bei kurzen Intervallen:

~ At Na p(t)dt Wahrscheinlichkeitsdichte p(t)
= DiirAr = I+At dt p(t)
Entsprechend:
1 = JOO dz p(x) (4.15)
(xy = JOO dz xp(x) (4.16)
Gy = | dn o) (1.17)
o? = (a*) —{(x)? (4.18)
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4.2 Statistische Deutung der q.m. Orts- und Impulsvariablen
p(r,t) = ¥ (r,t)Y(r, t) (4.19)
= raumliche Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Antreffen von Teilchen in (r,r + dr)
- Ort eines Teilchens ist nicht mehr eindeutig festgelegt
= Erwartungswert fiir den Ort eines Teilchens
{ry= Jd?’r p(r,t)r (4.20)
Entsprechend fiir Funktion der Teilchenkoordinaten
G = [ et 1 (4.21)
Bedeutung: Erwartungswert = Mittelwert iiber ein Ensemble von Teilchen im ent-
sprechenden Zustand
Wiederholte Messungen streuen, unendlich viele Messungen konvergieren gegen den

Erwartungswert

Impuls eines Teilchens:

Ebene Welle ~ e’ = scharfer Impuls p = hk, nicht normierbar!
Wellenpakete: Superposition mit verschiedenen Impulsen

Messung eines ” Teilchenimpules” wieder nur mit
Wahrscheinlichkeit p(p)d®p fiir Impuls im Intervall (p, p + dp)

Es muss gelten
| v oto) =1 (4.22)

AuBerdem: p(p) muss vollstindig durch ¢ (r,¢) bestimmt sein!
Fourier-Trafo:

Betrachte feste Zeit ¢, Argument weglassen

dp) = [dro eivr (4.23)
3 ~ i
v = [ G e P (121



(A.2) = Wellenpaket

Grenzfall ebene Welle fiir

P(p) = { (1): p=rko Y(r) = etkor (4.25)

sonst

Sepzialfall mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir Wellenvektor kg;
Bei Wellenpaket mit kleiner Breite um kg: hohe Wahrscheinlichkeit ein k nahe kg
ZU messen

= Analoge Wahrscheinlichkeitsinterpretation

Normierung:
1 = Jd?)r w*(r)z/)(r) (4.27)
3 3, 3 . /
- f dng (2?7];)3 f (Qdﬂ%g U*(p)P(p)enPPIT (4.28)
3 3.,/ B ~ i /
- J (2651'7];)3 J (;7-(]];)3 W(P/)IZJ(P) Jdg?” eﬁ(pfp )T (4'29)
N —
N . =(27h)35% (p—p’)
B f Tp w (4.30)

Damit Erwartungwert des Impulses:

() = f &p 5(p)p (4.32)
() = f p 5(p)f (p) (4.33)
(4.34)
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Es gilt:

P = f d’p w*((z >;j;§, ki), (4.35)
- fm J fd?’?"'“"”pw( () (4.36)
= J 2 Jd3 Jd?’ " [ihve~ 7Py (2 ) (r) (4.37)
= f d3rfd3r’¢* r)ihV J pReaE (=) (4.38)
—63(1' r’)
= J d?’rjd‘gr/ 83 (r — r)* (') (—ihV)Y(r) (4.39)
= J d3r w*(r)?V@b(r) (4.40)
= [ w b (4.41)
Ebenso:
@ = [drewr o (1.42)
3.,/ B i ,
- j L f 27h)3 j %w*(p')rw<p>eh“’-p>" (4.43)
3 3 o ; ,
- J (2Cfrh)3f (QClwh)?,w*l/J(P)?vp f d¥r (PP (4.44)
=(271)?8% (p—p)
3 - -
- |G r® 1V i) (4.45)
——

=¢ im Impulsraum

Mit 1)(r,t) ist auch die Fouriertansformierte ¢ (p,t) eindeutig festgelegt. Sie heift
Wellenfunktion im Impulsraum und ist eine dquivalente Darstellung des Zustands
eines quantenmechanischen Systems. Ihr Betragsquadrat entspricht der Wahrschein-
lichkeitsdichte im Impulsraum.
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Zusammenfassung:

Ortsraum Impulsraum
Per AL (4.46)
d3 ~ -
a3 ~ -

(
)y = fd?’r w*(rvt)f(rW(r,t):f H(p, ) f(E)e(p,t)  (4.49)
{(f(p)) f(P) f(p) (4.50)
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4.3 Die Heisenberg’sche Unschirferelation

Betrachte Wellenpaket in 1d

A/\/\/\A,
\/\/\/\/ z

|« Az —| |« Ak —|

Definition der ” Breiten” Ax, Ak durch Varianz:

(Az)* = ((z— (@) = &%) — (@)’
(Ak)? = (k= ®))*) = k*) — (k)?

Beispiel Gau3-Paket:

22

| (2,0) > ~ e 22 = Az=d
7 2 ,—2d%(k—ko)? _ i — E
[ ¥(k,0)[F ~ e = Ak=oo Ap= o

= Schmal im Ortsraum < breit im Impulsraum und umgekehrt

e

Gaufl-Paket: Ap - Az = %, vergleiche mit Optik, Az - Ak ~ 1

Fiir beliebige Wellenfunktionen zu fester Zeit ¢:

1d : Am-ApZ% 3d : Ari-Apizg 1=1,2,3

Heisenberg 1927

Beweis spéter
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Beispiel 1d Gauf3-Paket:

9 9 h2t2 5 h2
zerflieBBen
h h2t2 h
= Ap-Azx = 3 1+ 52qi = 5 (4.57)

Physikalische Bedeutung;:

a) ”Unschérfe”: Breite von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Nicht das Teilchen ist unscharf oder ausgeschmiert, sondern unsere Kenntnis davon
= Unbestimmtheit

Wichtig: Diese Unbestimmtheit ist prinzipieller Natur und nicht mit beschrink-
ter Messgenauigkeit zu verwechseln. Die Unschérferelation ist ein Naturgesetz und
gilt auch fiir unendlich auflésende Messapparate!

Umgekehrt: i — 0, klassischer Grenzfall ohne Unschérfe.
= Unschérferelation erst bei hinreichender Messauflésung wahrnehmbar!

b) = Begriff der Teilchentrajektorie verliert seinen (fundamentalen) Sinn, nur effek-
tiv richtig

Groflenordnungen:

e”im Atom: Az ~107m Ap~ 1()_24k:gE (4.58)
s
= Az-Ap=~h (4.59)

Unbestimmtheit der Geschwindigkeit:

A
Av="P~ 108" m (4.60)
m s
Staubteilchen: m = 10"%kg Av = 10747 (4.61)
s
= Az >10"%*m irrelevant (4.62)

c¢) Aussage gilt fiir Messungen zur selben Zeit ¢, nicht fiir Messungen zu verschiede-
nen Zeitpunkten
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d) Mathematisch: Unschérferelation ist Eigenschaft der Fouriertransformation

Scharfer Impuls = ebene Welle, nicht lokalisierbar!

Physikalisch: Unschérfe entspricht Breiten in Wahrscheinlichkeitsdichten

Tllustration:

Beugung am Spalt
T x
e —> <<

}

Ortsmessung mit Az = d

Offnungswinkel Zentralbiindel: sin © ~ %

A\ = 2r — 27h — Teilchen haben p,-Komponente

/{‘
2Ap, Ap, = psin©
\|

:Ax-Apx%d'psin@zdeZh

Beachte: Verkleinern von d fiithrt zu grofleren sin ©!
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4.4 Das Komplementaritiatsprinzip (Bohr)

FEinfluss der Messapparatur auf System:
e notwendig, ohne Wechselwirkung keine Anzeige
e mikroskopisch, unterliegt selbst der Quantenphysik
e unkontrolliert, unvorhersagbar!
e erzeugt Unschérfen

Komplementaritatsprinzip:

Koordinaten und Impulse bilden komplementére Variablen, ihre gleichzeitige Be-
stimmung ist ausgeschlossen, weil sie inkompatible experimentelle Anordnungen er-
fordert

e Dynamische Variablen heiflen kompatibel, wenn sie gleichzeitig scharf bestimmt
werden konnen

e Die gleichzeitige Bestimmung eines vollsténdigen Satzes kompatibler Variablen
stellt die maximale gleichzeitige Information iiber ein Quantensystem dar. Da-
mit ist ¢ vollsténdig festgelegt

e Paradoxie Welle < Teilchen durch Unschérferelation aufgehoben

e Vollstindige Beschreibung eines Systems durch komplementére Variablen und
deren Bestimmung durch Experimente
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4.5 Die Energie-Zeit-Unschéirferelation

Teilchen — Welle
P k (4.64)
FE w

Beziehung zwischen Energie und Zeit dhnlich wie bei x, k {iber Fouriertrafo

£(t) = f dw F(w)ei! (4.65)
Es gibt eine analoge Relation:
h
At - AFE > 3 (4.66)

Deutung: Ort-Impuls-Unschérfe gilt bei fester Zeit ¢

Hier: F ist dynamische Variable wie r, p, aber t ist Parameter,
At keine Breite einer Verteilung! = Zeitintervall fiir ein Ereignis

Bsp. freie Teilchen, 1d:

A
= At~ 22 (4.67)
v
Zeitraum fiir das Passieren eines Punktes
Konsequenz aus Impulsunschérfe:
Ap = Ak= Aw wegen w(k) (4.68)
dE dw
AE = —Ap=—Ap=9vA 4.
= = g = A (4.69)

Betrachte Wellenpaket, Bewegung mit v = Z—‘g, Breite Ax

Wann passiert das Wellenpaket (Teilchen) einen bestimmten Punkt x9? Messung
muss At dauern, bis Az an xy vorbeigelaufen ist = v = Ax/At

= AFE-At=AzAp (4.70)

Allgemeines System:

Gegeben sei ein Zustand ¢ als Superposition aus zwei stationdren Zusténden

i(r,t) = 1/;1(1-)6—%% (4.71)
Po(r,t) = ahy(r)e wl2t (4.72)
P(r,t) = Pi(r,t) + vao(r,t) (4.73)
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= p(r,t) = ¢i(r) [ + | ga(r) P +2Repf (r)n(r)e! M FR) (4.74)

Oszilliert zeitlich zwischen Extremwerten

(11 17 = [ 2 ) und (| ¢1 * + | 42 %) (4.75)

. _ _h
Periode T' = =]

= charakteristisches Zeitintervall fiir zeitliche Verédnderung des Systems
= Messungen zu Zeiten t; und t2 mit
At =|t; —ty |[< T : Wahrscheinlichkeitsverteilungen sehen nahezu gleich aus

= Um Verdnderung/Entwicklung zu sehen, muss

AtAE > h (4.76)
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5 Formalismus der Quantenmechanik

5.1 Der Hilbertraum

Menge aller normierbarer, komplexer Funktionen in 1d:
le{w:RHC]fda:]w(x) |2<oo}
' ist ein komplexer Vektorraum:

Addition: ¥y 4 19 = b; fiir ¥y, € H ist auch ) € H'

f dz | () 2 = f Ao (W + Vit + i + D)

W% + w;wl ‘ ¢1 ’ | 1/)2 | (ei(@2*®1) + e*i(@zfeﬂ)
2| 1 | 2 | cos(©g — O1)
R N O Rt

——
(Ith1]=lp2])>=0

2fda: () 2 +2fdx | () [P< o0

N

N

= [dx v P
Multiplikation mit Skalar:
(a)(z) = anp(z) fir aeC, apeH

Vektorraum-Axiome gelten:

a) Y1 + (Y2 + ¥3) = (Y1 + 2) + 13 Assoziativitét
b) 3 Nullelement 1 (z) + 0(z) = () mit 0(z) = 0
¢) 3 Inverses (—)(z) = —(z)

d) a(y1 + 12) = ayy + arpy  Distributivitét

e) (a+pB)p=atp+ Py a,feC

£) (aB)y = a(BY)

Def: Skalarprodukt fiir ¢1, 19 € H’

(1, 0h2) = fdx (@) (@)
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a

VY3, Y1 + P2) = (¥3,91) + (¥3,92)
Y1, anh) = a(y1,¥2)

Y1,v2) = (Y2,91)*

Y, ) =0

Achtung: Aus (¢,1) = 0 folgt nicht notwendig ¢ = 0

=

$)

)
)
)
)

Q
—~ o~~~

wegen ”"Nullfunktionen” N = {feH | (dz |f|> =0}
Funktionen mit f(z) # 0 nur fiir eine Menge von z mit Mafl 0
Diese schlieflen wir aus!

= H= %lr ist Vektorraum mit zusétzlich

), 9) =0 < =0
Def: Norm [| ¢ ||= 1/(¢, ¢)
Schwarz’sche Ungleichung:

| b1y ) ([l on [ 1] 42 |]

Beweis:
W) (P2, 4)
(1?1 ¢2(¢2’¢2),¢1 1/12(%’1/}2)) 0
- | (¢271/11) |2 - | (¢27¢1) |2 | (¢27¢1) |2 _
o)™ ) T T W) T W)
@2, 4) P
W) = = gy 2 O
(W1, (W2, 02) = | (W2,901) P
Dreiecksungleichung:

1+ P2 [[<]] 91 || + ] P2 ]

Def: 1)1 und 19 heiflen orthogonal zueinander wenn (11,12) = 0
Satz: H ist vollsténdig

d. h. jede Cauchyfolge v, in H konvergiert zu einem Limesvektor ¢ in H
lim || ¢, —¢[|=0
n—aoo

Ein Raum mit diesen Eigenschaften heifit Hilbertraum
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Def: Ein Funktionenraum LP(D) ist eine Menge von Funktionen {f}, die alle den-
selben Definitionsbereich D haben und normierbar sind mit der Norm

1
171 = (| o \rp)? (5.20)
D
Damit kénnen wir identifizieren:
H = L*(R) (5.21)
Raum quadratintegrabler komplexer Funktionen von 1 reellen Variablen

In der Physik haufige Sperzialfille sind Hilbertrdume mit endlich oder abzdhlbar
unendlich vielen Dimensionen = separable Hilbertrdume

Verallgemeinerung auf 3d:
H:Bm%ffmwmﬁ< o (5.22)
Skalarprodukt: (11,19) = Jd?’r 3 (r)ha(r) (5.23)

Die Elemente des Vektorraumes werden auch als Vektoren bezeichnet
=> 1) ist ein 7 Zustandsvektor”
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5.2 Vollstindige Funktionensysteme und physikalischer Zustands-

raum

Geeignete Mengen von Vektoren bilden eine Basis

Sei {uy € H} ein Orthonormalsystem,

(un7 um) = 6nm
Das System bildet eine Basis, falls

VipeH gilt =) coun  (Vollstindigkeit)

mit geeigneten Koeffizienten ¢,

Dann ist

Cp = (una ¢>
Z un(um Q;Z))

<
I

Ausgeschrieben in 1d:
0(2) = Y unle) [ dy u)v(w) = [ dy Y un@)ui v
Muss fiir jede Funktion v € ‘H gelten!

= Y(z) = fdy o(x — y)Y(y)

= | Y un(2)ui(y) = 6(z — )

Vollstandigkeitsrelation

3d: Zun(rl)u;(rg) = 5%(r; —rp)

Bemerkung zur Fouriertrafo:
Fiir v € L2(R) 3 ¢ e L?*R) mit
dk - T
v = | 5 b = | T diun(e)

Ist dies eine Entwicklung nach Basisfunktionen {uy} mit ke R ?
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Nein, denn uy, ¢ L?(R), nicht quadratintegrabel!
{ug} heifit uneigentliche Basis

Physikalischer Zustandsraum

Postulat: Physikalische Zustdnde werden beschrieben durch Vektoren in einem Hil-
bertraum H

Y(r,t), tfest: o(r,t)e L*(R®) =H (5.33)

Superpositionsprinzip: Fiir Zustinde 11, 1o ist

Y=ay+ Py mit o feC (5.34)

wieder ein physikalischer Zustand, d. h. jeder Vektor in H entspricht einem mogli-
chen Zustand

Bemerkung: Linearkombinationen fiithren auf anders normierte

Def: Aquivalenz von 1, 1)s:
Y1~y < P =APs mit AeCA#0 (5.35)

Erinnerung: konstanter Phasenfaktor #ndert nichts an p(r,t), j(r,t) oder
Erwartungswerten;
A € R dndert nicht die Wahrscheinlichkeitsverteilungen, nur die Norm

Genauer also:
Physikalische Zusténde werden beschrieben durch Aquivalenzklassen in H

b={¢| ¢~ v} (5.36)

Fiir uns: normierbare Reprisentanten 9, || ¢ ||= 1
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5.3 Lineare Operatoren

Gegeben sei ein Hilbertraum H und ein Teilraum Dy < H

Ein Operator ist eine Abbildung:
A: Y- Ap, Dy —H
D 4 ist der Definitionsbereich von A
A ist linear, wenn A(awy + Bi2) = adyy + Ay, fiir a,feC
Beispiele: 1, P, H sind lineare Operatoren

Linearer Integraloperator:
Av(a) = [ dy Al y)o(w)

die Funktion A(z,y) heiBt Kern des Operators A

Beispiel:
Alz,y) = d(z—y)
Avta) = [ dyda~y)oty) = v(o)
= A =1

Def: Zu A adjungierter Operator Af

(x, AY) = (Ax,¥) Ve Da,x e Dy
= Regel: . o
(AB)T = BTAT
Def: A heifit hermitesch, wenn
(x, AY) = (Ax, ) Vo, x € Da, und Dy S Dyt

Dann gilt fiir alle y € Da: ATy = Ay

Def: A heiBt selbstadjungiert, wenn

AT = A D, =Dy

Ein selbstadjungierter Operator ist auch hermitesch (aber nicht umgekehrt!)

Bsp: 1, p sind selbstadjungiert
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Hermitezitéat von p;:

T Jdi’w ?ag@w(r) (5.47)
B str G a?ﬁf))*wr) = (Pix. ¥) (5.48)

Selbstadjungiertheit komplizierter zu beweisen

Def: Wenn fiir einen Operator A auf H und eine Zahl a € C ein Vektor veH, Y #0
existiert, so dass

Ay = ayp, (5.49)

so heiBt a Eigenwert und ¢ Eigenvektor von A

Satz: Figenwerte hermitescher Operatoren sind reell

Bew:
Ay = ay (5.50)
= (1, Av) = a(¥,9) (5.51)
Andererseits ist
(v, Ap) = (Ay,¥) = (aw, ) (5.52)
= a*(¥,v) (5.53)
= a = da (5.54)

Satz: Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten hermitescher Op. sind orthogonal

Bew: Sei /ld}l = a1, A¢2 = a2, a1 # az

(2, Ath1) = a1 (2, ¥1)

(Apa,1b1) = ag(iha, 1) = (a2 —a1) (P2, ¢1) = 0,= (¥1,¢2) =0 (5.55)

Entartung: Eigenvektoren eines hermiteschen Operators A zum gleichen Eigenwert
a spannen einen Teilraum auf

Ay = arfn, Apy = arho Eigenraum zu a (5.56)
= A(Clwl + CQ?,DQ) = a(clwl + ngz) (5.57)

Die Basis kann orthonormiert werden
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Satz (ohne Beweis): Die Anzahl der Eigenwerte eines hermiteschen Operators ist

hochstens abzéhlbar unendlich
Def: Die Menge der Eigenwerte eines Operators heifit diskretes Spektrum

Zunichst: Nur diskretes Spektrum

Satz: Sei A selbstadjungiert und besitze ein rein diskretes Spektrum. Dann spannen

die Eigenvektoren von A den gesamten Hilbertraum auf
Beweis siehe lineare Algebra:
Sei A Operator auf C", Basis {,,}

Darstellung durch Matrix

Matrixelemente:

All = (¢17121¢1)7--- 7A1n = (wlaAwn)

Eigenwerte und - vektoren

Ae; = \ie;
In der Basis {e;} : A = (A1, A2... \n)
= ”Diagionalisierung”eines Operators = Bestimmung der EW und EV
Beispiel:
Teilchen im unendlich hohen Potenzialtopf, E,, ¥,
Hilbertraum: quadratintegrable Funktionen auf [0, L] mit ¢ (0) = (L) =0

H wurde ” diagonalisiert”, = 1, orthogonal, vollstédndig
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Projektionsoperatoren:

SeipeH, [[¢]=1

Def:
Py x = (4, x)¢
Projektion des Vektors x auf v-Achse
X
P x >y

Pw ist linear und selbstadjungiert, RZ = Pw idempotent
Sei {t1, ...1,} Orthonormalbasis in Teilraum V
Def:
By =R,
i
]51; ist linear und selbstadjungiert, ]53 = ]51;

Py projiziert auf V, PVX eV

Def: Ein linearer, selbstadjungierter Operator heifit Projektionsoperator

(Projektor), wenn
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5.4 Die Dirac-Notation

Historisch zwei Formulierungen der QM:

a) Wellenmechanik, Schrodinger

b) Matritzenmechanik (Operatoren), Heisenberg

Aquivalent, vereinheitlichte Darstellung durch Dirac-Notation:

Vektoren aus H

[0, Ket (5.64)
@ 1=l l= 1", Bra (5.65)
Skalarprodukte:
(b1 | Y2y = (Y1, ¢2) (5.66)
Matixelemente:
XA = (x, A) (5.67)
Projektoren:
Py = )¢ | (5.68)
Denn:
Pyly = (W00 =@ [ x| (5.69)
= [ XY (5.70)
Sei eine Basis gegeben durch {| n)},n e N
Orthonormiertheit:
<m | 77,> = Omn (571)
Vollstandigkeit:
EOEDIAED (5.72)
Entwicklungskoeffizienten:
(m |y = dlealm|ny=cmeC (5.73)
=9y = Y [nxXnld) (5.74)
= Vollstandigkeitsrelation:
dilnxn|=1 (5.75)

n
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5.5 Observablen

...sind Messgroflen
Klassich: Koordinaten + Impule von Teilchen, Energie, Drehimpuls etc.
QM, fiir gegebenen Zustand | 1):

Messwerte einer Observablen sind statistisch verteilt

z. B. Impuls
® = [t opu (5.76)
= (¢,pY) (5.77)
= &Py (5.78)

mit Varianz
(Ap)* = {(p —(P))*) (5.79)

Allgemein:
Oberservable — lineare Operatoren

Erwartungswert einer beliebigen Observablen A im Zustand ):

(Ay = | Al ) (5.80)
Messwerte sind reell!
=@l AlY) = @A|v* =([A]|) (5.81)
= @Ay vy A (5.82)
(AA)? = ((A—(A)?) =A%) — (A (5.83)

Speziell fiir einen Eigenzustand:

Algy = ald), @Wlyy=1 (5.84)

= (@AY = q (5.85)
(AA? = (| A2 [y =W | A ) (5.86)

= @ |AA|p)—a® (5.87)

= @[A|¢)a—d (5.88)

= a*-a*>=0 (5.89)

d. h. die Observable ist scharf im Eigenzustand mit Messwert a
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5.6 Kontinuierliches Spektrum

a) Betrachte Impulsoperator, 1d

h 0
)= —— 5.90
P= S on (5:90)
wirkt auf Funktionen 1) € H = L%(R)
Eigenwertgleichung:
Y = py (5.91)
"y = pe) (5.92)
i 0z - F '
Losung;:
W(z) = Ne'h® = Ne'* = Nuy,(z) ebene Welle (5.93)
Aber: Nicht normierbar (ug, u;) = §dz 1 = o0
=u, ¢ H (5.94)

ist kein Eigenvektor, sondern uneigentlicher Eigenvektor zum uneigentlichen Eigen-
wert p = hk

Def: Das kontinuierliche Spektrum eines Operators ist die Menge der uneigentli-
chen Eigenwerte

Bsp p: Spektrum ist rein kontinuierlich
Jede reelle Zahl ist uneigentlicher Eigenwert

Orthogonalitét:
(ug,ue) = 2wd(k — 1), k,l kontinuierlich €R (5.95)
Vollstandigkeit:
dk
| Srut @) = oz - v) (5.96)

Vergleich diskretes Spektrum:

(U Un) = Omn (5.97)
Nun(@)uily) = o) (5.9%)
m,n € N (5.99)
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In Diracnotation: ux —| k)  ”Impulseigenzustand”
Beachte: | k) ¢ H

Eigenwertgleichung:
plky=nk|k)
Orthonormalitét und Vollstdndigkeit
e | kY =2m6(k — k)
dk
| 5 1ok 1=1

b) Ortsoperator
Multiplikationsoperator im Ortsraum

() = wp(x)

Annahme: Eigenfunktionen y,(z) zu Eigenwert ¢

Txq(r) = qxq(x)

Dann ist
zxq(x) = qxq(x) Yz € R
= (z—qxq = 0
= xq(xz) = 0 fir xz#gq

= Xq ist keine Funktion! Setze x4(z) =0(z —q) = xq¢H
Diracnotation: “Ortseigenzustand”

xq(z) — @
tleg = qlg

le = fdx\xq@c) 2

= Jdm d(x—q)é(x —q) =0(q—q)

= 5(0) =
= |lq¢g ¢ H

=| ¢) ist uneigentlicher Eigenvektor zum uneigentlichen Eigenwert ¢

Das Spektrum von Z ist rein kontinuierlich und besteht aus R
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Orthonormalitat:

aldd = f dz §(x — )z — q)
= 8(g—q)

Vollstandigkeit:

qu Xq(®)xg(y) = qu §(z —q)é(y — q)

bow. [da | 9a =1
Beachte: Vollstandigkeit gilt, obwohl x, ¢ H:

Sei f(x) € H beliebig

f(z) = J dg c(q)xq(z) = f dg c(q)8(z — q) = clz) ¥
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5.7 Allgemeine Definition uneigentlicher Eigenvektoren

Sei A ein linearer hermitescher Operator

Fiir ¢ € H ist
(v, AY)
A = — 5.120
e = ) (120
A —(Ay)*)
AA)? W ( ¢ 5.121
. (v, 9) (o121
Offensichtlich gilt
(AA)y = 0 < 1 ist eigentlicher Eigenvektor
Ay = (A0 (5.122)
Sei ¢, € H eine Folge von Vektoren mit
nlgrolo<A>% =a (5.123)
7}3%0<AA>@n =0 (5.124)
1.
linologon = et (5.125)
= Ap = ap (5.126)
 ist eigentlicher Eigenvektor
2.
1ingocpn =p¢H (5.127)

 ist uneigentlicher Eigenvektor zum uneigentlichen Eigewert a

Vergleiche: Definition reeller Zahlen iiber Folgen von rationalen Zahlen, deren Grenz-
wert nicht rational ist:

Tp + 2 n—
T0=1, Tnp1=—y In N2 \/2 (5.128)
Beispiel: Folge von Wellenfunktionen
dk <
n(z) = | 5= gn(k)e™ 12
onl@) = [ 5rnlk)e (5.129)
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mit Folge

gn(k) =, 270 (k — ko) (5.130)

: dk ikx
o= hngO on(z) = 2—2776(16 ko)e (5.131)
= kT gy (5.132)

Erwartungswert Impuls:

Do, = § 5z kg (k)gn k) (5.133)

ggn(k‘)gn(k)
| o { dk TkS(k — ko)d(k — ko)
= Tor T dk 0(k — ko)o(k — ko) (5.134)
, _ hkod(0),
- S0 (5.135)
— ko (5.136)
(Ap)p, — 0 (5.137)

=  entspricht uneigentlichem Eigenvektor des Impulsoperators p

In der QM:

- Uneigentliche Eigewerte bilden das kontinuierliche Spektrum
- Streuzustidnde beschrieben durch uneigentliche Eigenvektoren
- 1. A. gemischtes Spektrum!

Bemerkungen zu uneigentlichen Eigenvektoren

- Kap 5.1: H vollstédndig in dem Sinne, dass jede Cauchy-Folge gegen einen Grenz-
wert in H konvergiert

on € H — ¢ ¢ H keine Cauchy-Folge, da (¢, | pn)y — ®©

- Vollsténdigkeit von Eigenfunktionen

uneigentliche Eigenwerte sind notwendig, das diskrete Spektrum allein spannt nicht
den ganzen Raum auf

Beispiel: Wellenpakete (endlich tiefer Potenzialtopf)

Streulosungen nicht durch Superposition endlich vieler gebundener Losungen dar-
stellbar!
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5.8 Der Spektralsatz

Sei A ein selbstadjungierter Operator,
1), ein eigentlicher oder uneigentlicher FEigenvektor zum Eigenwert a

Dann gilt:
a) Das Spektrum von A ist rein reell
b) Eigentliche und uneigentliche Eigenvektoren sind orthogonal

c¢) Die eigentlichen und uneigentlichen Eigenvektoren spannen zusammen den ganzen
Hilbertraum auf

)= Y Iny |y + [ da] o) al v) (5.138)
= Vollstdndigkeit:
2]n><n]+fda]a><a|=1 (5.139)
Beispiele:
i) Impulsoperator:
plLE = hk|k) (5.140)
| Ky = 276(k — ko) (5.141)
f;l::]k><k| _ (5.142)
kv = [ doe @) = o) (5.143)
0 = [ IRGle=[si® e G
ii) Ortsoperator
Tlxy = z|x) (5.145)
(z|zy = dx—2) (5.146)
de|:r><x\ _ (5.147)
@l = [dce) = [ase - oue) - v Gs)
0 = [deloylw) = [dev) | (5.149)
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iii) Hamiltonoperator des Teilchen im unendl. hohen Potenzialtopf; Spektrum rein
diskret, bereits diskutiert

iv) Hamiltonoperator Teilchen im endlich tiefen Potenzialtopf (Kasten)
H=2 4 v (5.150)
m
Das Spektrum hat beide Teile:

a) diskretes Spektrum Fy < Fy < ... < E,

(00 I 10, [ND, Giliy =y inj=1,2,...N (5.151)
b) kontinuierliches Spektrum
Streuzustéinde
Yr(x) ~| k>, ke R/{0} (5.152)
h2k?
E=— 1
T ke (5.153)

zweifach entartet (k < —k)

Normierung der Zusténde:

(k| ko) =21 (k1 — k2) (5.154)
n|k)y=0, n=0,1,...N, keR/{0} (5.155)
Fiir das gesamte System der eigentliche und uneigentlichen Vektoren gilt Vollstdndig-

keit:
Fiir beliebiges f(x) € H

fla) - i catin(@) + [ ek (o) (5.156)
Bezeichnung:
f(z) = 3; Catha(T) (5.157)
Tndex o = { Z E {O’é /'{‘O‘}N J (5.158)
Vollstandigkeit:
nio Un(2)¥y(y) + %¢k(x)¢z (y) =d0(z—y) (5.159)
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Diracnotation:
N
dk
> Il + [ 5 18 k|1
n=0
oder i |y (a|=1

Spektraldarstellung von Operatoren

Sei A selbstadjungiert, Spektrum rein diskret
Alny=an|n)

Zerlegung in Projektoren auf Eigenzusténde:

A=A 1=A4% [nyn|=D an | nXn]|

Spektraldarstellung

Vergleiche Darstellung Matrizen durch Basis aus Eigenvektoren
diag(ay,as,...an) = aj diag(1,0...,0) + ...+ ay diag(0,...,1)
Damit Def. Funktionen von Operatoren:
FA) =AY Iy n |
n
= > flan) | n)n|

n

Vgl. Matrix

f(A) = diag(f(a1) f(az) ... f(an))

Allgemeines Spektrum, diskret + kontinuierlich

;an|n><n|+fdaa|a><a|=3iaa|a><a|

~

—
>
Il
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(5.160)

(5.161)

(5.162)

(5.163)

(5.164)

(5.165)

(5.166)

(5.167)

(5.168)

S flan) [ ) (n | + f da f(a) | a) (a |=3f f(0) | ) (o | (5.169)



5.9 Wahrscheinlichkeitsinterpretation + Messung

a) Diskreter Fall
Die Observable A habe ein diskretes Spektrum

Alny=an|n) (5.170)
Beliebiger Zustand | ¢) ist Linearkombination

[0y =D ealny =D Iy nle), ly)=1 (5.171)

Betrachte Erwartungswert von A

(Ay = | Al ) (5.172)

Ist dies der Wert von A im Zustand | ¢)?

fhdl

Nein! Statistische Verteilung

Ay = WAy =D @ [mym|Alny{n|gy  (5.173)
(m | A|n) = andmn (5.174)
= (A = Y@ |nadn |y =) ]cn|* an (5.175)

Dies hat die Form einer Wahrscheinlichkeitsverteilung!
| cn \2: pn, gibt die Wahrscheinlichkeit fiir Werte a,, an: mogliche Messwerte

Es muss gelten: >, p, =1

(fA)) = @I fA)]|v) (5.176)
= D@l flam) [ my (m | ) (5.177)
= D@ | ) f(am)dmnlm | ) (5.178)
= 2 len* fan) (5.179)

n
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i) Die einzigen Werte, die die Grofle A annehmen kann, sind die Eigenwerte a,,

ii) Die p, =| (n | ¥) |* geben die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass A den Wert
a, annimmt

iii) A nimmt mit Sicherheit den Wert a,, an, wenn | ¢) =| n) Eigenzustand ist
b) Allgemeiner Fall

v — Ecnn>+Jdac(a)\a> (5.180)

n = |y, cla)=(alv) (5.181)
@A) Y
(f(A)) = D) (5.182)
S @)@ ) () | da flan)@ ] a) )
- W1 ’ A (5.183)
S fan) e P §da]c(a) P f(a)
T Wl @l e
L e L (N (5.185)
"Wy D)

i) Die einzigen Werte, die die Grofle A annehmen kann, sind die Eigenwerte des ihr
zugeordneten Operators A

ii) Die Wahrscheinlichkeit, dass A einen Wert a,, des diskreten Spektrums annimmt,
ist pn,

iii) Die Wahrscheinlichkeit, dass A einen Wert in (a,a + da) annimmt, ist p(a)da

Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten ist

s o = QSIS TELROLS o
@I (S lnxn+SdalayCal ) 1) s

@1 |
— m —1v (5.188)

Observable < selbstadjungierte Operatoren
(A) im Zustand ¢ < (4 | A | )

Messwerte < Eigenwerte vom Eigenzustdnden

93



5.10 Kompatible Observablen

Sei A|a)=a| ) und sei B eine zweite Observable
Im Allgemeinen fithrt Messung von B an | a) zu einer Zustandsidnderung
Spezialfall: | ) bleibt bei Messung von B erhalten = Eigenzustand von B

Obervable A u. B heiflen kompatibel (oder kommensurabel, oder vertréiglich), wenn
alle Eigenzusténde von A auch Eigenzusténde von B sind

Ala)=ala), Bla)=0b|a) (5.189)

In diesem Fall sind A und B gleichzeitig scharf messbar

Dann ist

AB| o) Ab|a)=ba|a)=aB|a)=BA|a) (5.190)

= [AB] = 0 (5.191)

Zwei Observablen A, B sind kompatibel, wenn der Kommutator der zugeordneten
Operatoren verschwindet

Beispiel: Ort und Impuls, Ortsraum

P = ;%, Py =1 (5.192)
[pe, 7] = ?[%x] - ?(%x - x%) (5.193)
Zur Berechnung, betrachte Wirkung des Kommutators auf eine Funktion:
(aix - $aax>¢(x) - ;le/}(a:) - :C;Ud)(x) (5.194)
= Y(z)+ w%f m% (5.195)
= (aéxx - xai) -1 (5.196)
[ﬁzﬂ%] = 7; (5.197)
= z-Komponenten von Ort und Impuls unvertraglich!
Andererseits:
[Pz, Py] =0, [P, 2] = 0 (5.198)
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Insgesamt:

[Bj, P = 26k (5.199)

Born-Jordan’sche Vertauschungsrelation
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5.11 Unschirferelationen

Seien A, B Observablen mit [fl, E] # 0

Fiir diese gilt die allgemeine Unschérferelation

AA-AB= 1| (A B

Beweis: Seien A, B selbstadjungiert

Y
E>

—~ [A,B]' = (AB-BA) = (BtAl - ATBY) = _[A4,

=[A,B] = iC mit C=C"1
Sei

(AP = (A% (A = (A7)
= (A —2€AA))+ (DY)
Ebenso (AB)? = (B?)

Betrachte allgemeine Linearkombination von A’, B':

F(a) =|| (¢d —iB Y ||?>0, acR

( ad —iBYW, (aA —iB )¢>

W, ( aA +iB (ozfl, —iB/)w
( )

{r

(O ) =(v,09)
- (v, (0242 — i [4', B +B2)0)
=iC
= a*(AA)? + (AB)? + alC)
= 0 VaeR

Wihle « so, dass F(«) minimal wird, 4 =0

O
2(AA)?
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(5.201)

(5.202)

(5.203)

(5.204)
(5.205)

(5.206)

(5.207)
(5.208)

(5.209)

(5.210)

(5.211)

(5.212)

(5.213)
(5.214)

(5.215)



Spezialfall:

~ ~

A=i,,B=p,=C=h

ergibt Heisenberg’sche Unschérferelation
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5.12

Die Postulate der Quantenmechanik

Physikalische Zusténde werden beschrieben durch normierte Vektoren (bzw.
Aquivalenzklassen, Kap 5.1) eines komplexen Hilbertraums

Den Observablen eines Systems entsprechen selbstadjungierte Operatoren. Die
moglichen Messwerte sind die Eigenwerte der Operatoren

Erwartungswert der Observablen A im Zustand :
(A=W Al) (5.220)

Die zeitliche Entwicklung von Zustédnden wird durch die Schrédingergleichung
bestimmt:

L0 A
e |y = H | ) (5.221)
Wird am System im Zustand | ¢) die Observable A mit Messwert a gefunden,

so geht das System bei der Mesung in den zugehorigen Eigenzustand iiber
(Zustandsreduktion)
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5.13 Vektoren und Basen

Lineare Algebra:
Sei ‘H ein n-dim. komplexer Vektorraum mit Orthonormalbasis e;,i = 1,...n

n
Vektor v = Zviei (5.222)
i=1
Vektorkomponenten v; = (ei,v)=2vj (e, €j) (5.223)
ij

v ist Objekt im Vektorraum, unabhéngig von der Basis, Komponenten basiabhingig

Beachte Skalarprodukt:

(v,w) = viw; = (w,v)* = (w,v)] (5.224)
Matrizen:
Av =w (5.225)
In Komponenten:
D Aiuy = wi,  Aij = (es, Aej) (5.226)
J
Basiswechsel:
e, = Zeiji, e, = ZegSgk (5.227)
j i
mit

Sij = (ei€), (Si)T = (e},e), SI=(SNi; = (el,e;), SST=1 (5.228)

v = ngeg = ngSjiej = Zvjej (5.229)

i,J J
J

(2
= v = ZSjivg, v%zZSZjU (5.230)
i J
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5.14 Die Ortsdarstellung
Analog im Hilbertraum ¢ € H mit ¢(z) = (x| ¥)

= 1(x) ist Komponente von | 1) beziiglich uneigentlicher Basis {| ) | x € R}
=| 1)) ist basisunabhiéingiges Objekt, 1(z) sind Komponenten in Ortsdarstellung

Sei A ein linearer Operator

(Ag)(x) = (x| A | ) = f dy (x| Ay y | ¥) = f dy Az, y)p(y)  (5.231)

Mit Operatorkern A(x,y) in Matrixdarstellung, mit kontinuierlichen Indizes z,y
“Matrixelemente” des Operators A

Sei A =#in 1d
r(zy) = |ty =<Clyly=yla|ly=ydiz-y) (5.232)

= 7 in Ortsdarstellung ist diagonal v’

(Fp)() = f dy (z, y)(y) = f dy y3(z — y)ily) = o(x) (5.233)

Sei A =p
pag) = 1oy = [ 2le) (5.234)
= f (z — ) —55(2—!7;):?5/(3:—3/) (5.235)
= ()(z) = dep z, Y)Y (5.236)
- 2 j dy 8/ (e = )b (y) (5.237)
= ;%1/)() (5.238)
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5.15 Die Impulsdarstellung

plpy=plp), @|p)=2rhé@p —p)

Wellenfunktion im Impulsraum (Fourier-Trafo)

b(p) =<p | ¥)

Operator in Impulsdarstellung

~

(A¢)(p) = | A] )

jdq<p|fx|q><q|w>
= qu A(p, 9)(q)

Impulsoperator: A= D

p(k,q) = <klplg) = {klalg) = q2mh 6(k — q)
00 = | g plaR)I) = | 5 ahs(a - I
= qP(q)

Ortsoperator: A = 7
wlile = [doeiraci

— —hafdx eh (@D
i0p

—?2%5/((1 —p)

) = @710 = [ 55|10 Gl v

= J;ffh r(p, )¢ (q)
2 a0t
ho -~

= —g%d)@)
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(5.240)

(5.241)

(5.242)

(5.243)
(5.244)

(5.245)

(5.246)
(5.247)

(5.248)

(5.249)
(5.250)
(5.251)

(5.252)



5.16 Allgemeine Darstellung

Basis fiir physikalisches System, i. A. diskete und kontinuierliche Anteile

{lop} ={lm)} v {la} (5.253)
9= Il i+ [del el v (5.254)
=tn =1(a)
diskr. Komponenten von 1 kont. Komp. von v

Matrixelemente eines linearen Operators

Ala, B) =(a | A| B (5.255)
mit
Apmn = (m|A|n) (5.256)
Ao = {(a|A|n) (5.257)
Aup = (a|A|b) (5.258)

a-Komponente des Vektors A | ):

<a|A|w>=3;<a|A|ﬁ><ﬂ|w> (5.259)
Beispiel Energiedarstellung:
H|n) = E,|n), H|e)=F|e (5.260)
Yo = 0|y, Y(E)=Lel) (5.261)
Hpn = (m|H|n) (5.262)

Uusw.
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5.17 Basiswechsel
Analog lineare Algebra

Beispiel: Orts- und Energiedarstellung (rein diskretes Spektrum o. B. d. A)
Basen: {|z)|xeR}, {|n)|neN} (5.263)
Vollsténdigkeit von {| =)} :

| n)y = fdaz | z) {z | n) (5.264)

(x| n) = pn(x) Komponenten der E-Eigenzustinde in Ortsbasis
Def:  Spn={x|n)=py(z)

Beliebiger Zustand | ¢), Komponenten in E-Basis:

VYo ={n | ) (5.265)
Komponenten in Ortsbasis:
(@) = Y Spnthn = (x| ) = Y (| n) (n | ¥) (5.266)
Umkehrung: (S7),,, = 3, = ¢i(x) = (n | z)
Es ist
SST(@y) = D Sen(SNny =D SenSi, (5.267)
= D on(@)gi(y) = Y @ [ ny y[ny* = @ [ n) (n|y)(5.268)
= (&|y=6x—y) (5.269)
= S5T=1 < Dlea)ek(y) = -y) (5.270)
(STS)pm = f dz(S)p.2Sem = fda;S;“,nSx,m (5.271)
- [t gi@ien) = [do | mram  G2m)
= fdx n|z)yle|m)=onm (5.273)
= Sfs-1& J Az (2)pm(y) = Smun (5.274)

= Basiswechsel durch unitédre Abbildung S
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6 Die zeitliche Entwicklung

6.1 Das Schrodingerbild

zhf|w<>>=ff|w<t>>, —— =0

Formale Losung:

Esist H' = H

() = exp (LA = 0!
= U1(t) = exp ( th) U-1(t)
U(t) heift Zeitentwicklungsoperator und ist unitér, UUT = UTU = 1

~ 1t
O(t) =1 Ltir — ——HQ
(1) = h 2 h?
Operatorfunktion

Sei H | n) = E, | n), mit | n) vollst. Orthonormalsystem

Allgemein:

f(H) = Zf ) [ ny<{n|
= 0w - Zexp(—%Ent)|n><n|

Damit

[9(®) = U@ $(0)) = Ze R |y | (0))
D ealt) [,
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6.2 Das Heisenbergbild

Physikalische Observablen: Erwartungswerte, Matrixelemente

Wi | AQt) [ ) = @n(0) | et TEA()e I | 4y(0))
= Wp1 | Ag(t) | Yi2)

| Vi) = [ 4i(0)) |
An(t) Ht j()e~wHt

St

(&

Zustdinde  und Operatoren im Heisenbergbild
zeitunabhéngig zeitabhingig

Zeitentwicklung des Systems jetzt in Operatoren anstatt in Zusténden!

0

Fr | Yy = 0

d . S i 0A g
ih—Ag(t) = —HApg+ AgH +ilienft——e=ntt
dt ot

Zur kompakteren Notation definiert man:

o - 0A 0A
4 _ (94 _ o4
atAH(t>_ (6t)H UY

Ld o P 0 -
= ZH%AH(t) = [Ag, H] —|—Zh§AH(t)

Heisenberggleichung

= Einfache Identifikation von Erhaltungsgrofien!

Sei % = 0, dann ist % —0< [Ay,H]| =0

Wegen < | 1) = 0 ist dann auch %<AH> =0

ot
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6.3 Ehrenfest’sches Theorem

Aus der Heisenberggleichung folgt sofort

d d .
ihor(A) = (bn | ih An(t) | vm)

Gu | [Au(t), H] + ih;AH(t) | Yu)

= |ih Ay = ([, ) + im0

Gilt unabhéingig vom Zeitentwicklungsbild!

Speziell: Sei

H= Qan + V(&)
1] =[] - inl2
[po1] = V@)= 2[5 V@) = SV

d2
= |mos (o =~V ()

Achtung: # klassische Bewegungsgleichung, weil (VV (r)) # VV ({r))
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(6.21)
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(6.23)

(6.24)
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7 Der harmonische Oszillator

Hier: 1d
klassisch: lineares Kraftgesetz F' = —kx
Fiir Teilchen mit Masse m an Feder mit Konstante k:  V(z) = 522

Lineare Systeme exakt losbar = untypisch
Existiert als separates System so nicht in der Natur

Anwendungen: Systeme mit kleinen Schwingungen, als Nédherung:

V(x)

| >
In Umgebung von xp:
V(z) = V(o) + Vi)  (x—x0)+ V' (z0)(x — x0) + ...
—— —
irrelevante Konst. =0,, Minimum!
= V() ~ V'(x)(z —x0)? (7.1)
Fiir kleine Auslenkungen ist jeder Schwingungsvorgang linear!
Hook’sches Gesetz:
d’x
= z(t) = Asinwt+ Bcoswt (7.3)
k
mit w = — (7.4)
m

QM Anwendungen: Molekiilschwingungen, Phononen in Festkorpern, Photonen des

Strahlungsfelds, allgemein in Quantenfeldtheorie

~ m
=2 22

2 Losungsmethoden
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7.1 Losung der Schrodingergleichung

Stationdre Schrédingergleichung:

R? d*y 1 9 9
S S =F
2m dx? + MWt ¥ ¥
oder
d*
P (2 = K)o
mit
mw 2F
=4/ — K= —
z n hw
Betrachte zunichst z — o0 oder 22 » K
Dort gilt:
d*y 2
2 ~ 2%y
22 22
= Y(z) = Ae 2 +Bez
" Z2 22
Y (z) = Ae z(—1+ 22) + Bez (1+ 22)

B0 wg. Normierbarkeit, 22 » 1
22
=1 — Ae"z

Ansatz: ,
P(z) = h(z)e * /% mit (z) >0 fir z— oo

[V

/ z

¥ (2) = (h(2)—zh(z))e” =
V(z) = (W (z)=h'z—h—2zh(2)+ 2°h(2))e”

22

— (W =22+ (2= Dh)e” T

N
S

Einsetzen Schrodingergleichung (7.7):
R =220 + (K —1)h=0
Frobenius-Methode: Schreibe h(z) als Potenzreihe

0
h(z) = Z ;2!
j=0
dh s
-t ja;z’ 1
dz ];) J
d2h = o = . :
a2 Z 3G = 1a;2’ ™" = Z(J +2)(j + Daj22

<
Il

[\
<
Il

o
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(7.7)

(7.8)

(7.9)

—~

7.10)
7.11)

—~

(7.12)

(7.13)

(7.14)
(7.15)
(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)



Einsetzen:

0
§]g+1]+2aﬁ2 2jaj + (K —1)aj]2! =0 (7.21)

Soll fiir alle z gelten = jeder Koeffizient muss verschwinden

G+ 1) +2)aj12 — 2ja; + (K — 1)a; =0 (7.22)
2j+1-K
=042 = 0 Rekursionsformel 7.23
GG )" (7:23)
Gerade j:
1-K
as = B ag (7.24)
5— K 5-K)(1-K)
= = 2
ay 12 as o aq (7 5)
(7.26)
Ungerade j:
3—-K
as = 6 al (727)
7T—-K (T-K)3—-K)
= = 2
as 20 as 120 aj 7.28
(7.29)
= h(z) = hg(z)+ hu(2) (7.30)
mit hy(2) = ap+az® +agt + ... (7.31)
ha(2) = a1z +azz® +... (7.32)
= zwei freie Konstanten ag, aq
Untersuche Normierbarkeit:
. 25 2
J— 0 ajyo A ,—gaj = —aj (7.33)
J J
(groBie j dominant bei grofien z)
—a ~ (7.34)
’ (5/2)! '
c c 2
Probe: aji2 = @2, = 73 Y ~ }aj v (7.35)
2 2 \2



Damit fiir grofle z:

?T\H

_ﬁC%:Jﬂ i %:

=  YP(z)= h(z)e_zz/2 nicht normierbar!

“ e

= Potenzreihe muss abbrechen, 3 jnax = n
mit a,+2 = 0 (n gerade: a; = 0, n ungerade: ag = 0)

= Fiir n gilt mit Rekursionsformel (7.23)

Mm+1—K=0
2F
= K== =2+l
1

Erlaubte Energien fiir normierbare Losungen!

Fiir erlaubte Werte wird die Rekursionsformel:

—2(n —j)

TR T GG+ Y
n=20
jIO, a2:0,a1:0
= ho(z) = Qo
=  Yo(z) = ao e /2
n=1
Jj=1 az =0,a0 =0
= hi(z) = az
= YPi(z) = wm ze?/2
n=2
j=0, a2=—2a0,a1 :O
j=2, as =0
= hy(z) = ao(l—22%
Pa(z) = ap(l— 222)6_22/2
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(7.41)

(7.42)
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= hy(2) ist Polynom von Grad n

Nur gerade Potenzen fiir n gerade
Nur ungerade Potenzen fiir n ungerade

Hermite’sche Polynome H,,(z):

Hy
H,
Hy
Hj3
H,

=1

= 2z
= 4z
= 8z
= 16

(7.52)
(7.53)
22 (7.54)
3122 (7.55)
2t 4827 412 (7.56)
(7.57)

Nach Normierung finden wir die Losungen der stationédren Schrodingergleichung:

Ey

hw(n n 1) (7.58)

()

2
41

2
H,(2)e % /2 7.59
V2rn! (=) (7.59)
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7.2 Die algebraische oder Operatormethode

2 p m 9.9
g = £
om T 2¥
Abkiirzung: z = /mw/hx
. .0 1 .
= —4— =
bz 0z mwh
= [P, 2] = —i
Def:
1 1
s Lo t_
a=—F—(2+1 a' = —=(z—1
ﬁ( p-) 2( p-)
.= —=(a—a) - ——(a+a)
= =—(a—a 2=—(a+a
NG NG
Es ist

Schreibe H in a,a':

H = X - 22

5 D= + 2hwz

- hw(aﬁ i+ 7)
Eigenwertgleichung fiir H:
H|v)y=E|¥)
=| 1)) sind auch Losung von
1
afa 9> =A|¢) mit E:m(x+§)

a) Alle Eigenwerte sind positiv, A > 0:

A= da vy =|la|v)[*P>0

b) Ist A ein Eigenwert, so auch A + 1
Betrachte af | ¢)

ala(at|vy) = alaa'|v) =a'@a+1) |
= d' 1) ()= (A +1)al v
lat |y [P = @laal [¢y=Cplala+1]¢)=r+1
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(7.67)
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(7.69)

(7.70)

(7.71)

(7.72)
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¢) Ist A > 0 ein Eigenwert, so auch A\ — 1

Betrachte a | 1)

ala(a | ¢)) = (aa' —1a]| ) (7.75)
= a(@’a—1) |y =aA—1)|¢Yy=A-Dal¢)  (7.76)
lalwy [ = @lalaly)=A (7.77)

d) AeNp={0,1,2,3,...}

Fiir A >0 EW sind auch A+ 1,A—1 EW

= Iterieren; nach oben unbeschrinkt, nach unten beschrankt durch A > 0
=3dneNmit: \—=n EWunda|A—n)=20
=adalA—n)=A-n)|A=n)=0

=A-n=0=X=neN

Man nennt die Eigenwerte A auch Besetzungszahlen, und den zugehorigen Ope-
rator a'a Besetzungszahloperator

e) A = 0 ist einfacher Eigenwert
Seia|0)=0—ala|0)=0
Gibt es einen Zustand | 0) ?

Umschreiben in Wellenfunktion

10) = »o(z) (7.78)

& = \}5(2 +ip,) = \}5(2 + ;Z) (7.79)

B0y = 0 (z+2)go(z) =0 (7.80)

= p0s) = e (oo = 1 (7.81)
oo(2) + p(z) = ﬁ(ze—zm e P =0y (7.82)
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f) Konstruktion Eigenvektoren

|0>7 )\0:0

) = a0y, A =1

1 1 1
2 = —al 1) =——=ala’ |0)= —=(@@"H2|0),r =2
|2) \/5|>\/§al>ﬁ(a)l>z
(m) = —=al|n—1) = —=(a")" |0 Ay = n
. \/ﬁ m I n
Problem gel6st!
1
E, = hw(n—i-Q),neNQ
alny = /n|n-1)
a'ln) = Vn+l|n+1)

a, a1 heifien Leiteroperatoren

”Nullpunktenergie” FEg = % #0

Konstruktion der Eigenfunktionen:

Rekursiv aus g mit Leiteroperatoren = Ubung

Wellenfunktionen und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten:

Bildquelle: G.Miinster, Quantentheorie, De Gruyter 2006
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8 Drehimpuls

8.1 Der Drehimpulsoperator

Definition analog klassischer Mechanik:

A ~

L=r1xp, L;=e;’pk
Selbstadjungiert: ﬁz =L,
[f/z‘, f/]] = zheukik
Verschiedene Komponenten sind untereinander nicht kommensurabel!

Betrachte Drehungen im Raum: Drehachse n,n? = 1 , Drehwinkel «

= « = an charakterisiert die Drehung

r = (r‘n)n—k(r—(r-n)n):rn—i-tl
ro= R(a) -r=(r~n)n—|—(r—(r-n)n)cosa—i—nxrsina
——
Drehmatrix

n
vy
A ’r.

=

Infinitesimale Drehung um d«

/

r r+n xrda+ 0(6a?)

r+daxr+...
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Fiir rotationssymmetrische Probleme:
Wellenfunktion invariant unter Drehungen

V() = o)
¥ (Rla)r) = (r)
¥'(r) = P(R(~a)r)

Infinitesimal:

Fiir endliche Drehungen:
Zusammensetzen, « = Nda, N — w0,0a—0

¥ (r)

NHOOK h

lim (1—%504‘]2)...(1—3504‘]3

N Faktoren

(1= 1) v

xT

= exp(—%a -L)y(r) wg. e’ =
= L heiBt ”Erzeuger” fiir Drehungen (Gruppentheorie)

= Unitére Operatoren .
Un(@) = exp(—a- L)

stellen die Drehgruppe SO(3) auf dem Hilbertraum dar

Transformation von Observablen:
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Betrachte infinitesimale Transformation:

~t

A = A-

Man liest ab:
A ist drehinvariant < [L;,A] =0, j=1,2,3

Beispiele:
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8.2 Teilchen im Zentralpotenzial

Vir)=V(r), r» =r?
Stationdre Schrédingergleichung:

(2 4 vie) o) - Bot)

2m

Hamiltonoperator: H = b2 + V(r) ist drehinvariant, [ﬁ ,f/j] =0

2m

= L ist Erhaltungsgrofle, L2 ist Erhaltungsgrofie!

Umschreiben kinetische Energie: vgl. klassische Mechanik

L? = r’p? — (r-p)* = r’p’ — r’p]

mit Radialimpuls rp, =1 - p

1
= p'=p + 5L
QM:

L-L = €jk€imnTiPrTmbn
(0jmOkn — OjnOkm )7 iDkTmPn
PmPnTmPn — TnDmTmPn
= fm(fmﬁn - [fmyﬁn])ﬁn
_fnﬁm (ﬁnfm - [ﬁna 72m])

90 hooo
= 7“2p2 + ;(5mnrmpn

_fnﬁn (fmﬁm - [fmaﬁm]) +7§nﬁm []an, 7ﬁm]
— —

_§6mm +§6mn
12 — 7242 A_A2_EA_A
= 7°p°—(*-P) TD
Def. Radialimpuls?
Ansatz:
o = r- 13
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Ortsdarstellung;:

s _ 1h 0

bro = Tijﬁrj
poo Ve, LU
or; T
i B (37"8_7"]5
or; N orj or ror
= P = k9 4 denn

ior

(i) = jdrdﬂﬂx*(r)’?%m

- Jemi o)l

=~ [aran 2 (2r + 2 2w et
= [arde 252+ £)xw] v
= (Plx.¥)

= P, ist nicht hermitesch! Vgl. Diskussion in 2.10

Konstruiere hermiteschen Operator

R 1, . - - h1
bro= 5(Br+5p) =Pr + 2
hro 1
= 7< + > Ortsdarstellung
or
Dies ist der richtige konjugierte Impuls zu 7, denn
. h
[ 7"7T] = Y
Somit ist
- . hN/.. R o k..
_(Tpr)Q = _(Tpr - ;) (rpr - ;) = _(TPT)Q + 2374171" + h2
h. he.. h I .
——=Tpy = —f<rpr - f) = ——Fp, — I®
i i i i

Damit Zerlegung Drehimpulsoperator (8.33) in Ortsdarstellung

I.2 P22 — 72,2
1.
52 p}Q—i——?Lz
r

(8.35)
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-2
= H=pL~I-

L2+V
2m = 2mr? +V(r)

H ,I:2 gleichzeitig diagonalisierbar, d.h.

H|E XN =E|E\
L2 E,N) = M| E, N

= Radiale Schrédingergleichung:

<2
Pr A —
(B + 525 + V) | BN = BB

Ubergang zu Kugelkoordinaten:

Beachte: [L?, 7] = 0, denn L? enthélt keine r-Differenziation

AuBerdem
. hpo 1 hl 0
R Rl
2 o~ _pld (@ 20
Pr = hr(?rQT_ n (0r2+r6r)
Ansatz Wellenfunktion (Kugelsymmetrie!)
U(r) = f(r)Y(©,¢)
o) = (20)Y(©,9)

L) = f(NLPY(0,0) = Af(r)Y(O,¢)

Erinnerung Laplaceoperator in Kugelkoordinaten:

02 2 20 1
A=) —=—+-——+ A
Z&T? 6r2+r8r+r2 @
mit
o /. 1 02
Sin@%<sme%> + sinQG)aTOQ

Andererseits ist:

(8.51)

(8.54)

(8.55)

(8.56)

(8.57)
(8.58)

(8.59)

(8.60)

(8.61)

(8.62)



Vergleich ergibt

= |L2=—-r’Aq

Dies ist die Ortsdarstellung in Kugelkoordinaten

Ebenso Komponenten: r = re,

vV = erﬁJre@}iJre ;i

o, "% T rsme oy

= I, = Z'(_Sin(pafa_COSSOCOt@aagO)
Ly = ?(cosgp;@—singocot@;p)

Damit lautet die radiale Schréodingergleichung in Kugelkoordinaten:

n% 1 02 A
(=55 2ar + 3o + V) YA = Ef(2)Y(Orp)

Def: u = rf(r)

( n? 02 A

T omar o2

+ V(r))u(r) = Eu(r)

= 1d Schrodingergleichung mit

A
2mr?

Verp(r) = Vi(r) +
firr>=0
Randbedingungen fiir u(r):
- Bindungszustdnde quadratintegrabel
= [ o) P= [dr ) P [0 v(0,0) <
=| u(r) | v/r — 0 fiir r > ©
- Wenn V(r) im Ursprung nicht singulér ist, u(0) = 0

Sonst f(r) ~ % und Ay ~ 63(r) 4 Schrédingergleichung
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8.3 Spektrum des Drehimpulsoperators
Dimension [L]: Wirkung

=L= hM, M dimensionslos

[Mi, M]] = ieijk]\ka Drehimpulsalgebra

Komponenten nicht gleichzeitig diagonalisierbar

Aber [M2 M;] =0

Aufgabe: Finde Eigenwerte und Eigenvektoren von M? und M3
= Algebraische Methode, vgl. Harmonischer Oszillator

Eigenwertgleichungen:

M? |\, m)=A\| A\, m)
M3 ‘ A7m>:m‘)‘7m>

mit
<)\,m ’ A ,m > = 5>\/\'5mm/
Es ist A > 0 wegen

| M| A, m) [|*= Oym | M? | A,m) =0

Def:
M+ = Ml + ZMQ
M_ = M;— 1My
(M)t = M-
Man findet

a)  [Ms, Mi] = £ My

b)  [My,M_] = 2Ms;

) M?=DM,M_+M2—Ms=DM_M,+ M2+ Ms;
Betrachte My | A, m); wegen [M2, M] = 0 ist

N2(NL. | Am)) = AV | A | m)
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= M | A\, m) ist Eigenvektor von M? mit Eigenwert A

MgMi ’ )\,m> = (MiM?) + Mi) ’ )‘7m>
(m + 1)Mi ’ Aam>

= M | A\, m) ist Eigenvektor von Mz mit Eigenwert m + 1

= ]\Zfi sind Leiteroperatoren fiir m:

M- M,
<  —>>

[ A,m—1y |[Am) |[Am+1)

|| MJ_F | )‘am> ||2 = <>‘7m | M?A]\ZJ_F | )‘7m>

= Om | M2 = M2F M|\ m)

= )\—m2$m>0
Fir

m>0 = A>m’>+m

=
=

m<0 = A=>m’>—m

= A=|m|(m]|+1)

= Fiir festes A sind die moglichen Werte von m beschrankt
Sel Mgz =1

= M. ADZ0
= 0= My [ ND|P=A-1~1
= A=PF+1=11+1)

Fir myin:
A —mZ. 4 Mupin =0
= A= mmin(mmin - 1)
= Minin = —1
= Mogliche Werte fiir m: —I,—l+1,...01—1,1
=2eNy, 1e€{0,,1,3,2,..}

Wechsel Bezeichnung | A\, m) —| I, m); Insgesamt:

M? | 1,m) = I(l+1)|1,m)
M3‘l7m> = m|l>m>
mitle{O,%,l,%,...}undme{l,l—l,...—l}
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8.4 Spektrum des Bahndrehimpulses
Bisher benutzt: [Mj, Mk] = ij‘lMl, allgemeiner Drehimpuls
Es gibt noch zusétzliche Relationen fiir

L=txp, 2B #L=0pL=0

Diese schrinken das Spektrum ein

(8.99)

Satz: Fiir den Bahndrehimpuls sind die Eigenwerte von M2 und Ms gegeben durch

M? | I,m) I(1+1)|1,m)
Mg [l,my = m|l,m)

mit [ €{0,1,2,3,...}, me {—l,—l+1,...1—1,1}

Beweis: zunéchst Def. Hilfsgrofien (dimensionslos!)

- mw - 1 R
Ty = h Ti, Pi = mwhpi
. r, .
di = 7( i+ iPi)
. .
aZT = —2(n iD;)
Damit
. . i . 1. .
ay = E(al + id2), al = ﬁ(ai - za;)
. 1 . = A Loy, .t
a_ = —(a; —1a9), a_=-—=(a;+10a
V#l 2) ¢§1 2)
Man findet

[d+7d1] =1, [d—7&i] =1, [&_;,.,d_] =0

Leiteroperatoren wie beim harmonischen Oszillator!

~ 1, .. o o o
M; = ﬁ(ﬁpg—mm) = T1P2 — T2p1
| R N N
= 5 (@ + )@ — ab) — (@ + ah) (@ — a)))
oy, ..
= ﬂﬂ@—m@)
— ala_—alay

= M; hat ganzzahliges Spektrum v/
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Semiklassische Veranschaulichung:

L als Vektor mit Lange fi\/I(l + 1) und diskreter Komponente Ls = im

Ly A

Il +1)
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8.5 Eigenfunktionen zu L2 und L,

Analog harmonischem Oszillator mit Leiteroperatoren

Sei [ gegeben, betrachte mmax =1

M. |1,I) = 0
M_|L ~ |[,I-1)
M_|1Ll=1) ~ |[1,I1=2)...
Normierungsfaktor:
| M_|lL,m)|> = {d,m| M M_|l,m)
A,m | M2 — M2+ Ms | 1,m)
= I(l+1)—m(m-—1)
= |lLm—1 = [I(l+1)—m(m—1)]"Y2M_]|1,m)
Ebenso |I,m+1) = [I(I+1)—m(m+1)]"Y2M, |1,m)

Ortsdarstellung in Kugelkoordinaten:

H>m> - Ylm(@790>

0
Yzm(Gv ()0) = m}/lm(@7 90)

Mz |l,m)=m|l,m) — —i%

Losung:
Km(e)u ()0) = F}m(@)elmw

Losung fir F,:

M, = eﬂ‘P(-l-i—i—icot@i) <=%(L1iiL2)>

- ~ 00 o
Mo |1,y = €% (i + i cot @i)Fll(@)eil“’
’ 00 Op
: 0
I O =
e <(3@ lcot@)Fll(@) 0
Losung:
Fiy(©) = Ci(sin©)'
Probe:

cos ©

Cyl(sin®) " tcos® — 1 @Cl(sin 0) =o0v

sin
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Normierungsfaktor:

T 21
1 = J d@sin@J de | Yu(©,¢) |
0 0

T 2T
J desm@f do | Fu(6) 12
0 0

= 27rf dOsin® | C; |? sin ©%
0

21
= 27 | Cl ‘2 m d(") Sian_l @
(20)!

20+ 1)l

A+11 /9
2 _ 1
= lal” = —; 4l<l)

= 21| G ?

Absteigen mit M_:

M_f(©)el? = —(%4—[00‘5@)]“(@)8“‘”“’

—(sin @)_l%(sin 0) f(©)elt—1¢

dcos ©
Damit

ME™F(0)el? = (sin©) ™™ )M (sin ©)! f(©)et™¢

cos ©®
So erhalten wir

d

l—m . —m
Yim ~ MYy ~ (sin ©) (dcos@

)lfm(sin @)2leimgo

Abkiirzung: t = cos ©, sin? @ = 1 — ¢

Yim(©,¢) = Fin(©)e™? = Cio P (t)e™™?

mit den ”zugeordneten Legendrepolynomen”

BrO = () - ) B ()

R = (UM )
= P = gy (- 1)
el 41 (l—m)lL2
Cim = (1) [ A (l—l—m)!]
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Yim (0, ¢) Kugelflachenfunktionen

Yoo = \/1171
Yii = — %sin@ew
Yio = %cos@
etc.
Es gilt:
Yi,-m(0,¢) = (=1)"Y5,(0,¢)
Orthonormalitét:

JdQ 1/l>1k,m1 (@7 @)Yiz,mz (9’ 90) = 5l1,l25m1,m2

Vollstandigkeit: Beliebige Funktion f(0©, ¢) auf der Einheitskugel
0 l

8.6 Paritat

Def: Paritdtsoperator, Spiegelung am Ursprung

IIg(r) = ¢(—r)
Mit
() = f(r)Yim(©,¢)
P(-r) = f(r)Yim(© —m e+ m)
Wegen
cos(©@ —m) = —cosO
P (—cos®) = (—=1)"™P™(cosO)
ei((p+7r) _ (_1)m6imgo
= Yinu(r—0,0+7) = (=1)Y(0,0)

Man sagt: Paritét von o) = (—1)!

Damit ist die Winkelabhéngigkeit der Wellenfunktion vollstéindig bestimmt)!
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Polardarstellung von Y lm(ﬂ,(p)l2

z zZ Z

(1N
N

I=0 =1 I=1
m=0 m=1 m=0
Ve z Z
=2 [=2 =2
m=2 m=1 m=0
Z Z Z Z
=3 =3 =3 1=3
m=3 m=2 m=1 m=0

Bildquelle: G. Miinster, Quantentheorie, De Gruyter 2006
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9 Das Wasserstoffatom 1

Hier nichtrelativistisch: Coulombpotenzial

= Proton, Elektron mit Coulombkraft

e? 1 ol
Vi(r)=— - =—= 9.1
(T) dreg 7 T ( )
e=1.602-10"1C
my = 1.67-10727kg o
myp
me = 9.11 - 1031kg e

€ =8.85-10712:%

Zweikorperproblem!

Reduktion auf Einkorperproblem im Zentralfeld, vgl. Planetenproblem Mechanik

Reduzierte Masse:

1
m
m

=

Naherungen:

e relativistische Effekte

e Vernachléssigung Spin

(9.2)

M _ 1836.11

e

(9.3)

e Vernachlissigung Struktur des Kerns/Protons
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9.1 Spektrum und Eigenfunktionen
Noch zu 16sen: Radialgleichung (8.69) mit

R2U(1 + 1)
Ve (1) = V(r) + o
Vfo(T)‘\
>0
>
V r
Hier: Gebundene Zustinde, F < 0
Abkiirzungen:
2m|E)| 2myy
pP = KT, 2 = 5 0= Fo5
h? h2k
= Radialgleichung;:
d? Il+1)  po
< + 2~ 1)u(p) =0
(2= 5 1))
Asymptotisches Verhalten:
d? I(r+1
p—0: —Z _X z )u ~ 0
dp p
(S —
dominant
T o
——
divergent, nicht normierbar;
d2
p— 0 : d—pzt—uzo = wu~e?”

= Ansatz:  u(p) = p e Pw(p)

W(p) = ((+1pw(p) = o wlp) + o0 () ) e
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u(p) = [l(l + 1) w(p) + (1+ Dplw' (p) — (1+ 1)plw(p)

+(1+ D)p'w'(p) + " (p) — (L + D)p'w(p) + pw(p) — o+ w

_

(p)

+1, ./

(9.4)

(9.7)

(9.8)

(9.9)

(9.10)

(9.11)

(9.12)
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Finsetzen in Radialgleichung:

P + w201+ 1)ph — 29 (9.13)
+w[—p AT + popt — PP+ o AT — 21 + 1)) + P
= puw +2(0+1-pw +(po—2(+1)w=0 (9.14)
Losung durch Potenzreihenansatz:
e¢]
wip) = Y, arp’ (9.15)
k=0
! © *
w(p) = Y agkp"' = akia(k+1)p" (9.16)
k=1 k=0
" © 0
w'(p) = Y apk(k—1)p"2 = appi(k + 1)kp! (9.17)
k=2 k=0
(9.18)

o8]
Z ap1(k + Dk + 2(1+ Dagr (k + 1) = 2axk + (po — 2(1 + 1))ax]p® = 0 (9.19)

Giiltig fiir alle p = [...] =0

- ((k )k 4200+ Dk + 1)) — 2k — po + 20+ 2)ay, (9.20)

2k+1+1) —
Rekursionsformel = a1 = (k(+ —li_)(l:—i—)Ql fg)ak (9.21)

Asymptotisches Verhalten: p — o0 dominiert durch & — o0

2
= Qkt1 ~ L0k (9.22)
2F 2Lk
- = = 9.23
- U k! ( (k+ 1) 2 ) (9:23)
~ 2P !
w(p) e Z I p e“? nicht normierbar! (9.24)
= Reihe fiir w(p) muss abbrechen!
= w(p) Polynom von Grad N mit an41 0
= 2(N+Il+4+1)—po=0 (9.25)
= p= 2(N+1+1) =2n, neNp (9.26)
—_—

ganze, gerade Zahl
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= Mogliche Energiewerte:

R h? /2my\ 2 2m 2
- -
2m 2m \h2p, h? p3

me? 1

2(4meg)2h2 n?

= b, =—

Balmerformel!

n: Hauptquantenzahl
N: Radialquantenzahl

Ubliche Charakterisierung der Zusténde: | n,l,m)
Wegenn=N+[1+1listl<n—1,|m|<I

[: Nebenquantenzahl
m: magnetische Quantenzahl

Niedrigste Zusténde:
11,0,0)
‘ 2a0a0> | 2717_1>
|2,1,0)
12,1,1)
‘ 3a0a0> | 3’17_1> | 3a2a _2>
[3,1,0) |3,2,—1)
[3,1,1) |3,2,0)
|3,2,1)
|3,2,2)

Allgemeiner Entartungsgrad:

Rydbergkonstante: RNH = ———— =13.6eV

@En = _—
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Radialfunktionen: Polynome, Zuriick zur Dgl. (9.14) : pg = 2n, t = 2p
d? d
td—;’ + (2 +1)+1— t)d—:f F ()= 2+ 1))w=0 (9.33)

Laguerre’sche Differentialgleichung

Losung: zugeordnete Laguerre-Polynome Lilj:ll (t)

i = (- %)Set(%)%—fﬂ (9.34)

Damit komplette Wellenfunktion

wnlm(r7 O, 30) = fnl(r)nm(gv 90) (935)
mit

fu(r) = an(2/<a7“)le_m’LilL1(2/£r) (9.36)

s (n—=1-1)(2kr)?
B S FIE (9.37)

_ my _ 1

o= = (9.38)

ﬁ _ R (4meq)

Bohrradius: a = =0.53-1071%m (9.39)

mry me2
frui(r) hat N =n — [ — 1 Knoten (Nullstellen)

Wabhrscheinlichkeitsdichte im Raum: | )y, (r) |2
Radialteil: p(r) = r? | f,;(r) |*> Wahrscheinlichkeit fiir Aufenthalt in (r,r + dr)

Niedrigste radiale Wellenfunktionen:

n=1:  fio(r) = 227327/ (9.40)
n=2:  foolr) = 2(2a)—3/2<1 - %)e—r/% (9.41)
for(r) = jg(zar?’ﬂge—’ﬂ“ (9.42)

etc.

Alternativ iiber algebraische Methode:
Runge-Lenz-Pauli-Vektor = Leiteroperatoren
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9.2 Der Zeeman-Effekt

Auswirkung eines Magnetfeldes auf das Spektrum

Atombhiille = bewegte Ladungen = Strome = erwarte magnetisches Dipolmoment!

Kap. 2.10: Teilchen im e. m. Feld

B=VxA
1 0A
1. 2
= 5 (P—qA)” +ed
2m —— —~
K2 hq q2
=——A—-—(V-A+A. ——A?
2m Qim(v * V) + 2m
Beachte:

V-Ay = (V-AW+A- Ve

Wihle Coulombeichung : V- A =0
- R? h 2
S H=— " AyqgdrilA . v L A2
2m m 2m

Sei B konstant, schreibe A = —%r x B

B:—%ersz—%[LV/-B—B Vor +(B-V)r—(r-VB] =B v

M

3 B
Linearer Term:

ih L

A v = “MrxB).v
m 2m

= %(rxV)~B

- ~%9%.B=—4i-B

2m

= Energie eines magnetischen Moments im Feld B

q
=—L
H 2m
= Paramagnetismus von Atomen
vgl. klassischen Ausdruck
1
n=- fd?’r rx j = 4
2 ——  2m
qv

(9.43)

(9.44)

(9.45)

(9.46)

(9.47)

(9.48)

(9.49)

(9.50)

(9.51)

(9.52)



Quadratischer Term: A2 ~ B? Beitrag zum Diamagnetismus
Fiir schwache Felder | B | vernachlissigbar

Wasserstoffatom im Feld B = (0,0, B),® =0

— H = Hy— %Bﬁg (9.53)
mit
R (9.54)
2m r

| n,1,m) sind EV von Hy, Ly = ebenso von H

- Ry B
H | n,l,ml> = (_ﬁ - %hml) | n,l,ml> (955)
el
= F = E,+ 2—hml = F, + hwy, - my (9.56)
m
Larmorfrequenz wy, = % mit ¢ = —e

(21 +1) Werte fiir m;, = Aufspaltung der Energieniveaus, Aufhebung der Entartung

~ B
hwr ~4-10 Ry ——— kleiner Effekt (9.57)
Tesla

N
Il
—

~
Il
2o

Normaler Zeeman-Effekt: In der Natur nicht realisiert fiir H!
Realisiert fiir Atome mit Gesamtspin 0, 2 Valenz-e~-Systeme:
He, Erdalkalien, Hg, Cd, Zn

136



10 Spin
e Eigenschaft von Elektronen und anderen Teilchen
e Wird nicht durch bisherige Schrédingergleichung beschrieben
e Natiirliche Beschreibung: Diracgleichung, relativistisch

Aber experimentelle Befunde im B-Feld:

e Atomspektren: Zeeman-Effekt fiir H, Alkalien, 1 Valenz-e¢™-Atome
Aufspaltung der Spektrallinien im magn. Feld in gerade Anzahl von Linien
= halbzahlige [ 7

e Stern-Gerlach: Atomstrahl durch inhomogenes Magnetfeld, Ablenkung ~ z— Kom-
ponente des magnetischen Moments eines Atoms

= Aufspaltung in 2 Teilstrahlen; wenn p ~ L muss [ = % sein

= Hinweise auf halbzahligen Drehimpuls # Bahndrehimpuls L
= Def: S Drehimpulsoperator fiir Spin

10.1 Spin % Operator
Halbzahlige Eigenwerte fiir Drehimpulsalgebra:

(S5, 8k] = ih €515 (10.1)
Spektrum bereits bekannt
S| s,ms) = s(s+1)h%|s,ms) (10.2)
Ss|s,ms) = hmg|s,me (10.3)
Sei
1 1
s=g me=t5, |smo—l 4] (10.4)
Schreibe
. h - h
Ssl =51+, Sl==-351= (10.5)

F1==0 +[H)=-=1 (10.6)

= 2-d komplexer Vektorraum, Ho

Zerlegung:

O =x+ D +x- == xo |0 (10.7)
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mit
Ix+ P+ 1x-P=1 (10.8)

Komponentendarstellung durch 2d Basisvektoren:

0= () 19=(5) 19- () w9

Diese heifilen Spinoren (aus Darstellungstheorie)

= Observable S3 diagonal, Komponentendarstellung:

_hf 10N (S (+ S5
53‘2(0 —1> <<—rsg|+> <—|53\—>> (10.10)

Konstruktion von S, S mit Leiteroperatoren Sy = Sy + 1.5

Wirkung auf Basisvektoren (aus (8.118),(8.119) mit [ = 1/2,m = +1/2):

s(5)=(5) s(0)=(}) e

s(9)=(0) s(3)=n(%) e
wsemn(D3) smn(19) w1
ST N )
e (U0 () e (b Y) o

Eigenschaften:

a) [0}, 01] = 2i €0y
b) 032 = 1 ohne Summe
c) ojo) + opoj = 205

d) 0j0) = 5jk +1 €5k10]
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10.2 Wellenfunktionen mit Spin

Freiheitsgrade der rdumlichen Bewegung:
Funktionen r — 1 (r) € Hr Hilbertraum
Bahndrehimpuls = rdumliche Bewegung

Spin = innerer Freiheitsgrad, unabhingig von raumlicher Bewegung und Koordi-
naten

Spinoren bilden H-
Gesamter Raum: H = Hr ® Ho
Basis: [r)lo) = |[r)® |o)

Zerlegung eines Zustands:

=Y f & Yo(r) | 1) | o) (10.16)
7 (alérley

mit Spinorwellenfunktion

P(r) = ( iig; ) (10.17)

Def.:
Pi(r) = (W% (r), 9" (r)) (10.18)

Skalarprodukt:
@l = [Ereiod = 3 [ @) (10.19)
o=+

— [ @i et (10.20)

Norm:

@l = X[ @rlvew P= [Er(vs Prlv-P)=1  (021)
7 —p(r)

Wahrscheinlichkeitsdichte
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Erwartungswerte:

WS = j dr g} (0)89(x) (10.22)
_ 3 * (o *(p & ¢+(I‘)
- [ ens( ) (10.23)
_ f &Pr i8S, b (r) (10.24)
Speziell
AL fd3r|¢+|2—|w_|> (10.25)
Interpretation:

| 1 (r) | Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Teilchen am Ort r mit Spinkomponente o
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10.3 Die Pauligleichung

Wie lautet der Hamiltonoperator H fiir ein Teilchen mit Spin %, z. B.e™ 7

L hat magnetisches Moment p = 5L L
Vermutung: S = p,= gr -8

gyromagnetischer Faktor oder Landé-Faktor
Experimentell: g7, ~ 2 (Bestimmung z.B. iiber Zeeman-, Einstein-de Haas-Effekte)

Magnetischer Beitrag zur Energie:

. h
Hy=-ps-B=—L26.B (10.26)
m 2
Fiir e mit ¢ = —e
e h
——

Bohr-Magneton

Gesamter Beitrag in H ~ B (schwache Felder):

A~

q A~ A
H=—-—L+2S)-B 10.2
L (L +28) (10.29)

= Schrodingergleichung fiir Teilchen mit Spin im e. m. Feld = Pauli Gleichung

(0 = oo om0 o

Fiir schwaches, konstantes B:

£ 2
Hzp——i-q(I)—

q
— - (L+ho)-B (10.31)
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10.4 Spinprizession im Magnetfeld

Teilchen mit Spin % im homogenen, konstanten Magnetfeld

Spezialfall: Teilchen ruht, Abhéngigkeit ¢) von r wird nicht weiter betrachtet,
nur der Spinfreiheitsgrad

P(t) = <$t8) (10.32)
d A . . eh
= ihou(t) = Het) mit H=-_"o-B (10.33)
Wihle B = (0,0, B)
Ld i (t) ehB (e
:’m%( o () ) - _%( o) ) (10.34)
Y4 (1) _—ia( U4(0) Y _ Lt 4, (0)
( b (1) ) = b (0) ) = (oot b (0) ) (035)
mit wy = % Larmorfrequenz (10.36)
Sei ¥(0) = (Z) a,beR (10.37)
® = Woiew (1039

Sy = gt ( ) ) = Jwivosure)  (1039)

oo ,
= 5(6_2““”@6 + e?Ltpq) (10.40)

(S1) = abhcos(2wrt) (10.41)
(Sa2) —abhsin(2wpt) (10.42)

B} (S3)

(a® — b2)g (10.43)

eh

Larmorpréizession = klassischer Elektrodynamik fiir up = -
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10.5 Der Stern-Gerlach-Versuch
Strahl
/ > Yy

xT

z

A

Silberatome: Spin 1/2, elektrisch neutral = keine Lorentzkraft
schwer = gut lokalisierte Wellenpakete (vgl. GauB-Paket Kap. 2.2)

= Bewegung auf quasiklassischen Teilchenbahnen + Spinfreiheitsgrad
Hier: Betrachte Spin des Elektrons (einfacher)

Inhomogenes Magnetfeld:

B(r) = (—Biz,0, B;2) (10.44)
Wihle
A = (0,B122,0),o =0 (10.45)
Schwaches Feld = vernachlissige ~ A? Term im Hamiltonian
. 2 B
= g = P  "MA V0B (10.46)
2m  m
A2
1% q A
= —— — —DBizzp, — pupo1Bix + pposBiz (10.47)
2m  m

Wellenpaket um y-Achse konzentriert
= vernachléssige quadratische Abweichung ~ xz
Bewegung entkoppelt in kartesische Komponenten

=H = H,+H,+H, (10.48)
-2
z-Bewegung: H, = 2197:; + pupos3Biz (10.49)
Pauligleichung:

L0 iz t)\ (PR 1 0 Yi(2,)

i ( b (2,1) ) = {o teeBe( g )M b (z,1) ) (10.50)
0 K2 02

bow. ihov. = (—%@_ upBiz )¢i(10.51)

zhomogenes ” Schwerefeld”
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Anfang t = 0O:
¥+ (2,0) = £ f(2), konzentriert um z =0

Sei ¢ Eigenzustand zu Sy = ’—;zp

t > 0 : Wellenpaket quasiklassisch im ”freien Fall”

Vgl. (2.13), gleichférmige Beweguneg:
Y(r,t) ~ ol (r — v4t,0)

Beschleunigte Bewegung: v,t — at’,a, = “BTBl

Vila,t) ~ flz + B

b (zt) ~ f(z— PEDL )

2m

t2)

Es ist

W(2)osv(z) =| Yy |2 — | ¥ |?

A ojvp—iypp

(o

z > 0: wahrscheinlicher Messwert S,
z < 0: wahrscheinlicher Messwert .S,
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10.6 Der Messprozess am Beispiel Spin

Sern-Gerlach Experiment: (Spin in Einheiten von £/2)

4

o

— Z, spin S, = +2

St

wfs

T Orientierung B-Feld

= a) Filterung, Priparation von Zustanden

z > 7.

[

Filter Kontrolle

= herausgefilteter Teilchenstrahl ist im Zustand Z,

| +) = ( é > (10.53)

b) Zueinander verdrehte Apparate

7y — X,

? —»—X_

xo=2 (1) 1xo=5 (1) (10.54)

Vgl. Blatt 13

Frage: haben X, X_ immer noch Z, 7

X

Z ., Z_ mit gleichen Wahrscheinlichkeiten!

= Teilchen in X, ”erinnern sich”nicht daran, dass sie vorher in Z, waren!
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Verallgemeinerung;:

X+ P e
—L T

= Haufigkeiten Z,, Z_ unabhingig davon, was vor X geschieht

Abschwiichung des Strahls: immer nur einzelne Teilchen

—» >
Zy > x_

FEndzustand: entweder X oder X_, Eigenschaft Z, verloren
- Messung verdndert den Zustand des Systems im Allgemeinen
- Anderung folgt Wahrscheinlichkeitsgesetzen

- Nach der Messung Eigenschaften, die man dem System vorher weder
absprechen kann

146

zu- noch



11 Addition von Drehimpulsen

Betrachte Systeme mit mehreren unabhéingigen Drehimpulsen und daraus resultie-
rendem Gesamtdrehimpuls

(In diesem Kapitel werden Operatorhiite weggelassen )

i)J=L+S Bahndrehimpuls + Spin

ii) S = S + 8 Gesamtspin zweier Elektronen

11.1 Allgemeiner Fall

IO, 3@ mit (79 7] = inep I, 0P =0

J g J
Eigenzustande
IO joyma) = Wjala+1) | arma) (1L.1)
TS Garma) = hma | Garma) (11.2)
= Zwei Vektorrdume mit
dimH® = 2j; + 1, dimH® = 2j, + 1 (11.3)
Insgesamt:
H=HYQH?, dimH = (2j; + 1)(2jo + 1) (11.4)
Basis:
| 1, mas J2,me) =[ j1, m)Q | j2, ma) (11.5)
mit j1, jo fest und —j; < my < j1, —Jo < mao < jo

Gesamtdrehimpuls: J = J® + J@) erfiillt: [Jiy Ji] = iheig
Frage: Wie lauten die Eigenwerte und -vektoren von J2, J3 in H ?
Obige Basis diagonalisiert J(l)Q, Jél),.]@)z, J3(2)

Suche neue Basis | j,m; j1; j2), die diagonalisiert J?2, J3, J(l)z,J(Q)2

I | j,migiigey = B30+ 1) | 4,m; 415 d2) (11.6)
Js | j,msgis g2y = hm|j,m;j1;52) (11.7)
mit j€{0,3,1,...}, —j<m<j
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a) Jg = JSV 4+ 7

= J3|j1,ma;02,me) = h(mi+ma) | j1,mi; 2, me)
= m = mp+msy
Ausfiihrlicher:
Tl y _ g0 @y .
3| J1,ma; j2, ma) (J37 + J37) | j1.ma) | j2, ma)

(11.8)
(11.9)

(11.10)

_ (Jgfl) |j17m1>> | jo, mo)+ |j1,m1>(J§2) |j2,m2>>

b) [32,7{] # 0

=| j1,m1; j2, mo) ist im Allgemeinen kein Eigenvektor von J?

= Suche Linearkombinationen aus versch. mq, my so dass m = m1 + my fest

Beispiel: j; = 4, js = 2; Zunichst: welche Multipletts gibt es?
Mpmaz = J1 + Jj2 =6 :>‘ jlajl;j27j2>
eindeutiger Zustand! = jier = j1 +Jo =6

und | ji + j2, 1 + Jos j1: d2) =| ji.d1s g2, Jo)
—

Lo
| |
[ [
° °
Il
o e °
°
3 3
Il Il
= ot

m m=3
,2__} | \[\\ o
_ 2|j1—j2 | +1
Lo M=
N R B B B B S e -
4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4

Zugehoriges Multiplett:

J=j1+7j2, m=—(1+72),—(1+72)+1,...51 + J2

<

g
(2j4+1)=2j1+2j2+1

= Unterraum #;, 4, (oberster Rahmen)
Néachstgrofites mpmae —1=j1+jo—1=5
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Ziwei Zusténde, ein Zustand gehort zu H;, 4 ,, der andere zu H;, 4,1

Grofites m im Restraum: j; + jo — 1

=j=h+i-1 m==(i+j—1),...(i+j—1) (11.12)

2(j1+j2—1)+1

= Unterraum #;, 4 j,—1 (zweiter Rahmen von oben)

Fortsetzung bis zum kleinsten mqz =| j1 — Jj2 |
Ingesamt: Addition von Drehimpulsen ji, jo:

j=lji—Jgal- g1+ J2 (11.13)

Der Hilbertraum setzt sich zusammen aus den Unterrdumen

J1+32
My @My, = >, Hy (11.14)
J=lj1—jal
Probe Dimensionszadhlung:
Jitj2
21+ D22+ 1) = >, 2+1) v (11.15)
J=|j1—j|
Basistransformation:
| 3,5 J1; J2) = Z | J1,ma; j2, ma2) Gy mas jamne |, ms g1 g2) (11.16)
my 2 Clebsch-Gordan-, Vektoradditions-Koeffizienten

Konstruktion durch Leiteroperatoren
bzw. Nachschlagen in Tabellen = Baym, Messiah,. ..

Einfachere Notation | j,m; j1;j52) — | j,m) (j1,72 fest)

[domy =" Do | j1,ma; o, may (i, mas jams | §,m) (11.17)

mi1+mo=m
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CG-Koeffizienten sind reell; niitzliche Orthogonalitétsrelationen:

b , (11.18)

!
mi,m; ma,my

Z<j1,m1;j2, my | jmy (Gm | ji,ma; j2, ma)

3m
Z Gyme| ju,mas o, ma) (i, mas jome | j,my G'om' | j,m) (11.19)

mi,ma
mj+mo=m

= 5jj/(5mm/ (11.20)
Z Gom | jryma; 2 ma)? = 1 (11.21)
my 4y 2m
Rekursionsrelationen:
Vi@ +1) —m(m + 1)1, my; j2, ma | j,m £ 1) (11.22)

= V(i +1) = ma(ma F 1)1, ma F 12, ma | §,m)

+1/42(j2 + 1) — ma(ma F 1)1, ma; j2,ma F 1| j,m)
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11.2 Beispiel: 2 Spins %

j1=%,j2=% = dimH =4
Notation:
3+t = 1+
333ty = |-
3+gigmy) = 1+
1 11 1
|§7_§;§7_§> = [

32 = (JO L322 307 4 3@ 4 931 . 32)

- ;hQ + 20 4+ g0 g gy e
3, hh
= J|++) = <§h2 + 2§§> | +4) =212 | ++)
3., hh
Pl = (GRr255) | -=2 |-

=ji+1)=2 = j=1lm=m;+my==l1

3 hh
P+ = (G0 -255) [+ +n2 | —+)

22
= W]+ =)
-ty = B(|=++|+-))

= 2|+ | =0)) = 2w (| +0+ | —+)
=j=1,m=my+ mg =0 fiir <|+—>+]—+>>

Ubrige Linearkombination:

J2<|+—>—y—+>)=o ~ j=0,m=0
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(11.28)

(11.29)
(11.30)

(11.31)

(11.32)
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Damit erhalten wir zwei Gesamtspin-Multipletts:

j=1:
| 1,1y = |++)
L0 = = (1++1-)
-1 = |-
i=0
1
10,0)= (1 +-)=1-+)

Beachte: antisymmetrische Wellenfunktion < j =0

Clebsch-Gordan-Koeffizienten:

1 11 1
Sio4- 1,1 = 1

<2,+2,2,+2\ 1)

1 11 1 1
_ .- 21 -
<2’+2’27 2| ’0> \/5
1 11 1 1
- . 21100 = —
(3—gigty L NG

etc.
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11.3 Beispiel Bahndrehimpuls und Spin

Betrachte
1 1 1
= 1>1 7y = = : {1—7,1 f} 11.4
J1 =5 = JE€ 5 +2 (11.46)
l=1=dimH =6 (11.47)
Zusténde [j1, mq; j2, ma):
11 1 1
1,1, -, = 1,1, =, — 11.4
| Y 7272> | ) ’27 2> ( 8)
11 1 1
1,0, =, = 1,0, =, —~ 11.4
| 707272> | 70a2) 2> ( 9)
11 1 1
1,—1;-, = 1,—1; =, —— .
1L-Lg50  [L-Lg -5 (11.50)
. . . . 1
Rechnung mit Leiteroperatoren liefert j =1 + 5
1
[ 1+ 5.m) (11.51)
l+m+1 11 1 I—m+ 1 11 1
A M T A2 [ m+ o F 21152
a1 BT it I [hmEgig T o AILe2)
Spezialfall:
1 1
— = N 11.
i 0,a=5=J=5 (11.53)
1 1 1 1
Sy =[0,0;5, 4= 11.54
:>‘ 2’—2> 070727—2> ( 5)

/lim+% r
m(r) _ ( = 20+1 djl,mf%( ) > (1155)

153



12 Zeitunabhingige Storungstheorie

Naherungsmethode, wenn ein System nicht exakt behandelt werden kann, sich H
aber nur um kleine Korrekturterme von einem exakt behandelbaren unterscheidet

H = Hy + \H, (12.1)

I? : nicht exakt diagonalisierbar
Hy : Spektrum sei bekannt
AH7 : kleine Storung

A € R kleiner Parameter
Beispiele:
- Korrekturen zum H-Atom: relativistische Korrekturen, Spin-Bahn-Kopplung, ...

- Anharmonischer Oszillator V (z) = a(x — x0)? + b(z — x0)* etc.

O. B. d. A : Betrachte rein diskretes Spektrum

Bekannt:  Hy | n®) = E9 | n®) (12.2)
Gesucht: H |n) = E, | n) (12.3)

Annahme: | n) und E, kénnen nach Potenzen von A\ entwickelt werden

E, = ES+ME}+XNEZ+.. (12.4)
In)y = |n%+X|n')+ | n® + ... (unnormiert) (12.5)

12.1 Nicht entartete Storungstheorie

| n%) seien nichtentartet
Figenwertgleichung;:
(Ho + XH)(| 2 + X [ n)+..) = (EC+ AEL + .. )(In® + X nb)..) (12.6)
Ordnen nach Potenzen:
Ho | n® + M Ho | n*y + Hy | n0)) + ... = B2 | n® + MED | 0y + EL | n%) +.(12.7)

Soll fiir alle A erfiillt sein!

= Koeflizienten jeder Potenz A" miissen Null sein

Hy|n = EJ|n% (12.8)
Hy|nYY+ H |n® = E°|n'y+ E!|n® (12.9)
Hy|n®+ H |n'y = E°|n®+E!|nb)+ E2|n% (12.10)
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= (Hy—E%|nY = —H|n"+E!|n% (12.11)

(Hy—E% [ n® = —H;|nYH+E!|n")+ E2|n"% (12.12)
(m0 | -(12.11) :
(m® | Hy— E° | n'y = —(m®| Hy|n® + EXm®|n®  (12.13)
= (EY —EOm® | nty = —(m® | Hy | n® + E6p, (12.14)
m=n: E="|H |n® (12.15)
0 ] 0
, 0 1 _ <m’[Hy[n")

Es fehlt noch: (n® | n')

Ist | n') Lsg. zu (12.11), dann auch | n') + a | n°)

= (n® | n') ist nicht eindeutig bestimmt

= Wihle (n° | n!) =0

Ebenso fiir hohere Ordnungen: (n° | n*) = 0 fiir k > 1

Damit:

2 mo ffl no
Ey=@° | Hyn)  nt)y= )| mo><E(l_E’0> (12.17)

m#n

Aus (12.12):

(n® | Hy— EY | n?) —(n® | Hy | n*y + EXn | ny + E2(n° | n°) (12.18)
——— —— ——

=0 =0 =1
0 a o\ |2
2 0 7 1N _ | {m” | Hy [ n®) |
= E2 = °|H|n')y=)] B0 (12.19)

m#n

Entartung: E) — E2, = 0, divergent!
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12.2 Storungstheorie fiir entartete Zustinde

Sei EY k-fach entartet
Ho |mO=EY|mb, a=1,...k (12.20)
Ungestorte Eigenvektoren seien orthonormiert (m? | m%> = 0ap

Fiihrende Ordnung:

Hy|n% = E°|n% (12.21)
| n% Dlca | nd) (12.22)

Wie sind die ¢, zu wihlen?

(ng |- (12.11):

I
|
P
S

™
=
|
el
3
o
N

(n | Hy— EY | n') (12.23)
[y —

=0
= Dy [ H [ nd) cq n
|
«a

Eﬂl,@a

I
t
o
o
=

(12.24)

= [}, ist Eigenwert der Matrix H g
k Losungen aus det(H, — E}1) =0 Lineare Algebra

Diese sind im Allgemeinen verschieden = Aufthebung der Entartung

B

E,, v=1,...k (12.25)

= Rl (12.26)

=
NS
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12.3 Anwendung: Wasserstoffatom 11

Verbesserung der Naherungen aus Kap. 9 durch Korrekturen

a) Relativistische kinetische Energie

2 p? 1 p!
- 2,4 4 2.2 _
E = +/m?c* +p*c* = mc +%_§m3c2+'” (12.27)
{py/mec «1  im Atom (12.28)
Beriicksichtigung des ersten Korrekturterms:
. f)2 v A N A
Hy=—-- — H = Hy+H, (12.29)
2m r
N 1 1 . ol
H, = ———=(p*)?*=— Hy + )% (12.30
“ 8m3c? (%) 2m02( ot r) ( )
b) Spin-Bahn-Kopplung
- 1 4 21 1 4 +7
Hy, = S-L-V = S-L— 12.31
b7 om2e r (r) 2m?2c? r3 ( )
Heuristisch: im Ruhesystem des Elektrons 3 Magnetfeld vom Kern, Bg
= Kopplung S-By in Pauligleichung
und einige weitere . ..
Anwendung Storungstheorie:
Nullte Ordnung;:
Hy | n% = E2 | no) (12.32)
Lsg. Kap. 9:
met 1 mc2a? 1
E, = —————==——""—— 12.33
" 2(4meg)?h? n? 2 n? ( )
2
1
mit o = hc(ZTreo) = 137036 Feinstrukturkonstante (12.34)
Energien: [-entartet
Zusténde:
0 1
| n”) =| n;l,m;ms)y ms=+= (12.35)

2
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Addition von L + S = J , neue Basis

1
gyl j=1% (12.36)
~ 1 ~ 2
H, = —§mc2 (Ho + %) ist in dieser Basis schon diagonal, da (12.37)
[H,, L% = [H,,J?] = [Hy,J3] = 0 (12.38)

= | n;j,m;, 1) sind “gute Quantenzahlen”
= nicht entartete Stérungstheorie mit Zusténden aus 11.3

a) Benotige:

(n; 'y ml U | Ha | s jomg; 1) (12.39)
1 N ~ N 1 1 )
= g U | B+ 2y Ho— 447 [ nijmsly (1240)
1

1
= =5 | (B8, Oy Sy + 2VES St By (12:41)

1
+72<ﬁ>nl5jj'5mjm; 511/] (12.42)

Es ist (vgl. Kap 9.1) Erwartungswert Radialwellenfkt (Ubung):

<%>nl = # (12.43)

= (Hyy = {(nijimyil| Hy|nijmgl) (12.45)
2

_ _ﬁh;ﬁ_ #7% +'Y2(z+;1)n3a2] (12.46)

- 47;5252 _ ;‘; (12.47)

_ Eggz(l j% _ Z) (12.48)
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b) Magnetfeld des Protons, klassisch:
| WA

Ruhesyst. e~

f Ringstrom

Biot-Savart: B = “QLTI

I = % T Umlaufzeit

. 2
Bahndrehimpuls: L = rmv = rmz% = T= 2”%

po el e 1

B = — = L 12.49
= 2r 2mrmr?  4mweg mcird ( )
q e
= —S=—-——8 12.50
K 9Ly, - ( )
N 62 1 PO
~ H, = —p,- S L (12.51)

 4heg m2c2r3

Achtung: Ruhesystem des e~ kein Inertialsystem

= Faktor % aus ”Thomas-Prézession”; alternativ gesamter Term aus Diracgleichung
Insgesamt:

- e 1 4 1 vga ¢
Hy= — S L= 4SS L 12.52
b 8meg m2c2r3 2m2c2 r3 ( )
32 = 1L24+8%+2L-S (12.53)

.. 1 . . .
=S-L = 5(J2 ~-L2-8? (12.54)
S . n* 3 .

=S L|n;j,myl) S UEY) —+1) = 2 ) [nsjimysl) (12.55)

—

s(s+1)

A 1 Rmr.,. 31,1
(Hp) = m;[ﬂ(? +1)—I(l+1)— 1]7<73>nl (12.56)
1 1

1>1 i 12.57
Can a?n3l(l+1)(20 + 1) (12.57)
1=0: (Hy) =0 (12.58)
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A o? n l j=1+1
[=1: H = —pE'— - x . 2 (12.59
(Hb) "n2l(l+1)(20+1 {—(l+1) j=1-3 ( )
2
. . B 0 (3 n
Ho+Hy = —EN <E - ;) (12.60)
Fiir [ = 0: Beitrag wie (H}) durch Darwinterm (H, aus Diracgleichung)
Insgesamt fiir alle l und j =1 + %:
2 2
5 a3 n
Beachte: Potenzreihe in o? mit Korrekturen ~ o? = 5.3 - 107°
H-Termschema mit Feinstruktur: nL; L =S5,P,D,F ...
3Ds/o
3P3jy 3D3)
351/2 s 3P1/2
2P.
o/ }4.5-1075 eV
251/2 s 2P1/2
}10.2 eV
1512
Anormaler Zeemaneffekt
Erste Behandlung in 9.2: ohne Spin, L - B
Nur giiltig fiir Atome mit S =0
Ungeradzahlige Anzahl von e™: Hinweis auf Spin = H-Atom
Betrachte B = (0,0, B)
H= H, +H,
——
Hamiltonian ohne B-Feld
q q
H,=——(L3+253)B=——"(J3+53)B 12.62
P 5, (L3 +253) 5y, (I3 +53) ( )
Ungestorte Energien:
° . ) ) 1
Ho [ n;j,mjil) = By [ nsj,myily j =145 (12.63)
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Storungstheorie 1. Ordnung.
1 ; 1
AEnlJrl - <n’l + §’mj;l | Hz ‘ n;l + §,mj;l>
T2

Mit Zustianden aus 11.3

1 l+m;+1 11 1
N A LN = s L R
[l 5,mil) 1 P Tgigty
l—mj+ 3 111
l .+7.7—,
el |bmitgig Ty
Damit:
<J3> = hm]’
hm;
S _ ]
(Ss) —2l+1
1
:>AEH’ZJ_F% = UB Bm<1i2l—|—1>
=5
j=l+l — 1 uBB(liﬁ)

Giiltig fiir schwaches B-Feld!

Analoge Behandlung:
Stark-Effekt, Hyperfeinstruktur, ...
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A  Fouriertransformation und Deltafunktion

Fouriertransformation in 1d:

B(k) = f dz (z) e~
blr) = f (jfj)&(k) e

Einsetzen ineinander muss 1 (z) = 9 (x) ergeben

J(;li) (de U(y) e‘“@) ok

= de (f(;ii)e““(xy)) b(y)

~~

=6(z—y)

P(z)

Zur Integraldarstellung der Deltafunktion:
1

= ikz
JE dk eikz _ €

¥4

€

o=

_1
€
eiz/e _ e—iz/e
1z
sin £

= 27 — 214,
. 7 0e(2)

(A1)

(A.2)

(A.5)

(A.6)

(A.7)

Dies entspricht einer bekannten Darstellung der Deltafunktion als Funktionenfolge:

5.(2) = 2 5 = 7 lim a(2)

™ Z e—0

(A.8)

Deltafunktion nur innerhalb eines Integrals als Funktion behandelbar, der Limes

steht dann auflerhalb; Probe:

szé(z) = lim | dz d¢(2)

e—0
o1 sin 2
= lim— | dz
e—0 T z
.2 (®  sinZ
= lim — dz £
e—0 7T 0 z
iy
-2
= 1 Vv
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B EPR-Paradoxon und Bell’sche Ungleichung

Frage: Ist die Quantenmechanik eine vollstéindige physikalische Theorie?
Albert Einstein, Boris Podolsky, Nathan Rosen 1935
Gedankenexperiment zur Uberpriifung: (Variante Bohm)

Zerfall eines Teilchens mit Spin 0 in Ruhe:

A B
Spin % Spin 0 Spin %
—>
Messung der Spinkomponenten, Drehimpulserhaltung!
(in Einheiten von % )
sSW-o1 o sP -1 (B.1)
SMV=-1 « sP = (B.2)

Wahrscheinlichkeit fiir Finden einer Paarung: 50 %
Es werde bei A zur Zeit t; S?()A) = +1 gemessen, Kontrollmessung bei B zut = t1 + At

Voraussetzung Lokalitiat: Es sei At < cAx, d.h. es kann kein Austausch von In-
formation zwischen A und B stattfinden

Kontrollmessung liefert S?()B) =—-1V

= Vorhersage von S?EB) moglich, nachdem Messung an A durchgefiihrt wurde, auch
ohne Messung an B

= Verschrankter Zustand

Einstein, Podolsky, Rosen:

- Kann man den Wert einer physikalischen Grofie mit Sicherheit vorhersagen, ohne
ein System zu storen, dann gibt es ein Element der physikalischen Realitét, das die-
ser Grofle entspricht

- In einer vollstdndigen Theorie muss jedes Element der physikalischen Realitdt eine
Entsprechung haben
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Es werde stattdessen eine Messung von S%A) ausgefiihrt:

= Vorhersage von S%B) = —SgA)

Lokalitdt: B kann nicht ”wissen”, welche Messung an A ausgefiihrt wird, und nicht
von ihr beeinflusst werden

= SfB) und SéB) sind Elemente der Realitdt miissen gleichzeitig einen scharfen
Wert haben

QM: [S1,S3] #0 4, = QM ist unvollstindig als lokale, realistische Theorie!

Eine vollstdndige Theorie muss zusétzliche (verborgene) Parameter enthalten:
Diese legen die Spinkomponenten beim Teilchenzerfall, d. h. vor der Messung, fest

Kann diese Frage tiberhaupt experimentell entschieden werden?

John Bell, Ungleichungen 1964

Ungleichungen fiir die Korrelation von Messergebnissen an A und B
Gleiche Annahmen wie EPR:
- Physikalische Realitét, d. h. Messwerte fiir Spins stehen schon vor der Messung fest
- Lokalitét: Messung bei A kann Messung bei B nicht beeinflussen
Experiment: Spinmessung in beliebige Richtungen an zwei Teilchen:
N\ A
A

B
Mogliche Messergebnisse:M4(a) = +1, Mp(b) = +1
Bei gleichen Messrichtungen muss gelten: M4 (a) = —Mp(a)

Durchfithrung einer Messreihe:
e Wihle Richtung an beiden Apparaten zufillig aus 3 Moglichkeiten: a, b, ¢

e Protokolliere die Messergebnisse (a+,c—), (b—,c—),...
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e Anschlieflend Auswertung Korrelationsfunktion: P(a,b) = (M4(a)Mp(b))

Drehimpulserhaltung;:
P(a,b) = —(Ma(a)Ma(b)) (B.3)

Behauptung Bell’sche Ungleichung;:

| P(a,b) - Pa,c) [< 1+ P(b,c)| (B.4)

Beachte: keine Voraussetzung der QM!
Beweis:
Mogliche Messwerte: My(a) = o, Ma(b) = 3, My(c) =v; a,f,7 = %1

Realismus, vollstdndige Theorie:
3 Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir alle Richtungen vor der Messung

Wahrscheinlichkeit A B
a,b,c a,b,c

p(+++) +++ ==
p(++—) ++- ——+
p(+—+) -+ —+-
p(—++) —++ +-—-
p(+——) +—-—= —++
p(—+—) -—+—- +—+
p(— ﬂ ——+ ++-
p(=—-) S e

mit Z a,f,7) =1 (B.5)
By

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten z.B. der Paarung (a+;b—) ist dann:

p(a,+;b,—) =p(+++) + p(+ + —) (B.6)
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Auswertung Korrelationsfunktion:

= P(a,b) = —Zp(oz
By
P(ac) = — ) pla
By
Pla,b) - Plae) = — Y pla,B,7)(af — )
By
= = > p(e,B,7)(aB — Y
B,y =1
= = > pe, B,7)aB(1 - By)
By
[P(a,b) = Pla,c)| = | D] pla, By o8 (LBl
By il 0,2
< ) pla,B,y)(1 = BY)
By
= | P(a,b)—P(a,c)| < 1+ P(b,c)

Giiltig wenn:
1. Messergebnisse vorher feststehen
2. Messungen bei A nicht von B beeinflusst werden

Auswertung in QM:

Pla,b) = (Ma(a) Mp(b)) = (8D -a) (5P b

Singulettzustand (Spin 0) aus Kap. 11.2:

1 1 1.1 1 1 1.1 1
00- (134157 ~ l3=213+p)

(0,0/(8™ - a) (8- b)(0,0)
N %<<+|S'a|+><_|s'b”_> — (+|S-a]-X~|S - b||+)
—(=[S-al+)}+|S-b||-) + <—|S-a|—><+|s-by\+>>

In der S3-Basis sind die Matrixelemente:

S-azﬁ as. a1 — tasy
2\ a1+ a9 —as

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.21)

K2 ) . . )
= §< — agbg — (a1 — iaz)(b1 + ib2) — (a1 + iaz)(by — ib2) — CL3bi’>) (B.20)
h2
= b
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= P(a,b) = —a-b

Widerspruch mit Bell fiir spezielle Wahl der Richtungen:

1
a=(1,0,0), b=(0,10), e=—5(110)

S

P(a,b) =0, P(a,c)= P(b,c)= -5 = —0.707

| P(a,b) — P(a,c) |=0.707, 1+ P(b,c)=10.293 4

Was stimmt nun??

Experimentelle Uberpriifung > 1981, Alain Aspect et al.: QM-Vorhersage stimmt!

= | Keine lokale realistische Theorie ist mit dem Experiment vertréglich!
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