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Resumen

En este trabajo se realiza un andlisis numérico de estrellas esférica-
mente simétricas que resultan de la soluciéon de las ecuaciones de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff. El analisis se centra en el estudio de
dos tipos de estrellas, las estrellas de neutrones, que se usan para
verificar el correcto funcionamiento del coédigo desarrollado en el len-
guaje de programacion Fortran 90. Y como objetivo principal de esta
tesis, se estudian las propiedades de las estrellas de quarks. Usando el
modelo MIT-bag model, se incluyen tres tipos de quarks en la ecua-
ci6én de estado, el quark up (u), down (d) y strange (s). La ecuacién de
estado se define en términos de la densidad de energia de los quarks
y la energia de la bolsa B que es un parametro libre. Se construyen
diferentes configuraciones de estrellas de quarks con el fin de conocer
las masa y el radio que pueden alcanzar dichas estrellas. Por tltimo,
se realiza una comparaciéon entre los resultados numéricos obtenidos
y las masas estimadas de las observaciones de ondas gravitacionales
provenientes del “inspiral” de binarias de estrellas de neutrones y las
constricciones en el rango de masas y radios que puede tener una

estrella de neutrones, recientemente encontradas.



Abstract

In this work, we perform a numerical analysis of the spherically sym-
metric stars resulting from the solution of the Tolman-Oppenheimer-
Volkoff equations. The analysis is focused on the study of two types
of stars, the neutron stars that we use to verify the code developed
using the Fortran 90 language. And, our main goal in this work is the
study of the properties of the quark stars. Using the MIT-bag model,
we include three kinds of quarks in the equation of state, the up (u),
down (d) and strange (s) quarks. The equation of state is defined in
terms of the energy density of the quarks, and the energy of the bag
B, this last is a free parameter. We build different configurations of
quarks stars in order to find the values that the mass and radius can
lead. Finally, we realize a comparison between our numerical results
and the estimated masses founded in the observations of the gravita-
tional waves coming from the binary neutron stars inspiral and the
constrictions in the range of masses and radius for the neutron stars,

recently found.
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Capitulo 1
Introduccién

En astrofisica relativista existen un gran ntimero de escenarios de altas energias
y dindmicas muy interesantes, muchos de los cuales involucran la presencia de
objetos compactos, como hoyos negros supermasivos, estrellas de neutrones, qua-
sares, etc. La fusiéon de dos agujeros negros o de estrellas de neutrones en un
solo cuerpo, genera gran cantidad de energia y una perturbacion sobre el espacio-
tiempo predicho por la teoria de la relatividad de Einstein. A éstas perturbaciones
se les llama ondas gravitacionales, éstas ondas fueron recientemente detectadas,
primero para una fusién de agujeros negros y después para estrellas de neutro-
nes, estableciendo una masa total de M = 2.747001[My] Abbott et al. [2017].
Pero lo interesante es que las propiedades de las estrellas colapsadas no han sido
identificadas, y en principio, éstas podrian ser descritas con cualquier ecuacion de
estado. Una amplia gama de ecuaciones de estado es presentada por Lattimer and
Prakash [2001], pero existen dos ecuaciones de estado sencillas y que describen el
comportamiento de las estrellas: la EoS politrépica para estrellas de neutrones, y
la EoS MIT-bag model para modelar estrellas mas densas compuestas por quarks
que no interaccionan entre ellos. Estas ecuaciones son las que vamos a usar para
estudiar las propiedades de los objetos celestes. Es importante sefialar que en
éste trabajo, vamos a considerar que éstos cuerpos no rotan ni evolucionan en el
tiempo, y tampoco colisionan, sélo vamos a construir éstos objetos como si toma-
ramos una fotografia (objetos estaticos), es decir, en equilibrio hidrodindmico y
asi estudiar sus propiedades fisicas. Aunque la colisién de estrellas de neutrones

o estrellas de quarks en un medio interestelar es un tema sumamente interesante



que se podria desarrollar en un futuro.

Hablemos un poco de las estrellas de neutrones. Para comenzar, éstas son el

resultado del colapso de estrellas cuya masa es M > 8[M], después de explotar
como una supernova, cuando la fuerza de gravedad es equilibrada por la presiéon de
degeneracion entre las particulas subatémicas, neutrones principalmente. Cuando
parece que todo esta perdido para la estrella y que ha llegado su inevitable muer-
te, de entre el polvo estelar surge una nueva estrella, con nuevas propiedades, a
éstos objetos se les conoce como estrellas de neutrones, que poseen radios de entre
10[km] — 15[km], y masas de entre 1.44 [Mg] — 3[Mg]. Se sabe también que éstas
producen una descarga de energia muy grande debido a la presencia de intensos
campos magnéticos, éstos objetos son conocidos como pulsares Bally [2006]. El
mecanismo por el cual estrellas de neutrones (en principio electricamente neutras)
poseen los campos magnéticos mas intensos Reisenegger [2013] conocidos por el
hombre es atin un tema de debate, que esta fuera de los propdsitos de éste traba-
jo, pero permanece como una pregunta fundamental para conocer la naturaleza
oculta en lo profundo del espacio.
En 1939 J.R. Oppenheimer & G.M. Volkoff y R.C. Tolman, presentan la solu-
ciéon de una estrella esféricamente simétrica, modelada como un fluido perfecto
en equilibrio hidrostatico, conocida como FEstrella TOV, en honor a sus autores.
Esta solucién representa una estrella de neutrones en equilibrio, sin rotacién y sin
carga. Hoy en dia se puede resolver la TOV numéricamente, una revisiéon didacti-
ca se puede encontrar en E. O’Connor [2010]; Guzman et al. [2012]; Papasotiriou
[2007]. La mayoria de los resultados numéricos para estrellas de neutrones to-
man en consideracion una ecuacion de estado simple llamada politrépica, o bien
politropas por pedazos, aunque algunos otros utilizan un modelo nuclear Lattimer
[2012].

Pensemos en la vida de las estrellas y su evolucién. Al pasar de su vida, las
estrellas van consumiendo el combustible que obtienen de las reacciones nucleares
en su interior. Hay por los menos tres situaciones criticas de interés que suceden
al final de la vida de las estrellas, cuando el combustible nuclear se agota, éstas
adquieren propiedades y clasificaciones diferentes que dependen principalmente

de la masa que ha alcanzado la estrella, las estrellas con masa M < Mgy, b, se

! En donde Mcy, ~ (1.2 — 1.4)[Mg)] es el limite de masa de Chandrasekhar.



convertiran en enanas blancas. Al final de su etapa llegaran a temperatura cero,
y su estado final sera el de una enana café degenerada. Las estrellas con una
masa de Mcy, < M < Moy ! seguirdn enfriandose hasta convertirse en estrellas
de neutrones degeneradas. Para Moy < M no hay ningin estado posible de
equilibrio y las estrellas colapsaran en un agujero negro Karttunen H. Kroger
and Donner [2006].

'El limite de Oppenheimer-Volkoff es Moy = (2.1 — 2.25)[Mg)].
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Figura 1.1: Evolucion de una estrella de 1 — 15[Mg]. La linea roja
mino de vida que tomard la estrella dependiendo de su masa inicial,

indica el ca-
mientras se

mantenga en la zona blanca, la estrella continuard su vida quemando hidrégeno,
helio o carbono, y aumentando su temperatura conforme va evolucionando. Sin
embargo, tarde o temprano tendrd que cruzar la zona gris, que conducird a la es-
trella a un proceso por el cual perderd gran parte de su masa, llegando asi al final
de su vida. Las estrellas mas masivas M = 15[Mg] empiezan a quemar carbono,
y continuan evolucionando a una densidad y temperatura superior. El nicleo de
una estrella de T[Mg] cruza el limite de la degeneracion de electriones antes de
alcanzar a quemar el carbono, y se convertird en una enana blanca. Las estrellas
con una masa de 1 —2[Mg] cruzan el limite de degeneracion antes de que el helio
empiece a quemarse. Se espera que se conviertan en enanas blancas, sin embargo,
sus nucleos de helio degenerados siguen calentandose debido a la capa de helio.
Finalmente quemaran helio de manera inestable, lo que es conocido como flash
de helio. Diagrama realizado por Dany Page, basado en Pols [2011]



Pero detengdmonos un momento para analizar con més detalle las fases es-
telares, en la Figura 1.1 representamos las diferentes fases que puede tomar una
estrella, éstas fases son descritas a continuacion.

Hablemos entonces de la evolucién estelar, al principio una nube de gas se con-
trae rapidamente debido a la gravedad, ya que el gas esta disperso, la radiacion
se escapa facilmente de la nube, mientras la nube se hace més densa, la radiacion
sufre mas colisiones con las particulas de gas y hace que éste se caliente, la con-
traccion sigue, hasta que todo el gas es completamente ionizado, y la protoestrella
esta en equilibrio hidrostatico. En éste momento la estrella es convectiva en todo
su interior. Después de ésto las fases de evolucion son mucho mas lentas y éstas
estan determinadas por la masa de la estrella. Para M < 0.08[Mg] la tempera-
tura en el centro no es lo suficientemente alta para quemar hidrégeno, y éstas
se compactan hasta formar enanas marrones parecidas a planetas. Las estrellas
con M > 0.08[Mg] empiezan a quemar hidrégeno cuando la temperatura alcan-
za los 4 x 10[K], éste es el principio de la fase de la secuencia principal. En la
secuencia principal las estrellas con una masa de 0.08[My] < M < 0.26[M] son
enteramente convectivas y permanecen homogeneas. Su evolucién es muy lenta
y después de que todo su hidrégeno ha sido convertido en helio, se compactan
convirtiéndose en enanas blancas.

El incremento de la temperatura hace que estrellas con una masa de M >
0.26[M] sean radiativas en el centro mientras la opacidad decrece. Las estrellas
con una masa de 0.26[My] < M < 1.5[M] permanecen radiativas en el centro
durante la fase de secuencia principal mientras queman su hidrégeno en la cadena
pp (protén - protén). La parte exterior es convectiva, al final de la secuencia
principal, el hidrégeno contintia quemandose en una capa que rodea al nicleo de
helio. La parte exterior se expande y la fase gigante empieza; el nticleo de helio
que se contrae es degenerado y se calienta, cuando alcanza aproximadamente los
108[ K], empieza el proceso triple alfa y grandes cantidades de helio se convierten
en carbono debido al proceso llamado ‘flash de helio’. La explosién es amortiguada
por las partes exteriores y la quema de helio se centra en el nicleo, mientras
el hidrégeno se sigue quemando en las capas exteriores. A medida que el helio
central se acaba, la quema de helio se mueve hacia la superficie. Al mismo tiempo

la parte exterior se expande y la estrella pierde parte de su masa. La envoltura en



expansion forma una nebulosa planetaria; la estrella en el centro de la nebulosa
se convierte en una enana blanca.

En la secuencia principal méas alta, cuando las estrellas alcanzan una masa
M > 1.5[Mg)] la energia es liberada a través del ciclo CNO y el niicleo se convierte
en convectivo, mientras la parte exterior es radiativa. La fase de la secuencia
principal acaba cuando el hidrégeno del nticleo es consumido, y empieza la quema
de la superficie. El niicleo de helio permanece convectivo y no degenera, es cuando
empieza la quema de helio sin perturbaciones. Después de eso, la quema de helio
se mueve hacia la superficie.

Para las estrellas mas masivas M > 8[Mg] el nucleo de carb6n empieza a
quemarse convirtiéndose en oxigeno y magnesio, finalmente la estrella consiste
en un nucleo de hierro rodeado por una capa de silicio, oxigeno, carbono, helio
e hidrégeno. El combustible nuclear ahora ha terminado y la estrella colapsa,
dando como resultado una supernova. La parte exterior explota, pero el nicleo
se contrae hasta formar una estrella de neutrones o un agujero negro Karttunen
H. Kroger and Donner [2006].

Asi pues, una estrella de neutrones es el resultado de una supernova. Su diame-
tro es de aproximadamente 20 [km], pero su masa es equiparable a la del sol (apro-
ximadamente 1.4[M)] ). Estas estrellas tienen una densidad varias veces mayor
a la de un nicleo atémico (aproximadamente 10'[g/cm?]), y ya que la estrella al
colapsarse conserva su momento angular, la estrella resultante puede girar muy
rapido. El modelo de capas estandar para una estrella de neutrones puede ser di-
vido en 5 partes Page and Reddy [2006]: el nticleo interno y el externo, la corteza,
una envoltura y la atmoésfera. La atmodsfera tiene campos magéticos muy intensos
del orden de 10'?[Gauss] (el campo magnético del sol es de 50[Gauss] y el de la
tierra de 0.5[Gauss]), en donde niucleos y electrones coexisten a densidades pro-
medio de 10%[g/cm?]. Después en la envoltura, tenemos la existencia de nticleos
pesados 38 Fe, $2Ni, 28 Kr acomodados en una red rodeada de un gas de electro-
nes libres que se mueven a una velocidad cercana a la de la luz. Nicleos pesados
y electrones coexisten en una capa esférica de alrededor de 0.3[km| de ancho, y
una densidad que va desde 10°[g/cm?] en el borde exterior hasta 4 x 10*[g/cm?]
en el borde interior. En la corteza encontramos que los nicleos en la red se han

enriquecido tanto de neutrones que ya no puede atar mas neutrones, proceso co-



nocido como goteo de neutrones (neutron dip). Los neutrones libres forman un
superfluido. Mezclado con éste superfluido y la red de ntcleos existe un gas de
electrones, todos en una corteza de 0.5[km] de ancho, y con una densidad que va
desde 4 x 10'[g/em?] a 2 x 10'[g/cm?], mds internamente en una capa que va
alrededor de 1.2[km] de ancho, la densidad que va desde 2 x 10'[g/cm?] hasta
5x 101[g/em?] es tan alta que energéticamente es mejor para los nticleos disolver-
se en neutrones y protones libres. Alli se forma un liquido cuantico de neutrones
con concentraciones mas pequenas de protones en estado superconductor, el cual
puede sostener corrientes magnéticas y campos eléctricos por periddos indefinidos.
Si nos enfocamos ahora en la masa maxima alcanzada por el remanente de
una estrella, las ecuaciones de estado para materia de alta densidad predicen una
vasta cantidad de masas maximas diferentes para modelos estéticos (es decir que
no rotan ni evolucionan en el tiempo) antes de que se conviertan en agujeros
negros. Las masas van de 2.167017[Mg] Most [2018], (2.16 — 2.28)[M] Ruiz et al.
[2018], 2.17[M] Margalit and Metzger [2017], 2.15 — 2.25[M] Shibata et al.
[2017]. Algunas simulaciones del colapso del niicleo sugieren una masa remanente
inferior con dos picos, uno en 1.3[Mg] y el otro en [1.7M ®] Timmes [1996].
Observacionalmente, las masas de un gran nimero de objetos compactos han
sido determinadas, pero en la mayoria de los casos, la barra de error en las ob-
servaciones sigue siendo demasiado alta. Una publicaciéon de las masas y espi-
nes para estrellas de neutrones determinados observacionalmente fue presentada
por Miller [2015]. Las estrella de neutrones mas pesadas con la mas alta preci-
sion observada son el objeto PSRJ1614 — 2230, con una masa correspondiente
M = 1.97 £+ 0.04[Mg] Demorest [2010], y la estrella PSR.J0348 + 0432, con
M = 2.01 £ 0.04[Ms] Antoniadis [2013], y hay indicadores de que estrellas més
masivas existen Bally [2006]. Las masas de los objetos compactos han sido me-
didas en diferentes tipos de sistemas binarios: binarias de estrellas de neutrones,
binarias con una estrella de neutrones y una enana blanca, binarias de rayos X,
y binarias compuestas de un objeto compacto que se acerca a la secuencia prin-
cipal. Para la mayoria de las estrellas de neutrones binarias, las masas han sido
determinadas con una buena precision y estan restringidas a un rango estrecho
de cerca de 1.2[My] — 1.4[M] Thorsett [1999]. Este rango de masas relativamen-

te pequenas esta probablemente relacionado con las condiciones de estabilidad



cuando los sistemas binarios de estrellas de neutrones son formados. Las masas
determinadas para estrellas compactas en sistemas binarios de rayos X atn tie-
nen barras de errores demasiado grandes, pero son consistentemente mayores a
1.4Mg), lo que es probablemente resultado de la acrecion de masa Paschalidis and
Stergioulas [2017].

Estudiemos ahora las propiedades de la materia con la finalidad de entender un
poco mas acerca de la composiciéon de las estrellas. Si nos preguntamos que hay en
el ntcleo de una estrella o de que se compone el mismo, suele decirse que el nicleo
interno es hadrénico !, a densidades del orden de 10'[g/cm?]. Se ha sugerido que
es en ésta parte de la estrella de neutrones en donde podriamos encontrar materia
hiperénica?, o condensados de kaones o piones (mesones ligeros), o que podriamos
tener una mezcla de quarks libres y materia nuclear.

Si el nicleo central de la estrella tuviera una poblacién de quarks up, down y
strange, seria de esperarse que los primeros dos estuvieran mas presentes, ya que
el quark tipo strange es mas masivo, dando como resultado una carga eléctrica
positiva que atraeria electrones, que daria como resultado un ntucleo metalico
opaco a la luz. Sin embargo se ha mostrado que a densidades altas el quark strange
muestra mayor estabilidad. De ésta forma igualaria la poblacion de quarks up y
down. Esto crearfa un nicleo eléctricamente neutro en el interior de las estrellas
de neutrones, libre de electrones y transparente, donde la luz, sin la posiblidad
de ser absorbida por los electrones se reflejaria en sus limites como si fuera un
diamante. Sin embargo ninguna de las propuestas mencionada ha sido aceptada
Salas and Solis [2006].

'Los hadrones son particulas que permanecen unidas debido a la interaccion fuerte, es decir
que éstan formadas por quarks. Se dice que son mesones si estdn formados por un quark y un
antiquark y su espin total es entero, mientras los bariones estan formados por 3 quarks y su
carga de color es neutra, ademds contienen un espin total semientero

2 Bariones que contienen quarks strange, mientras el protén y neutrén sélo contienen los
dos quarks mas livianos, up y down.
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Figura 1.2: Interior de una estrella de neutrones,en donde se muestran las distin-
tas capas que posiblemente conformen a la estrella. Se observa que en el interior
habitarian los neutrones en un estado de superfluidez y superconductividad, mien-
tras que en el exterior, formarian una capa solida. Diagrama artistico Salas and
Solis [2006]

En principio, las estrellas de neutrones y quarks pueden coexistir, como se
puede apreciar en la Figura 1.2. Sin embargo, si los quarks son el verdadero estado
base, la galaxia podria estar contaminada con granos de quarks, que dependiendo
de sus velocidades, podrian convertir las estrellas de neutrones en estrellas de
quarks Madsen [1999]; R.R. Caldwell [1991]; Weber and Glendenning [1990]. Esto
significa que los objetos conocidos como pulsares podrian ser estrellas de quarks
girando, en lugar de estrellas de neutrones. Otra consecuencia de la hipdtesis
es que podria existir una nueva clase de estrella densa compuesta de quarks
parecida a las enanas blancas, llamada “enana extrana”, ésta estrella tendria una
corteza compuesta principalmente de neutrones, pero su ntcleo estaria formado
por quarks, especificamente los quarks up, down y strange, de ahi el nombre de
“strange dwarf”.

Las estrellas de neutrones pueden convertirse en estrellas extranas de (1 ~



2)[Ms], con un radio aproximado de ~ 10[K'm]. Al igual que para estrellas de
neutrones, las estrellas extranas pueder poseer una superficie de quarks capaz de
radiar energia a una tasa que excede por mucho el limite de Eddington !, pero con
una baja emisividad de rayos X. Un hecho interesante es que podrian enfriarse de
una forma eficiente a través de la emision de neutrinos, se conjetura que podria
ser que no existan estrellas de neutrones, sino inicamente estrellas extranas.

Habia dos razones para dudar que una tercera familia de estrellas fuera per-
mitida 2. La primera razén es fisica, la otra matemadtica. La razén fisica es la
ausencia de un mecanismo analogo a la que usan las dos familias conocidas. Las
enanas blancas son estables debido a la presion de degeneracion de los electrones,
que cae a tal densidad que la captura de electrones reduce su efectividad. La
estabilidad es reestablecida nuevamente a densidades por encima de 5 ordenes de
magnitud, cuando la presiéon de Fermi sobre los bariones (y en ultima circuns-
tancia, la repulsién nuclear a corto rango) soporta a las estrellas de neutrones.
Cuando las estrellas de neutrones pierden su estabilidad en su masa maxima, no
hay un mecanismo evidente para estabilizar una famlia de estrellas mas densa. Sin
embargo si ocurre un confinamiento de quarks, la presién de fermi de los bariones
es apoyada (sin ser reemplazada) por la presion de los quarks que la componen.

La razén matematica, estd basada en el trabajo de J. A. Wheeler, a me-
diados de 1960’s, Demuestra que para las ecuaciones de estado suaves no hay
configuraciones estelares estables con densidades centrales por arriba de las que
corresponden a la masa de las estrellas de neutrones. Dicho de otra forma, no
podemos modelar estrellas de quarks con una ecuacion de estado suave Harrison
[1965]. En consecuencia, no hay razén para esperar que una familia de estrellas
degeneradas con una densidad mayor a la que pertenece a las estrellas de neutro-
nes y enanas blancas exista. Sin embargo, hay una clase de ecuaciones de estado
que describen una transicion de fase a primer orden y que son insuficientemente
“suaves”para obedecer la condicion del teorema de Wheeler.

Para cualquier ecuaciéon de estado lo suficientemente suave, las estrellas de

I'Limite de luminosidad para una estrella por encima del cual la presiéon de los fotones es
mayor a las presién debida a la fuerza de gravedad. Estd dado como Lggq = 3.2 x 104 (%@) Lo,

en donde M es la masa y L la luminosidad
2La primera familia son enanas blancas, la segunda son estrellas de neutrones
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neutrones son el ultimo caso de estrellas compactas estables.

Sin embargo, se muestra que las ecuaciones para la estructura estelar admiten
soluciones estables para una densidad que sobrepasa a la densidad de las estrellas
de neutrones, los ejemplos encontrados de una tercera familia ocurririan por el
deconfinamiento en la transicién de fase que da cierta posibilidad de combinacio-
nes de parametros que definen las ecuaciones de estado para deconfinamiento de
quarks. En éste caso pueden ser construidas estrellas del mismo tamano pero de
diferente densidad de energia asi como diferente masa.

Ya que por lo menos la mitad de las estrellas conocidas pertenecen a un sis-
tema binario, podriamos preguntarnos si las estrellas de quarks poseen alguna
companera en la ramificacion de baja densidad que tienen la misma masa pe-
ro radio y composicion diferente. El primer paso para obtener gemelas de alta
densidad en la naturaleza es el colapso del nicleo de una estrella, en donde el
nicleo de una estrella normal implosiona a la gemela de alta densidad. Hay mu-
chas variables que pueden afectar el desenlace, tales como la masa, la rotacion,
la simetria, la composicion quimica del progenitor y el proceso cadtico de con-
veccion. Un segundo mecanismo de formaciéon es a través de la acrecion de un
miembro integrante de la secuencia de baja densidad, seguida de una explosion
menor. La existencia de una tercera clase de estrellas degeneradas estables de-
manda que la densidad no puede evolucionar de forma continua ademas de que el
rango de densidades y masas que deberia tener la estrella de quarks (si existiera),
se vera afectado por el modelo de la ecuacién de estado. No se tiene conocimiento
experimental de que exista una densidad por arriba de la densidad nuclear, los
actuales descubrimientos de estrellas de tercera clase, podrian revelar, de manera
imperfecta, una ecuacion de estado no suave posiblemente causada por un cam-
bio de fase de densidad de materia que nunca conoceremos por experimentacion
en laboratorios. Si alguno fuera una fuente de rayos x, observaciones QPO (os-
cilaciones cuasi-periédicas) permitirian el uso del teorema inverso de Lindblom
[Lindblom, 1992] para ganar conocimiento particular de la ecuacién de estado
Glendenning and Kettner [2000].

Asi, el verdadero estado base de los hadrones seria “materia extrana” y no
% Fe” Witten [1984]. La materia extrana estarfa constituida por un puiado de

quarks que consiste en igual numero de up, down y strange quarks, mas un numero
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pequeno de electrones para garantizar neutralidad electrica, ésta materia extrana
podria tener menor energia por barién que los nicleos ordinarios. Witten identi-
fico dos escenarios astrofisicos para la produccion de materia extrana. El primer
escenario propuesto para la produccion de ésta materia, seria cuando el universo
se enfriaba a través de transiciones de fase que siguen la teoria de la cromo-
dindmica cudntica a una temperatura 7, = (100 — 200)[MeV], ésta temperatura
caracteriza a la energia de la interaccion fuerte. Este modelo a sido criticado por
Applegate and Hogan [1985], y en cualquier evento a sido mostrado que toda la
materia extrafla producida en ésta época temprana se evapord completamente
mientras el universo se enfriaba a una temperatura que ronda ~ 10[MeV] Alcock
and Farhi [1985]. El segundo escenario en el que Witten predice la aparicién de
materia extrana es en las estrellas de neutrones, que a lo largo de su vida se
convertirian en estrellas extranas.

Asi pues, si los ntucleos ordinarios hechos de quarks up y down, estuvieran
sujetos a la presion suficiente, las ataduras atomicas se disolverian y una transicion
de fase a materia extrana ocurriria. En ésta fase no habria confinamiento y los
hadrones no existirian. Los quarks up y down podrian convertirse a otros sabores
de quarks por la interaccion débil, y lo harian en materia de quarks, ya que
necesitan bajar la energia de Fermi incrementando la degeneraciéon. En la practica,
solo los quarks up, down y strange pueden conformar la materia de quarks, ya que
otros sabores tienen masas mucho mayores que el potencial quimico involucrado
(~ 300MeV). Pueden consultarse los valores para la carga, color, masa y spin
asociados a las particulas predichas por el modelo estandar en la Figura 2.2.

Witten conjeturd que a presion cero, 3 sabores de quarks podrian tener menor
energia por niimero bariénico que un nucleo ordinario. Esto podria hacer a la ma-
teria extrana la substancia mas estable conocida. Los nticleos ordinarios podrian
bajar su energia convirtiéndose en materia extrana, pero las probabilidades de
tales conversiones son insignificantes casi en cualquier condicién, exepto en las
estrellas de neutrones. La materia extrana puede ser modelada como un gas de
fermi de quarks up, down y strange junto con los electrones necesarios para neu-
tralizar su carga. La region en la que viven los quarks estd caracterizada por una
constante de energia por unidad de volumen, B. Este parametro fenomenologico

es determinado por la dindmica de interacciéon fuerte, pero es incalculable dado
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nuestro presente entendimiento de la teoria QCD. El otro parametro importante
es la masa de la materia de quarks mg, y la constante de acoplamiento para la
interacciéon fuerte o, '. El valor de la masa para la materia extrafa es desconocido
pero ronda probablemente de (50 — 350)[MeV/c?] (la masa de los quarks up y
down es despreciable). Se suele trabajar a temperatura cero ya que la temperatura
de la estrella, es siempre mucho més pequena que la de los potenciales quimicos.

Por otro lado, las reacciones para que ocurra el equilibrio quimico entre los

tres sabores de quarks y los electrones son:

d— u+e+7,, (1.1)
u+e— d+ v,, (1.2)
s —u+e+T7, (1.3)
u+e— s+, (1.4)
s+ u+—d+u. (1.5)

Debido a las reacciones (1.1 - 1.4), la energia de la estrella se pierde, es decir,
la estrella se enfria, ya que los neutrinos son expulsados. La pérdida de neutrinos
significa que el potencial quimico de neutrinos serd igual a cero. La reaccion (1.5)
contribuye solamente al equilibrio de los sabores Alcock et al. [1986].

Llegados a éste punto, hablemos ahora de como podemos construir una estre-
lla de neutrones o de quarks para estudiar sus propiedades. Si pensamos en las
ecuaciones que rigen a éstos sistemas y si podemos resolver de alguna forma éstas
ecuaciones, tendriamos en principio, la forma de estudiar estos cuerpos. Asi, en el
presente trabajo, tenemos como objetivo construir un cédigo que resuelva numéri-
camente las ecuaciones diferenciales de Tolman- Oppenheimer-Volkoff mas una

ecuacién de estado (EoS), usaremos la politrépica cuando hablemos de estrellas de

'La constante de acoplamiento determina la fuerza de interaccién con respecto a la parte
cinética, o entre dos sectores de la parte que interacciona.
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neutrones, o la EoS “MIT bag-model” para estrellas de quarks. Esto lo haremos
estableciendo condiciones iniciales y con la ayuda de un método de integracion
Runge-Kutta clasico, obtendremos parametros tales como la presion, densidad,
y los parametros a y a que corresponden a la métrica de Tolman-Oppenheimer-
Volkoftf, definidos apropiadamente en el Capitulo 2.5, para una estrella modelada
como una esfera estatica, para diferentes configuraciones de estrellas de quarks.
También se hace un andlisis en el que se calcula la masa total de la estrella pa-
ra una densidad central dada, posteriormente se varia la densidad y se obtienen
configuraciones en donde la estrella es estable o inestable!.

El cédigo que construimos esta escrito en lenguaje computacional fortran 90,
Este cbdigo esta diseniado para integrar numéricamente ecuaciones diferenciales.
Hemos ocupado un esqueleto que estd basado en el cédigo “CAFE” Lora-Clavijo
et al. [2015]. Un diagrama de flujo del mismo puede ser consultado en la seccién
(3.5), cabe senalar que los cdlculos que hace la maquina son sencillos, llegan a
tardar de un par de segundos a algunos minutos por cada corrida de programa.

La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se presentan
las bases teodricas que son usadas para la construcciéon de éste trabajo, una revi-
sion de las ecuaciones de Einstein, la soluciéon de Schwarzschild y las ecuaciones
de Tolman-Oppenheimer-Volkoff, asi como una deduccién de las ecuaciones de
estado (EoS politropica y EoS MIT Bag-Model). En el Capitulo 3 se presenta
la teoria numérica implementada, el método Runge-Kutta de cuarto orden, asi
como un diagrama de flujo del codigo usado para modelar las estrellas de neutro-
nes y quarks. En el Capitulo 4 se muestran los resultados numéricos, en donde
analizamos los parametros que caracterizan a las estrellas de quarks, uno de ellos
que resulta de suma importancia es la energia por unidad de volumen de la bolsa
de quarks, B, que intuitivamente es una energia propia de la bolsa que mantiene
encerrados a los quarks dentro de ella, se muestran también los resultados de
diferentes configuraciones de estrellas, es decir, como cambia el radio y la masa
de la estrella cuando cambiamos la energia de la bolsa B. Todos éstos datos estan
resumidos y se pueden observar en la Tabla 4.4. Por dltimo se comparan los re-
sultados obtenidos con observaciones tomadas de pulsares, ya que la evidencia de

las estrellas de quarks sigue en la sombra, especulamos que pasaria si los objetos

!Colapsa a un agujero negro
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observados fuesen en realidad estrellas de quarks. Finalmente en el capitulo 5 se

presentan las conclusiones del trabajo realizado.
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Capitulo 2

Ecuaciones de

Tolman-Oppenheimer-Volkoft

Las estrellas de neutrones y estrellas de quarks en relatividad general se ob-
tienen de la solucion de las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV).
Esta solucién supone la configuracién de un fluido ideal en equilibrio hidrostatico
y es representado por una métrica del espacio-tiempo estatica y estacionaria en
simetria esférica. En este capitulo se describen las ecuaciones basicas necesarias
para obtener y resolver las ecuaciones TOV. Se presentan las dos versiones, la
formulacién newtoniana y la relativista, sin embargo en éste trabajo usaremos las
ecuaciones de TOV relativistas. Se describen dos ecuaciones de estado, la ecua-
cion de estado “politropica” para construir una estrella de neutrones y la ecuacion

de estado llamada “MIT Bag model” para construir una estrella de quarks.

2.1. Formulaciéon 341 del espacio-tiempo

Ya que la relatividad general es una teoria que involucra al tiempo como di-
mension extra, y dado que en general es dificil visualizar el comportamiento de
los objetos que habitan en 4 dimensiones, existen métodos que permiten descom-
poner las ecuaciones de Einstein. A uno de éstos se le llama formulacién 341, que
descompone las ecuaciones en 3 componentes espaciales llamadas hipersuperficies

que evolucionan en una dimensién temporal. Es de importancia senalar que en
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éste trabajo no se evolucionan las ecuaciones en el tiempo; sin embargo las ecua-
ciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff son escritas en ésta formulaciéon. Ahora

bien, de forma muy breve, hablaremos de los distintos parametros involucrados:

» La métrica espacial 7;;, que mide la distancia en las hipersuperficies, estd

dada como:
di* = v dx'da? . (2.1)

» La funcién lapso a, que relaciona al tiempo propio (tiempo que se mide en
un marco de referencia co-mévil) con el tiempo que se mide desde un marco
de referencia a una velocidad dada (marco de referencia lagrangiano), esta

definida a través de:

dr = adt. (2.2)

» El vector de corrimiento 3° es la velocidad relativa entre los observadores

de Euler y las lineas con coordenadas espaciales constantes.
P i i
Tipq = Ty — Pdt,

a las funciones a y /3%, se les conoce como funciones de norma. Usando las ecua-
ciones (2.1) y (2.2) se puede escribir el elemento de linea ds* = —d7r? + di?

explicitamente como:
ds® = (—a’ + B;#)dr* + 2B;dtdz’ + v;;dx'da’. (2.3)

El tensor métrico en forma matricial y su inverso pueden ser escritos como:

. (—a +iﬁj6j 5) 2.4
B Yij

o _ (VY o Be?
7 (6"/042 vif—@zﬂf/a?)’ 29

en donde 7% es la inversa de la 3-métrica ;. Es importante notar, que cuando se
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tiene simetria esférica, la matriz métrica solo tiene componentes en la diagonal.
Para mas informacion, el lector interesado puede consultar la siguiente bibliografia
Alcubierre [2008]; Baungarte and Shapiro [2010]. En la siguiente seccién se podra
verificar que para nuestro caso, sélo necesitamos conocer a(r), en funcién de la
coordenada radial “r” para describir al espacio-tiempo de una estrella, ya sea de

neutrones o de quarks.

2.2. Breve introduccion de conceptos basicos de

relatividad general

Los postulados de la relatividad general son los siguientes:

» Principio de covarianza - las ecuaciones de la fisica son invariantes (tienen

la misma forma) respecto al sistema de referencia

= Principio de equivalencia - el resultado de un experimento no gravitacional
desde un laboratorio en caida libre es independiente de la velocidad del

sistema de referencia y su localizacién en el espacio-tiempo

= Curvatura del espacio tiempo - el espacio tiempo es una consecuencia de un
campo gravitatorio, y la gravedad es un efecto de la curvatura del espacio

tiempo

Para calcular, entre otras cosas, distancias en una hipersuperficie no euclidea-
na (un toroide por ejemplo), es necesario utilizar la teoria de geometria diferencial
de Riemann. Una de las motivaciénes de Einstein, fue encontrar una forma de
escribir las ecuaciones de la fisica independientes del sistema coordenado elegido,
cuando se usa el calculo tensorial, se pueden encontrar relaciones que permiten
que ésto suceda (invariancia). Definamos pués, el cuadrado de un desplazamiento

infinitesimal ds en una hipersuperficie:

ds? = gagdar™da”, (2.6)

en donde g, son las componentes del tensor métrico. La notacion que suele usarse

para representar las componentes del tensor métrico suele estar de acuerdo con el
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sistema de referencia elegido. Podemos denotar en general las componentes por
nimeros que van del 0 al 3, en donde el 0 tiene una equivalencia con la coordenada
temporal, y los nimeros (1,2,3) se refieren a las coordenadas espaciales. Estas
bien pueden ser (x,y,z) o (r,0,¢), dependiendo del sistema coordenado. Este

tensor métrico puede ser definido en términos de los vectores base como:
Jap = &a - &3.

Es importante recordar que ds? es una cantidad invariante, que no depende del
sistema coordenado elegido.

Ahora bien, si tenemos las componentes del tensor métrico, podemos construir
unas cantidades llamadas simbolos de Christoffel denotados por I 5, que presen-

tan la forma .
Zﬁ - 591’77 (aagﬂn + 869007 - a’rzgaﬁ) ) (27)

en donde 0, = 0/0x“ = (),o. Con ésto podemos construir el tensor de Riemann,
que descrito de forma rapida e informal, representa una separacién de la métrica
construida en el espacio curvo, con la métrica del espacio plano o euclideana. Este

tensor estd dado en términos de los simbolos de Christoffel como:

o _ (07 (e o (o « (o
Rﬂnu — ~Bvm T - By + Fon Br FUV Bn* (2'8)

Ademas si bajamos el indice o con la ayuda de la métrica

Jax R/ﬂ\ny = Raﬁnu )

podemos verificar que éste tensor tiene las siguientes propiedades

Ra,@nv - _Rﬁomu - _Raﬁyn - Rnuaﬂ, (29)

Raﬁnu + RO&V,BH + Rocnuﬁ = 07 (210)

en donde la ecuacion (2.10) es llamada “primera identidad de Bianchi”. Ademas
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se puede verificar la siguiente relacién llamada “segunda identidad de Bianchi”
Raﬁnu;)\ + Raﬁ)\n;y + Raﬁy)\m = O, (211)

en donde ();v es la derivada covariante, que toma en cuenta la curvatura de la
métrica. La derivada covariante actia de forma diferente dependiendo del tensor
al que es aplicada. Nos limitaremos a escribir las 3 formas méas comunes para un
tensor de dos dimensiones en su forma covariante, contravariante y una mezcla
de ambas Schutz [2009]:

VBT;W = Ly, — Taurzﬁ - TNQFSB, (212)
VT = T 4 TOTV 4 THT (2.13)
VTl =TV, + ToT", — THT,. (2.14)

Si ahora contraemos el tensor de Riemann dado por la ecuacién (2.8) en la

primera y tercera componente, obtenemos el llamado tensor de Ricci

Rg, = RS,, = Rup. (2.15)

Podemos usar otras contracciones en lugar de a—mn), por ejemplo (a—3),(8—v)
etc. Sin embargo, usando las propiedades mostradas en las ecuaciones (2.9) y
(2.10), podriamos hacer ver que éstas ecuaciones se anulan, o bien se reducen a
+R.s. Podemos afirmar entonces que el tensor de Ricci es la nica contraccion
del tensor de Riemann Schutz [2009).

El escalar de Ricci se obtiene contrayendo nuevamente el tensor de Ricci
R = g*’R,p, (2.16)

contrayendo la segunda identidad de Bianchi dada por la ecuacién (2.10), con un
par de tensores métricos y usando las definiciones para el tensor de Ricci y el

escalar de Ricci, puede demostrarse que la siguiente cantidad se conserva

1
v, (Raﬁ - an'@R> 0, (2.17)
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en donde la cantidad en paréntesis en la ecuacién (2.17) es llamada el tensor de
Einstein G** = R*% — % gPR.

Supongamos que podemos construir un tensor en el que intervengan las pro-
piedades fisicas, por ejemplo la energia, presién, densidad, campos eléctricos y
magnéticos etc, y ademas éste tensor esta relacionado con el espacio-tiempo y
llamémosle 7%, Einstein y Hilbert encontraron de manera casi simultanea justo
ésta relacion, que advierte que la energia deforma el espacio-tiempo, o que una
deformacion en el espacio tiempo debe ser causada por alguna energia. Estas
ecuaciones son llamadas ahora “Fcuaciones de campo de Einstein” y pueden ser

escritas como:

o 8rG, .,
G = T 4 (2.18)

Se observa de aqui inmediatamente, gracias a la ecuacién (2.17), que el tensor 7%

es una cantidad conservada, es decir, el tensor de energia-momento se conserva
V. T = 0. (2.19)

Aunque ésta ecuacién de conservacion se obtiene directamente de la relacion de
Einstein entre el espacio-tiempo y la materia, esta expresion solo confirma algo
que nosotros ya conociamos previamente, es decir, la conservacion de la energia,

la conservacion del momento y la conservacion de la densidad de materia.

2.3. Solucién de Schwarzschild de un hoyo negro

estatico y estacionario.

Supongamos que deseamos encontrar una soluciéon para las ecuaciones de Eins-
tein que describan el espacio-tiempo afuera de un cuerpo esféricamente simétrico
y estatico. Cuando tenemos un espacio vacio (es decir, cuando no tenemos materia
ni energia que provoquen presion, densidad, temperatura, campos electromagéti-
cos, etc.) todas las componentes del tensor de energia momento se hacen cero

T = 0. De ésta forma las ecuaciones de campo de Einstein toman la forma

1
G" = R" ~ "R =0. (2.20)
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Observemos que en el vacio, se cumple

1
Gyuw (R“” - 29’“‘”R> =0, (2.21)
1
gu R = SOR =0,
1
R—=4R=0
2 )
R=0,

Asi que las ecuaciones de Einstein en el vacio pueden escribirse simplemente como

R™ = 0. (2.22)

Proponemos ahora un elemento de linea para una simetria esférica, que no de-

pende del tiempo y sin rotaciones (estatico )

ds® = —e*Edt* + " Vdr® + r2do* + 1 sin® 0d¢?, (2.23)

en donde se ha usado la signatura (—,+,+,+), usando las ecuaciones (2.22)

y (2.6) obtenemos un par de ecuaciones diferenciales para eX( vy ) que al
resolverlas nos arrojan la solucion
b
goo = —eX0) = _ (1 + r) ’ (2.24)
P\ !

en donde b es una constante. En el limite newtoniano, la métrica tiene que aproxi-
marse al espacio de Minkowski mas un término extra que representa una pequena
perturbaciéon debida a un pequeno campo gravitacional Collier [2014], esta con-

dicion puede escribirse como

Guv = Ny + h,uua (226)

en donde 7, representa la métrica de Minkowski. Se puede demostrar que hyy =
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20—?, en donde ® = —EM g ¢l potencial gravitatorio newtoniano y asi

r

s (2.27)

2GM
900:—(1— >7

en donde G es la constante de gravitacion universal, ¢ es la velocidad de la luz
en el vacio, M es la masa del objeto macroscopico y r es la distancia desde la
superficie del objeto. Si comparamos la ecuaciéon (2.27) con la ecuacién (2.25)
encontramos el valor para nuestra constante b = —2G M /c?, por lo que podemos

reescribir el elemento de linea dado por la ecuacion (2.23) como
dr?
==

La ecuacién (2.28) es la llamada “métrica de Schwarschild”, y resulta relevante

_2GM

rc2

ds? = — (1 ) Adt* + +r?df* + r*sin® 0dy°. (2.28)

para éste trabajo debido a que fuera de la estrella que vamos a construir, tenemos

que aproximar la solucién numérica a una métrica de éste tipo.

2.4. Formulaciéon Newtoniana de las estrellas TOV

Desde un punto de vista newtoniano, las ecuaciones diferenciales que repre-
sentan a un cuerpo simétricamente esférico, homogéneo, isotrépico en equilibrio

hidrostatico pueden ser derivadas de la siguiente forma
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(a) (o)

Figura 2.1: Cambio de la presion en las capas de una esfera de radio r (a) y
equilibrio hidrostdtico entre la fuerza de gravedad y la fuerza del fluido que quiere
expandirse (b). V. Ramasamy [2012]

Como es comun suponer, supongamos pués, que nuestra esfera esta formada
de muchisimas capas, que se superponen una tras otra. Cada una de éstas tiene
un espesor dr, justo como se muestra en la Figura 2.1. La masa de alguna de

éstas capas sera

dm(r) = m(r +dr) — m(r) = 4nr’p(r)dr, (2.29)
o bien
dn;ir) = 472 po(r). (2.30)

Si consideramos que las fuerzas que interactian por unidad de area tnicamente
son debidas a la gravedad y presiéon, tenemos, ya que éstas son contrarias, que
el sistema no colapsa y se encuentra asi, el equilibrio hidrostatico. Escribamos la
fuerza debida a la gravedad como:

po(r)dr

Fyg=—g(r)po(r)dr = —Gm(r)ﬁ : (2.31)

en donde el signo negativo por supuesto indica que se dirige hacia el centro de la

esfera. Por otro lado la fuerza por unidad de area que resulta de la diferencia de
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presion entre r y dr sera:

dp

5, (2.32)

p(r) —p(r +dr) = —
que puede ser interpretado como un gradiente de presioén, en donde el signo ne-
gativo indica que su direccion es hacia afuera.

Pues bien, la fuerza por unidad de area que se debe a la presion del gas y a la
radiaciéon emitida viene dada por:
Ip

Fy = —5 dr, (2.33)

y por la segunda ley de newton podemos escribir

O%r m(r)po(r)dr  Op
dr— =F,+ F, = - G——————"— — —dr, 2.34
Po o012 g P r2 or ( )
considerando que el sistema no tiene aceleraciéon y cambiando la parcial por la
derivada total, ya que nuestro sistema s6lo depende del radio “r” obtenemos

dp _ Gm(r)po(r)‘ (2.35)

dr r2

Obsérvese que la cantidad dp/dr es siempre negativa, (bajo condiciones de
equilibrio hidrostatico). Esto significa que la presion va disminuyendo a medida
que nos alejamos del centro y asi la densidad y temperatura deben de incremen-
tarse conforme nos movemos hacia el centro del cuerpo esférico. Si definimos al
potencial gravitacional newtoniano como ¢ = —G @, entonces podemos escribir

la ecuacién (2.35) como

Sustituyendo la ecuacién (2.36) en la ecuacién de Poisson dada como VZ¢ =

47Gpy obtenemos

V. <W> = —4nGpo, (2.37)
Po
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que en coordenadas esféricas toma la siguiente forma

1 d (7"2dp

La(rapy o, 2.
r2dr \ po dr) mGpo (2.38)

Las ecuaciones (2.30) y (2.38) L. D. Landau [1959] constituyen dos ecuaciones en
tres variables desconocidas po(r), p(r) y m(r), la tercera ecuacién que necesitamos
es una ecuacion de estado que relacione estas cantidades Oppenheimer [1939];
Tolman [1934] [Vease también A.M. Oliveira and J.C. Fabris [2014]; Velten et al.
2016] ].

2.5. Formulacion relativista de las estrellas TOV

Las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff son una solucién a las ecua-
ciones de Einstein, dadas por la ecuacién (2.18), para un espacio-tiempo esférica-
mente simétrico, estatico y estacionario. Por otro lado la materia esta compuesta

de un gas ideal en equilibrio hidrostatico.

Geometria del espacio-tiempo. Partiendo de la métrica 3+1 dada por la ecuacion
(2.3), y tomando en cuenta las caracteristicas del espacio-tiempo ya mencionadas,

el elemento de linea toma la siguiente forma

2Gm(r)

ds? = —e22qt? + <1 — 5
re

-1
) dr® + r?dQ?, (2.39)
en donde df2, es llamado el diferencial de angulo sélido, que en coordenadas
esféricas y elevado al cuadrado adopta la forma dQ? = sin?0d¢* + d6>. Este
elemento de linea corresponde a un cuerpo simétricamente esférico y estatico, es
decir, que sus componentes no dependen del tiempo (estacionario) y ademés la
métrica es diagonal ya que el vector de killing de tipo temporal es ortonormal a
una familia de hipersuperficies espaciales, ya que la existencia de términos fuera
de la diagonal, no harian invariante la geometria bajo un cambio en la direccion
temporal de ¢ — —t o bien, de manera informal, el cuerpo no rota Carroll [1997].

Se puede obtener el tensor métrico (g,,) y su inversa (¢g"”), que estaran dados
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por las siguientes expresiones:

—e20(r) 2 0 0 0
_ 2Gm(r) -1
o — 0o (1-EmD)y o0 0 |
0 r? 0
0 0 (rsinf)?
76*622‘15("“) O O 0
0 (1-2¢0) o 0
HY = re . 2.40
g 0 0 2 0 (2:40)
0 0 0 (rsinf)—?

Con esto en mente, calculamos los simbolos de Christoffel. (Por comodidad haga-
mos G = ¢ = 1, aunque luego los recuperaremos) denotados por I, el tensor de
curvatura de Ricci (R),,), el escalar de curvatura (R) y el tensor de Einstein (G )

para la parte geométrica, entendiendo que las componentes solamente dependen

del radio, se puede escribir m’ = %—T, p = %, etc. Los simbolos de Christoffel que

no son cero resultan ser:
r = ¢, (2.41)

2
I, = ¢ (1 - m) , (2.42)
rm’ —m
. = 2.43
" r2 —2rm’ (2.43)
1

) = Th= (2.44)
Iy = 2m—rb, (2.45)
[, = sin?0(2m — 7), (2.46)
FZ¢ = —sinfcosb, (2.47)
Iy, = cotf. (2.48)

Con los simbolos de Christoffel, las componentes del tensor de Ricci que no son
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cero resultan ser:

R, = % [(¢//+¢/2) (1 _ 2;”) + <2r— 3':2—7”771/)] |

B = (1) [ mE )

r 73

Rgg = (2r—m)¢' +m' + %7

Ryy = sin?6 <(2T —m)¢' +m' + T) :

Asi el escalar de Ricci estéd dado como:

R [Qm’ N ¢'(3m —2r +rm/) (1_2:’b> <¢//+¢/2)] 7

r2 r2

y las componentes del tensor de Einstein (recuperando G y ¢) son:

2Ge*Pm’
Gy = 2

2 (., mG(1- 2
Grr - 7"<¢ - 7’202 )

2G G

G = 1(¢?+¢") (1= =)+ ¢ (r = ' m)

G,

+ @(mr—m),

G¢¢ = G99 SiIl2 0.

(2.54)

Hasta este punto, el conjunto de ecuaciones (2.55-2.58) son las componentes del

tensor de Eintein que se acoplaran a la materia cuyas ecuaciones se describen

enseguida.

Descripcion de la materia. El tensor de energia momento para un fluido ideal

(isotrépico, sin una tensién cortante, viscosidad o conduccion de calor) estd dado

28



por

T = (po(c® + /%) + p/P)ulu” + pg™, (2.59)
= (p+p/) u'u” + pg", (2.60)
= (poh/c*)utu” + pg"”, (2.61)

endonde h = 2 +e+ [% es la entalpia especifica (entalpia por unidad de masa), pg
es la densidad de masa bariénica en un sistema comévil (reposo), p = po(c?+¢/c?)
es la densidad de energia total, € es la energia especifica interna y p es la presion
hidrostatica. Si consideramos la invariancia del cuadrivector de velocidad, escrita
como u'u”g,, = —c*, podemos escribir el tensor de energia-momento en forma

matricial en términos de la métrica como:

e20()p 0 0 0,
0 1 — 26mlr) 0 0,
™ = ( cir ) » , (2.62)
0 0 D 0,
0 0 0 (rsinf)~?p

ya que el tensor resulta ser diagonal, sera facil pasar de su forma covariante a

la contravariante o visceversa, pongamosla explicitamente

ety 0 0 0
-1
1— 2G'm(r)
7= (1-252) » 0 0 . (2.63)
0 0 r%p 0
0 0 0 (rsinf)?p

Dado el tensor de energia-momento, aplicando las ecuaciones de Einstein dadas
por la ecuacién (2.18), obtenemos:
dm

o= 4mr?p, (2.64)

d¢  (4rr’p+mc*) G
dr 2 —2Gmc2r

(2.65)
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Las otras dos ecuaciones resultan ser cero, asi que necesitamos obtener dos
ecuaciones mas para nuestro sistema de 4 ecuaciones con cuatro incégnitas m(r),
p(r), p(r), ¢(r), para eso usamos la ecuacion de conservacion de energia (V, 7" =
0), la Gnica componente que sobrevive es la componente radial V,T"" = 0, des-

pejando p’ obtenemos
dp 2 /
— =— 2.66
D o+ ), (2.66)
las ecuaciones (2.64), (2.65) y (2.66) son las llamadas ecuaciones de Tolman-

Oppenheimer—Volkoff. Obsérvese que un simple cambio de variable e = a(r),

conduce a cambiar ¢(r) = lna(r), y ¢'(r) = C;/((:)), por lo cual las ecuaciones

pueden reescribirse como:

dm

W = 47TT2P, (267)
1 da (47r3p + mc?) G
- 2.
o dr ctr?2 —2Gme?r (2.68)
dp ) o ) (47r3p + mc?) G
o - = _ . 2.69
dr (pe” +p) o (pe” + 1) cAr? — 2Gmc3r ( )

En donde m(r) es la masa gravitacional dentro del radio r. En el vacio 7" = 0
ym= Miotar-

Lo que necesitamos ahora, es encontrar una ecuacién que relacione la presion p
con la densidad total p, para que nuestro sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas este completo, en éste trabajo utilizamos dos ecuaciones de estado, la

primera de ellas, una “politrépica” !

, es comunmente usada para describir estrellas
de neutrones y enanas blancas, la segunda sera usada para construir estrellas de
quarks y es llamada “MIT bag — model”. La segunda de ellas se desarrolla con

cierto detalle a continuacion.

2.5.1. Modelo “MIT bag — model” para modelar estrellas
de quarks

Este modelo fue propuesto por primera vez por Chodos, Jaffe, Johnson, Thorn,

y Weisskopf (CJJ TW) A. Chodos and Weisskopf [1974] en el MIT y la idea

1Un ejemplo de ecuacién politrépica puede ser consultada en el apéndice B
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principal es encerrar en una bolsa, particulas que obedecen la interaccién fuerte y
obtener, ademas de las propiedades fisicas, una ecuacién de estado que relacione
la densidad de energia por volumen p, con la presion p, éste modelo sin embargo,
es el mas simple, y perdemos alguna informacion, por ejemplo, la densidad critica
a la cual los quarks empiezan a desasociarse de nucleos individuales.

A continuacion se describe con més detalle. Supongamos que una regién del
espacio contiene campos hadrénicos, éstos campos tienen una energia por unidad
de volumen positiva y constante a la que llamaremos “B”. Esta region del espacio
es por comodidad, llamada bolsa (bag), y en ésta se encuentran quarks y gluones.
Desde un punto de vista termodinamico, la bolsa tendria particulas libres, sin
masa, encerradas en una regiéon “R”, y sujetas a una presion externa “B”, las
condiciones de frontera sobre los campos son tales que aseguran que éstos campos
se desvanecen fuera del volumen (V). Por un lado, la energia total del gas estara
dada como:

E=FE.+ BV, (2.70)

donde F, es la energia interna del gas “Energia de radiacion”. Este gas interactia
en la frontera, de forma que permite una interacciéon entre la radiacién (E,) y la
energia de la bolsa (BV), asi la superficie sirve como un medio de establecer un
equilibrio térmico en el gas. Por otro lado, la suma de las presiones que ejerce

cada quark estara balanceada por la presién externa p + B

Y =p+B (2.71)
f

Como el campo interactiia en la frontera, la aproximacion relativista del gas sera
solo valida cuando la longitud de onda de las particulas contenidas dentro de la
bolsa sea mucho mas corta que V=13

Ahora bien, vamos a tomar en consideracién algunos puntos importantes.

A. Chodos and Weisskopf [1974]

a) El campo dentro de la bolsa se comporta en promedio como un gas perfecto
relativista, es decir, que cuando es promediado en el espacio y el tiempo, la

traza del tensor de energia-momento asociado al campo es cero.
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b) El volumen de la bolsa promediado en el tiempo es proporcional a su energia

E = 4B(V), (2.72)

c) B tiene dimensiones (longitud)™ con h = ¢ = 1, y las energfas son expresadas

en términos de m ™!

Resumiendo, diremos que el modelo corresponde a una burbuja de un gas ideal
relativistico dentro de un fluido ideal con una presiéon constante B, el equilibrio
solo es obtenido cuando la presiéon de radiacién del gas es contrarrestada por la
presiéon ejercida por el liquido, en un gas de particulas con masa despreciable, la
presion esta dada como p = %Er /V, en donde E, es la energia de radiacion del

gas. Las ecuaciones que describen al sistema en equilibrio son entonces:

1
p= gEr/V = B, (2.73)
E =E, + BV = 4BV. (2.74)

Por comodidad, la ecuacién (2.70) serd dividida por 1/V, resultando una

densidad de energia

p=3 0 +B, (2.75)
f

en donde p representa la densidad de energia total, p/ representa la contribucién
de densidad de energia de cada quark, y B puede interpretarse como la diferencia
entre la densidad de energia de los quarks que no interactian con los que si
interactian Yazdizadeh and Bordbar [2013].

La condicién de carga eléctrica neutra entre los quarks puede escribirse como

3 4Ky, — > Ki, =0, (2.76)
f L

en donde q]ecl denota el nimero de carga eléctrica de un quark de sabor f, Kp,
y K, son el momento de Fermi de quarks (f) y leptones (L) respectivamente.

Pueden encontrarse los valores asociados en la tabla (2.1).
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Tabla 2.1: Se enlistan las masas aproximadas my y los niimeros de carga eléctrica
(¢f') para los quarks up (u), down (d), charm (c), strange (s), top (t) y bottom

(b)

-

Figura 2.2: Modelo estindar: Predice los elementos bdsicos de los que se forman
todos los elementos, materia y energia del universo conocido, en la parte superior
aparecen las particulas que obedecen la interaccion fuerte, llamados quarks, a cada
uno de ellos se asocia la masa, spin, carga eléctrica y de color, debajo estan las
particulas que obedecen la interaccion débil, llamados leptones, y del lado derecho
se presentan los bosones Galbraith and Burgard [2012]; Tanabashi et al. [2018].

En la Figura 2.2, se presenta al modelo estandar, éste modelo fue propuesto

para explicar las particulas fundamentales, o los componentes de la materia co-
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nocida, compuesta por fermiones (que siguen la estadistica de Fermi-Dirac con
espin semi-entero) y bosones (que siguen la estadistica de Bose-Einstein con espin
entero), de los cuales estaria hecha, toda la demdas materia. Arriba tenemos a los
quarks up (u), down (d), charm (c), strange (s), top (t) y bottom (b), por debajo
estarian los leptones, que son fermiones que no obedecen la interacciéon fuerte,
existen 6 tipos, el electron, el muodn y el tau, con sus correspondientes neutrinos,
éstos cuentan con un espin 1/2 para el caso de los neutrinos y +1/2 para las
demas particulas. Por 1ltimo del lado derecho tenemos los bosones, que son las
particulas encargadas de hacer que los quarks y leptones se relacionen de una
forma o de otra, éstos son los bosones w y z para la interaccion débil, los gluones
g para la interaccion fuerte, los fotones v para la interaccién electromagnéti-
ca y por ultimo, descubierto recientemente, el boséon de Higgs H. A partir de
los quarks up y down, asi como del leptén llamado electron, con los fotones, en
principio podriamos construir toda la tabla periddica de los elementos conocidos
hasta ahora. El quark que presenta mas interés en éste trabajo (ademas del up y
down), es el strange, ya que en principio las estrellas de quarks estarian compues-
tas principalmente de éstos tres tipos, siendo el quark strange sumamente estable.
Tomando en cuenta la energia de los quars strange y top, se suponen estrellas que
son construidas integramente por ellos, un analisis puede ser consultado en las
Figuras 4.8, 4.9, 4.10a y 4.10b.

La contribucién de cada sabor de quark a la presion, densidad de energia, y
conservacion del nimero de quarks puede ser obtenida mediante el potencial ter-
modinamico llamado “Energia libre de Helmholtz” que mide el trabajo realizado

en un sistema cerrado, en donde la temperatura se mantiene constante.

dQ = —SdT — pdV + > p;dN;, (2.77)
J

en donde N; es el nimero de particulas del tipo j y p; es su potencial quimico
asociado, p es la presion, V' es el volumen, S la entropia y T' la temperatura.

A partir de éste potencial pueden obtenerse las siguientes ecuaciones para
la presion (p), densidad de energia total (p) y densidad de masa bariénica (p,)
Alcock et al. [1986]; Farhi and Jaffe [1984]; Glendenning [2000]; Weber [2005]
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vy R e K

p= )
672 Jo VK2 4m3

Kr
F_ Y ! 2 2 2
o= ok [ i [k,

v
ph = 5K (2.78)

en donde el superindice f, hace referencia a los quarks wu,d,s, es decir f =
(u,d,s), my es la masa correspondiente y v; es la densidad de estados dispo-
nibles por energia F, los estados disponibles corresponden al spin y al color, asi
vy = 2(spin) x 3(color) = 6.

Si consideramos a la masa de f = u,d, s, e despreciable con respecto a Ky,
(fermi momenta) las ecuaciones (2.78) pueden ser facilmente resueltas, obteniendo

las ecuaciones:

N 2.79
T (2.79)
povroopr 1
P=giar =5

L - B 7Y
pm_ 671_2# - 7T2/3p ’

en donde hemos usado el hecho de que p puede ser expresada como:

py = /K7 4+m3 f=u,d,s. (2.80)

Utilizando las condiciones propuestas por las ecuaciones (2.71), (2.75) y los
resultados obtenidos en la ecuacién (2.79) podemos escribir una ecuacién de esta-
do que relaciona la presion con la densidad de energia total, conocida como “MIT

Bag model”
1
p= g(p —4B). (2.81)

En donde p es la presion, p es la densidad de energia total,! y B es la energia

por unidad de volumen asociada a la bolsa de quarks. La ecuacién (2.81), es

Lp = po(1+€), en donde € es la energfa interna, y pg es la densidad de masa
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la que vamos a usar en éste trabajo para modelar estrellas de quarks, ésta es
la ecuacion de estado que vamos a anadir al conjunto de las ecuaciones TOV
dadas por las ecuaciones (2.69), para tener un conjunto de cuatro ecuaciones
diferenciales con cuatro incégnitas que van a ser resueltas numéricamente por un
método iterativo Runge-Kutta. Es importante mencionar que éste es el modelo
mas simple, en donde hacemos despreciable la masa e interacciéon de los quarks,
por lo tanto nuestros resultados seran correspondientemente simplificados .Los

resultados pueden encontrarse en el Capitulo 4.
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Capitulo 3

Métodos Numeéricos

3.1. Método Runge-Kutta

Este método es ampliamente usado para resolver ecuaciones diferenciales numéri-
camente, existen diferentes ordenes de runge-kutta de forma explicita e implicita,
sin embargo aqui solamente vamos a describir el “runge-kutta de cuarto orden
clasico”. Para ésto nos vamos a valer de un método muy simple para encontrar la
solucion de un ecuacion diferencial numéricamente, el método de euler, explicado

a continuacion.

3.1.1. Meétodo de euler

Supongamos que tenemos una ecuacién diferencial de primer orden de la si-
guiente forma:
dy(t)

TR y'(t) = f(t,y), (3.1)

dicha ecuacién tiene que ser evaluada en un punto inicial (o, y(to)), quedando
determinado /(ty), que coincide exactamente con la funcién f(tg,y(to)). Para
encontrar el valor de la funcién en el siguiente punto, hacemos una aproximacion
que llamaremos y*(t;), ! en donde t; = ty + At, para un At tan pequeino como

queramos, si calculamos la pendiente entre ambos puntos obtenemos la siguiente

Una aproximacién a la funcién que queremos encontrar y(t;)
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ecuacion
(to + Ato) - y(t0>

ey Y |
y (o) to + Aty — £

y despejando y*(t1) = y*(to + Atp), obtenemos

Y (t1) = y'(to) Aty + y(to),

y ya que conocemos y'(to), Aty v y(to), queda determinado un punto que
aproxima y(t;) dado como y(t;) = y*(t;) + O(At*) en donde O(At?) es un error
que depende de la magnitud de At, para que ambos fuesen iguales, At — 0.
Para calcular y(t5), basta repetir los pasos anteriores usando como punto inicial

(t1,y*(t1)), podemos escribir entonces
Y (ti) = ylt) +y' (L)AL i=1n, (3.2)

cabe senalar que comunmente At; = h, en donde h es una constante, esto quiere
decir que el paso en el dominio es constante, aunque en principio bien podria no
serlo, en éste trabajo vamos a usar un paso constante h para el dominio en todos
los célculos numéricos. Tenemos ahora un método iterativo de primer orden para
encontrar una aproximacion a la solucién de la ecuacion diferencial dada por la

ecuacion (3.1).

3.1.2. Meétodo Runge-Kutta de 4° orden

A grandes rasgos, el método Runge-Kutta de 4° orden clésico, es un promedio
de pendientes en cuatro etapas, éstas pendientes son encontradas utilizando el
método de euler, es decir, se emplea cuatro veces el método de euler para aproxi-
marnos en un orden mayor a la curva de la funcién buscada, dicho ésto, el primer
paso serd entonces utilizar el método de euler, utilizando la ecuacién (3.1) en la

ecuacion (3.2) obtenemos que el primer paso esta dado como !

kv = f(ts, vi), (3.3)

"Hagamos que y = y*, suponiendo que podemos hacer O(At*) = O%(h) tan pequefio como
queramos
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para encontrar el segundo paso, usamos nuevamente el método de euler pero
ésta vez avanzando en el dominio con un paso At = g, y encontrando nuestra
siguiente y; con ayuda del paso anterior ki, (es decir, un nuevo valor para la

funcion y(t) = y;, ayudados por la y(t) = y; encontrada en el primer paso) asi

h h
k2:f(ti+§ayi+kl§)a (3.4)
para el tercer paso, nuevamente avanzamos en el dominio At = g, utilizando ésta
vez, el paso anterior (k)
h h
ks :f(ti+§ayi+k2§)u (3.5)

en el dltimo paso, utilizamos At = h para avanzar en el dominio y k3 para

encontrar nuevamente el valor de y;, asi obtenemos la siguiente ecuacion para ky
ky = f(ti + h,y; + hks), (3.6)

cabe sefialar que hasta ahora, no hemos hecho mas que obtener pendientes, la
siguiente con ayuda de la anterior, dicho ésto solo queda ponderar las pendien-
tes dadas por las ecuaciones (3.3),(3.4),(3.5),(3.6) con un peso adecuado para

encontrar nuestro siguiente punto
1
Yirl = Y; + 6h<k1 + 2]{72 + 2]{33 + k’4) (37)

Queda de mas decir, que es un método iterativo, por lo que al avanzar en el
dominio, el error se va propagando, aunque bien es cierto que resulta un método
poco costoso computacionalmente y eficiente, ya que el error que resulta es del
orden de O*(h).

El error global sera la diferencia entre la soluciéon numérica y la solucién exacta
del problema en cualquier punto del intervalo de integracion, se puede calcular
con la ecuacion

é = gk — On(h),

en donde € es el error global, ¥ es una solucién numérica en donde el paso es

de h, y es una solucién en donde el paso es de h/2 y p es el orden del error, en el
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método Runge-kutta de cuarto orden p = 4 Odria [2007].

3.2. Regla del trapecio

Esta regla es usada para encontrar la integral de una funcién numéricamente,
se usa partiendo a la funcién en intervalos pequenos, y en cada uno de ellos
aproximando la funcién a un trapecio, para encontrar el area bajo la curva del
mismo y después sumando todos los trapecios, se aproxima a la integral buscada,
la manera de hacerlo se presenta a continuacion.

Supongamos que queremos encontrar la integral de una funciéon bien compor-
tada f(x), dividimos a ésta en intervalos constantes h = b — a, para un b > a,
y en cada intervalo aproximamos la funcién a un polinomio de primer orden con

una serie de Taylor alrededor de z.

> f9 (g i
) =3 o =)’ 33)
Definimos 7} como
1= (o) + OO )

en donde 7} representa el primer término de la serie de Taylor, integrando la

funcion aproximada por 7T tenemos

/ab f(x)dz ~ /ab Tidr = /ab (f(a) + f(bl)):i:(a)(x — a)) dx (3.9)
(b —a) (F(a) + )
2

En éste trabajo utilizamos éste método para integrar la densidad de masa en

reposo de las estrellas, dada por la ecuacién (3.21).
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3.3. Datos iniciales para estrellas de neutrones

Podemos describir a las estrellas de neutrones con la ayuda de las ecuaciones
de TOV, dadas por la ecuacién (2.69), para un fluido perfecto y agregando una
ecuacién de estado politrépica p = kp dada por la ecuacion (B.27), haremos ésto
detalladamente de la siguiente manera:

Primero, escribiendo el elemento de linea ds? de las ecuaciones TOV como:

dr?
1 — 2m

r

ds? = —a(r)?dt?® + + 7r2d6? + r*sin? do?, (3.10)

en donde la métrica solo depende del radio r, asumiendo que el gas obedece

inicialmente una ecuacién politrépica

p = Kpp- (3.11)

En el apéndice B presentamos un ejemplo de politropo, y Lattimer and Prakash

[2001] presentan mas ecuaciones de estado.

Tomando las ecuaciones que se derivan del elemento de linea, las llamadas

TOV dadas por la ecuacién (2.69) y haciendo por comodidad ¢ = G =1 obtene-

mos y
d—T = 4nr?p, (3.12)
lda 47r’p+m

- _ Tt 3.13
adr 1% —2mr’ (3.13)

dp o 4rdp +m
ow_ = _ R 3.14
I (p+p)a (p+p)<r2_2mr , (3.14)

tenemos ademas las ecuaciones en unidades geométricas
p=po(l+e), (3.15)
poh = p+p, (3.16)
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en donde pq es la densidad de masa en reposo, € es la energia especifica interna, h
es la entalpia y p es la presion. Es de importancia mencionar que por comodidad
algunas veces usaremos en los cdlculos numéricos una nueva funcién llamada
a(r)? = l_%ﬂ, elegimos ésta funcién debido a que fuera de la estrella, la métrica
adopta una métrica tipo Schwarzschild, y éste es el término que aparece en la
componente temporal y radial de la métrica, ahora bien tenemos que integrar
éstas ecuaciones diferenciales con la ayuda de un método Runge-Kutta ', desde
un radio inicial » = 0 hasta un radio maximo r = R, en donde R, es el radio de
la estrella.

Las condiciones iniciales que vamos a utilizar son las siguientes
1. m(0) = 0, ya que la masa contenido bajo una esfera de radio r = 0 es cero.

2. p(0) = Kp}., donde py. es el valor central de la densidad de masa en reposo,
en todo el dominio sucede que por un lado py = (p/k)"" (ya que estamos
modelando con la ecuacién politrépica), y por otro lado dada una ecuacion
de estado de gas ideal en términos de la energia interna, dada por la siguiente
ecuacion p = (I' — 1)ppe, que despejando ppe = p/(I' — 1), obtenemos,
sustituyendola en la densidad de energia dada por la ecuacion (3.15) dada
como p = po(1+€) = po+ po€, que la fuente de la ecuacién (3.11) estd dada

COIMNo:

p=(p/R)"" +p/(T=1), (3.17)

3. a(0) = ap es un valor central arbitrario dado, debemos también tener en
cuenta que afuera de la estrella, la métrica tiene que ser aproximada a una
métrica estatica, esféricamente simétrica sin algin tipo de material dentro
de ella, o bien, en donde el tensor de energia-momento es cero, ésta métrica
que resuelve las ecuaciones en un campo vacio es la métrica Schwarzschild,

por lo que la condicién en 7 = 7,4, queda dada como a(7ma) = 1/a(rmaz)-

4. El valor de pg. es el pardmetro de entrada que determina la configuracién, y
corresponde al valor central de la densidad de masa en reposo, por supuesto

se sigue que para cada valor de py. una “nueva estrella” puede ser construida.

!'Nosotros usaremos el Runge-Kutta cldsico de cuarto orden
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Debemos hacer aqui, un par de observaciones de importancia, ambas concer-
nientes a puntos indeterminados llamados singularidades. La primera observacion
tiene que ver con el punto en r = 0, ya que las ecuaciones (2.65) y (2.66) son
singulares en éste valor, para resolver el problema, éstas ecuaciones se desarrollan
en una serie de Taylor, y se obtienen ecuaciones que deben ser usadas solo para
pequenos valores de 1, la expansion se realiza alrededor de m=0, entonces se tiene

que

m+ 4mrdp _ m(0) +m/(0)r + 5m"(0)r* + m"” (0)r® + O(r*) + 4mr’p
r2—2mr 12— 2r(m(0) +m'(0)r + Im”(0)r2 + Im(0)r3 + O(r4))
Ampr/3 + 4nrp
Tl 8mpr?/3

(3.18)

Hemos usado aqui la ecuacién (3.12) y la condicién inicial del punto 1. Para
calcular las derivadas en m(r), se puede ver claramente que m(0) = m’(0) =
m”(0) =0y m"(0) = d‘”’;go) = 8mp. Asi las ecuaciones (3.13) y (3.14) se tienen

que reescribir para aproximaciones pequenas de r como:

dp Ampr/3 + dwrp

— = — 3.19

dr () 1 —8mpr?/3 (3:19)
Lda  4mpr/3 + 4rrp (3.20)

adr  1—8mpr2/3
Las ecuaciones (3.19) y (3.20) deben ser usadas numéricamente al menos en el
punto ¢ = Ar, en donde Ar representa la resolucion espacial de la malla. La
segunda observacion tiene que ver con la divergencia de la entalpia especifica,
cuando la densidad de masa en reposo pg tiende a cero, que intuitivamente sucede
cuando nos encontramos en la frontera de la estrella y se extiende al infito y mas
alla, en donde s6lo hay vacio. Esto suele solucionarse fijando un valor minimo
para pg, que puede interpretarse como cierta atmoésfera de polvo, pero lo cierto
es que solo es un artilugio numérico que permite la convergencia y gracias a
éste, sea posible seguir obteniendo valores numéricos para el vacio, llamaremos a
éste valor minimo fijado arbitrariamente pg,,. Ya que el valor resulta arbitrario,

hemos utilizado diferentes valores de pg,, en el codigo, éstas se muestran en la
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Figura 4.1. De esta forma, podemos decir que justo en la superficie de la estrella,
es decir cuando r = Rj, po alcanza su valor minimo (p = paun). Si ahora nos
proponemos calcular la masa de la estrella, debemos tener en cuenta la masa
total, que llamaremos My y que se calcula integrando la ecuacién (3.12) que
depende de la densidad de energia total, asi la masa total para una configuracion
estelar queda determinada como My = m(R;), mientras que la masa en reposo

(Mp) puede ser calculada como una integral de la densidad de masa en reposo pg
1

My =4m | por?a(r) dr. (3.21)
0

3.4. Datos iniciales para estrellas de quarks

Para abordar la construccién de una “estrella de quarks”, vamos a considerar
las ecuaciones TOV descritas por la ecuacién (2.69), y como ecuacién de estado,
vamos a tomar la ecuacién “MIT-bag model”, dada por la ecuacién (2.81) expre-
sada para la densidad de energia total p, explicitamente las cuatro ecuaciones se

escriben como

ﬁ = 47T7°2,0, (322)
lda  (4rr’p+mc®) G
adr A2 —2Gmer’
dp ) o ) (4mr®p + me*) G
dr (pe” +p) a (pe” + ) Ar? — 2Gmc2r
p = 3p+4B.

De manera muy similar, integramos éstas ecuaciones con ayuda de un Runge
—Kutta de cuarto orden desde r =0 a 7,4

Los datos iniciales que vamos a usar, son los siguientes

1. m(0) =0, ya que en el centro de la estrella la masa es cero, igual que en la

estrella de neutrones.

'En éste trabajo usamos la regla del trapecio dada por la ecuacién (3.10) para calcular la
masa en reposo.
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2. p(0) = %43, en donde p., es la densidad central de cada estrella en el

punto inicial p(0).

3. si observamos la ecuacién (2.81), nos daremos cuenta que necesitamos una
restriccion para la densidad de energia total p, ya que la presion p > 0
dentro de la estrella y p = 0 justo en la superficie de la misma, se deduce
que p > 4B.

4. «(0) = ap, un valor inicial arbitrario, de la misma forma que para estrellas
de neutrones, se tiene que imponer una condicion para que fuera de la
estrella, desde que r = Ry, la solucién se aproxime a una soluciéon tipo
schwarzschild, para satisfacer éstas condiciones, si observamos la métrica
TOV dada por la ecuacién (3.10), nos daremos cuenta que necesitamos
igualar la parte temporal, ésto lo hacemos reescalando por una constante,

que satisface que a(Rs) = 1/a(Ry).

5. pe serd un parametro de entrada que determina la configuraciéon de la es-
trella, es el valor central de la densidad de masa en reposo, y cada estrella

construida posee un unico valor.

Debe observarse, que las mismas expansiones de Taylor usadas para estrellas
de neutrones en puntos cercanos a r = 0 son aplicadas aqui , ya que las ecuaciones
aplicadas a estrellas de quarks con respecto a la deformacién del espacio tiempo
! son las mismas y por lo tanto se usan las ecuaciones (3.19), (3.20) por lo menos
en el primer punto de la malla 7o = Ar, donde Ar es la resolucion espacial de la
malla.

También incluimos un valor limite para la densidad de energia total, que apa-
rece justo en la superficie de cada estrella construida p = pum, v para la presion
P = Patm, €ste valor es arbitrario, tan pequenio como queramos, y representa una
atmosfera externa que empieza justo después del radio de la estrella (es decir,
para el siguiente punto en la malla), éste es de gran importancia numéricamente,
ya que nos ayuda a estabilizar la soluciéon, permitiendo la convergencia para un

radio mayor al radio de la estrella » > R, donde R es el radio de la estrella.

! Es decir la ecuaciones que describen el espacio tiempo, llamadas TOV dadas por la ecua-
ci6én (2.69)
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La masa en reposo es calculada segin la ecuacion (3.21)

3.5. Estructura del cédigo

De forma general vamos a presentar un diagrama de flujo que resume el cédi-
go. En el diagrama se presenta la forma en la que esta estructurado el codigo
que construimos para resolver ecuaciones diferenciales con ayuda de un método
iterativo, en nuestro caso el método Runge-Kutta de 4°. Este diagrama puede
consultarse en la Figura 3.5.

Hablemos de como construimos paso a paso nuestro cédigo numérico. Para
comenzar, el espacio tiempo tiene que ser discretizado en un espacio cerrado, a
ésto se le llama malla numérica, en ésta malla es en donde obtenemos los valores
de las funciones integradas numéricamente. La malla se construye dividiendo el
dominio entre la resolucién de puntos N,,, asi Az = z/N,, para un dominio
T € (Tmaz — Tmin), €0 donde Tp,ap Y Tmipn Tepresentan un valor maximo y minimo
respectivamente (representa el intervalo de espacio). Asi, podemos obtener un
valor de x dado como x = X, + 1Ar i =1, Nyp.

Usariamos asi, el mismo principio para construir los puntos en el tiempo, de
forma explicita At = t/Ny, para un dominio t € (tmee — tmin), Sin embargo en
éste trabajo, consideramos estrellas estaticas, y por lo tanto At =t = Ny = 0.

Después de construida la malla numérica elegimos las ecuaciones diferenciales
que vamos a integrar numéricamente, y generamos un dato inicial para el primer
punto de la malla z = xy a un tiempo constante (¢ = ty), en éste punto especifi-
camos su masa, densidad, presion, «, a, y con ayuda del método Runge-Kutta 4°,
obtenemos los valores para los puntos siguientes, hasta que llegamos a un punto
en el cual se cumple que la densidad de la estrella es igual a la densidad atmosféri-
ca, p = Pam, que es justo donde acaba la estrella. Hecho ésto tenemos nuestra
estrella construida, y podemos obtener datos como la presién o la densidad en
cada punto del interior de la estrella.

Lo que hacemos ahora, es comparar muchas estrellas entre ellas, para saber si
cambian su comportamiento cuando la densidad crece, ésto lo hacemos con ayuda
de un ciclo ‘do’, en el que se barre la densidad de masa py desde un valor inicial

poi & uno final pgr, conservando los parametros caracteristicos (x,I', B), justo con
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la finalidad de encontrar los maximos asociados a la estrella, es decir My, R,y
los valores caracteristicos asociados a la estrella ‘maxima’; dados por po., pe v T
que corresponden a la densidad de masa en reposo, la presion y la temperatura

en el centro de la estrella respectivamente.
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Capitulo 4

Resultados numéricos para
estrellas de neutrones y estrellas

de quarks

4.1. Estrellas de neutrones

Efecto de la atmodsfera en los resultados

Un dato importante del que ya hemos hecho mencién, es la atmosfera, re-
presentada en la Figura 4.1. En el trabajo presente, hemos considerado estrellas
estdticas e isotropicas y en donde los puntos fuera del radio de la estrella (de-
notado como Ry), la atmésfera es considerada como vacio, éste vacio puede ser
representado con densidad puim = parm = 0, y empezaria justo pasando la su-
perficie de la estrella, es decir, para puntos posteriores a la densidad y presion
en la superficie de la estrella, p(Rs), p(Rs). Sin embargo es de vital importancia
que numéricamente, éste cero sea representado por un digito lo suficientemen-
te pequenio, con la finalidad de no obtener indeterminaciones. Como se espera
que la atmésfera no afecte los datos obtenidos, hemos hecho una prueba en la
que obtenemos los perfiles para diferentes estrellas con una densidad atmosférica
diferente, graficando después el radio de la estrella contra su masa total, lo im-

portante aqui es que hemos cambiado el valor de la atmosfera, como se ve en la
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Figura 4.1. Un valor demasiado grande de ésta atmdsfera (107°[geo]') modifica
ligeramente los resultados, sin embargo también se observa que los valores con-
vergen, idependientemente de la atmosfera, por lo que para el codigo en general,
hemos utilizado una atmoésfera pu, = 107'%[geo] ~ 6 x 10°[g/cm?], en donde

[geo] representa unidades geométricas A.

20F — Oatm =10-5 Patm=10"10  *Trt Patm = 1015

1.8

e ———

le

12

10

M[Mo]

08

0.6

0.2

l l l |
6 8 10 12 14 16 18

R[km]

Figura 4.1: Esta Figura representa cudl es la masa total de una estrella dado
su radio mdximo respectivo,dado que el valor de prioor se supuso arbitrario, se
comparan 3 valores de paty (107°[geo], 10719 geo], 107 %[geo] ) para visualizar como
influye en el codigo, los valores utilizados para todas las grdficas son k = 100,
=2

Prueba del cédigo

La Figura 4.2 reportada por Guzmén et al. [2012], contiene una solucién inicial
en el espacio a un tiempo fijo de los parametros p, p, a y a, ésta solucion espacial
estd dada para una estrella con densidad central fija p. = 0.42[geo] = 2.52 X

10'[g/cm?], con pardmetros I' = 2 y k = 1. Como mencionamos en el capitulo

La notacién [geo] se emplea para designar unidades geométricas. Se puede consultar el
apéndice A para mas informacién
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(3.3), se espera que la densidad y la presién sean maximas en el centro de la
estrella, asi como también es esperado que « y a tiendan a uno para un espacio
de Minkowsky, es decir, para una distancia mayor al radio de la estrella (espacio
vacio). Los valores obtenidos para ésta estrella de neutrones asociada con la Figura

4.2 se muestran en la tabla (4.1).

Tabla 4.1: Valores para la estrella de neutrones correspondiente a la Figura 4.2

Pardmetro de la estrella valor Unidades
M, 0.1616 M,
Ry 1.040 Km
Pns 2.594 x 107 g/cm?
Ts 4.569 x 102 Kelvin
Prs 1.089 x 10'7 g/s*cm?
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Poc = 0.45[geo], k=1, =2

1.8
1.6 ) )
1.4}
1.2}
0 1 2 3 4

Rlgeo]

Figura 4.2: Esta grdfica muestra como varian la densidad de masa en reposo py,
la presion p y los parametros definidos o y a con respecto al radio de la estrella.
Por un lado los valores iniciales usados son I' = 2, k = 1, po. = 0.42[geo] =
2.6 x 10'[g/cm?] y a. = 0.5, por otro lado los resultados para el radio, la masa
total y la masa en reposo son en ese orden: R,s = 0.7038[geo] = 1.04[Km],
M,s = 0.1616[ M), Mo = 0.1770[M)]

Tomamos ahora el punto critico que aparece en la Figura 4.4, es decir, cuan-
do el radio de la estrella R, = 11.25[Km| y la masa de la estrella M, =
1.6372[ M), que corresponde a una densidad central py. = 0.0032[geo] = 1.97 X
10%[g/cm3], y con ésta densidad central obtenemos los parametros p, o, a 'y po.
Los valores asociados a éste célculo pueden encontrarse en la tabla (4.2), con la

correspondiente Figura 4.3.
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Tabla 4.2: Valores para la estrella de neutrones con una densidad central py. =
0.0032[geo] = 1.97 x 10'[g/cm?] correspondiente a la Figura 4.3

Pardmetro de la estrella valor Unidades
M2 1.6372 M
R 11.25 Km
Prs2 1.976 x 10 g/cm?
T2 3.481 x 10'2 Kelvin
Prs2 6.325 x 104 g/s*cm?

1.8 Poc = 0.0032[geo], k=100, =2

Lel — plpc — a

— plpc —— @

1.4}

1.2}

1.0

0.8f

0.6

0.4r

0.2

0.0 25 50 7.5 100 125 15.0
Rlgeo]

Figura 4.3: Esta grafica muestra como varian la densidad de masa en reposo pg, la
presion p y los parametros a y a con respecto al radio de la estrella. Es importante
senalar que ya que los valores de p y p son muy bajos, éstos han sido reescalados
para que aparezcan en la grdafica como p/pe, p/pe, los valores iniciales usados son
['=2, k=100, po. = 0.0032[geo] = 1.97 x 10*%[g/cm?] y a. = 0.5, por otro lado
los resultados para el radio y la masa total son: Ry, = 7.622[geo] = 11.25[Km),
Mo = 1.637[Mg)]
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=2,k=100

= Masa en reposo - Masa total ® punto crftico
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Figura 4.4: Diagrama en donde se muestra la variacion de la masa total y en
reposo, M, My con respecto a la densidad central py.. Usando valores k = 100,
[' = 2, se observa que la masa total alcanza su mdzimo en M = 1.637[My], con
un radio mdzximo R = 7.584[geo| = 11.25[Km)|, utilizando una densidad central
poc = 3.2 x 1073 = 1.94 x 10"[g/cm?]

En la Figura 4.4 | hacemos un barrido de la densidad central contra la masa en
reposo y total para estrellas de neutrones, ésto quiere decir que cuando se asigna
una densidad central, una estrella alcanza su masa respectiva, para otra estre-
lla con otra densidad central, tenemos una masa respectiva diferente, el punto
critico se ubica cuando se alcanza el maximo de la masa, entre las ramificacio-
nes de estrellas estables e inestables. Aquellas configuraciones a la izquierda del
maximo son estables y las que se encuentran a la derecha inestables. Esto implica
eventualmente que las configuraciones de las estrellas que se encuentran en la
rama inestable, deberan colapsar a un agujero negro. El hecho de que la masa
en reposo tenga un valor mas alto que la masa total indica que el sistema estd

gravitacionalmente atado.
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4.2. Estrellas de quarks

En ésta secciéon nos vamos a centrar en describir a las estrellas de quarks, con
ayuda de las ecuaciones (3.23) integradas por un Runge-Kutta, vamos a estudiar
las propiedades tales como la masa y el radio maximo que pueden alcanzar, ésto
es de importancia para nosotros, ya que utilizando ésta base, vamos a poder
compararlas con las estrellas de neutrones observadas con ondas gravitacionales
Abbott et al. [2017]; Lattimer [2012] y asi, tratar de determinar un rango en el
que las estrellas de quarks podrian ser observadas.

Vamos a empezar construyendo una configuracién inicial para una estrella de

quarks (Figura 4.5), como hicimos con las estrellas de neutrones.

poc = 0.0032[geo], B =82.41[MeV]

1.8
1.6} TPl T a@

—— PIpc T 2
1.4

1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

0 2 4 6 8 10 12
Rlgeo]

Figura 4.5: Esta grafica muestra como varian la densidad de masa p, la presion p
y los parametros definidos o y a con respecto al radio de la estrella. por un lado los
valores iniciales usados son B = 82.41[MeV], po. = 0.032 = 1.976 x 10'°[g/cm?]
y o = 0.5, por otro lado los resultados para el radio y la masa total son: Rys =
6.39[geo] = 9.43[Km|, M s = 1.637[Mg].
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En la Figura 4.5 representamos la variacion de la densidad de masa total p,
la presion p y los parametros definidos « y a con respecto al radio de la estrella,
un equivalente a los datos iniciales para estrellas de neutrones representados en
la Figura 4.3, es importante sefialar que se han usado en ésta ocasién unidades
geométricas para que todas las cantidades fisicas puedan ser graficadas juntas,
la densidad de energia B = 82.41[MeV] se eligié para que la masa total de la
estrella de quarks M, = 1.637[M] aproximara el valor de la masa total en la
estrella de neutrones Mo = 1.637[M], aunque se aprecia que el radio en ésta
estrella R,s = 6.39[geo] = 9.437[K'm| es menor en comparacion con la estrella de
neutrones R, = 7.62[geo] = 11.25[K'm|. Ahora bien, los datos obtenidos para

la estrella de quarks se muestran en la tabla (4.3).

Tabla 4.3: Valores maximos para la estrella de quarks asociados a la Figura 4.5

Parametro de la estrella Valor Unidades
My 1.637 Mg
Rys 9.437 Km
Pas 1.976 x 10%° g/cm?
Tys 3.328 x 101 | Kelvin
B 82.41 MeV
Dys 4.630 x 10" | g/s?cm?
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(b) variacién de la densidad central contra el radio para diferentes
valores de B

Figura 4.6: Estas graficas muestran como varia la densidad central contra el radio
y la masa de las estrellas de quarks construidas numéricamente, las franjas de
color naranja y azul-verde del inciso 4.6a representan los valores minimos y mdxi-
mos de la masa para estrellas de neutrones reportados por Abbott et al. [2017];
Rezzolla et al. [2018]. La franja azul del inciso 4.6b representa la acotacion para
el radio de estrellas de neutrones reportado por Most [2018].
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En la Figura 4.6a, se muestra como varia la densidad central con respecto a la
masa total de una estrella, es un andlogo a la Figura 4.4, pero ésta vez hacemos
variar la densidad de energia B del modelo de la bolsa del MIT para estrellas de
quarks, en lugar de la xk y I' de la ecuacion politrépica para estrellas de neutrones.

En la Figura 4.6b observamos como cambia el radio de la estrella con respecto
a la densidad central usando B constante, se nota que hay un radio maximo
correspondiente para cada B, lo que esta de acuerdo con la Figura 4.6a, también
se observa una franja de color azul, ésta franja representa el radio de Rezzolla,
12.00 < R[km] < 13.45 Most [2018], una constriccién para el radio en el cudl
caen las estrellas de neutrones con una masa aproximada de 1.4[M].

Es importante hacer la aclaraciéon de cémo y porque se han tomado éstos
datos. Primero construimos una estrella con datos iniciales y parametros fijos de-
terminados por el capitulo (3.4), un pardmetro importante es la densidad central
de masa, asi, para cada densidad central una estrella es construida, ésta estre-
lla alcanzara un radio y una masa total determinadas R.sreie = Riotat = R,
M osiretia = Miotay = M,, ahora hacemos un barrido sobre la densidad de masa
central po. y obtenemos las masas y los radios totales de todas las estrellas que
construimos con cada densidad central, ahora se repite el mismo proceso para una
densidad de energia diferente B. Justamente ésto es representado en la Figura
4.6.
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Figura 4.7: variacion del radio de una estrella con respecto a la masa total para
diferentes valores de B.

En la Figura 4.7, analizamos la variacién de la masa total con respecto al
radio , con el pardmetro B constante, ésto lo hacemos usando diferentes valores
de la constante de la bolsa para estudiar como se comporta. Pueden observarse
ademds dos bandas, una superior de color naranja y una inferior de color azul,
éstas bandas han sido escogidas como los limites de masa superior e inferior que
puede alcanzar una estrella de neutrones basados en la literatura Rezzolla et al.
[2018], hemos elegido limites para estrellas de neutrones, ya que las estrellas
de quarks, en principio, deberian ser mas compactas y por lo tanto entrar en
un rango limite disenado para estrellas de neutrones, los cuales varian de una
masa inferior 1.17 < M,,;, < 1.6 Abbott et al. [2017] a una masa superior de
2011057 < Mipae < 2.16701% Rezzolla et al. [2018]. !

'Los limites inferiores de éste rango provienen de las observaciones para pilsares.
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Figura 4.8: valores de radios y masas mazximos correspondientes a la Figura 4.7.

En la Figura 4.8 se toman los valores de radios y masas maximos para cada
densidad de energia B correspondientes a la Figura 4.7, éstos valores junto con
otros maximos asociados pueden encontrarse en la tabla (4.4).

Hemos incluido los valores para la masa del quark strange en unidades de
[MeV], ésto con la finalidad de observar que pasarfa si una estrella estuviera
hecha de quarks, normalmente éstos valores son m, = mg = 5[MeV] y ms =
130[MeV] Torres and Menezes [2013], pero Peng et al. [2000] propone valores de
m.,, = b[MeV],myg = 10[MeV] y ms = 80 ~ 90[MeV], donde m,, mg, ms son las
masas de los quarks up, down y strange respectivamente. En éste trabajo vamos a
utilizar un valor de my = 95[MeV], m, = 2.2[MeV], mq = 4.7[MeV], de acuerdo
con el modelo estandar .

Asi, podemos estudiar las caracteristicas que ésta tendria si estuviera contrui-
da integramente de quarks strange, cabe mencionar que también podria contener

quarks up y down, ya que la masa de éstos se consideraria relativamente despre-

1Las caracteristicas de las particulas del Modelo Estdndar pueden consultarse en la Figura
2.2.
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Figura 4.9: En ésta grdafica se muestra como cambia la temperatura central de las
estrellas de quarks segun las masas mdximas alcanzadas.

La Figura 4.9 muestra la temperatura maxima alcanzada para cada masa
méxima, segun la ecuacién (B.29) aunque podria pensarse que tiene una varia-
ciéon considerable, segiin el orden de magnitud, notamos que mas bien parece

mantenerse constante, tomando el hecho de que
1 grado Kelvin = 8.621738 x 10~°eV/ (4.1)

los valores obtenidos en la Figura 4.9 oscilan alrededor de 1 x 10?[MeV], que
es una temperatura a la cual se asume una transiciéon de estado de quarks ligeros
semilibres a mesones y bariones Witten [1984], es de importancia senalar que los
valores para la temperatura son centrales, es decir, son validas en el centro de la

estrella en donde tomamos valores para la densidad y la presion centrales fijos,

PcY Pe-
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Figura 4.10: En éstas grdficas se muestra como cambia el radio y la masa de las
estrellas de quarks segun las densidades de energia B
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las Figuras 4.10a y 4.10b muestran como cambia la masa y el radio maximos
para cada densidad de energia B, se puede apreciar que la relacion no es lineal,
y que cada vez se necesita una mayor cantidad de energia B para hacer mas

compacta a la estrella.
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Figura 4.11: En ésta grdfica se muestra como varia el factor de compacticidad
q = M[Mg]/R[km| con respecto a la energia de ligadura BE/M = 6q/5(2 — q)
propuesta por Lattimer and Prakash [2001].

La energia de ligadura representa la energia que se necesita para incorporar
o separar n bariones, si la masa bariénica es m; , La energia de ligadura sera
simplemente BE = nmy — M en unidades de masa.

En la figura 4.11 se muestra una relaciéon entre la compacticidad para los
maximos de las estrellas construidas contra la energia de ligadura, observamos
que la mayoria de las estrellas caen dentro de los rangos dados por las franjas
verde—azul y naranja, pero no es asi para el quark strange. Sin embargo la energia
de ligadura por si sola, proporciona informaciéon limitada acerca de la estructura
estelar Lattimer and Prakash [2001].
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Tabla 4.4: valores maximos alcanzados por las estrellas determinados por la cons-
tante B.

M[Mg.,] | RIKm] | p x 10'%(g/em?) | T, x 10'*(K) | B [MeV]
2.503 13.65 1.269 3.383 36.996
2.349 12.81 1.436 3.380 41.999
2.220 12.10 1.615 3.385 46.999
2.175 11.84 1.699 3.394 48.999
2.162 11.78 1.709 3.403 49.500
2.153 11.73 1.722 3.387 49.999
2.132 11.62 1.750 3.384 50.999
2.111 11.51 1.783 3.382 51.999
2.017 10.98 1.980 3.396 56.998
2.010 10.95 1.971 3.399 57.301
1.981 10.802 2.029 3.907 59.00
1.933 10.52 2.178 3.408 61.999
1.860 10.12 2.352 3.407 66.999
1.794 9.78 2.484 3.389 71.998
1.735 9.44 2.683 3.399 76.998
1.682 9.16 2.824 3.387 81.998
1.633 8.90 2.992 3.386 86.998
1.603 8.74 3.093 3.398 90.001
1.591 8.67 3.144 3.905 91.50
1.588 8.65 3.184 3.392 91.998
1.561 8.53 3.182 3.870 95.0017
1.508 8.22 3.504 3.384 101.999
1.439 7.84 3.889 3.396 111.999
1.235 6.78 4.895 3.315 152.000
1.222 6.66 5.314 3.395 155.002
1.201 6.54 5.537 3.402 160.502
1.174 6.52 4.941 3.217 167.000
1.170 6.38 5.769 3.390 169.003
1.157 6.31 5.895 3.394 173.003
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Hasta aqui, hemos construido y determinado las propiedades principales de
una estrella de quarks con simetria esférica, isotrépica y estatica, y con la ayuda
de la integraciéon numérica, hemos encontrado propiedades interesantes, que pue-
den ser consideradas de forma modesta para establecer un rango en el cual las
estrellas de quarks pueden ser encontradas (si es que existiecen), a continuacion
se presentan las conclusiones de éste trabajo, primero de forma general y luego

resaltando los puntos mas importantes.
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Capitulo 5

Analisis y conclusiones

Integrando las ecuaciones diferenciales de Tolman-Oppenheimer-Volkoff con
ayuda de un método Runge-Kutta de 4° orden, hemos estructurado parametros
como la presién p, la densidad de energia p, densidad de masa py, parametros
geométricos a y «, asi como la masa en reposo y total My, My para construir
una estrella de quarks estatica, con simetria esférica e isotropica. Después, hemos
hecho un barrido sobre la densidad central de muchas estrellas, y hemos encon-
trado relaciones entre los parametros maximos alcanzados como el radio de la
estrella Rypiqr, su masa Mg v la temperatura 7', tanto para estrellas de neutro-
nes usando la ecuacién (B.27), como para estrellas de quarks (2.81). Este barrido
lo hemos hecho porque nos interesan saber los valores maximos alcanzados para

una configuraciéon con el parametro B fijo, los resultados pueden consultarse en
la tabla (4.4).
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Tomando en cuenta la Tabla (4.4), observamos que para un rango de 37[MeV] <
B < 173[MeV] obtenemos valores para la masa en un rango de 1.15 < My <
2.5, vy valores para el radio de la estrella de 6.31 < Ry < 13.6, Estos va-
lores son puramente tedricos, pero si queremos hacer una comparacién con la
literatura, encontramos que Abbott et al. [2017] encuentra un limite de masa
inferior basado en observaciones de ondas gravitacionales para estrellas binarias
de 1.17 < M, < 1.6, y Rezzolla et al. [2018], predice una masa superior para

estrellas de neutrones alrededor de 2.0170% < M4, < 2.167011 ademds de un

radio superior de 12.00 < R[K'm] < 13.45, Most [2018]. Si consideramos que
las estrellas de quarks que construimos tienen una masa igual a las estrellas de
neutrones, el radio de nuestras estrellas variaria segiin las siguientes relaciones
6.38 < Ryin[Km] < 8.74, 10.95 < Ry4.[K'm] < 11.78 para rangos de la densidad
de energia de la bolsa 90 < B, [MeV] < 169 v 49.5 < B[ MeV] < 57 respec-
tivamente, en donde a B = 169 le corresponde el radio menor y masa menor, y a
B = 49.5 le corresponde el radio y masa mayor.

También es importante decir que el radio promedio de Rezzolla Most [2018]
para una estrella de neutrones con una masa de 1.4[My], es R = 12.39[K'm],
en éste trabajo obtuvimos que para una masa de la estrella de quarks de M =
1.43[M], le corresponde un radio de R = 7.84[K'm] con una energia de la bolsa de
B = 112[MeV]. Es importante aclarar que hemos utilizado valores para estrellas
de neutrones dados por Abbott et al. [2017]; Lattimer [2012]; Most [2018]; Rezzolla
et al. [2018] para construir cotas en las que deberfan estar nuestros resultados.

Por otro lado si analizamos la ecuacion M IT (2.81), observamos que la presién
disminuye mientras la constante de energia B aumenta, aunque ésta relacion
no es inversamente proporcional, esto puede entenderse intuitivamente ya que
la constante B, como se dijo anteriormente, podria representar una presion del
exterior que actiia sobre la bolsa de quarks, por lo tanto la masa y el radio
alcanzado por la estrella van a ser menores, pero si observamos su densidad,
notamos que ésta aumenta conforme la densidad de energia B es mayor.

En las Figuras 4.6 y 4.7, se muestra que existe un valor maximo asociado al
radio y la masa total Ryoa1, Miorar- Las configuraciones estables estaran por debajo
de M;ya1, v después de ésta masa, apareceran las configuraciones inestables, que

inevitablemente colapsaran a un agujero negro si son perturbadas, tal como sucede
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con las estrellas de neutrones Guzman et al. [2012]. Observamos ademds en la
Figura 5.1 que las observaciones para masas de sistemas binarios de estrellas
de neutrones reportadas por Lattimer [2012] rondan alrededor de 1.4[Mg], que
corresponde a una densidad de energia de la bolsa de B = 110[MeV], que resulta
casi igual a la suma de la energia del quark strange, up y down.

Un resultado importante y curioso es el correspondiente a la Figura 4.5, en
donde se intenta emular un resultado conocido para estrellas de neutrones reporta-
do por Guzman et al. [2012], a grandes rasgos, para estrellas de quarks obtenemos
una masa de la estrella M, = 1.637[M] y un radio total de R, = 9.43[K'm/|, mien-
tras que para estrellas de neutrones el radio y la masa total son respectivamente
M, = 1.637[Mg], Rs = 11.25[K'm/], lo que nos dice que nuestra estrella de quarks
tiene un radio mas pequeno en comparacion con la estrella de neutrones cuando
ambas tienen la misma masa, la energia que se necesita para “fabricar” dicha
estrella es del orden de B = 82.41[MeV], que resulta ser un rango aceptable que
entra dentro de la franja de estrellas que pueden ser construidas conforme a las
comparaciones realizadas con estrellas de neutrones, dicho rango para B varia de
49.5[MeV] < B < 169[MeV]. Notamos también que se necesita una mayor can-
tidad de energia B para hacer mas compacta a la estrella y ésta relacion resulta
no ser lineal, justo como se muestra en las Figuras 4.10a y 4.10b.

Los resultados principales de éste trabajo se enumeran a continuacion

1. Mientras la constante de la bolsa “B” aumenta, la masa y el radio dismi-

nuyen, esto es debido a que la constante actiia como una presion exterior.

2. La temperatura 1" en el centro de la estrella aparece como una variable lo
suficientemente constante del orden de 102 K —102M eV, tanto para estrellas
de neutrones como para estrellas de quarks, sin importar los pardametros I'

y k para estrellas de neutrones, ni la constante B para estrellas de quarks.

3. Si hacemos una comparacion con las estrellas de neutrones observadas con
ondas gravitacionales (franja azul-verde de la Figura 4.8), las estrellas de
quarks que construimos son mas compactas, alcanzando radios de 6.38 —
8.74[K'm] para valores de la constante de la bolsa de 169 < B[MeV] < 90.

4. Si la estrella de quarks estuviese formada integramente del quark strange,
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up y down, ésta alcanzaria una masa aproximada de M = 1.561[M] con un
radio aproximado de Ry = 8.53[Km]|, tomando la masa del quark strange,
up y down como my = 95[MeV], m, = 2.3[MeV], mg = 4.8[MeV] !, éste
es un rango que esta dentro de los parametros aceptados para estrellas

observadas con ayuda de ondas gravitacionales Abbott et al. [2017].

Es importante resaltar el hecho de que nuestro modelo asume que las estrellas
construidas tienen simetria esférica, con una métrica estatica, materia isotrépica
y en equilibrio hidrostatico, el siguiente paso seria analizar casos en los que la
estrella es hibrida (es decir, que contengan quarks en el interior y neutrones en el
exterior), con rotacion, y asigndndole un campo magnético tan caracteristico de
las estrellas de neutrones (pulsares) que evoluciona en el tiempo, ademés de usar

EoS que describan la materia nuclear mas sofisticadas.

1 Estos valores son tomados del modelo estandar, representado en la Figura 2.2
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Apéndice A

Sistemas de Unidades

En relatividad general se suelen usar unidades geométricas, ésto quiere decir
que hacemos ¢ = G = h = K =k, = 1 en donde c es la velocidad de la luz en el
vacio, G es la constante de gravitacién universal, K es la constante de coulomb,
h es la constante de planck dividida entre 27 y k; es la constante de boltzmann
para los gases ideales, a partir de éstas unidades podemos expresar la presion,
energia, longitud etc, a éstas unidades también se les conoce como unidades de
Planck o unidades geométricas [L. Rezzolla, 2013]

A continuacion se detallan las conversiones al sistema de unidades cgs

c = 2.99792458 x 10*cms™! (A1)

para la constante de gravitacién
G = 6.67384 x 10 %cm?g 572 (A.2)
Los segundos y los gramos del sistema “cgs” pueden escribirse como

1 s =2.99792458 x 10" <1> cm (A.3)
C
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2
1 g = 7.42565 x 102 (CG> cm (A4)

La masa puede expresarse como
M = nM (A.5)
en donde n es un nimero real.
M, = 1.9884 x 10%g (A.6)

si llamamos el radio gravitacional a r, = GM/c?, podemos expresar el sistema

cgs como
lem = 6.77269 x 107° (Aj\?) Ty (A.7)
s = 2.03040 x 10° C) (%) Ty (A.8)
lg = 5.02916 x 103 <CG2> <Aj\§9> T (A.9)

Ahora vamos a escribir las conversiones entre el sistema cgs y el sisteme
geométrico para la distancia d, el tiempo ¢, la masa m, la frecuencia f, la velocidad

v, densidad de masa p, presion p y luminosidad L.

M,
degs = 147651 x 10° (M@) dgeo (A.10)
M
tegs = 4.92513 x 10~ % (M@) tgeo (A.11)
G\ (M,
Megs = 1.9884 x 10% (CQ) (MQ) Mgeo (A12)
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I\ /M
Fogs = 2.03040 x 10° (C) <M@) Foeo (A.13)

1
Vegs = 2.99792458 x 10" <C> Vgeo (A.14)
17 M@ 2
Pegs = 6.17714 x 10 <2> (M) Pgeo (A15)
38 G M@ 2 A
Pegs = 5.55173 x 10 <c4) (M) Pgeo ( 16)
g
Legs = 3.62849 x 10™ <05) Lgeo (A.17)

En donde el subindice cgs (centimetro-gramo-segundo) y geo (geométrico) se
refiere al sistema de unidades usado.

Hablando de las unidades de la constante de la bolsa B en la ecuacién de
estado MIT bag model, podemos obtenerlas de la siguiente forma.

Es conocido el hecho de que he = 197.3MeV f,,, sin embargo, si hacemos
hc = 1 obtenemos que 1f,, = 1/197.3MeV !, ademds sabemos que las unidades
de la constante de la bolsa son [B] = [p] = [E/V] = MeV/f,,* 6 [B] = [P] =
kg/ms?, que son unidades de densidad de energia o de presiéon. As{ tenemos que
[B] = MeV/ f,* = (197.3)3MeV*, sacando raiz cuarta de ambos lados obtenemos
que las unidades para la constante son [B]'/* = MeV.

Por comodidad en éste trabajo se omite la raiz cuarta cada vez que se habla

de la constante de la bolsa B.

73



Apéndice B

Ecuacién de estado de un gas
ideal para modelar estrellas de

neutrones

Una ecuaciéon de estado ampliamente usada para representar a una estrella, es la
ecuacion de estado politrépica, en donde no hay intercambio de calor ni de masa
(isentrdpico). Una forma de obtener dicha ecuacion es la siguiente Horedt [2004]

Escribamos la primera ley de la termodinamica, un ley de conservacién en
la que el calor suministrado a un sistema es igual al trabajo que realiza mas un

incremento en la energia interna, escrita como
dQ) = dU + dW = dU + pdV. (B.1)

Notese que si consideramos un volumen especifico (volumen por unidad de

masa m = 1), la ecuacién (B.1), puede ser escrita como

d
dQ = dU — ppm (B.2)

2
0
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ya que dV = d (1/po) = —dpo/po°.

Aqui d@ representa un cambio infinitesimal en el calor, dU denota un cambio
inifinitesimal en la energia interna y dV un cambio infinitesimal en el volumen,
p es la presién hidrostatica y pp es la densidad de masa en reposo. Definamos
el calor especifico, como la cantidad de calor por unidad de masa m = 1, que
debemos suministrar a un sistema termodinamico para cambiar 1 grado Kelvin
su temperatura. Escrito como

dQ)

en donde C' = % es la capacidad calorifica y dT" es un cambio infinitesimal en
la temperatura, ya que éste puede cambiar de muchas maneras, normalmente
se especifica un parametro que permanece constante mientras el otro cambia,
por ejemplo, la ecuacién (B.4) indica un calor especifico considerando la presién

constante, y la ecuacién (B.5) indica el calor especifico a volumen constante.

o (). -

dQ
Cy = (ﬂ)v . (B5)

La ecuacion de estado para un gas ideal puede ser expresada como
PV = RT/p, (B.6)
o bien

p = RpoT/p, (B.7)

en donde R = 8.3144598(48) [J K 'mol™!] es la constante de los gases ideales, p
es la presion, T' la temperatura, V' es el volumen, y p es la masa molar del gas
(la masa en reposo de las particulas libres por mol). Utilizando la primera ley de

la termodindmica dada por la ecuacion (B.1), podemos escribir la ecuacién (B.5)
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CcOo1mo

dQ dUu
B e 2 B.
o (dT)V " (B.3)
ya que pdV = 0 por considerar el sistema a un volumen constante.

Derivando la ecuacién (B.6)
Vdp + pdV = RdT/ u, (B.9)

e introduciéndola en la primera ley de la termodinamica dada por la ecuacion
(B.1) obtenemos

dQ = dU + pdV = dU + RdT/uu — Vdp, (B.10)

con la ayuda de la ecuacion (B.4) podemos obtener una ecuacién para el calor

especifico a presién constante

dQ\  dU
cp = <dT>p—dT—|—R/,u—cV+R/,u. (B.11)

Para obtener la ecuacién politrépica con un calor especifico constante (¢ =
const), basta con sustituir las ecuaciénes (B.8) y (B.3) en la ecuaciéon (B.1) y
(B.2)

dQ = cdT = cydT + pdV = cyydT — RTdpo/ po, (B.12)

o bien gracias a la ecuacién (B.11), tenemos que R/u = ¢, — ¢y, y obtenemos la

siguiente ecuacion

dT d
(c— cv)? = (cy — cp)ppoo, (B.13)

integrando la ecuacién diferencial dada por la ecuacién (B.13) obtenemos

cp=ev

Tpo =°v = constante. (B.14)
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Por convencién se define el indice politrépico de un gas perfecto (n) como

n=(cy —c)/(c, —cv), (B.15)

sustituyendo la ecuacién (B.15) en la ecuacién (B.14) y con la ayuda de la ecuacion
de estado (B.6) y (B.7) se pueden escribir 3 ecuaciones equivalentes que gobiernan

un proceso politréopico

Tpo ' TV = constante, (B.16)

ppo " o pV i = constante, (B.17)

pT '™ = constante. (B.18)

De las ecuaciones (B.16) y (B.17) es obvio que n = —1 implica p = constante

(proceso isobérico). De la ecuacion (B.18), se observa que T' = constante si
n = +oo (proceso politropico isotermo). Si reescribimos la ecuacion (B.18) como
T "py x T~™/V = constante, observamos que si n = 0 tenemos py x 1/V =
constante. Entonces ocurre un proceso isométrico (V' = constante) o isopicnico
(po = constante).

Se define el exponente politrépico de un gas perfecto como
I = (6 — )/ (es — o). (B.19)

y tomando en cuenta la ecuaciéon (B.15), el indice politrépico de un gas perfecto

puede ser definido como
n=1/T"=1);I"=1+1/n, (B.20)

Solo para un gas perfecto adiabédtico y en un proceso reversible (proceso isentrépi-
co) en donde se cumple ¢ = dQ/dT = 0, tenemos que I' ="y n = 1/(I' — 1).

7



Asi las ecuaciones (B.16)-(B.18) pueden ser reescritas como

U o pV! = constante, (B.21)

pPo
pT™/ =0 = constante,
Tpélfr) o TV = constante,

(I'=T"=1+1/n;S = constante).

Cabe destacar que un gas perfecto adiabatico es siempre isentrépico, ya que
los procesos disipativos se encuentran excluidos por definicién. Usando la de-
rivada logaritmica en las ecuaciones (B.6) y (B.7), podemos escribir la pre-
sién explicitamente en términos de la densidad y la temperatura como dp/p =
dpo/po + dT/T, o bien podemos reescribir la ecuacién (B.13) bajo la forma equi-
valente (cy — ¢)dp/p = (¢, — ¢)/dpo/po y (¢, — cv)dp/p = (¢, — ¢)dT /T, éstas
ecuaciones en conjunto con la ecuacién (B.13) pueden ser usadas para definir el

exponente politrépico de la ecuacién (B.19) de las siguientes formas

I = dinp/dinp, = —dinp/dInV, (B.22)
/(T —1) = dinp/dInT,
I — 1 =dInT/dinpy = —dInT/dInV.

Usando las definiciones dadas por las ecuaciones (B.20) y (B.23) el indice po-
litropico de un gas perfecto puede ser definido por una de las siguientes tres

ecuaciones

1+ 1/n =dlnp/dinpy = —dinp/dInV, (B.23)
1+ n=dlnp/dinT,
1/n = dinT/dlnpy = —dInT/dInV.

De la ecuacion (B.17) obtenemos la ecuacién de estado politropica para un gas
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perfecto como
p=rp ", (B.24)

en donde k es una constante de proporcionalidad definida para n # 0 por
k= RT/upy", (B.25)

y para n = 0
kpy" = RT /11 = p/ po. (B.26)

si tomamos el indice adiabatico o indice politrépico como I' = 1+ %, podemos

reescribir la ecuacién (B.24) como

A la ecuacién (B.27) se le conoce como la ecuacién politropica o politropa
para un gas ideal, y es la que usaremos en éste trabajo para modelar estrellas de
neutrones.

Por otro lado para conocer la temperatura, que resulta de importancia para
comparar la energia de una estrella de neutrones o quarks debido a su temperatura

o a su densidad, nos basta con hacer

_ " P

T_ )
kB po

(B.28)

donde kg es la constante de Boltzmann y m, es la masa en reposo del proton,
en unidades geométricas y con m,/kp = 1 la temperatura puede ser expresada

Ccomo

T = 1.088 x 1013(5)[1?(], (B.29)
0

de la misma forma que ah sido calculada en O. Zanotti and Palenzuela [2010].
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