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Resumen

En este trabajo se presentan las simulaciones numeéricas realizadas con el co-
digo CAFE para estrellas de neutrones no rotantes, constituidas por una sola
capa y que se encuentran en equilibrio hidrostatico. Se describen mediante las
ecuaciones de la TOV en el marco de la hidrodinamica relativista y con una
ecuacion de estado politropica. Dichas simulaciones seran contrastadas con las
observaciones tanto en la banda del espectro electromagnético como en on-
das gravitacionales, con el fin de constrenir los pardametros de la ecuacién de

estado. Se estudian, ademaés, casos de migracién y colapso a agujeros negros.
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Introduccion

Las estrellas pasan casi toda su vida fusionando elementos cada vez mas pesados en
su interior, partiendo del hidrégeno y pasando por el helio, carbono, oxigeno, etc., siendo
que las estrellas mas grandes alcanzan a sintetizar hierro, liberando una gran cantidad de
energia en el proceso. Dicha energia se equilibra con el colapso gravitacional que impone
su misma masa. La energfa liberada ird disminuyendo con la fusién de elementos mas
pesados, y es entonces cuando la gravedad toma el mando provocando que el ntcleo
solido se contraiga mientras las capas exteriores rebotan y se expanden, transformando
a la estrella en una gigante roja (1-10 My). A partir de este momento serd su masa la
que determine el siguiente paso en su evolucion. Si la estrella original tiene entre 0.1
y 8 Mg, en el momento en que la estrella ya no tenga suficiente energia para seguir
fusionando elementos, el niicleo se seguira contrayendo hasta que sea frenado por la presion
de degeneracion que sufren los electrones cuando intentan violar el principio de exclusion
de Pauli, dando origen a lo que se conoce como una enana blanca, la cual iniciara un
proceso de enfriamiento por el resto de su vida hasta convertirse en una enana negra. Por
su parte, las capas exteriores seran eyectadas formando una nebulosa. Este sera el futuro
que le depara al Sol.

Sin embargo, es de interés para este trabajo ver lo qué ocurre con estrellas que poseen
masas mayores a 8M, (ver Figura (1.1)). Si es el caso, el tiempo de fusion de elementos es
mas corto y la estrella puede rebasar la etapa de gigante roja al convertirse en una estrella
stuper gigante (10-50 M,). Pasara poco tiempo en este estado antes de que su ntcleo
colapse, pero a diferencia de las estrellas con menor masa, la presion de degeneracion de

los electrones no sera suficiente para detener el colapso gravitacional, pues ha excedido el
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limite de 1.4M,. Este limite se conoce como limite de Chandrasekhar [Chandrasekhar,
1931], y al excederse dara origen a una explosion de supernova, mas concretamente una
supernova Tipo II.

Si la estrella original no superaba las 20M, se convertira en una estrella de neutrones,
cuerpos extremadamente densos en cuyo interior pueden superar la densidad de un niicleo
atomico (10 g/cm?), con una masa tipica aproximada de 1.4M;, encerrada en una esfera
con un radio aproximado de 10 km. Son estos objetos los que competen a este trabajo. Y
es que se desconoce el comportamiento de la materia a tan grandes densidades y por ende
también la ecuacion de estado, EoS por sus siglas en inglés para Equation of state, aunado
a que objetos tan compactos resultan un buen laboratorio para la relatividad general.

Indagando sobre su composicion, de [Page and Reddy, 2006], se pueden identificar
cinco regiones en una estrella de neutrones: el nucleo interno y el externo, la corteza,
una envoltura y la atmosfera (ver Figura (1.3)). La envoltura y la atmosfera tienen una
cantidad de materia despreciable, pero desempenan papeles importantes. La primera tiene
influencia en el trasporte y liberacion de energia térmica de la superficie; y la segunda
juega un rol importante en el espectro de emision de la estrella. Por su parte la corteza,
que se extiende aproximadamente de 1 a 2 km por debajo de la superficie, esta formada
por nicleos de diferentes elementos, los cuales varian con la densidad a medida que nos
adentramos en la estrella, iniciando con el *®Fe a densidades de 10°g/cm? y siguiendo
con nicleos cada vez maés ricos en neutrones hasta llegar a una densidad de un tercio de
la densidad de saturacion de la materia nuclear. A mayor profundidad, con una densidad
por arriba de 4 x 10™ g/cm? se observa el fenémeno de goteo de neutrones, en cuyo punto
el potencial quimico de los neutrones es cero y se escapan de los nticleos formando un
fluido de neutrones sobre el que nada el resto de la materia. Cuando la densidad es del
10% de la densidad de saturacion de le materia nuclear, comienza un continuo cambio
en la estructura de la materia conocido como Nuclear pasta o pasta nuclear que se puede
observar en la parte superior de la Figura (1.3), pues pasa de una forma 3-D de bolas
de carne, a 2-D de espagueti, 1-D de lasagna, 2-D de ziti y 3-D de ravioles. A cierta
temperatura (< 0,1MeV) el fluido de neutrones forma un superfluido de 'Sy, lo cual
es importante pues altera el calor especifico y la emisividad de neutrinos de la corteza,
ademas de almacenar momento angular que después se libera en el fenémeno llamado
glitch donde aumenta repentinamente la frecuencia de giro para después relajarse a su

frecuencia normal.
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Figura 1.2: Modelo estdndar de particulas.

Entrando al nucleo exterior, en una primera capa se tiene una sopa de nucleones,
electrones y muones (ver Figura (1.2)), mientras que los neutrones forman un superfluido
de 3P, y los protones un superconductor 1.Sy. En el niicleo interior, pese a que no se sabe del
todo lo que se encuentra en esa region, se supone que coexisten particulas exéticas como
hiperones o condesados de Bose de piones o kaones. También se cree posible que exista una
transicion de fase a una materia mixta compuesta de hadrones y quarks desconfinados.

Ahora bien, cabe mencionar que éste es uno de los modelos mas aceptados hasta
el momento, pero el nimero de capas que conforman a una estrella de neutrones sigue
siendo tema de discusion, habiendo trabajos que modelan a la estrella con hasta siete
capas [Simay, 2017].

Otras caracteristicas importantes de estos objetos es que al conservarse el momento
angular durante el colapso, pueden llegar a girar extremadamente rapido, varios cientos
de veces por segundo. Poseen ademas un fuerte campo magnético del orden de 10'? gauss
siendo que el de la tierra tiene apenas 0.5 gauss. Este campo magnético es el responsable
de generar a su vez un fuerte campo eléctrico que acelera a los electrones sobre la superficie

y los dispara por los polos en forma de destellos convirtiéndose en pulsares, y siendo ésta



la manera en la que se descubrieron en 1967 (|Hewish et al., 1968]) por Jocelyn Bell y
Antony Hewish. Si el eje de giro no esta alineado con los polos magnéticos entonces los
destellos formaran un cono de emisién y sbélo seran detectados si uno se encuentra en el
area de barrido del cono. He aqui donde radica la dificultad de su observacion, y pese a

ésto se tiene registro de al menos 1500 pulsares [Salas and Solis, 2006].
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Para finalizar con las caracteristicas destacables de una estrella de neutrones resta
hablar sobre el proceso de enfriamiento que sufren desde el momento en que nacen. El
enfriamiento de la estrella se lleva a cabo principalmente mediante el proceso Urca, que
consta de dos tipos de decaimiento: el decaimiento beta (1.1) y decaimiento beta inverso
(1.2)

n—pte +0, (1.1)

p—onte + v, (1.2)

donde predomina la emisiéon de neutrinos y antineutrinos, provocando que la estrella
pase de una temperatura del orden de 10K a una de 10°K en minutos. Otra forma de
generar neutrinos es mediante la captura de electrones por los protones principalmente
en el colapso del nicleo durante la supernova.

Debido a las condiciones extremas de la materia en una estrella de neutrones, y todos
los efectos exdticos presentes, se ha optado recientemente por las simulaciones numeéricas,
implementando métodos numeéricos sofisticados que toman en cuenta todas estas condi-
ciones, y siendo esta via la utilizada en este trabajo para estudiar a estos objetos. En
particular, el codigo que se ha utilizado en este trabajo lleva por nombre CAFE, progra-
mado en el lenguaje Fortran 90 y del que se hablara a detalle mas adelante.

Como objetivo general se plantea simular numéricamente a una estrella de neutrones
no rotante mediante la implementacion de las ecuaciones de la TOV en el c6digo CAFE para
una estrella constituida por una séla capa, describiéndola en el marco de la hidrodinamica
relativista con una ecuacion de estado politropica y obtener asi caracteristicas como la
masa, radio y temperatura que puedan ser comparadas con las observaciones.

Se compararan principalmente las masas obtenidas de las estrellas de neutrones con
las observadas, y que recurrentemente son encontradas en sistemas binarios con una com-
panera que bien puede ser otra estrella de neutrones o no. Para ello se cuenta con la
Figura (1.4), tomada de |Lattimer, 2012] y que se actualiza constantemente desde la liga
https://stellarcollapse.org/nsmasses. Los objetos encerrados seran tomados en cuenta en
el capitulo 5 para comparar el modelo con las observaciones. Otra referencia importante
seré la reciente deteccion tanto en ondas gravitacionales como en el espectro electromag-
nético de la deteccion de una colision entre estrellas de neutrones acontecida el 17 de

Agosto de 2017 y reportada en [Abbott et al., 2017], donde también se da un rango para



las masas de las estrellas y que va de 1.17 a 1.60 M. Pese a esta deteccion, la masa
sigue sin estar completamente determinada, es decir, se encuentra dentro de cierto rango.
Esto da cabida al estudio de las ecuaciones de estado que nos arrojen masas dentro de
ese rango, y con ello constrenir los parametros de entrada de dichas ecuaciones, que seréa
el objetivo principal de este trabajo para el caso de una ecuaciéon de estado politrépica.

Como objetivos particulares se tiene:

= Encontrar configuraciones de estrellas estables y de estrellas que colapsan a un

agujero negro
= Estudiar los casos de migracion de una configuracion inestable a una estable

= Realizar un barrido de parametros para la ecuacion de estado politropica compa-

rando masas, radios y temperaturas con las observaciones

En cuanto al contenido de esta tesis, en el Capitulo 2 se detallaran las ecuaciones
de la hidrodindmica relativista seguido de las herramientas numéricas, la descripcion y
pruebas del codigo CAFE en el Capitulo 3. En el Capitulo 4 se desarrollaran los objetivos

particulares y su analisis, para finalizar con las conclusiones en el Capitulo 5.
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Ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
relativistas

En este capitulo se abordara lo referente a los calculos analiticos necesarios para,
posteriormente, ser resueltos de manera numérica mediante el codigo CAFE, del que se
hablara con mas detalles en el Capitulo 3.

El punto de partida seran las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff relativistas
(TOV). Las ecuaciones TOV son una solucion a las ecuaciones de Einstein considerando
una métrica estatica, isdtropa y esféricamente simétrica, para un fluido perfecto con una
ecuacion de estado politropica y en equilibrio hidrostatico. Estas consideraciones suponen
una buena aproximacion para modelar el interior de estrellas compactas como las estrellas
de neutrones.

Partiremos de hablar de los procesos politrépicos y la ecuacion que los describe. Pos-
teriormente, en la seccion 2.2 se introduciran conceptos de relatividad general que en
concreto ayudaran a calcular las ecuaciones de Einstein en simetria esférica para una di-
mension y con las caracteristicas de la métrica mencionadas arriba. La evolucion del fluido
estd regida por las Ecuaciones de Euler relativistas (seccion 2.3) obtenidas mediante el
formalismo 3 + 1. Dichas ecuaciones seran después escritas en forma conservativa para
tomar ventaja de su estructura caracteristica

Finalmente, en la secciéon 2.7 se obtendréan las ecuaciones para generar la configuracion
inicial de la estrella, y para la cual es necesaria una métrica que tinicamente dependa de

la coordenada espacial.



2.1 Procesos politropicos y ecuacion de estado politropica

2.1. Procesos politropicos y ecuacion de estado politro-

pica

Se define como proceso politropico como aquél para el cual
0Q = CdT, (2.1)

donde C' es una constante en el intervalo (—oo,00), @ es el calor y T' la temperatura.
Veremos que el valor de esta constante estara relacionada con el tipo de proceso. Por
ejemplo, el caso C' = 0 corresponde al proceso adiabatico, y C' = oo al proceso isotérmico.

Lo siguiente a determinar sera la ecuaciéon de procesos politropicos para un sistema
simple (descrito por tres variables inicamente) arbitrario, para después tomar el caso del
gas ideal.

Siguiendo a [Carmona, 2007], partimos de la primera ley de la termodindmica
dU = 6Q — oW, (2.2)

donde U es la energia interna, Q el calor intercambiado con los alrededores, y W el trabajo
que realiza el sistema. Para un sistema simple, se supone una fuerza generalizada A que

realiza trabajo y un desplazamiento generalizado da, asi
W = A(T, a)da. (2.3)
Por otro lado, podemos obtener la diferencial de la energia con la dependencia escrita en

oU oU
dU = (8—T)adT + (%)Tda. (2.4)

Sustituyendo en la primera ley y agrupando términos obtenemos

la ecuacién anterior

ou oU
== T A(T —_— . 2.
5Q (aT)ad —|—{ ( ,a)da—i—(aa)T} da (2.5)
Definimos ahora la capacidad térmica como
_ 0@
C= T (2.6)



2.1 Procesos politropicos y ecuacion de estado politropica

de esta manera, al dividir por dT en la expresion (2.5) se puede introducir a la capacidad

0=52 (2 [arans () ] 2 -

Ahora bien, se pueden identificar dos capacidades térmicas, una cuando a se mantiene

térmica

constante, y otra cuando A es la que se mantiene constante. Para el primer caso da = 0

y de la expresion (2.7) se obtiene

B 0Q, B oU
Cu=2_ (a—T) 23)
es decir 50 50 J
a
C = d_T = Ca + |:A(T, CL) + (%)T} d_T (29)

Para identificar el otro coeficiente se realiza el proceso de transferencia de energia a fuerza

generalizada A constante, asi

0Q A ou da
Chp=—172=0C, A(T, — — ] . 2.10
i=ar = [ano+ (30) | (57), 210
Podemos obtener de la tltima ecuacién una expresion para la diferencia de las capacidades
térmicas oU 5
a
Cy—C,= AT, — — ] . 2.11
i-ao=lama+(57) | (7), 240

Aplicando la definicion de proceso politropico (2.1) a la expresion (2.9) llegamos a

5Q = CdT = C,dT + {A(T, a) + (g—g) } da, (2.12)
T

y con ayuda de (2.11)

(C— C)dT = (Cs— C) (3—T) da (2.13)
da ) 4
0 C C, (0T
A~ La -
dT + W (a) Ad(l = U. (214)

11



2.1 Procesos politropicos y ecuacion de estado politropica

Suponiendo que 7' = T'(A, a), su diferencial es

or or
= = — . 2.1
dT (6A>adA+(3a>Ada (2.15)
Sustituyendo en (2.14)
oT Ca—C (0T
(a_A)adA + 6o (%>Ada = 0. (2.16)

Ahora bien, en este momento nos enfocaremos en el gas ideal, y para ello identificamos a

(A,a) = (p,V). Entonces la expresion (2.16) toma la forma

oT Cc,—C [oT
— ) d P — | dV =0. 2.1
(ap)vp+cv—c(av)p V=0 (2.17)
Definiendo oo
=P 2.1
n Co —C (2.18)

como el indice politréopico, y calculando las derivadas parciales conociendo de antemano

la ecuacion de estado térmica del gas ideal pV = nRT

ory v

op ) " nR

(3_’1“) _ P

ov), nR’

podemos reescribir a la expresion (2.17) como sigue

dp A
ek 2.19
PR (2.19)

Finalmente, si integramos la tltima expresiéon obtenemos

pV" = cte. (2.20)

12



2.2 Algunos conceptos de la Relatividad General

A manera de ejemplo, algunos valores que puede tomar n son

v =C,/Cyv, proceso adiabatico
n=4< 0, proceso isobarico (2.21)

00, Proceso 1Socorico.

La tltima expresion es la ecuacion de procesos politropicos, pero lo que compete a
este trabajo es realmente la expresion para la ecuacion de estado como tal. La ecuacion

de estado politrépical implementada tiene la siguiente forma

1

p=Kpy 7, (2.22)

donde p es la presion, p la densidad de masa y K es una constante llamada constante
politrépica. Introduciendo I' = 1 + 1/n, conocida como el indice adiabético o indice

politrépico

Ecuacion de estado politropica

p=Kp". (2.23)

Existen, sin embargo, muchas méas ecuaciones de estado que logran modelar a una estrella
de neutrones de manera més realista y que pueden ser consultadas en la referencia |Lat-

timer and Prakash, 2001]. Su implementacion bien podria fungir como trabajo a futuro.

2.2. Algunos conceptos de la Relatividad General

2.2.1. Definiciones importantes

En la descripcion de la estrella de neutrones sera fundamental resolver las ecuaciones

de Einstein, tomando a [Schutz, 2009] y [Campuzano, 2014]. estas estan dadas por

Ecuaciones de Einstein

G = 87T, (2.24)

1Utilizada en la construccién de la estrella al tiempo cero.

13



2.2 Algunos conceptos de la Relatividad General

donde G, es el tensor de Einstein que describe la geometria del espacio-tiempo, mientras
que T}, es el tensor de energia momento que da cuenta de la materia presente en él.
La ecuacion (2.24) estd en unidades geométricas donde G = ¢ = 1. Para calcularlas se
introduciran las herramientas necesarias en este apartado.

El espacio-tiempo sera descrito por una wvariedad, un ente matematico cuya caracteris-
tica mas importante es que de manera local se comportara como un espacio euclidiano R".
Debido a la presencia de cuerpos muy masivos o densos tales como estrellas de neutrones
que sin duda curvaran al espacio-tiempo, necesitaremos generalizar el concepto de deriva-
da para espacios curvos. Es decir, se abre la posibilidad de que ahora la base coordenada
no se mantengan constante. Entonces, para un vector A en una base coordenada {é,} se
tiene que .

a -
o4 - i( ag) = %e_[l +Aaaea
oxb  Oxb Oxb Oxb

donde en el caso de coordenadas cartesianas (espacio no curvo) el ultimo término se

(2.25)

anularia. Por otro lado, la derivada parcial en el dltimo término es por si sola un vector,
es decir, se puede escribir como combinacién lineal de los vectores base. Los coeficientes
que acompanaran a los vectores base estaran representados por los simbolos de Christoffel

I'¢, de manera que

0A  A*
@ = @ea + A Fabec, (226)
con .
gv = §ga€ (9Bery T Gres — Brvie) (2.27)

Donde la coma hace referencia a una derivada parcial. A la ecuaciéon (2.26) se le da el
nombre de derivada covariante y se representa como V,A. Para un escalar la derivada
covariante se reduce tnicamente a una derivada parcial. En el caso de la contraccion de
dos indices en la derivada covariante se tiene entonces una divergencia, la cual se puede
escribir para un tensor de rango 2 (que convenientemente se ocuparé después) como sigue
V, A = L& (\/—_A‘“’) + I, A (2.28)
1 \/_—g © g UA : :
Una cantidad importante que nos da informaciéon de la curvatura de nuestro espacio-

. 2 . . 1 , .
tiempo sera el tensor de Riemann, el cual es un tensor tipo ( 5 > que en términos de los
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2.2 Algunos conceptos de la Relatividad General

simbolos de Christoffel se escribe como

R _GFZV_%+FG re —re 1re (2.29)
pny oxn orv uyoen un ey :
donde los indices corren sobre todas las coordenadas. A grandes rasgos, este tensor da
cuenta de cuanto cambia la direccion de un vector al ser transportado paralelamente
(manteniéndose constante bajo una trayectoria) de un punto a otro siguiendo dos caminos
y después intercambiando el orden de los mismos, es decir
V,uvu‘/c - Vl/vu‘/c = Rﬁyc‘/d- (230)
En un espacio plano el vector no cambiara su direccion sin importar la trayectoria, y
entonces el tensor de Riemann seré cero.
Contrayendo el primer y tercer indices del tensor de Riemann obtenemos el tensor de
Ricci, el cual es simétrico en sus indices y se escribe como
R, =R}, = 0,1, — 0,7, + 171, +T71 . (2.31)
Contrayendo ahora los indices del tensor de Ricci con la métrica obtenemos el escalar de
Ricci

R=g"R,,. (2.32)

Finalmente, el tensor de Einstein, en términos de los tensores previos se escribe como

1
G;u/ - R,ul/ - ig;u/Ra (233)

el cual es simétrico pues se define en término de tensores que lo son. Si se introduce cada
una de las definiciones en la expresion anterior podriamos escribir al tensor de Einstein

en términos de los simbolos de Christoffel como sigue

1 € € ¢ o ¢ o
G;u/ = (5355 - §9uug%) ( vCe  tael T teot ¢ T Lo 67), (2‘34)
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2.2 Algunos conceptos de la Relatividad General

Figura 2.1: Foliacion del espacio tiempo en 3+1

2.2.2. Descomposicion 3+1 del espacio-tiempo

Hasta ahora se ha hablado de las herramientas analiticas para el calculo de la ecuacio-
nes de Einstein, sin embargo, no hay que perder de vista que lo que se busca es resolverlas
numéricamente dada su complejidad para las condiciones que se plantearan mas adelante.
Siguiendo esa linea, se tomaréd ventaja de la formulacion 3+1 o descomposicion ADM
(Arnowitt, Deser and Misner). En este formalismo separaremos nuestro espacio-tiempo
de 4 dimensiones en superficies espaciales o tipo espacio 3-dimensionales, las cuales evo-
lucionan a los largo de la coordenada temporal en lo que se conoce como foliacion. En la
Figura (2.1) se presenta un esquema de la foliacion de las hipersuperficies, una para cada
paso de tiempo 3.

Las otras cantidades que aparecen en la figura son las componentes en las que queda

descrito el espacio-tiempo. Estas son:

= La métrica puramente espacial que mide distancias sobre las hipersuperficies y donde
7:7.]. = ]‘7 27 37
di? = vdz'da? . (2.35)

= La funcién « llamada lapso, que es el tiempo propio de separacion entre las hipersu-

perficies que mediria un observador moviéndose en direccién normal a las mismas,
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2.2 Algunos conceptos de la Relatividad General

es decir, un observador euleriano, tal que

dr = adt. (2.36)

» El vector de corrimiento 3% o shift, que representa la velocidad relativa entre un
observador euleriano y las lineas con coordenadas espaciales que permanecen cons-

tantes
Th, g = xp — Bldt. (2.37)

A las funciones a y 3* se les conoce como “funciones de norma” y pueden ser escogidas con
cierta libertad. Ademaés, dichas cantidades nos permitiran escribir la métrica 4-dimensional

en este formalismo como sigue
ds® = (—a® + B;)dt* + 2B;dtda’ + ~;;dx’dx?, (2.38)

que de forma matricial, tanto para la métrica como para su inversa, sera
) :
—o” + ;8 B
() = ’ : (2.39)
Bi Yij

PP e Y B/a?
) <5i/a2 Vij—ﬁiﬁj/oﬂ)' (2.40)

(2.41)

Finalmente si 77 es un vector unitario tipo tiempo perpendicular a la hipersuperficie

tal que n*n, = —1, sus componentes seran
n, = (,0,0,0), (2.42)
1 )
nt = —(1,-4"), (2.43)
Q

y entonces se cumplird por definiciéon que 9, = aii + 3'0; con 0; los vectores coordenados
tangentes a la hipersuperficie ;.

Para un desarrollo més completo de las ecuaciones de esta seccion se puede ver [Baun-
garte and Shapiro, 2010|, [Alcubierre, 2008] o [Gourgoulhon, 2012].

17



2.3 Ecuaciones TOV para un fluido hidrostatico e ideal

2.3. Ecuaciones TOV para un fluido hidrostatico e ideal

Las ecuaciones que describen a un cuerpo isétropo en equilibrio hidrostatico con si-
metria esférica y en el marco de la relatividad general son las llamadas ecuaciones TOV
o de Tolman, Oppenheimer, Volkoff desarrolladas en |Tolman, 1939] y |[Oppenheimer
and Volkoff, 1939]. Estas son derivadas de resolver las ecuaciones de Einstein para un
espacio-tiempo con un elemento de linea tanto en coordenadas esféricas como esférica-

mente simétrica escrito como sigue

Métrica en coordenadas esféricas

ds* = —a?(t,r)dt® + a®(t,r)dr® + r?d6* + r*sen*0d¢?, (2.44)

con t la coordenada temporal y r, 0, ¢ las coordenadas esféricas usuales. Por otro lado,
se modela a la estrella como un fluido perfecto lo que implica que no entran en juego ni
la viscosidad ni procesos de transferencia de calor. El tensor de energia-momento de un

fluido perfecto se escribe de la forma

Tensor de energia-momento de un fluido perfecto

T" = pohu*u” + pg", (2.45)

donde pq es la densidad de masa en reposo del fluido, p es la presion, u* es la cuadrivelo-

cidad del fluido y h la entalpia especifica
h =1+ ¢€+p/po, (2.46)

con € la energfia especifica interna. La presion, la densidad de masa en reposo y la energia
interna especifica quedan relacionadas por la ecuacion de estado, que para este trabajo

seré la ecuacion de estado de un gas ideal’ dada por

Ecuaciéon de estado de gas ideal

p= (I —1)pge. (2.47)

I Utilizada tanto la evolucién temporal de la ecuaciones como en el dato inicial.
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2.3 Ecuaciones TOV para un fluido hidrostético e ideal

Las componentes de la cuadrivelocidad seran
u = (W/a, Wao",0,0) = (ut,avTut,O,O) , (2.48)

donde la manera en la que se relacionan la velocidad espacial con las componentes espacia-
les de la cuadrivelocidad esta dada por la relacion v" = u"/T — g, 070" = u™V/1 — a2v™v" =
u” /W, con W el Factor de Lorentz definido como W = au.

De esta manera, el tensor de energia-momento para el fluido perfecto en (2.45) se

escribird de manera contravariante como sigue

L (pohW? — p) L pohW2u" 0 0
L oohW2y" MV2u™ " + &0 0
THY — 2P0 v Po VUt A a2 (249>
0 0 e 0
0 0 0 r2sen20
O de forma covariante
a?(pohW? — p) —aapghWu" 0 0
T, —a’apohW?v"  a*pohW2™v" +a’p 0 0 | (2.50)
0 0 r%p 0
0 0 0 r2sen?dp

Igualando componente a componente en (2.24) sin considerar las componentes en 0 y ¢
obtenemos las siguientes ecuaciones (se puede consultar el Apéndice A.1 para mas deta-
lles):

= Para Gtt = 87T7_1ft

2

a
2 (2r0,a + a® — a) = 8ma’*(pohW? — p),

al desarrollar
o.a = a® [47r7"(7 + D) + @] : (2.51)



2.3 Ecuaciones TOV para un fluido hidrostatico e ideal

= En Gt?" = 87TET
0o = —4nraas,. (2.52)

= Finalmente, para G,, = 8771,

—2ro,a + a*a — «
5 = 87 (
ar

at& 2 2m
— = 4 " — . 2.
L = [ 7 (Sv" + p) + "~ ] (2.53)

De esta manera, las ecuaciones de Einstein para la métrica (2.44) y el tensor de energia-

momento (2.50) quedan resumidas en el siguiente recuadro

Ecuaciones de Einstein

ora = a® [47‘(‘7”(7’ + D) + g]

Owa = —4nraasS, (2.54)

0, 2
W {47“" (S +p) + —ﬂ ’
(0% T

donde se han definido nuevas cantidades proyectadas en la base de un observador euleriano

mediante el formalismo 3+1 y que son llamadas variables conservativas, éstas son

D =—-J"n, = pW

Sy =T"nua0y, = pohW?v, (2.55)
E =T"n,n, = pohW? —p
T=FE—D = pohW? —p— pW,

con D la densidad de masa relativista, S, la densidad de momento en la direccion r,
E la densidad de energia total y 7 la diferencia entre la densidad de energia total y
la densidad de energia relativista. Ademas a, la componente g, de la métrica, tendra
la forma de la componente g, de la métrica de Schwarzschild puesto que dentro de la

solucién a la ecuaciones TOV se asume que fuera de la estrella se tiene un espacio-tiempo
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2.3 Ecuaciones TOV para un fluido hidrostético e ideal

de Schwarzschild, es decir
a® = ———— (2.56)

donde m(r) es la masa contenida en una 2-esfera de radio r.

Algo que se debe notar en (2.3), es que uno puede construir a a partir tanto de la
primera como de la segunda ecuacion, es decir, se debe escoger cual de ellas se ocupara
para encontrar a. En nuestro caso, se ha decidido evolucionar a en el tiempo con la
segunda ecuacion. Sin embargo, la primera ecuacion seré considerada una restriccion, que
llamaremos constriccion Hamiltoniana, y que debera satisfacerse a cada paso de tiempo
tal que

H = d,a — a® |Anr(T + D) + g = 0. (2.57)

Esto servira como una prueba para el codigo, y mas adelante en la seccion 3.5 se presen-
taran las graficas que reflejan el comportamiento de ésta cantidad.

Por otro lado, las ecuaciones que rigen a los fluidos estan dadas por las ecuaciones de
Euler, es decir, por la ley de la conservaciéon de la masa local y la conservacion del tensor

de energia-momento. Estas son

Ecuaciones de Euler

V.u(pou*) =0 (2.58)
v, T = 0. (2.59)

Dados el elemento de linea (2.44) y el tensor de energia-momento (2.49) realizamos
los calculos para ambas ecuaciones siendo V,, la derivada covariante acorde con (2.44).

Para la conservacion de masa tenemos que

1
Viu(pou') = —/_—gaﬂ (vV=gpou")
1 1
=— sen&at (Ozarz sen Hpout) + mar (aar2 sen t9p0u”)
1

1
= @&5 (oza,oout) + ar?

O, (aaerour)
— 0, (2.60)
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2.3 Ecuaciones TOV para un fluido hidrostatico e ideal

donde g es el determinante del tensor métrico y por tanto \/—¢g = aar?sinf . Asumiendo

que aa # 0 y usando la definicion para D en (2.55) se tiene
t 1 2 T

Oy (ozapgu ) + ﬁﬁr (aar Poll ) =0
w 1

O, (aapo—) + 0, (aaerOer) =0
a T
1

0y (apoW) + =0, (car®v" pyW) = 0
r

O (aD) + 712& (aar’*v"D) =0 (2.61)

Con respecto a (2.59), tendremos dos ecuaciones correspondientes a v = ¢, . Tomando la

derivada covariante en (2.28) y calculando tenemos

= Para la componente en ¢

1
VT = ——=0, (V/=gT") + T, T

V=9
1 at ( /__tht) _|_ %gar ( /_gTrt) + FitTtt

V=9 V=9

+ T T + TLT™ + T T + Ty T + T4, T

Sustituyendo cada uno de los elementos y desarrollando se llega a

m

1 r
Or(at) + ﬁar [aar® (T + p)v'] = —aaﬁSr. (2.62)

= Para la componente r

1
V" = =0 (V=gT"") + T}, T
1 1

7= V) + =0 (VT + DT

+ T, T + T, T + T T + T T + 17,797

Que al desarrollar se obtiene

1 2 2
Oi(aS,) + T—Qﬁr [aar®(S,v" +p)| = oza7p — aaar—;m (Spv"+74+p+ D). (2.63)
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2.3 Ecuaciones TOV para un fluido hidrostético e ideal

Finalmente, las ecuaciones de Euler que sumadas a las ecuaciones de Einstein en (2.3) y

a la ecuacion de estado politropica en 2.23 completan el sistema a resolver, se resumen en

Ecuaciones de Euler desarrolladas

1
O (aD) + 7’_2&" (aar®v"D) =0

M, (2.64)

1 T
O(at) + r—zﬁr [aar®(T + p)v'| = —aa

1 2 2
O¢(aS,) + ﬁ&n [car®(S,v" +p)| = oza7p - aaar—zm (Sv"+T1+p+ D).

Definiendo los vectores

D Dv" 0
Z=|S|, F=|Sv +pl|, S= —aa“j—Qm (Sv"+7+p+ D)+ aa% , (2.65)
T (T + p)v" —aa’s S,

se pueden escribir las ecuaciones (2.61), (2.62) y (2.63) en forma de ley de balance de
flujos como sigue
— 1 — =2/
E)t(au)+—2(aa7’2F(u)): S(u), (2.66)

donde @ es el vector que contiene a la variables conservativas, F sera el vector de flujos y S
que incluye a los términos de fuente. Sin embargo se puede notar que uno de los términos
tiene la dependencia 1/r que es singular en r = 0. Este problema se resuelve dividiendo

el vector de flujos de tal forma que se evite ese término. El resultado es

Ley de balance de flujos

0(a®) + — (aar’ fi(T) + O, (aafa(R)) = S(T), (2.67)

donde se ha utilizado la sustitucion (1/720, f = 30,s f para alguna funciéon f. Entonces

Do 0 0
fi= Spv” . Jfa=p|, S = —aaaj—zm (S,v"+1+p+ D). (2.68)
(T+p)o" 0 —aay S,

Hay que tener en cuenta que para que el sistema de ecuaciones en (2.67) sea un sistema
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completo con el mismo ntmero de variables y de ecuaciones, es necesario considerar a la
ecuacion de estado del gas ideal en (2.47).

Se ha logrado escribir al sistema de ecuaciones de una manera muy compacta en
(2.66), sin embargo, las ventajas de expresarlo en esta forma tomaran méas fuerza cuando
se aborden los métodos numéricos que se han implementado en el codigo utilizado para

este trabajo.

2.4. Recuperacion de variables primitivas

En la seccion anterior se definieron las variables conservativas (2.55). Cuando se re-
suelvan las ecuaciones tanto de Einstein como las de Euler seran estas variables las que
se obtengan sobre el dominio numérico. Sin embargo, se necesitan recuperar las variables
primitivas, ya que dichas variables son las que nos proporcionan la informacién fisica del
sistema, asi como también son necesarias para el calculo de los flujos y términos de fuente
en el siguiente paso de tiempo de la evolucion.

Siguiendo a [Font et al., 2000] y a [Guzman et al., 2012], de la definicién para las
variables conservativas en (2.55) y definiendo un nuevo vector W = ai = (aD, aS,,ar) =
(w1, wy, w3), ademas de retomar la relacion v" = u" /W = u"v/1 — a?v"v" se tiene

pPo = D_wl_w 1 —a%vror. (2.69)
W a W a
Por otro lado

) S, as, W2 (2.70)
V"= = - ' '
a(r+p+D)  a¥(ar +ap+aD)  a(ws+ap+wy)

Finalmente, con ayuda de la ecuacion de estado (2.47) y de la definicion de la entalpia

(2.46), la presion se puede escribir como sigue

w3 + wy (1 — W) + ap(1 — W?)
'le ’

p=po(l' = 1) (2.71)

con W = W (v"(p)). Se puede notar que la tltima expresion es una ecuacion trascendental,
y la manera de resolverla serd numéricamente mediante el método de Newton-Raphson

(puede verse [Hurtado and Sanchez, 2002] para més informacion). A grandes rasgos, este
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método encuentra el cero de una funcién. La funcién de la que se quiere encontrar el cero
serd la ecuacion (2.71) pasando el segundo miembro al primero. A partir de un cierto valor

semilla inicial z(, se define la siguiente iteraciéon como sigue

R o)
n

(2.72)

donde f7 es la derivada de f. El cero se encontrara en la posiciéon z, para la cual la
siguiente iteracion x,,; sea menor a un cierto valor ¢ dado. Es entonces cuando se dice
que el método converge.

Con las variables primitivas recuperadas podemos seguir con el proceso de evolucion,

el cual se detallara mas adelante.

2.5. Calculo de la temperatura

Otra cantidad termodinamica que resulta de vital importancia en la caracterizacion de
una estrella es la temperatura. De [Zanotti et al., 2010| se sabe que una propiedad de los
sistemas descritos por ecuaciones de estado tales como la ecuacion de estado politropica

p = Kp' es que la temperatura puede ser estimada mediante la expresién

r_TwP

_ My P 2.73
kg po (2.73)

donde kp es la constante de Boltzmann y m,, la densidad de masa en reposo del proton.

Con una ecuacion de estado politropica la razén p/p se escribe como

=~ =Kpy . (2.74)
Po

En unidades geométricas y con m,,/kp = 1, la transformacion de la temperatura a grados

Kelvin estara dada entonces por

T = 1,088 x 103 L kelvin. (2.75)
Po
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2.6. Estructura caracteristica de las ecuaciones de Eu-

ler

., . . . = T
De la seccion anterior se sabe que las variables conservativas en @ = (D, S,,7)" depen-

. . . — T . .
den a su vez de las variables primitivas en @ = (pg, v",€)", donde T significa transpuesta.

De esta manera, una expresion de ley de balance de la forma
Oyt + O, Fi(i) = 0 (2.76)
se puede escribir, mediante una aproximacién cuasilineal, de la siguiente manera

0l 0w OF" 0w

x5 ot " owom (277)
Si hacemos B .
A’ = g—g,Ai = %}; (2.78)
obtenemos . Py
AOE + A o = 0 (2.79)
donde la matriz J¢ = %_1? seréd la matriz jacobiana del sistema de 5 x 5 para el caso de tres

dimensiones. Como se vera mas adelante, los métodos numéricos implementados dependen
crucialmente de la informacion que se obtiene de la matriz jacobiana; méas concretamente
de sus eigenvalores y eigenvectores. Los eigenvalores de esta matriz son reales y representan
velocidades de propagacion de la informacion en las interceldas de lo que posteriormente
se definird como malla numérica para la descripciéon del espacio-tiempo. Los eigenvalores

y eigenvectores se obtendran de resolver las ecuaciones

det(A" — NA%) =

) (2.80)
(A" — NA")F

0
0. (2.81)

En [Font et al., 2000] se pueden consultar los célculos para tres dimensiones en simetria
esférica. En nuestro caso de una dimension identificamos a 2° como r y la matriz jacobiana

se reduce a una matriz de 3 x 3 con los siguientes eigenvalores
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2.6 Estructura caracteristica de las ecuaciones de Euler

Eigenvalores de la matriz jacobiana

A =av” (2.82)
Ay = — > V(1 —c2) + 4/ c2(1 —v?) i(1 —v2e2) — v (1 — ¢2)
1 —v2¢? ® s a? s s
Ay = e V(1 —c?) — 4/ c2(1 —v?) l(1 —v22) —vrur(l—c2) | | .
1 —v2c? s s a? s y

donde Cj es la velocidad del sonido que satisface la expresion

»_ pP(—1)
* pl+po(D—1)

(2.83)

y v? = a*v"™v". Los correspondientes eigenvectores linealmente independientes son

i Kk
AW (r—poc?)

7= v, , (2.84)

_1 - hW(nipoc@
1
. U= /o
gy (AW (0 - )| (2.85)

u%—’UTUT
h/W (a%—'UTAQ/C!> - 1

1
v"—(A3+8")/

7= |hW (“r - f_—xfi> : (2.86)

hW (;> —1

a—vaT/\g/a

con k = po(I' = 1). Se vera méas adelante que los métodos numéricos (ver secciéon 3.3.4)
ocupados en nuestro caso solo necesitaran de los eigenvalores, sin embargo, se han escrito
también los eigenvectores puesto que existen métodos que si los requieren, y que el lector

podria implementar.
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2.7. Ecuaciones para generar el dato inicial

Reescribimos el elemento de linea para un espacio-tiempo estatico asumiendo a a? =

1 .
IETGR Asi,
B

Meétrica para el dato inicial

+ r2d0* + r*sen’0dg?, (2.87)

1— 2m(r)

r

notando que s6lo se tiene dependencia en r. Se obtendran de igual forma las ecuaciones
de Einstein, comenzando por los simbolos de Christoffel, los cuales se pueden consultar
en el Apéndice A.2, asi como las componentes del tensor de Einstein y detalles de las
ecuaciones.

Ahora calculamos el tensor de energia-momento para un fluido perfecto donde, en este

caso, hacemos en (2.48) que v" = 0 y por tanto W = 1, obteniendo

L (poh — p) 0 0 0
0 P(1—-2) 0 0
Ty — " , 2.8%
| s 25%)
0 0 0 7’2351120
0
a?(poh —p) 0 0 0
0 L= 0 0
(T) = o | (2.89)
0 0 Pr 0
0 0 0 prsend

De igualar componentes obtenemos las siguientes ecuaciones:

» Para Gy = 87T}, se tiene

202 dm 5

g 8ma(poh — p)
dm
o dmr=(poh — p)
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2.7 Ecuaciones para generar el dato inicial

Usando la relacion entre la densidad de energia p y la densidad de masa en reposo

po dada por

p=po(l+e) (2.90)
se obtiene

poh = po(1 + €+ P/po)
=pi(l+e)+P
poh — P = p,

entonces p

d—T: = 4nr?p. (2.91)

» Al calcular la divergencia del tensor de energia-momento (ver Apéndice A.2) llega-

mos a . .
_(=r+2m) (pohe + a4l) 0
ar '

Desarrollando un poco obtenemos finalmente

dP m + 4xr3 P

- —(p+P) (2.92)

r(r—2m) "
» Y para Gy = 8T},

2 [2rm (‘é—i‘) +am —r? (‘fl—i‘)] _ g P
ar?(—r +2m) o 7T1_2_m’

ldo m + 4nr3 P 1 dP

adr  r(r—2rm)  p+Pdr

Asi, dada la nueva métrica en (2.87), las ecuaciones de Einstein que se satisfacen al tiempo

cero de evolucion estaran dadas por
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Ecuaciones de Einstein para el dato inicial

1 da

m + 4nr3 P

_ py- "2

(p+ >r(7’—2m)
_m—|—47r7"3P_ 1 dP
adr  r(r—2rm)  p+Pdr’

De nuevo se puede notar que en las ecuaciones (2.92) y (2.93) se tiene una singularidad
en r = 0. Lo que se suele hacer en estos casos es expandir en serie de Taylor para valores

pequenos de r. De esta manera, expandiendo m(r) alrededor de r = 0

m(0) +m'(0)r + sm”(0)r* + tm”"(0)r3 + O(r*) + 473 P
2 = 2r [m(0) + m/(0)r + 3m”(0)r? + tm(0)r3 4+ O(r4)]

m + 4dwr?P
rZ — 2mr

(2.93)

De las condiciones iniciales m(0) = 0, y usando (2.91) para calcular las derivadas en (2.93)

se tiene
dm d*m d*m
—_ =0 _ = &nr r—— 0 — = 8mp.
dr r=0 dr? r=0 p|7”—0 dr3 r=0 !
Asi
m + 4nr? P %ﬂ'pr?’ + 4mr3P B r? <§7rp7“ + 47r7’P) B %77,07" + 4nr P (2.04)
r2—2mr 2 —2r (3mpr?) r2 (1= Smpr?) 1—Smpr2 '

Sustituyendo esta ecuacion en las dos ecuaciones restantes (2.92) y (2.93) se llega a

dP %Wpr + 4nrP

- - 3 - 2.95
lda  gmpr+4mrP
R L L (2.96)
o dr 1 — Smpr?

Con los calculos realizados hasta ahora ya estamos listos para abordar los métodos

numeéricos que nos ayudaran a evolucionar las ecuaciones de Eisntein y de Euler.
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Hidrodinamica relativista numeérica

En este capitulo se profundizara en los métodos numéricos que permitiran resolver
las ecuaciones que se trataron en el capitulo anterior. El incremento en la capacidad de
los equipos de computo cientifico ha permitido modelar sistemas cada vez mas realistas,
dejando atras a las observaciones pero a la espera de las mismas para constatar con las
simulaciones. Con el avance del capitulo se irdn presentando los métodos numéricos de
manera individual para finalizar con el esquema global del codigo y reconstruyendo el

rompecabezas con las piezas obtenidas con cada método.

3.1. Diferencias finitas

El método de diferencias finitas es cominmente utilizado para la solucién de ecuaciones
diferenciales parciales (EDP) sujetas a ciertas condiciones iniciales y de contorno. En
general, la implementacion de métodos numéricos para este fin se basa en discretizar el
problema continuo descrito por las EDP a un conjunto finito de valores discretos. El punto
de partida es la discretizacion del dominio mediante una malla o rejilla, en la que ya no
se habla de valores en un punto del espacio, sino de valores definidos sobre cada punto de
la malla. Para el problema a tratar en esta tesis, éste método resulta, como se vera mas
adelante, de poca utilidad en la soluciéon de las EDPs de nuestro interés. Sin embargo, es
conveniente hacer mencion de él para tener una primera vision del alcance de los métodos
numeéricos en éste tipo de problemas.

Para entrar por completo al tema de diferencias finitas, es necesario establecer una
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3.1 Diferencias finitas

manera de aproximar una derivada, y para ello se hard uso de la expansion en serie de
Taylor. Como se dijo, se necesita discretizar el espacio y también el tiempo. Siguiendo
a [Toro, 2009, pp. 164-165|, se considera que se divide a la coordenada espacial en N
intervalos igualmente espaciados de longitud Az, de tal forma que un punto sobre ella
pueda ser escrito como x; = jAz, con j = 0,1,...,N. Se dividird de igual forma a la
coordenada temporal en N, intervalos de longitud At, asi t” = nAt,conn = 0,1, ..., N;. De
esta manera, la funcién f quedara definida por las coordenadas (", z;) y la denotaremos
como f1'. Ademas, Ax =z, —x; y At = t"t1 — " seran las resoluciones espacial y
temporal.

Conociendo la funcién f;* para un tiempo fijo y todas sus derivadas, es posible encon-
trar el valor de la funcién en la vecindad de un punto x = z;. Esto es, para z; + Az,

tenemos que

(Az)*
2!

Azx
5

f(xj + AQ?) = f(ijrl) = f(SCJ) + fl(ﬂij) + f”(:cj) + O(Ax3), (31)
donde el término O(Az?) representa al error de truncamiento, siendo este el que deter-
minara el orden de precision de la aproximacion. Si nos quedamos s6lo a primer orden y
despejamos el valor de la derivada se llega a

A esta aproximacion para la derivada se le llama diferencia finita superior o delantera, ya
que la derivada se expresa en términos de la funcién evaluada en un punto y la evaluacion
en un punto a la derecha de éste a una distancia Ax.

Anélogamente, podemos expandir en serie de Taylor para un punto a la izquierda de

Zj; como sigue

Az (Az)?
Tf (z;) + 9]

flaj) = flag) - (@) + 0(A2?), (3.3)

de donde se obtiene de igual manera una expresion para la derivada, llamada diferencia

finita inferior o anterior. Esta es

F(ay) = 1) _Ai iz 4 o(Ax) (3.4)
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3.1 Diferencias finitas

Restando (3.3) y (3.1) se llega a una expresion para la primera derivada con un error

de segundo orden,

flay) =1 ("""j“)z;xf o) 4 o(as), (3.5)

A (3.5) se le conoce como diferencia finita central, pues toma en cuenta un punto tanto a

la derecha como a la izquierda de x; y se puede obtener también de tomar el valor medio
entre las aproximaciones superior e inferior.

Cabe mencionar que también es posible aproximar la derivada haciendo uso de dos
puntos a la derecha o a la izquierda en lugar de solo uno. A estas aproximaciones se les suele
llamar upwind o aproximaciones no centradas. Para ello basta agregar las expansiones para
los puntos f(z;12) y f(xj_2) a las que se tenfan previamente, y encontrar una combinacion
lineal entre ellas tal que se eliminen tanto el término de orden cero como los términos para

las derivadas de segundo orden en adelante. Las expansiones son

2Ax , 4(Az)?

F(@jea) = fla) + = (25) + == () + 0(Az?). (3.6)
Flayea) = £ly) = 222 ) + X0 ) 02, 3.7)

respectivamente. Una combinacion lineal entre las ecuaciones (3.6) y (3.1) y la evaluacion

de la funcion en zj, que proporciona una expresion para la primera derivada a segundo

orden de aproximacion es — f(z;42) +4f(z;41) —3f(x;). Al dividirla por 2Az resulta que
— AF(xiit) — 3F(z

f,(xj) _ f($_7+2) + 2fA<?+1) f(ill’]) n O(AQEQ) (38)

La combinacion lineal para el caso de (3.7) y (3.3) es analoga a la del caso anterior pero

de signo contrario, es decir, haciendo uso ahora de los puntos a la izquierda tenemos

f,(xj) _ f(xj—Q) - 4];(§;—1) + 3f($]) + O(Al‘z) (39)

Finalmente, para un orden de aproximaciéon mayor, digamos de cuarto orden, se debe
considerar un numero mayor de términos en las expansiones (con error de truncamiento de

quinto orden), y encontrar una combinacion lineal del tipo af(x;—2)+bf(z;-1) +cf(x;) +
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3.1 Diferencias finitas

df (z;+1) + ef(x42), hablando del caso centrado. El nuevo sistema de expansiones seré

Flasoa) = () — 2 pay) 4 L85 g - BOD g
+ %A!:Uff’"’(xj) + O(Az")
Flasoa) = o) = B2 ey + E2L gy - B0 g
(B2 pin) + o(0)
(o)) = )
Flasin) = o) + 22 e + B iy + B o
(B2 pona) + 0(80?
Flassa) = o) + 25 pay) 4 85 o 4 SO0 g
+ 16(35”)2 " (a;) + O(A%).

La expresion para la primera derivada con una aproximaciéon de cuarto orden sera

f(xj2) = 8f(xj-1) +8f(xj11) — f(wj42)
12Az

f(z;) = + O(Az?h). (3.10)

A manera de comentario, si lo que se busca es aproximar derivadas de segundo orden,
se debe de buscar una combinacién lineal para la cual solo sobrevivan los términos que
contengan a dicha derivada. La aproximacion de segundo orden para la segunda derivada

eS f(@ja) = 2f () + f(x;1)

(Ar)? +O(Ar?). (3.11)

f'(z;) =

34



3.2 Evolucién temporal: Método Runge-Kutta y Método de lineas

3.2. Evoluciéon temporal: Método Runge-Kutta y Mé-

todo de lineas

Método de Runge-Kutta

De la seccién anterior se vio que es necesaria una forma de aproximar las derivadas,
y se sustenté en la expansion en serie de Taylor. Otra método que hace uso de la misma
herramienta es el método de Runge-Kutta para la soluciéon de ecuaciones diferenciales
ordinarias con valores iniciales. De [Hurtado and Sanchez, 2002, pp. 469-471], un problema
de valor inicial (PVI) que se quiere resolver numéricamente queda formulado de la siguiente

manera:
1. Una ecuacion diferencial de primer orden.
2. El valor de y en un punto conocido g, que es la condicién inicial.
3. El valor z; donde se quiera conocer el valor de y.

O de forma matemaética

PVI = { = f(.) (3.12)
y(@o) = vo-

Lo que se busca es, de igual forma, sustituir las derivadas por evaluaciones de una fun-

ciébn que se conoce, y consiste en obtener un resultado que normalmente se obtendria de

considerar un numero finito de términos de una serie de Taylor de la forma

h2 ! h3 1!
Yie1 =i + hf(zi, i) + gf (@i, y3) + af (24, 93) + - - (3.13)

mediante una aproximacion del tipo

Yir1 = Yi + hlaof (i, yi) + o f (2 + pah, yi + bih)
+ aof(z; + poh, yi + boh) + - - - + o, f (2 + pph, yi + byh)]. (3.14)

Los parametros «, p y b seran determinados de tal forma que si se expande f(x;+ p;h, y;+
b;jh) en serie de Taylor alrededor de (z;,y;) con j = 1,...,p, se veria que los coeficientes

de las potencias de h coincidirian con los de la ecuacion (3.13).
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3.2 Evolucion temporal: Método Runge-Kutta y Método de lineas

A manera de ejemplo, se obtendran las expresiones para el método de Runge-Kutta

de segundo orden, es decir, cuando p = 1.
Se inicia por reescribir la ecuacion (3.14) para p = 1 de la siguiente forma

Yir1 = Yi + hlao f (2, y5) + o f(2; + ph, y; + bh). (3.15)

Se puede escribir b sin pérdida de generalidad como b = Af(z;, y;) ya que este parametro

puede manejarse mas libremente.
Ahora expandemos la expresion f(x; + uh,y; + Ako) (donde kg = hf(z;,y;)) en serie

de Taylor para funciones de dos variables y obtenemos

Of (i, i) n )\hﬁf(xi,yz‘) n pW2h? 0% f (x4, y;)

a2f(fvz‘, yz) )\21902 62f($z‘, yz) 3
+ phXkg 910y + o Oy + O(h°). (3.16)

Sustituyendo en la ecuacion (3.15) se llega a

af(l"i,yi) + )\haf(xuyi)

Yis1 = Ui + hao f(xi, yi) + arh[f(z, vi) + ph o7 ay
21,2 92 2 21. 2 92
pwh*o f(l”i,yz') 0 f(l"uyz') Nko” 0 f(l"uyz') 3
+ 5 927 + phAky 910y + 5 Oy + 0O(h%)]. (3.17)

Reordenando en potencias de h

s =+ hlaa + a)f o) + s (225 4 v 500 )

h? 232f($z', yi) aZf(%', yi) 2 r2 82f($i; yz) 4
+ el o + 2M)\f(l‘¢,yi)ax—ay +A°f (%yz)a—yg] + O(h%).
(3.18)

Lo que se busca ahora es igualar los coeficientes de (3.13) y (3.18). De esta manera se
puede encontrar que
ap+a; =1

pan =
)\051 =

N2 Ll Y

Y
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3.2 Evolucién temporal: Método Runge-Kutta y Método de lineas

de donde sélo se tienen 3 ecuaciones para cuatro incognitas, lo que conduce a un ntimero

infinito de soluciones. Sin embargo se propone una solucién que bien podria ser la més

simple
a0:a1:§;u:/\:1.
Asi "
Yi+1 = Yi + B [f(x'm Yi) + f(xi + h,yi + hf (2, yz))]
o bien

h
Yit1 = Yi + §(k0 + k1) (3.19)

con ky = f(xy,y:) y k1 = f(z; + h,y; + hky). Las expresiones anteriores pertenecen al
método de Runge-Kutta de segundo orden.

Ahora bien, el método que se usara aqui es el método de Runge-Kutta de cuarto orden,
el cual es una de las formulas méas usadas dentro de la familia de posibilidades. Esta dada

CO1mo:

Método de Runge-Kutta de cuarto orden

h
Yig1 = Y;i + g(lﬁ + 2ko + 2k3 + ky), (3.20)

donde:

ki = f(zi, vi)
ke = f(xi +h/2,y; + hk1/2)
ks = f(xi + /2,y + hky/2)
ks = f(xi +h,y; + hks)

Este método en particular se utilizara para encontrar a y a en casa instante de tiempo

al resolver la ecuaciones (2.3), asi como para obtener el dato inicial.

Método de Runge-Kutta TVD

Debido a que los métodos numéricos en general trabajan desde cierto punto con apro-

ximaciones, es de esperar que se presenten errores numéricos propios del codigo, los cuales
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3.2 Evolucion temporal: Método Runge-Kutta y Método de lineas

pueden manifestarse en forma de oscilaciones. Sin embargo, se busca que estos errores no
se incrementen a cada paso de tiempo en una evoluciéon temporal como se tiene el caso.
Por esto mismo es necesario introducir el método de Runge-Kutta con la propiedad TVD,
o Total Variation Diminishing por su siglas en inglés.

Antes de describir en qué consiste dicho método se cuantificaran de alguna manera
las oscilaciones producto de los errores numéricos. Siguiendo a [Shu and Osher, 1988], se
haré uso del concepto de Variacion Total (TV o Total Variation) de una solucion escalar

discreta, tal como en una malla numérica, y que se define como sigue
TV (1) = fuj — g, (3.21)
J

donde el subindice j se refiere a la coordenada espacial en la malla.
Para asegurar que el error no se propague y por ende decir que se mantiene la propiedad

TVD, el método debe evitar que se incremente la variacion total en el tiempo, es decir
TV (u™h) < TV (u™), (3.22)

donde n se refiere a la coordenada temporal en la malla.

Ahora bien, el método de Runge-Kutta es usado para resolver un sistema de la forma
up = L(u), (3.23)

y el método se escribira de manera general como sigue

k=0
2y (M) — ot

Asi, se dice que el método de Runge-Kutta (3.24) es TVD bajo el coeficiente CFL

(Courant-Friedrichs-Lewy) o mejor conocido como factor de Courant dado por

c= minak% (3.25)

5ik
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3.2 Evolucién temporal: Método Runge-Kutta y Método de lineas

con oy, > 0y Bir = 0. Dicho factor es el que relaciona los pasos en el tiempo con los pasos
en el espacio de la forma At = cAr.
Las expresiones para los métodos de Runge-Kutta TVD de segundo y tercer orden

son, para segundo orden

Runge-Kutta TVD de segundo orden

1 1
un+1 — _un + _u(l) + _AtL<u(1))’ (326)

31 1
w? = Jut o qu® 4 AL (), (3.27)
12 2
= st 4 Su® o SALLW®),

también con ¢ = 1.
Con este método se resolveran las ecuaciones de la hidrodinamica relativista resumidas
en (2.3)

Método de lineas

El método de lineas es, a grandes rasgos, un método numérico que permite apro-
ximar ecuaciones diferenciales parciales por ecuaciones ordinarias. Consiste en la semi-
discretizacion del dominio, es decir, todas salvo una de las variables independientes se
discretizan. Su nombre proviene del hecho de que para los valores de las variables discre-
tizadas se tiene un continuo en la variable no discretizada, lo que forma lineas. Asi, una
ecuacion diferencial que fuera en principio parcial, en funcién del tiempo y del espacio, se

podréa escribir como una ecuaciéon diferencial ordinaria en ¢ como sigue

du_

= s (3.28)
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3.2 Evolucion temporal: Método Runge-Kutta y Método de lineas

donde el lado derecho de la ecuacion involucra a las derivadas parciales espaciales que
han sido aproximadas por algin método (por ejemplo diferencias finitas), y que ahora es

funcion de u(t, x). Asi, por ejemplo, una ecuaciéon de la forma

ou ou B

con v una contaste, se puede aproximar a la expresion

du; . U; — Ui—1
= = U (3.30)

donde i designa la posicion a lo largo de la malla discretizada y corre sobre ¢ = 1...M en
una malla de M puntos (ver Figura (3.1)). De esta manera se tienen ahora un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias para t, sin pasar de largo que son necesarias las
correspondientes condiciones iniciales y de frontera. Para mas informaciéon y ejemplos se
puede consultar [Sadiku and Obiozor, 2000]

>
X X, Xy X

Figura 3.1: Discretizacion de la coordenada espacial en el método de lineas.
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3.3 Métodos de alta resolucion para captura de choques

3.3. Meétodos de alta resoluciéon para captura de cho-

ques

Se sabe que las ecuaciones de la hidrodinamica relativista, que son en general ecua-
ciones diferenciales parciales (EDP) no lineales de tipo hiperbdlico, tienden a generar
soluciones que presentan ondas de choque aunque la condicién inicial sea suave, es de-

cir, formacion de discontinuidades cuando se supera la velocidad de propagacion de la

/\ u(x,t)

V%

A u(x)

Figura 3.2: Solucion a una ecuacion diferencial parcial de tipo hiperbolico (ecuacion de Advencion) que
evoluciona en el tiempo sin generar choques.

solucién.

A manera de ejemplo, una soluciéon que no presenta ondas de choque se ve en la
Figura (3.2) y corresponde a una ecuacion de tipo hiperbdlico en una dimension (llamada
ecuacion de Advencion)

up + au, =0 (3.31)

con a una constante que representa la velocidad de propagacion de la onda ya sea a la
izquierda o a la derecha segin su signo. El problema de Cauchy quedaréd definido junto

con la condicién inicial u(z,0) = ug(x). Sin embargo, cuando la ecuacion ya es de la forma

u + f(u), =0 (3.32)

se pueden generar choques y que llevaran a una solucion multivaluada que carece de sentido

fisico. La razon, a grandes rasgos, tiene que ver con las llamadas curvas caracteristicas,
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3.3 Métodos de alta resolucion para captura de choques

que son curvas sobre las cuales la solucion u(z,t) se mantiene constante. Los choques
se generan debido al cruce entre estas curvas (ver [LeVeque, 1992, pp. 19-27| para mas
informacion). En las Figuras (3.3) y 3.4 se puede ver esquematicamente cémo se van
generando los choques, donde las curvas caracteristicas estan representadas por las lineas

rectas en principio paralelas como en la Figura (3.2), pero que después llegan a cruzarse.

— >
T~
N
~~a
—
— >
—
—
—
—
— >

A u(x,0)

Figura 3.3: Solucion a una EDP que comienza a generar choques.

u(x,t)

u(x,0)

PN

Figura 3.4: Solucion a una EDP que ya ha generado ondas de choque arrojando una funcion trivaluada.

Por todo ésto, es evidente que adoptar un esquema de soluciéon basado en diferencias
finitas, por ejemplo, no serfa de ayuda en presencia de discotinuidades. Por otro lado, los
métodos que si resultan aplicables en estos casos son los llamados High Resolution Schock

Capturing Methods o Métodos de captura de choques de alta resolucion, los cuales se



3.3 Métodos de alta resolucion para captura de choques

basan en la discretizacion de volumen finito que se describira a continuaciéon, y considera

la version integral de las ecuaciones escritas en forma de ley de balance.

3.3.1. Volumenes finitos

De manera similar a como se desarroll6 en diferencias finitas (ver [Toro, 2009] y [Font,
2008]) se comienza por definir una malla numérica que representa al espacio-tiempo, cuyas
celdas estan igualmente espaciadas. Asi, la coordenada temporal quedara discretizada con
los valores t" = nAt, mientras que la posicién del centro de la celda, C;' 1/ 2, en el espacio
serd x; = 1Ax. Las fronteras de la celda estardn ubicadas entonces en x;_1/2 y T;41/2, con

un tamano de celda de AzAt (Ver Figura (3.5)).

tn+2
tn+1
A
n+1/2 |
C. I
t" |
e L=
Ax
-1
tn
Xi-3/2 Xi-1/2 Xi+1/2 Xi+3/2

Figura 3.5: Discretizacion del espacio-tiempo en el esquema de volumenes finitos. El volumen de control
se encuentra definido por AV = AtAx con sélo una dimension espacial. La celda senalada se encuentra

1/2
centrada en CI'" /

y estd localizada en (t"F1/2 x;).

Como se mencion6 arriba, se tienen grandes ventajas al utilizar la forma integral
de la ecuacion de balance de flujo, que resulta particularmente ttil cuando el problema
desarrolla discontinuidades. Para plantear el problema, se escribira la ecuacién de balance

de flujo para un sistema conservativo unidimensional dependiente del tiempo:
ou+ 0, F(u) =S (3.33)

donde u es el vector cuyas componentes contienen a las variables conservativas, F'(u) son
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3.3 Métodos de alta resolucion para captura de choques

los flujos, y S lo que se conoce como término de fuente.
Para discretizar esta expresion y escribirla en forma integral se realiza un promedio

sobre la celda de espacio-tiempo, de lo que resulta

tntl nt1

L[ pudeat+—— [ [ o, p()ded
t - t
NI / 1 /t ATt AT / /t (u)de
i—1/2 i—1/2
tn+1

L[ 9,Sdxd 4
= A /11._1/2 /tn ,Sdxdt  (3.34)

siendo (¢", ") X (2;_1/2, Ti41/2) €l volumen de la celda sobre la que se integra. Integrando

la expresion anterior se obtiene

1 1 /= . gn—
S P (Fn+1/2 B Fn+1/2> + 5" 1/2 (3.35)

i+1/2 i—1/2

At —n 1 aon—
a = — S (B = B) + A, (3.36)
donde
T L (3.37)
= — w(t", x)dx .
Al’ Ti—1/2

es el promedio temporal del vector de variables conservativas,

tn+1

_ 1
Fz’ﬂ}éz Al /tn F (u(t,2p41/2)) dt (3.38)
el promedio temporal de los flujos, y
_ 1 Tyt
St / / Sdxdt (3.39)
AtAz Jy ), Jin

el promedio tanto espacial como temporal del vector de fuente.
En particular, se debe poner especial atenciéon al calculo de los flujos pues, de pre-
sentarse discontinuidades en las fronteras de la celda, se tendria entonces que resolver el

problema de Riemann en dichas fronteras, que es lo que se tratara a continuacion.
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3.3 Métodos de alta resolucion para captura de choques

3.3.2. Problema de Riemann

El problema de Riemann es un problema de valor inicial (PVI) que, dada una ecuacion
diferencial parcial, presenta una condicion inicial discontinua (ver |[Toro, 2009, pp. 49-50]).

Esto es, para una funcion v = u(z,t), la condicién inicial se escribe como:

Problema de Riemann

) <0
urp St T , (3.40)

u;p, st x>0,

donde wuy (izquierda) y ug(derecha) son dos valores constantes, como lo muestra la
Figura (3.6). Es necesario resolver este problema dado que la misma discretizacion nos
lleva a tener casos semejantes en las interceldas para los flujos como se mencion6 arriba,
y para ello se introducirdn los reconstructores de variables que ayudara a definir las

condiciones de frontera en las interceldas.

[

UO(X)

u_

> X

X
Figura 3.6: Esquema del problema de Riemann (PVI).

3.3.3. Reconstruccion de variables en las interceldas

Constante por pedazos: Método de Godunov

Anteriormente se vio que el método de volumenes finitos involucraba promedios espa-

ciales de las variables u, es decir u, cuyo valor se considera constante en la celda. Para
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3.3 Métodos de alta resolucion para captura de choques

i+1

Figura 3.7: Aproximacion de la funcion u(x,t) por medio de una funcion constante por pedazos u(x,t)
en el método de Godunov.

un tiempo fijo, dichos promedios definirdan una funcién constante por pedazos en lo que
se conoce como método de Godunov desarrollado por primera vez en |[Godunov, 1959
(ver Figura (3.7)), y que a su vez estableceran las condiciones iniciales que definiran el

problema de Riemann en las interceldas.
Lineal por pedazos: minmod

Otra alternativa al método de Godunov para la reconstruccion de funciones son los mé-
todos que aproximan la funcién real por medio de lineas rectas con cierta pendiente (ver
Figura (3.8)) Béasicamente cada uno de estos métodos se diferencian entre si por la forma
es que dicha pendiente es escogida. Uno de ellos es el método minmod ([Roe, 1986]).

Para aplicar este método se debe contar en primera instancia con los valores de la
funcion u en los puntos x;_1, T;, Tix1 V Tiyo, s decir, u;_1, u;, Uir1 ¥ Ujro. Se calcularan
las pendientes de las rectas a la izquierda y a la derecha de, por ejemplo, la interfase en
Tiy1/2. Para ésto son necesarias tres pendientes auxiliares m; = m;_1/2, Ma = Mit1/2 y
ms3 = M;13/2 como lo muestra la Figura (3.9). La pendiente de la recta centrada en ;412
se define como

Ui+1 — Uy

(3.41)

Miy1/2 = .
Tiv1/2 — T4
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Xir X Xiyp
Figura 3.8: Aprozimacion de la funcion u(z,t) por medio de una funcion lineal w(x,t) cuya pendiente

es determinada por cada uno de los métodos de este tipo.

De manera semejante se pueden obtener las otras dos pendientes auxiliares. Asi, las rectas

que aproximan a la funcion v a la izquierda y a la derecha de la interfase se escriben como

Aproximacion lineal por pedazos

UiLH/z = Ui + 0i(Tiy1/2 — T5) (3.42)
EZ—I/Q = U1 + 01 (Tiv1y2 — Tio1), (3.43)

donde los superindices L y R significan izquierda (Left) y derecha (Right), y o;
o(my,ms) y 0;41 = o(mg, m3) se determinan por la funcién que le da el nombre a es-

te método: la funcion minmod

Funcién minmod

a si la| <|bl, con ab>0,
o =minmod(a,b) = ¢ b si |a] > [b], con ab>0, (3.44)
0 st ab<O.

Como se puede ver, esta funcion escoge la pendiente minima de entre las dos compa-
radas mientras éstas sean del mismo signo, es decir, cuyo producto sea positivo. Cuando
las pendientes son de signo contrario, como el caso de my y mg en la Figura (3.9), la fun-
cion minmod asigna una funcion constante (de pendiente nula) con el valor de la funcion

evaluada en el punto ;.

47



3.3 Métodos de alta resolucion para captura de choques

| | | | -

Xi-1 Xi Xiviz  Xisr Xis2

Figura 3.9: Representacion de las pendientes auziliares necesarias para aprorimar a la funcion u tanto
a la izquierda como a la derecha de la interfase en ;41,2 mediante la funcion minmod o MC.

Lineal por pedazos: MC

El otro reconstructor es el llamado MC o Monotonized Central ([van Leer, 1977]). Como
se dijo antes, la diferencia con minmod radicara en la forma en que las pendientes de las
rectas son escogidas, sin embargo la informaciéon que requiere en cuanto a las pendientes
auxiliares es la misma. MC' tiene la ventaja de que el valor de las pendientes puede ser
mayor, con el fin de que la pendiente no se reduzca tan drasticamente. Las rectas que
aproximan a la funcion estaran dadas de igual forma por las ecuaciones (3.42) y (3.43),

donde ahora o se escogera mediante la funciéon
Funcion MC

2a si lal < |b] y 2|a|] < |,
2 si a| > b oy 20b] < |,
c st | <2lal y |c| <2/b),
0 si ab<O.

o= MC(a,b) = (3.45)

Aqui ¢ es una pendiente intermedia definida como ¢ = (a + b)/2, y en particular las
pendientes son del doble de la magnitud que en el caso de minmod.

Puede consultarse |Cruz-Osorio, 2014] para ver otros reconstructores.
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3.3.4. Foérmula de flujos aproximada: HLLE

Para abordar lo referente a los flujos numéricos retomaremos algunos de los puntos
estudiados en la seccion 2.6. En el calculo de dichos flujos se usan métodos que resuelven el
problema de Riemann de manera aproximada, y lo hacen tomando ventaja de la estructura
caracteristica de la matriz jacobiana resultante de la linealizacion de las ecuaciones tipo

ley de balance, es decir

Oyit + 8, F(if) = 0 (3.46)
. OF o
Ol + 7, =0 (3.47)
. OF

donde ff(ﬁ) es la matriz jacobiana que en este caso es en la direccion x. Habra una
matriz jacobiana por cada direcciéon. Una vez calculada se pueden obtener sus eigenvalo-
res y correspondientes eigenvectores. Los distintos métodos numéricos que resuelven este
problema se distinguen entre si por la informaciéon que cada uno requiere de la matriz
jacobiana. Para este trabajo se utilizaréd so6lo uno de éstos métodos: Harten, Lax, van Leer
and Einfeldt o HLLE (ver |Einfeldt, 1988| y [Harten et al., 1997]).

Este método resulta ventajoso en el sentido de que sblo necesita los eigenvalores de
la matriz jacobiana. Como se vio en 2.6 dichos eigenvalores representan velocidades de
propagacion de la onda. Pues bien, este método hace uso de las velocidades més réapidas
tanto a la izquierda como a la derecha de la interfase (ver Figura (3.10)). Para hacerlo

compara todos los eigenvalores, es decir
AT =maz (0, A, \]) AT =min (0, A", A, (3.49)

donde \; son todos los eigenvalores de la matriz, y en el caso general i = 1,2, 3,4,5.

Por su parte los flujos numéricos se calculan mediante la siguiente formula

FHLLE _ ATE (uiLH/?) —Af (uﬁ1/2> +ATAT (qﬁkl/2 - uiL+1/2>
i+1/2 - ,

(3.50)
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L,R
i+1/2

de la interfase.

con f (u ) los flujos numéricos en términos de las variables a izquierda y derecha

* *
)\ L rdpida u F >\R répida

UL UR X

>

Figura 3.10: FEsquema que representa a las dos velocidades de mayor magnitud de las ondas que viajan
una a la derecha y otra a la izquierda de la interfase, y que son ocupadas en el método HLLE. A la
izquierda y derecha de ambos eigenvalores se tienen respectivamente los valores de las variables @ dados
previamente por el reconstructor de variables.

3.4. CAFE: RMHD

En ésta seccion se describiran brevemente cuatro versiones del codigo CAFE, finalizando

con un resumen de la version utilizada para este trabajo.

» [Lora-Clavijo et al., 2015] Resuelve la Magnetohidrodindmica ideal relativista en 3D
descrita por la conjuncion de las ecuaciones de Einstein-Euler-Maxwell mediante la
implementacion de los métodos de Captura de Choques de Alta Resolucion o High
Resolution Shock Capturing (HRSC) para una combinacion que utiliza la formula de
flujos HLLE y reconstructores lineales PPM y de quinto orden WENO, mientras que
la integracion en el tiempo usa el método de lineas con un integrador Runge-Kutta
TVD de tercer orden. Ademas utiliza métodos de limpieza de divergencias para
controlar la divergencia de la constriccion de campo magnético libre. Las pruebas

con el cédigo incluyen también el problema de Riemann en 1D y 2D para simular
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ondas de choque, colision frontal de corrientes, con o sin campo magnético, alineado

o transversal, constante o discontinuo en las condiciones iniciales.

s [Cruz-Osorio et al., 2012] Resuelve la hidrodinamica relativista en simetria ecuatorial
2D con un espacio-tiempo fijo de Kerr usando la aproximaciéon de voltimenes finitos
al igual que los métodos de HRSC. Implementa también el resolvedor aproximado del
problema de Riemann HLLE con un reconstructor lineal por pedazos minmod. La
integracion en el tiempo utiliza el método de lineas con un integrador Runge-Kutta
TVD de segundo orden. En la referencia se utilizé6 para modelar una distribuciéon
de gas uniformemente distribuido que evoluciona alrededor de un cuerpo compacto
central (un agujero negro en éste caso), y en presencia del fenémeno de inestabilidad
flip-flop, producido si el agujero negro rota y provoca una oscilaciéon en el cono de

choque cuando el gas es supersonico.

» |[Lora-Clavijo and Guzman, 2013] Esta version estudia y resuelve el mismo problema
que el ultimo, haciendo uso de la mismas herramientas numéricas, pero a diferencia

del caso anterior posee simetria esférica axial en un espacio-tiempo fijo de Schwarzs-

child.

» [Lora-Clavijo et al., 2013] Resuelve las ecuaciones de Einstein-Euler en un espacio-
tiempo dindmico 1D con simetria esférica para un gas ideal ultrarelativista con una
ecuacion de estado p = p/3, con el fin de modelar la acrecion radial de la radiacion
en Hoyos Negros Primordiales (durante la era leptonica de t ~ 107%s a t ~ 10%s).
El lado derecho de las ecuaciones de evolucion de la geometria son discretizadas
usando una aproximacion de diferencias finitas de cuarto orden, mientras que las
ecuaciones de Euler se discretizan bajo un esquema de volimenes finitos con los

métodos HRSC, la férmula de flujos HLLE y un recostructor minmod.

» CAFE 1D TOYV. Esta es la version que se ocupd para este trabajo y se describe a

continuacion.

En general, el codigo CAFE puede resumirse en el diagrama de flujo de la Figura (3.11).
Comenzando con los parametros de entrada, en la Figura (3.12) se presenta una captura
como ejemplo de los datos que son introducidos previo a correr el cédigo junto con una

breve descripcion. Hay que notar que para el caso presentado en la Figura (3.12) no se esta
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3.4 CAFE: RMHD

Codigo CAFE

Introduccion de los parametros de entrada

'

Creacion de la malla numérica

Y

Construccion de la estrella TOV

¥

Condiciones de frontera para
variables primitivas

v

Reconstruccion de variables

v

Calculo de los flujos numeéricos

Y

Calculo de los términos de fuente

Paralelizado

v

Evolucion temporal: RK 3TVD

v

Recuperacion de variables primitivas

v

n+l

Guardar datos

Figura 3.11: Diagrama de flujo del codigo CAFE
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evolucionando en el tiempo (Ntt = 0), por lo que este input es soélo para el dato inicial.
Sin embargo, analisis de colapso, migracién o estudio de la convergencia del codigo, si
requiere una evolucion temporal (Ntt > 0). Algo que también es importante resaltar es
el factor de Courant, que nos relaciona los pasos en el tiempo con los pasos en el espacio
de la siguiente manera

dt = cdr, (3.51)

donde c es el factor de Courant.

&TOV Input
res_num
g_pts
nvars
rmin

rmax

Nrr

Ntt
courant
re

every 0Dt
every 1Dt
gamma
kappa
den c
denf
rho_atm
Limiter
Riemann

Resoluciodn

Ghost points

Nimere de varibles conservativas

| Dominio en la

| coordenada r

Nimero de pasos en el espacio

Nimero de pasos en el tiempo

Factor de Courant (c=dt/dr)

Radio inicial

Guardado de datos en el tiempo

Guardado de datos en el espacio
! 1.33333, 2.0, 1.66666666667-- Indice politropico

Constante politrépica

Densidad central

Densidad final

Atmosfera

Reconstructores

Formula de flujos

Figura 3.12: Parametros de entrada del codigo

La malla numérica que representa al espacio-tiempo es creada, para el espacio, divi-
diendo el dominio 7 € [ry,ae — 'min] entre el niumero de particiones deseada (Nrr), mientras
que los pasos en el tiempo se obtienen con ayuda del factor de courant como se expresa
arriba.

A continuacion se genera el dato inicial (¢ = 0) para la estrella obteniendo la masa, la
densidad, la presion, a y a con ayuda del método de integracion Runge-Kutta de cuarto
orden (3.20). En general, obtenemos todas las variables primitivas en los puntos centrales
de las celdas de la malla para después aplicar condiciones de frontera sobre ellas. Esto
nos permitird definir un problema de Riemann (3.40) en las interceldas para después
utilizar algunos de los reconstructores de variables, ya sea minmod (3.44), mc (3.45) o de
Godunov.

En lo que respecta a la hidrodinamica, se ocupa el método Runge-Kutta TVD de tercer

orden (3.27) para resolver la ecuaciones (2.3), construyendo primeramente las variables
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3.5 Pruebas del codigo

conservativas y calculando los flujos (3.50) con ayuda de los eigenvalores provenientes de
la descomposiciéon espectral. Todo esto a partir de los métodos HRSC. Posteriormente se
encuentran los términos de fuente, y con toda la informacion previa se calculan las varia-
bles conservativas en el paso de tiempo siguiente con ayuda de la ecuaciéon de evolucion
(3.36).

Posteriormente se recuperan las variables primitivas con el método de Newton-Raphson
para finalizar con el guardado de datos en el nuevo paso de tiempo. Con las variables pri-

mitivas a la mano se puede reiniciar el proceso de evolucion.

3.5. Pruebas del cédigo

K= 1, ['= 2, Pe = 0.42 [2.59 x 10Y7g/em?]

16 T+ 1 1. 1.1 1 1 1 17 —rtr 1 r 11 r 1 1 1° 1 1T7T1]
L4 -
12F ]
10 E ]
0.8 ]
0.6 F - pgeo ]
0.4 Peo -

C ageo ]
0.2F .

C —  geo |1
00 : | T T TN N TR AN TR N O T I TR TR T T AN TR TR N M :

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

R|km)|
Figura 3.13: Variacion de la densidad de masa en reposo pg, la presion P y los pardmetros definidos
a y a con respecto al radio de la estrella en kilometros (Modelo NS 1 de la Tabla 4.1).

Perfiles para el dato inicial

Para comenzar con la secciéon de pruebas del codigo se obtuvo el dato inicial, es decir,
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3.5 Pruebas del codigo

sin evolucion temporal, para la configuracion de una TOV star reportada en [Guzman
et al., 2012] (Modelo NS 1, Tabla 4.1) con I' = 2, K = 1 y una densidad central p. = 0,42
(unidades geométricas). En la Figura (3.13) se muestran los perfiles para la presion, la
densidad, los parametros a y a en funciéon del radio en kilémetros. Tanto para la densidad
como para la presion se espera que su valor maximo se alcance en el centro de la estrella
como se obtiene en la figura. Mientras que « y a tienden a uno para un espacio-tiempo
asintoticamente plano a medida que nos alejamos de la estrella como se espera para la
solucion de Schwarzschild donde a(7pae) = 1/a(rmaz)-

K =100, 1"=2

18 rr 1t 111111 rrr1rrrJr1rTrr1rrrr1Trrrrrrrrrrrrri

1.6

1.4

0.6 b
0.4 patm - 1 X 10_15 [~ 6% 102 g’/(‘m_a]
e e [utm — 1 x 10710 [~6x 10" g/em?] X
0.2 —  Patm = 1 x 1075 [~ 6x 102 g/em?]
0‘0|||I|||I|||I|||I|||I||-'I"I'_|t||I|||I|||I?||
0 2 4 6 3 10 12 14 16 18 20

R[km)]

Figura 3.14: Compacticidad de la estrella para distintos valores de la atmdsfera (pfioor)-

Atmosfera

Algo que es importante mencionar a esta altura es la atmosfera de la estrella de neu-
trones. En realidad, una estrella de neutrones carece de una atmosfera y técnicamente se
considera que fuera de la estrella se tiene vacio, lo que implicaria un valor de cero para la
densidad y la presion cuando r sea igual al radio de la estrella. Sin embargo, numérica-

mente hablando, un cero en una computadora depende de la precision de esta, es decir,
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3.5 Pruebas del codigo

del ntimero de digitos decimales disponibles, pudiendo llegar hasta 38. En resumen, el
cero numérico no tiene valor cero, por lo que se debe establecer un valor minimo de la
densidad a partir del cual se considere que nos encontramos fuera de la estrella. A este
valor es al que nos referiremos como la atmoésfera de la estrella y que se menciona en la
Figura (3.13), siendo una herramienta puramente numérica.

Por otro lado, algunas simulaciones requieren manipular el valor de la atmosfera por
motivos numéricos, pero debido a que no se refiere a una cantidad fisica se esperaria que
un cambio en su valor no repercutiera en los resultados. Por este motivo se presenta la
Figura (3.14), en la que se ha graficado el radio de la estrella en kilémetros contra la
masa total para diferentes valores de la atmosfera en el caso de I' = 2, K = 100. Si bien
las curvas son diferentes al inicio, el maximo de la masa, punto de vital importancia que

caracterizard a una configuracion, no se ve afectado.

. K=100,I'= 16 K=10,I"=5/3

F T T T T IZI.OI T : T l.l I.l l.l I.l T .. |: . T LA B B B B L L B B R B R |:
3'2:‘ 1 15 18 ; . : ; ]
2.8F ] 1.6f ]
- 1.4 1.4k 3
2.4¢ 1 13 1.2 1
— _ f — 1.0 ]
© 2.0 _ :§1.2 o.8f 3
< 1.6 1 <11 0.6 E
= IS :
1.2F {1 10 0.2 E
i ] 0.8 ]

0.8f 1 o9 '

0.4f 1 os

086=02""04 06 08 10 Lz b0 02 04 06 08 Lo 12
3 3
polg/cm”] polg/em”]
(a) Caso 1 (b) Caso 2
Figura 3.15: Densidad central de la estrella en g/cm3 contra la masa total y masa en reposo en unidades
de masas solares para dos casos de I' y K. La grdfica al interior es un acercamiento para los valores mds

pequenos de la densidad. Las corridas se hicieron con una resolucion espacial Ar = 0,06 (88,59m) en un

dominio v € [0,30] (0 — 44,29km) y un valor de la atmdsfera de 1 x 1073 (61771,4g/cm?), ambos en
unidades geométricas.

Masa y densidad

Para la siguiente prueba de igual forma reportada en [Guzman et al., 2012] (Modelos
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NS 2A y NS 2B, Tabla 4.1)se generaron diferentes configuraciones iniciales en funcion
de la densidad central pero manteniendo la misma I' y K, analizando los casos [' = 2,
K = 100 (Figura (3.15a)) y I' = 5/3, K = 10 (Figura (3.15b)). La densidad esta en
unidades de g/cm3, alcanzando érdenes de 107 comparable con la densidad del niicleo
atomico. Se puede apreciar que existen dos posibles valores de la densidad dado un valor
ya sea de la masa total o de la masa en reposo. De [Guzman et al., 2012] se sabe también
que el méaximo de las curvas en las graficas de la Figura (3.15) representa un punto critico
tal que las configuraciones (puntos) que se encuentren a la izquierda del méximo son esta-
bles, y las que se encuentran a la derecha, inestables. En esta grafica se pueden estudiar,
como se vera més adelante, los puntos sobre la curva que generan configuraciones estables
y de colapso para la estrella, asi como estudiar los casos de migracion, es decir, aquellas
configuraciones que migran a otro punto de la curva |Baiotti et al., 2005].

Las siguientes pruebas se centraran en la convergencia y estabilidad del c6digo con el

fin de garantizar la confiabilidad de los resultados.

_ _ K=100,I"=2
FTI—C .S T 5T R
1.008} ] 114f ]
1.006} ] 1.12f , ]
1.004f ] L10p 1

[ ] _ vosf ]
S 1.002} < S voef :
\g 1.000f - /2 /28 - ] 5 1.04f ' .
S 0.908 < o2 ]
S 0'996- — F=0 {1 T LOOFgs - oo
2%r r=o.00 |1 oo ]
0.994_— F=0.01 |] 0:94-_ — F=0 F=0.01 b
0.992 __ == a/ao(t:O) __ 092- F=0.001 -0 pmaz/p(](t:O) ]
P RIS S S B} L 70— 1
0'9900 2 4 6 8 10 0'900 2 4 6 8 10
t[ms] t[ms]
(a) Componente g, de la métrica (b) Densidad maxima sobre densidad central

Figura 3.16: Oscilacion del mdzimo de a/ag y para una configuracion estable de la estrella con T = 2,
K =100 y p. = 0,001 tras agregar a mano una perturbacion a la densidad de la forma p = p+Fp.cos(5r) y
estudiando tres valores para la amplitud de la perturbacion F'. La linea roja punteada marca el valor de a y
p al tiempo cero y se puede ver que dadas las tres perturbaciones, a y p oscilan satisfactoriamente alrededor
de este dato inicial en un tiempo de 10 miliseqgundos considerado el tiempo suficiente para verificar la
estabilidad de la estrella. Las corridas se hicieron con una resolucidn espacial Ar = 0,025 (36,91m) en
un dominio v € [0,500] (0 — 738,255km) y un valor de la atmdsfera de 1 x 10713 (61771,4g/cm?), en
unidades geométricas.
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Estabilidad, consistencia y convergencia

Para analizar la estabilidad del codigo se agregd a mano un perturbacién en la densi-
dad de la estrella para después evolucionarla en el tiempo. Cabe mencionar que no hay
una forma especifica para la perturbacion, y que para este trabajo se ha escogido una de
la forma p = p + Fp.cos(br), donde F' es la amplitud de la perturbacion, p. la densidad
central y r el radio. Las variables monitoreadas en la evoluciéon fueron la componente
g de la métrica, a, y la densidad maxima en cada paso de tiempo, p,,qe, tomando tres
valores para la amplitud de 0 (sin perturbar), 0,001 y 0,01. Los resultados se pueden
ver en la Figura (3.16). La linea roja punteada representa el valor de ambas variables al
tiempo t = 0, y con el paso del tiempo deberian mantenerse oscilando alrededor de ese
valor si la configuracion es estable. Se considera que el tiempo de evolucion suficiente para
verificar la estabilidad de la estrella es de 10 ms, es decir, no debe colapsar durante ese
periodo de tiempo. La justificaciéon para ésto tomara mas fuerza cuando se aborden los
casos de colapso més adelante. Se puede apreciar que los tres valores de la amplitud en la
perturbaciéon no modifican apreciablemente el perfil de evolucién, y que se mantiene, al
menos en el tiempo mostrado, oscilando satisfactoriamente cerca del valor inicial.

En cuanto a la consistencia, se vera el comportamiento de la constricciéon hamiltoniana

expresada en la secciéon 2.3 donde

H = 0,a — a® [47TT(T+D)+@2 = 0.
r

En la Figura (3.17a) se grafico el comportamiento de la constriccion hamiltoniana para
corridas con tres diferentes resoluciones donde res! es la méas baja resolucion y res3 la

mas alta. Aqui H, es la norma 1

b
5, — / H]dr, (3.52)

b
Hy, = ,// \H|Pdr. (3.53)

En principio, de la expresion para la hamiltoniana se esperaria que las graficas iniciaran

y Hp, es la norma 2 dada por
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015K =100, T =2 o = 0001 s wtyontt 16 el UL O )
0.14F| —  Hi,(resl) ] Lo} ]
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0.12} My, (res3) 1.3}
0.11 1.2}
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Figura 3.17: Fvolucidn en el tiempo de la constriccion hamiltoniana para una configuracion estable con
I'=2, K=100 y p. = 0,1 y para tres resoluciones distintas. En (a) se muestran la norma 2, apreciando
que a mayor resolucion la curva tiende a ser constante partiendo de un cierto valor inicial. En (c) se
grdfica el factor de convergencia para la constriccion hamiltoniana donde €1 = f1/fa y ea = fa/f3, con
f1, fo v f3 la soluciones para las resoluciones 1, 2 y 3 respectivamente.

desde cero y se mantuvieran constantes para ambas normas, sin embargo no hay que
perder de vista que, aunque las cantidades utilizadas tengan expresiones exactas, estan
construidas numéricamente desde el dato inicial, lo que significa que de alguna manera se
estd trabajando con aproximaciones propiciando que partan de un valor distinto de cero.
Para fines concretos se espera que al menos la constriccion hamiltoniana se mantenga
constante en el tiempo, es decir, estable. Se puede ver en 3.17a que el incremento disminuye
a medida que aumentamos la resolucién, es decir, hacemos mas pequeno el Ar. Por otro
lado, a medida que aumentemos la resoluciéon aumenta también el costo computacional,
principal razén por la que no se sigui6 aumentando la resoluciéon en este trabajo.

La consistencia esta estrechamente relacionada con la resolucion, y es que en teoria,
a medida que aumentamos la resolucion, la soluciéon deberia converger a la solucion en el

continuo, es decir, a la soluciéon exacta.

Finalmente, para establecer un criterio de convergencia se necesita de al menos dos
resoluciones, digamos Ar y una segunda resolucion Ar, = Ar/k, de tal forma que se

obtiene
errory
7l _ e
error,

(3.54)
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3.5 Pruebas del codigo

Si, por ejemplo, ) = 2, indica que la solucién discretizada se aproxima a la soluciéon
continua de manera cuadratica a medida que aumentamos la resolucion, y eso tiene que
ver con que se estan ocupando métodos de aproximacion con errores de segundo orden. Un
ejemplo de @ = 2 es al resolver la ecuacion de onda (ver [Guzméan, 2010]), sin embargo, éste
valor 22 = 4, es caracteristico para ecuaciones diferenciales parciales lineales, siendo que
para nuestro caso se tienen ecuaciones diferenciales parciales consideradas como altamente
no lineales.

De manera general, si se conocen las funciones aproximadas f; y fs para las resoluciones

1 vy 2 respectivamente, y ademas se sabe la soluciéon exacta fy, entonces se tiene que

Ji—Jo Q
o fo

(3.55)

donde k9 se conoce como factor de convergencia. Para este trabajo se ha utilizado x = 2,
es decir, el factor de convergencia sera 2%.

Para verificar la convergencia del codigo, en la Figura (3.17b) se ha graficado el factor
de convergencia para la restriccion hamiltoniana, donde de (2.57) se tiene que la solucion

exacta es fo = 0, y se ha definido

61:2Q1:£, 62:2(‘_’)2:é

B £ (3.56)

De la literatura se sabe que el factor de convergencia para la hidrodinamica relativista se
encuentra entre 1 y 2, por lo que se puede decir que nuestro cédigo recrea los resultados
presentados en estudios anteriores.

Para las pruebas de estabilidad, consistencia y convergencia se us6 el Modelo NS 6 de
la Tabla 4.1
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Simulaciones numeéricas de estrellas de
neutrones

Siguiendo con la motivacion para este trabajo, no se tienen hasta ahora constricciones
en cuanto a los valores que puede tomar el indice politrépico I' ni la constante politropica
K para la construccion de una estrella de neutrones. Es por eso que en este capitulo se
presenta un barrido sobre estos parametros con valores de I' que se suelen tomar en la
literatura y ampliando el panorama con la propuesta de nuevos valores. También se men-
cionaran los casos estudiados de migracion, en los que una configuracién que en principio
es inestable (colapsa) migra a una configuracion estable, lo que sugiere la existencia de
soluciones atractoras. Con forme se aborde cada uno de los resultados se detallara a la

par la metodologia seguida.

4.1. Estrellas de neutrones con ecuacién de estado po-
litropica

Antes de exponer los resultados, en la Tabla 4.1 se resumen todos los modelos anali-
zados en este trabajo, los cuales fueron ocupados para el estudio del dato inicial, es decir,
la construccion de la estrella, asi como para los casos de colapso y migracion, sin dejar de
lado las pruebas referentes a la consistencia, la estabilidad y la convergencia del codigo.
Varios de estos modelos fueron usados en el capitulo anterior durante las pruebas del

codigo.
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4.1 Estrellas de neutrones con ecuaciéon de estado politropica

MODELOS DE ESTRELLAS DE NEUTRONES

‘ Modelo ‘ r ‘ K ‘ Pe ‘ Py ‘ Nrr ‘ dr ‘ Tmaz | CcOUrant ‘ Datm ‘
I Ns1 | 2 | 1 | 0.42 | — | 600000 | 6.66e6] 4 | 09 |1e13]
INS2A | 2 | 100 |  multipls [001] 500 | 006 | 30 | 025 |lel3|
| NS2B |5/3] 10 | mdltiples | 02] 500 | 006 | 30 | 025 |lel3|
| NS3A | 2 |variable| mltipls | 01 ] 500 | 006 | 30 | 025 |lel0|
| NS 3B | 4/3 | variable |  multiples [ 0.01] 500 | 006 | 30 | 025 | les |
| NS 3C | 5/3 | variable |  muiltiples | 0.1 | 500 | 006 | 30 | 025 |1lel0|
| NS 3D | 2.75 | variable | multiples | 0.1 | 500 | 006 | 30 | 025 | les |
| NS3E | 11 | variable |  multiples [ 0.01] 5000 | 0.006 | 30 | 025 | le5 |
| NS3F | 5 \mmble\ miltiples | 0.1 | 5000 | 0.006 | 30 | 025 | le5 |
| NS4A | 2 | 100 | 0.0032 || 1024 [ 0048 [ 50 | 025 | les8 |
| NS4B | 5/3] 10 | 0.0025 | — | 500 | 006 | 30 | 025 |1e13]
| NS5A | 2 [ 100 | 0.009y0.0013 | 300000 | 0.01 | 500 [ 02 [1e13]
| NS5B | 2 [ 100 |0.00104 y 0.01104 | 300000 | 0.01 | 500 [ 02 [1e13]
| NS6 | 2 | 100 | 0.001 | | 5000 | 0.025 [ 500 | 0.25 | 1e-13]

Cuadro 4.1: Valores de entrada en el input del cddigo para cada uno de los modelos estudiados. La
notacion NS viene de Neutron Star sequido de un nimero que hace referencia al estudio para el que se
ocupd el modelo: 1 perfiles para el dato inicial, 2 masa y densidad, 3 dato inicial, j colapso, 5 migracion
y 6 estabilidad y convergencia. La letra final da cuenta de un caso particular en cada estudio. T' es el
indice politropico, K la constante politropica, rmaz €l Tadio mdzximo y el factor courant se define como
n (3.51). La densidad central (p.), densidad final (ps) y el valor de la atmdsfera (patm) estin dados en
unidades geométricas.

4.1.1. Migracién

En [Baiotti et al., 2005] se analiza el caso de la migracion de una configuracion a otra, es
decir, cuando un punto en la grafica de la Figura (3.15) se mueve a otro. En la referencia la
migracion se da para configuraciones con el mismo valor de la masa y diferentes densidades,
siendo la direccion de la migracion de la configuraciéon con mayor densidad central a la
que posee una menor densidad. Por ésto, se tomaron cuatro configuraciones distintas
a la ocupada en la referencia, dos para cada una de las masas estudiadas y se grafico la
evolucion de la densidad normalizada (ver Figura (4.1)). Se puede ver que la configuracion

para la densidad central en color azul decrece bruscamente para migrar a la configuracion
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4.1 Estrellas de neutrones con ecuaciéon de estado politropica

con la densidad central en color rojo siendo que al final ambas curvas se unen.

1.0 p—————————r—+———+r—+—+—— L0+t
0.9f — e, =0. 125O><1017g/cm3‘; 09 — e, =0.1336 x 10'7g/em? |3
0-8f — e, =0.0180 x 107g/em® ]  *Bf — e, =0.0125 x 10'7g/cm?® |
0.7F i o7 ;

5 0.6 1 sos} 3

L E IS E

\§0.5 .;\30_5 _

£ 04 £ 04
0.3 i o3 :
0.2} i o2
ook, . ———]

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t[ms] t[ms]

Figura 4.1: Casos de migracion para dos casos con un tiempo de corrida de 20 milisegundos y con
valores de I' = 2 y K = 100. Para las corridas se utilizaron los modelos NS 5A Y NS 5B de la Tabla 4.1.

En contraste con la figura presentada en [Baiotti et al., 2005], en la cual se aprecia un
mayor nimero de oscilaciones antes de que una configuracién migre por completo a otra,
en la Figura (4.1) la migracion ocurre més rapidamente debido al uso de reconstructores
de variables altamente disipativos, es decir, que eliminan oscilaciones ya que aproximan
funciones continuas por funciones mas sencillas ya sea constante por pedazos (método de

Godunov) o lineal por pedazos (minmod o MC).

4.1.2. Configuraciones de colapso

Para estudiar el colapso de una estrella de neutrones debido a que la presion de degene-
racion de las particulas constituyentes no es capaz de equilibrar a la accion de la gravedad
dada su misma masa, se tomaron dos casos de configuraciones inestables que colapsan
a un agujero negro de Schwarzschild, una de las cuales es reportada en [Guzman et al.,
2012]. Dichas configuraciones son para I' = 2, k = 100, p, = 0,0032(1,98 x 10'%g/cm)?)
en la Figura (4.2) y I' = 5/3, k = 10, po = 0,0025(1,54 x 10°g/cm)?) en la Figura (4.3a).
Para cada caso se grafico la evolucion temporal de los parametros «, a, la presion y la
densidad, donde cada curva en las graficas representa el perfil en cada paso de tiempo,

observando un comportamiento similar en ambos casos.
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4.1 Estrellas de neutrones con ecuaciéon de estado politropica
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Figura 4.2: Fvolucion temporal de las variables a, o, P y p en una configuracion de colapso a un
agugjero negro de Schwarzschild para una estrella con T' =2, k = 100 y po = 0,0032, graficada en funcion
del radio en unidades de masas solares para cada paso de tiempo. En las corridas se usd el modelo NS
4A de la Tabla 4.1.
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Figura 4.3: FEvolucion temporal de las variables a, o, P y p en una configuracion de colapso a un
agujero negro de Schwarzschild para una estrella con T =5/3, k =10 y pg = 0,0025, graficada en funcion
del radio en unidades de masas solares para cada paso de tiempo. En las corridas se uso el modelo NS
4B de la Tabla 4.1.
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4.1 Estrellas de neutrones con ecuaciéon de estado politropica

De la seccion 2.2.2 se sabe que la funcién lapso, «, representa la separaciéon entre
hipersuperficies y ante la presencia de cuerpos muy masivos estas hipersuperficies se com-
pactan, de tal manera que « tiende a cero, tal como se muestra en las graficas de las
Figuras (4.2b) y 4.3b. A medida que corre el tiempo de evolucion, a llega a ser cero en
un punto especifico de la coordenada radial indicando la aparicion de un horizonte de
eventos para un agujero negro de Schwarzschild. Como efecto del mismo fenémeno, la
componente g,, de la métrica, g,, = a?, diverge en el mismo punto de colapso de «, siendo
el méximo el equivalente a nuestro infinito numérico. Por su parte, se puede observar que
tanto la presion como la densidad se incrementan rapidamente para r = 0, indicando
la presencia de la singularidad. Los valores de la densidad y presiéon que se obtienen en
las graficas al momento del colapso no estan relacionados con la presion y densidad del
agujero negro, simplemente es para nosotros una prueba numérica de que estas cantidades
se comportan correctamente durante el colapso, y es que después del colapso se desconoce
el comportamiento de la materia dentro del horizonte de eventos.

Cabe mencionar que el colapso se da en cuestion de milisegundos, sin exceder incluso
los 3 ms. Es por ésto que en el estudio de la estabilidad de la estrella en la secciéon 3.5 se
considera suficiente simular Gnicamente los primeros 10 milisegundos de evolucién para

corroborar que una configuracion es estable.

4.1.3. Barrido de parametros en la ecuacién de estado politrépica

Llegando a la parte central de este trabajo, se presenta a continuacion el barrido
de parametros para el indice politropico I'" y la constante politropica K, construyendo
unicamente el dato inicial con cada configuraciéon. Se tomaron en total 6 valores para
gamma: I' = 1,10,4/3,5/3,2,00,2,75,5,00; y se probaron entre 12 y 19 valores de K
para cada uno de los valores de I'. Los valores del indice politrépico fueron seleccionados
con base en casos estudiados en la literatura, mientras que los valores de la constante
politropica se escogieron de tal forma que en el dato inicial se obtuviera una estrella con
una masa y un radio dentro de un rango de valores aceptables que incluyera los valores
tipicos para estos parametros.

Para cada valor de I" se graficaron la compacticidad, es decir, el radio contra la masa

total, y la densidad contra la masa total, ambos casos se presentan en las Figuras (4.4) a
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4.1 Estrellas de neutrones con ecuaciéon de estado politropica

4.10. En lo que se refiere a la gréafica de la compacticidad, se presentan en distintos colores
las curvas correspondientes a cada valor de K, haciendo notar que es el méximo de cada
curva el valor que se toma como referencia para cada caso. El recuadro gris en cada una
de las gréaficas representa los valores aceptables tanto para el radio como para la masa,
tomando un rango para la masa de 1 a 2 Mg con base a la Figura (1.4), mientras que
para el radio se maneja un intervalo de 10 a 15 km segtn... Por su parte, el recuadro azul
claro es una extension de los valores permitidos de K que arrojan masas dentro del rango
mencionado anteriormente, aunque no sea el caso en el radio. Para algunos valores en
particular, como I' = 2,75 (Figura (4.8)), se agregd un recuadro en color rojo para sefnialar
un rango en el que se encuentra una configuracion de I' y K citada en alguna referencia,
y que estd representada por una linea punteada. Dicha referencia puede ser consultada
en la leyenda de la figura correspondiente. Hay que mencionar también que para algunos
valores del indice politropico, como I' = 4/3 (Figura (4.6) y Figura (4.7)), se encontraron
dos rangos de valores separados entre ellos que arrojan masas que van de 1 a 2 Mg, por
lo que cada rango aparece en graficas separadas. Se puede notar que uno de los rangos
tiene un comportamiento creciente en los méximos mientras que el otro es decreciente.
En lo que respecta al radio, es el rango con valores crecientes en el maximo el que arroja
valores més aceptables (de 10 a 15 km). Para el caso de I' = 1,1 (Figura (4.10)), ambos
rangos se encuentran continuos uno de otro, por lo que se presentan en una misma gréfica.
Se desconoce si el resto de los valores de I' posee un comportamiento similar, puesto que
también se desconoce el punto donde los maximos comienzan a disminuir para cada caso,
razon por la cual no se presentan dos rangos para otros valores.

Pasando a las gréaficas de la densidad contra la masa total, se presentan con el mismo
codigo de colores las curvas para cada K, siendo de igual forma la posicion del maximo de
la masa el punto de interés. Se observa que el maximo aumenta para el rango creciente de
K, presentando ademés un corrimiento a la izquierda. Caso contrario al que se tiene con
un rango decreciente de K. Cada grafica contiene en su interior un zoom de los maximos
y en donde la franja en color gris representa también los valores de la masa aceptados con
el mismo criterio que en las graficas para la compacticidad.

Finalmente, la franja de color verde claro por encima de los demés recuadros representa
el rango de masas posible para las estrellas de neutrones que se detectaron recientemente
el 17 de Octubre y que se reportan en [Abbott et al., 2017], el cual va de 1.17 a 1.60 M.

El que sea un rango relativamente pequenio nos permite acotar ain mas los valores de
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4.1 Estrellas de neutrones con ecuaciéon de estado politropica

la constante politropica K mas alla de los valores tipicos. Ademas, hablamos del primer
evento detectado tanto en ondas gravitacionales como en el espectro electromagnético,
que a parte de ser reciente confirma la existencia de las estrellas de neutrones y da mas

peso a nuestros resultados.
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Figura 4.4: Radio de la estrella en kilometros contra la masa total en unidades de masas solares para
I' = 2 y distintas K. Densidad central de la estrella en g/em?® contra la masa total en unidades de masas
solares. En la simulacion se ocupd el modelo NS 3A de la Tabla 4.1.
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Figura 4.5: Radio de la estrella en kilometros contra la masa total en unidades de masas solares para
I = 5/3 y distintas K. Densidad central de la estrella en g/cm® contra la masa total en unidades de
masas solares. En este caso se ocupd el modelo NS 3C de la Tabla 4.1.
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Figura 4.6: Radio de la estrella en kilometros contra la masa total en unidades de masas solares para
I' = 4/3 y un primer rango de K. Densidad central de la estrella en g/cm® contra la masa total en
unidades de masas solares. Se utilizo el modelo NS 3B de la Tabla /.1.
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unidades de masas solares. Se utilizo el modelo NS 3B de la Tabla 4.1.
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de la estrella en g/cm? contra la masa total en unidades de masas solares. Las corridas se hicieron con
el modelo NS 3D de la Tabla j.1. 73
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masas solares. Resultados obtenidos con el modelo NS 3E de la Tabla 4.1.
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Figura 4.11: Logaritmo de K contra la masa total mdzrima en unidades de masas solares para distintos
valores de T'. La franja en gris oscuro representa los valores aceptables para la masa de acuerdo a las
observaciones, mientras que en las franjas gris claro se encuentran algunos casos especiales de estrellas
ya reportados. Las corridas se hicieron con una resolucion espacial Ar = 0,06 (88,59m) en un dominio
r € [0,30] (0 —44,29km) y un valor de la atmdsfera de 1 x 10713 (61771,4g/cm?), ambos en unidades
geométricas.

En la Figura (4.11) se tomo el logaritmo de la constante politropica K y se grafico
contra el maximo de la masa para cada una de las figuras anteriores, se pueden notar
claramente los dos rangos estudiados para los casos de I' = 4/3 y 1,1. La franja en azul y
gris oscuro representan los valores aceptables en la masa bajo el mismo criterio que se ha
mantenido hasta el momento con relacion a la Figura (1.4). Se puede notar ademas que
con el aumento del indice politropico I', se requiere también de un aumento considerable
en el valor de la constante politropica K para generar apenas un pequeno incremento en
el maximo de la masa, como se puede apreciar en la Figura (4.9) para I' = 5 que poseé
valores de K muy por arriba del resto de los casos. Esto se debe a que un valor més
grande para [ da cuenta de una estrella més dura, es decir, que presenta una dificultad
més grande para comprimirla, lo que se ve reflejado en los grandes valores de K, puesto
que con el aumento de dicha cantidad se construye una estrella cada vez més compacta,

resultado esperado gracias a la relacion directa de K con la presion proveniente de la
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ecuacion de estado.

A manera de resumen, en la grafica superior de la Figura (4.12) se tomaron todos los
méximos de la masa total en las curvas de las Figuras (4.4) a la 4.10 para cada valor
de T', tomando tnicamente el rango que va de 0 a 3 My y descartando los puntos por
arriba de estos valores. Se puede notar el comportamiento creciente en las curvas salvo
para los casos en los que se identificaron dos rangos de K, en donde se aprecia también
un comportamiento decreciente tras alcanzar un méaximo. El cédigo de colores usado en
las franjas de colores azul y gris oscuro es de igual forma el mismo que para los casos
anteriores, mientras que la franja gris claro es una extension de valores de la masa para
abarcar algunas configuraciones reportadas como el caso de la Figura (4.9). Los valores
extremos en cada rango pueden consultarse en la Tabla 4.2, donde también se ha calculado

la temperatura de acuerdo con la seccion 2.5.

Resultados numéricos

(T RODEI20) T (6] RS RGN g AT

1,1 1,450 — 8,700 ~ 6,22 x 10" — 3,69 x 1013

2 40 — 150 ~ 3,45 x 10'? — 3,52 x 10'2
5/3 6 — 15 ~ 1,63 x 102 — 1,65 x 102
4/3 500 — 2000 ~ 2,08 x 10" — 8,12 x 10

275 1400 — 15000  ~ 7,64 x 10'2 — 7,65 x 10'2
5 2x107—5x10° ~ 1,94 x 1013 — 2,00 x 1013

Cuadro 4.2: Constriccion de la constante politropica para cada valor de T de acuerdo a las observaciones.

Finalmente, en la grafica inferior de la Figura (4.12) se grafico la masa contra el
logaritmo de la temperatura en grados Kelvin para la escala de la izquierda mediante la

expresion (2.75), y en electronvolts (eV) en la escala de la derecha tomando en cuenta que

1 grado Kelvin = 8,621738 x 107° eV (4.1)

utilizando cada una de las K en cada valor de I' estudiado, y con distintos valores de la
densidad central para el dato inicial, es decir, esta temperatura es la temperatura de la
estrella cuando nace, sin considerar si se mantendra estable o colapsara en un futuro. Se
puede ver que todos los casos de I' estudiados poseen al menos un rango de K que arroja
valores de la masa en este rango .

Algo destacable de esta gréfica, y que ya se venia mencionando, es que para los casos
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de I' =5, 2,75, y 2 el valor de la temperatura es practicamente constante, los que nos
habla de que sin importar el valor de K o de la densidad central, la estrella tendré la
misma temperatura, es decir, es una caracteristica intrinseca propia de estos valores de I'.

En resumen, hasta el momento se han estudiado brevemente un par de casos de mi-
gracion asi como algunas configuraciones de colapso, pero lo destacable de este capitulo
es que, dados los valores de I' estudiados, hemos sido capaces de identificar qué rangos de
la constante politropica K nos devuelven estrellas cuya masa se encuentra en los rangos
aceptables para la masa de acuerdo a las observaciones, haciendo uso de informacion re-
ciente como lo son las observaciones en ondas gravitacionales de la colision de dos estrellas
de neutrones. Ademas, los rangos de K también nos permitieron encontrar a su vez los
rangos de la temperatura para la estrella, y con ella distinguir un comportamiento cons-
tante para algunos casos de I'. Por lo que sigue, en el capitulo siguiente nos centraremos
aun mas en la constriccion de los valores de la constante politropica, haciendo notar cuales
de los valores de I' son realmente viables, y bajo este modelo, aterrizar nuestros resulta-
dos para describir algunos de los objetos observados de los que tinicamente conocemos la

masa.
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Figura 4.12: Compacticidad tomando radios y masa mdzrimas en cada caso de K para distintos valores de
T'. Masa en unidades de masas solares contra el logaritmo de la temperatura en grados Kelvin para distintos
valores de T'. El color gris representa los valores aceptados en la masa de acuerdo a las observaciones
de la Figura (1.4), mientras que el color verde claro representa el rango de masas reportado en [Abbolt
et al., 2017] para estrellas de neutrones que se detectaron recientemente.
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Analisis y Conclusiones

En este capitulo se tomaran todos los resultados de las simulaciones numéricas de las
diferentes configuraciones de estrellas de neutrones, variando los parametros que definen
la ecuacion de estado politrépica, p = Kp', con el fin de hacer una comparacién con las
observaciones tanto en la banda electromagnética |Lattimer, 2012] como en la banda de
ondas gravitacionales [Abbott et al., 2017, buscando constrenir los pardametros I' y K
tomando en cuenta la masa observada. Como resultado de esta comparacion se pretende
obtener un rango de temperaturas y radios aceptables.

Para la constriccion nos centraremos en la region de interés para este trabajo, region
delimitada por el recuadro gris oscuro que interseca con la franja en azul en la Figura
(4.12a), y que fue determinada a partir de las observaciones en radio y rayos X asi como en
ondas gravitacionales. Por esto, se realizd un acercamiento dicha region y se establecieron
los puntos extremos representados por letras maytsculas para cada uno de los cuatro
valores de I" en la Figura (5.1). Los rangos de K y de la temperatura para estos puntos
pueden ser consultados en la Tabla 5.2 (el calculo de la temperatura se explica a detalle
en la seccion 2.5). Por otro lado, la region en color naranja en la Figura (5.1) es una
constriccion para la masa de las estrellas de neutrones tomando como referencia la reciente
deteccion de la colision de dos estrellas de neutrones sobre la que se ha venido hablando,
y que es reportada en [Rezzolla et al., 2017]. Los tnicos valores del indice politropico que
entran en esta region son I' = 2,75 y ' = 5, mientras que los rangos de valores de K
pueden verse en la Tabla 5.1

Para mostrar el alcance de conocer estos rangos se tomaron tres estrellas seleccionadas
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2
4/3
2,75

5

Cuadro 5.1: Constriccion de valores de K para los puntos marcados con letras en la Figura (5.1).

Cuadro 5.2: Constriccion de valores de K para los puntos marcados con letras en la Figura (5.1) que
caen dentro de la region color naranja para una constriccion de la masa tomada de [Rezzolla et al., 2017].

de la Figura (1.4) que presentaran una barra de error casi cero para su masa, cada uno
perteneciente a una franja distinta: binarias de doble estrella de neutrones, binarias estrella
de neutrones-enana blanca y binarias estrella de neutrones-estrella en secuencia principal.
El valor de la masa de estos objetos se traz6 en forma de linea punteada horizontal
poniendo su nombre por debajo de cada linea, y se encontraron las intersecciones con
las curvas para cada I'. Al encontrar dichas intersecciones se conocen entonces el valor
del radio, su correspondiente K y densidad, y con éstas dos tltimas se puede conocer
su temperatura, la cual se grafico en la Figura (5.2) tanto en grados Kelvin como en
electronvolts (eV) mediante la formula 4.1 . Considerando que lo tinico que en principio
se sabe es su masa, con ayuda de nuestro modelo se han encontrados otros dos parametros
importantes y que pueden ser fisicamente observables en un futuro como lo son el radio
y la temperatura. Los resultados estan resumidos en la Tabla 5.3.

Asi, el objeto J1903+0327 correspondiente a una estrella de neutrones en un sistema
binario con una estrella en secuencia principal le corresponde una masa de 1.7 Mg con
radios que van de 6.73 a 11.85 km para un orden descendente de valores de I', y tempera-
turas del orden de 10'2 — 10'* Kelvin. Por su parte, el objeto B1913+16 con una masa de
1.4 Mg en un sistema binario con otra estrella de neutrones posee radios de entre 5.52 a
10.18 km, mientras que para J1141-6545, una estrella de masa aproximadamente igual a
1.25 Mg, que se encuentra en un sistema binario con una enana blanca, tiene radios mas

pequenos de 4.81 a 8.85 km. La temperatura de estos dos tultimos objetos oscila en los

LA recordar, 1 grado Kelvin = 8621738 x 107° eV
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| Objeto I'=5 =275 T =4/3 I=2 |

Cuadro 5.3: Posibles pardmetros de tres objetos observados de la Figura (4.12a). El valor de la tempe-
ratura estd en [°K], y la densidad en [g/cm?].

mismo ordenes de magnitud del primer objeto, de 102 — 10'* Kelvin.

Como se dijo anteriormente, el valor de I' da cuenta de la dureza de la estrella, un
valor mas grande nos habla de una estrella mas dura y por ende mas dificil de compactar,
lo que se refleja en los grandes valores de K puesto que esta relacionada directamente
con la presion. Esto se ve claramente reflejado en los valores del radio para cada objeto
en la Tabla 5.3, siendo menores para valores grandes de I" y obteniendo entonces una
estrella mas compacta, caso contrario con valores pequenos de I" en donde la estrella es
mas extendida. Los valores de la temperatura corren del orden de 10'2 a 10 Kelvin,
lo cual resulta considerable dada la temperatura superficial del orden de 10*° Kelvin. Por
otra parte, los valores de la temperatura para cada objeto dado un mismo valor para I,
no cambian considerablemente, lo que nos invita a pensar que la temperatura, sélo para
algunos casos de I', es una propiedad intrinseca constante sin importar el valor de K y la

densidad central. Esto se vera a detalle en la siguiente seccion.
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Figura 5.1: Compacticidad tomando radios y masa mdzximas, y haciendo un zoom a la region de interés
ubicada en la interseccion entre el recuadro gris oscuro y cuyos puntos estdn representados por letras
mayusculas. Las lineas punteadas horizontales corresponden a tres objetos observados con sus respectivos
nombres presentados en la Figura (1.4). La region en color naranja es una constriccion para la masa
tomada de [Rezzolla et al., 2017].
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Figura 5.2: masa con la temperatura en grados Kelvin haciendo un zoom a la region de interés ubicada
en la interseccion entre el franja gris oscuro y la franja azul. Las lineas punteadas verticales corresponden
a tres objetos observados con sus respectivos nombres presentados en la Figura (1.4). La region en color
naranja es una constriccion para la masa tomada de [Rezzolla et al., 2017].
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Para finalizar, las conclusiones mas importantes producto de este trabajo de tesis se

enlistan a continuacion:

= Dados los rangos de masas aceptables proporcionados por las observaciones tanto en
el espectro electromagnético |Lattimer, 2012] como en ondas gravitacionales [Abbott
et al., 2017], asi como el rango tipico de valores para el radio de una estrella de
neutrones, se determin6 que con cuatro de los seis valores estudiados para el indice
politropico con valores de I' = 2, 4/3, 2,75 y 5 es posible construir una estrella
de neutrones cuya masa y radio se encuentre en dichos rangos para valores de la
constante politropica K especificos, determinando a su vez la temperatura con ayuda

de la ecuacion de estado politrépica p = Kp'.

= Se observo que para tres de los valores del indice politropico I' = 2, 2,75 y 5
se obtiene una temperatura constante para la estrella de neutrones sin importar el
valor que tome la constante politropica K y la densidad central, lo que sugiere que

dicha temperatura es una solucién atractiva caracteristica de esos valores de I'.

= Se compararon los resultados numeéricos obtenidos en este trabajo con las observa-
ciones al tomar tres objetos: J1903+0327, B1913+16 y J1141-6545, para determinar
qué valores de I' y K nos devuelven la masa reportada, y con ello determinar otras
tres propiedades importantes en la caracterizaciéon de una estrella no rotante como

lo son el radio, temperatura y densidad central.

Con el modelo basado en la ecuacién de estado politropica desarrollado hasta el mo-
mento, hemos sido capaces de constrenir tanto los pardmetros de la ecuacion de estado
como observables importantes: temperatura, radio y densidad central, en la descripcion
de las estrellas de neutrones y en general de cualquier tipo de estrella. Este mismo estudio
puede ser realizado para otras ecuaciones de estado mas realistas como una ecuacion de
estado politropica por pedazos, entre otras, por lo que el campo de estudio es y seguira
siendo ampliamente extenso mientras se desconozca qué tipo de materia constituye a una

estrella de neutrones y la ecuacion de estado que la describe.
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Detalles de las ecuaciones

A.1. Ecuaciones de Einstein en simetria esférica

Los simbolos de Christoffel que resultan diferentes de cero para la métrica en (2.44)

se enlistan a continuacién

Tl = = S
I, = S I, =
2
= —% I, = —’”SZI; f (A1)
Fg¢ = —senfcosf =1 = %a
T =T = ro,=rs, ="
I, =T, = cotf I, =T} = éo/,

donde - se refiere a la derivada parcial con respecto a t y / derivada parcial con respecto a
r. Sustituyendo en la ecuacion (2.34) obtenemos las siguientes componentes para el tensor

de Einstein

G = - (2rd +a”
tt—W(TG—FCL —a)
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A.2. Ecuaciones para el dato inicial

Los simbolos de Christoffel para le métrica en (2.87) son:

Iy = _w&/ It =—ad | M
" a r(—r+2m)
1 1
cos §
F& sen 0 [y = (=1 + 2m)sen*(0) Fiqb = —senf cosf.

Dada la dependencia de la métrica, la / significa derivada total con respecto a r. En cuanto

a las componentes del tensor de Einstein

202
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r
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= Célculo de la divergencia del tensor de energia momento
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