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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Suche nach moglichen Bindungszustanden eines
udbb Tetraquarks im Grundzustand sowie in angeregten Zustanden mit L € {1,2,3}. Um
die Bindungsenergie des Teilchens zu berechnen, wird die Born-Oppenheimer Naherung
angewendet. Es werden dabei Gitter QCD Ergebnisse der Potentiale zweier statischer
b Quarks, in der Cegenwart zweier leichter u/d Quarks, in einer nicht-relativistischen
Schrodingergleichung als effektives Potential verwendet. Die Beriicksichtigung von zuvor
vernachlissigten Spin Effekten der b Quarks fithrt zu gekoppelten zweidimensionalen
Schrodingergleichungen, welche mit Hilfe eines Runge-Kutta Shooting Verfahrens vierter
Ordnung numerisch gelost werden kénnen. Es werden diese Ergebnisse mit Ansétzen ohne
die Berticksichtigung von Spin Effekten verglichen. Fiir den Grundzustand des Tetraquarks
mit den Quantenzahlen I(J”) = 0(17) kann ein stabiler Zustand mit einer Bindungsenergie
von etwa —50... — 70 MeV bestéatigt werden. In den angeregten Zustanden mit L € {1,2,3}
existieren keine Bindungszusténde. Eine Anpassung der b Quarkmassen gibt in diesem
Fall Auskunft iber die Massenabhéngigkeit der Bindungszusténde.
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1. Einleitung

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist eine Feldtheorie, welche die Phdnomene der stérks-
ten aller vier Grundkréafte der Physik beschreibt, die sogenannte starke Wechselwirkung
oder starke (Kern-)kraft. Die Teilchen, die Auswirkungen der starken Kraft spiiren, werden
als Hadronen bezeichnet und machen einen Grof3teil der im Universum nachweisbaren Ma-
terie aus. Die bekanntesten und gleichzeitig langlebigsten Hadronen sind die Kernbausteine
von Atomen, das Proton und das Neutron, welche auch als Nukleonen bezeichnet werden.
Ihre Existenz wird in der QCD durch das 1964 entwickelte Quarkmodell erklart [1]. Dieses
besagt, dass jedes Hadron aus noch kleineren Teilchen, den sogenannten Quarks, besteht,
welche tiber Gluonen, die Austauschteilchen der starken Wechselwirkung, zu gebundenen
Teilchen zusammengehalten werden. Man kann dabei zwischen den Mesonen (Teilchen
bestehend aus einem Quark und einem Antiquark) und den Baryonen (Teilchen bestehend
aus drei Quarks), zu denen die Nukleonen zahlen, unterscheiden.

Die Hadronen wurden in Experimenten an Teilchenbeschleunigern in grofler Vielzahl
nachgewiesen und bilden den heutigen Teilchenzoo. Schon mit Aufkommen des Quark-
modells in den 1960er Jahren wurden jedoch gebundene Zustinde vorhergesagt, die aus
mehr als den tiblichen zwei oder drei Quarks bestehen kénnten. Solche Teilchen werden als
exotische Hadronen bezeichnet und haben wie alle Hadronen die Eigenschaft nur in der
Form farbneutraler Zustande aufzutreten. Daraus lasst sich ableiten, dass zum Beispiel
Tetraquarks, bestehend aus jeweils zwei Quarks und zwei Antiquarks, sowie Pentaquarks,
aus vier Quarks und einem Antiquark (oder vier Antiquarks und einem Quark), existieren
konnten. 2]

Teilchen dieser Art sind jedoch theoretisch noch wenig erforscht und auch ein experimen-
teller Nachweis ist schwierig. Bei Messungen an Teilchenbeschleunigern treten Tetraquarks
typischerweise in Form von hadronischen Resonanzen auf, das heifit instabilen Zustanden
mit sehr kurzer Lebensdauer (1072* s oder weniger). Die Quantenzahlen eines solchen
Zustandes konnen daher nur indirekt iiber die langlebigeren Zerfallsprodukte der Resonanz
ermittelt werden. Der Nachweis eines exotischen Hadrons erfolgt iiber charakteristische
Quantenzahlen, welche eindeutig nicht durch ein Meson realisierbar sind und stattdessen
auf die Existenz eines Tetraquarks schlieen lassen. Das macht es sehr schwierig die
Existenz von Tetraquarks eindeutig zu bestédtigen und lange Zeit blieb ein experimenteller
Nachweis génzlich aus.|[2]

Erst 2003 konnte die Belle-Kollaboration einen ersten Tetraquark-Kandidaten mit der
Bezeichnung X(3872) finden [3], dessen Existenz durch eine Vielzahl anderer Experimente
bestétigt werden konnte. Da die genaue Quark-Struktur der gemessenen Resonanz allerdings
noch unbekannt ist, konnte bis heute nicht eindeutig bestatigt werden, ob es sich tatséchlich
um ein Tetraquark handelt [2].



1. Einleitung

Seit diesem ersten experimentellen Hinweis auf die Existenz von Tetraquarks werden
immer mehr exotische Resonanzen gefunden. Vielversprechende Kandidaten sind zum
Beispiel die Resonanzen Zbi, welche 2012 durch die Belle-Kollaboration nachgewiesen
werden konnten [4], sowie die durch eine Vielzahl von Experimenten bestatigten Resonanzen
Z* (z.B.: [5,[6]). Die elektrische Ladung der Resonanzen lisst darauf schliefien, dass es
sich um Vier-Quark-Zustinde handelt, die in ersterem Fall ein bb Paar und in letzterem
Fall ein c¢ Paar enthalten [2].

Dennoch wirft die Erforschung exotischer Hadronen weiterhin ungekléarte Fragen auf. Vie-
le der theoretisch vorhergesagten Tetraquark-Zustdnde konnten bisher nicht experimentell
nachgewiesen werden und auch die genaue Struktur dieser Teilchen ist noch unbekannt. So
konnten Tetraquarks zum Beispiel in Form von mesonischen Molekiilen, also gebundenen
Zustanden zweier Mesonen, auftreten oder aber eine Diquark-Antidiquark Struktur formen.
In diesem Fall sind starke Bindungen zwischen zwei Quarks zu beobachten, die sich zu
einem Diquark verbinden und zusammen mit einem Anti-Diquark ein Tetraquark bilden
konnten. 2]

Um die Ergebnisse der Experimente genauer interpretieren zu kénnen und offene Fragen
zu klaren, ist daher ein genaues theoretisches Verstiandnis exotischer Zustande notwendig.

In dieser Arbeit sollen Tetraquarks, bestehend aus zwei schweren Antiquarks bb und
zwei leichten Quarks qq (¢ € {u,d}), untersucht werden. Der Fokus liegt dabei auf
der Suche nach Bindungszustanden dieser vier Quarks, um die mogliche Existenz eines
Tetraquarks vorherzusagen.

Frithere Forschungsarbeiten haben sich bereits mit der Berechnung von Bindungszustan-
den dieses Tetraquark-Kandidaten im Grundzustand befasst. In [§] konnte dabei ein Zu-
stand mit den Quantenzahlen I(.J”) = 0(1%) und einer Bindungsenergie Ep = —93745 MeV
nachweisen werden. In [9] wurden auBerdem zuvor vernachlassigte Spin-Effekte der schwe-
ren b Quarks in die Untersuchungen mit einbezogen, wobei gezeigt werden konnte, dass
die Bindungsenergie des zuvor gefundenen Zustandes dadurch um etwa 34 MeV abgesenkt
wird.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, diese Ergebnisse zu reproduzieren und aulerdem
die Suche nach Bindungszustianden im Grundzustand auf angeregte Zusténde hoéherer
Bahndrehimpulse L > 0 zu erweitern. Das udbb Tetraquark wird dabei in den beiden
Néherungen ohne und mit der Berticksichtigung von heavy-Spin Effekten untersucht,
um die Auswirkungen dieser Effekte auf mogliche Bindungszustiande des Tetraquarks zu
ermitteln.

Fir die Berechnung der Bindungsenergie des Tetraquarks wird die Born-Oppenheimer
Néherung angewendet. Dazu werden die Wechselwirkungen zwischen den Quarks in
der Niherung statischer b Quarks durch Gitter QCD Berechnungen ermittelt und die
resultierenden Potentiale anschlieend dem Hamiltonien einer Schrodingergleichung hinzu
addiert. Diese kann numerisch mit einem Runge-Kutta Shooting-Verfahren vierter Ordnung
gelost werden, um die Bindungsenergie des Tetraquarks zu bestimmen.



2. Einfihrung in die Theorie der
Bindungszustande von
Tetraquarks

Stabile Bindungszustdnde mehrerer Teilchen werden in der Quantenmechanik durch
eine negative Bindungsenergie Fg charakterisiert. Diese wird definiert als die Differenz
aus der Energie des Teilchens und der Energie seiner einzelnen Bestandteile. Sind die
Wechselwirkungen zwischen den Bestandteilen grof§ genug, kann sich ein eigenes Teilchen
formen. Die Bindungsenergie entspricht dann der Energie, die aufgewendet werden muss, um
den gebundenen Zustand aufzulésen. Durch das Losen der stationdren Schrodingergleichung
des Systems, konnen die Bindungsenergie sowie die entsprechenden Anregungsniveaus
bestimmt werden.

Die Wechselwirkungen zwischen Quarks, den Bestandteilen eines Tetraquarks, werden
grundséatzlich durch die QCD beschrieben. Im Falle des in dieser Arbeit untersuchten
Tetraquarks ist es jedoch moglich, die oben erlauterten Konzepte aus der Quantenmechanik
anzuwenden.

Das in dieser Arbeit untersuchte Tetraquark besteht aus zwei schweren Antiquarks b
und zwei leichteren u/d Quarks und féllt damit in die Kategorie sogenannter schwer-leicht
schwer-leicht Tetraquarks. Es ist daher moglich, die Born-Oppenheimer Néaherung anzuwen-
den, um die Schrodingergleichung des Systems aufzustellen und moégliche Bindungszustande
des Tetraquarks zu berechnen.

Diese von Born und Oppenheimer 1927 entwickelte Naherung wurde urspriinglich in [11]
zur Beschreibung eines Wasserstoffatoms angewendet. Die dabei entwickelten Konzepte
koénnen, wie in [7] ertsmals durchgefiihrt, ebenso auf ein udbb Tetraquark iibertragen
werden. Im Folgenden sollen die Konzepte erlautert werden.

Born-Oppenheimer Naherung

Grundvoraussetzung der Born-Oppenheimer Naherung ist es, die Bewegung der schweren
b Quarks in Relation zu den leichten Quarks ¢ als statisch Annehmen zu kénnen. Im
Falle von b Quarks, welche sehr viel schwerer als die sie umgebenden Valenzquarks ¢ sind
(my > my), scheint dies eine passende Naherung zu sein.

Die leichten Quarks besitzen, aufgrund ihrer geringeren Tragheit, eine viel grofiere
Bewegungsenergie als die beiden schweren Antiquarks, weshalb man ndherungsweise an-
nehmen kann, die b Quarks wiirden sich im Vergleich dazu in Ruhe befinden. Die Annahme
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statischer b Quarks ermoglicht es diese getrennt von den leichten Quarks ¢ zu betrachten
und die das Tetraquark beschreibende Schrodingergleichung enorm zu vereinfachen.

Die Anwendung der Born-Oppenheimer Naherung zur Beschreibung von udbb Bindungs-
zustanden besteht zunachst darin, die Wechselwirkungen zwischen den vier Quarks zu
bestimmen. Mit Hilfe von Gitter QCD Berechnungen kann die Energie des Potentials Vj;
zwischen zwei als statisch gendherten b Quarks, in der Anwesenheit zweier dynamischer
u/d Quarks, ermittelt werden.

Die beiden Antiquarks konnen nun getrennt von den leichten Quarks betrachtet wer-
den. Dazu wird die (nicht-relativistische) stationdre Schréodingergleichung zweier sich im
Potential Vj; befindenden b Quarks aufgestellt. Die bei der Berechnung des Potentials
vernachlassigte Dynamik der schweren Antiquarks kann so durch Konzepte der Quanten-
mechanik beschrieben werden.

Die aufzustellende Schrodingergleichung hat die allgemeine Form:

(Ho + Hint) U(71,7) = E V(7 7) (2.1a)
mit I
Hy="LE22 oy und Hy = Viglr) (2.1b)
my

(my = 4977 MeV aus dem Quark Modell [12]), wobei 7 dem Abstand der beiden Antiquarks
mit den Positionen 7 und 75 entspricht. Die Anwesenheit der beiden u/d Quarks wird
dabei nur indirekt, iiber das zuvor berechnete Potential, beriicksichtigt. Dieses wird dem
Hamiltonien H, der b Quarks als effektives Potential hinzuaddiert und entspricht dem
interaktiven Teil H;, des Hamiltoniens.

Der freie Teil Hy beinhaltet den kinetischen Term der b Quarks und beriicksichtigt deren
Bewegungsenergie. Dabei sind p; = —ihﬁl und pp = —ihﬁg die Impulsoperatoren der b
Quarks. Der zusatzliche Faktor V|, entspricht der Energie des Teilchens fiir den Fall, dass
keinerlei Interaktionen zwischen den beiden Antiquarks vorliegen, also fur grofle Abstédnde 7.
Durch das Losen der Schrodingergleichung lasst sich schliellich die Bindungsenergie Eg der
vier Quarks bestimmen. Gilt Fg < 0, weist das auf die Existenz eines Bindungszustandes
hin.

Bei der Anwendung der Born-Oppenheimer Néherung wird jedoch eine starke Vereinfa-
chung des Systems vorgenommen. Die Niherung statischer b Quarks (m, — co) bei der
Berechnung der Potentiale V37 fithrt dazu, dass neben der Dynamik der b Quarks auch die
durch deren Spins verursachten Wechselwirkungen vernachléssigt werden. Daraus folgt,
dass die aus den Gitter QCD Berechnungen resultierenden Potentiale ausschliellich von
den Spin-Freiheitsgraden der leichteren Quarks ¢ abhéngen.

Die ungefahre Groflenordnung dieser vernachléssigten heavy-Spin Effekte wird ersichtlich,
wenn man das Tetraquark fiir groBe Abstiande 7 der b Quarks betrachtet. Das Teilchen
kann in diesem Fall als gebundenes System von zwei Mesonen betrachtet werden. Eine
Quarkzusammensetzung von zwei b Quarks und zwei u/d Quarks lisst sich durch die



Kombination von zwei B- und/oder B*-Mesonen realisieren. Aufgrund von Spin Effekten
der schweren b Quarks kommt es in der Natur zu einer merklichen Massendifferenz der
beiden Mesonen: Amp = mp« —mp ~ 46 MeV (mit mp = 5279 MeV, mp. = 5325 MeV
) .

Diese Massendifferenz liegt in der GroBenordnung der Bindungsenergie bereits gefundener
Tetraquark-Zustéinde und sollte daher in die Berechnungen mit einbezogen werden. Eine
einfache Moglichkeit dies zu realisieren wurde in [9] vorgestellt. Dabei wird lediglich die
Schrodingergleichung angepasst, indem die aufgrund von heavy-Spin Effekten verursachte
Massendifferenz Amp dem Hamiltonien an geeigneter Stelle hinzuaddiert werden.

Spin Effekte der b Quarks konnen so naherungsweise beriicksichtigt werden, ohne die
Gitter QCD Berechnungen zu verdndern. Die Anwendung dieses Ansatzes soll im Folgenden
Kapitel genauer erlautert werden.



3. Untersuchung eines udbb
Tetraquarks

Die im vorherigen Kapitel beschriebene Born-Oppenheimer Naherung wird im Folgenden
zur Beschreibung der Bindungszustinde eines udbb Tetraquarks angewendet.

In Abschnitt soll zunichst das Vorgehen zur Bestimmung der bb Potentiale erliutert
sowie die Ergebnisse aus Gitter QCD Berechnungen vergangener Forschungsarbeiten
zusammengefasst werden. Anschlielend werden in Kapitel die Schrodingergleichungen
der b Quarks aufgestellt. Das Tetraquark wird dabei in zwei verschiedenen Naherungen,
ohne und mit der Beriicksichtigung von Spin Effekten der schweren b Quarks, betrachtet.
Inhaltlich beziehen sich die Ausfithrungen dieser beiden Kapitel auf [8], [9] und [14].

Fiir eine vollstdndige Beschreibung der Bindungszustande des Tetraquarks werden in
Abschnitt auflerdem die das Tetraquark charakterisierenden Quantenzahlen I(J%)
(Isospin I, Gesamtdrehimpuls J und Paritdt P) bestimmt.

3.1. Bestimmung der bb Potentiale mit Methoden der
Gitter QCD

Die QCD definiert zeitliche Korrelationsfunktionen, aus deren exponentiellem Abfall das
Potential Vi;(r) ermittelt werden kann. Die zeitliche Korrelationsfunktion wird wie folgt
definiert:

C(t) = (2| 0'(1)0(0)]9) (3.1)

wobei |2) den Vakuum Zustand (Grundzustand) der QCD beschreibt.

Bei O handelt es sich um einen sogenannten Erzeugungsoperator, welcher das zu be-
trachtende Quark-System représentiert. Wirkend auf das Vakuum [Q2) kreiert O einen
Zustand |®) = O ), welcher einer linearen Superposition aller Zustédnde mit den mogli-
chen Quantenzahlen des erzeugten Teilchens entspricht |10, S.13].

Um ein Tetraquark, bestehend aus zwei statischen Antiquarks QQ und zwei leichten
Quarks qq, zu beschreiben, wird der folgende Vier-Quark Ereugungsoperator konstruiert:

OLs(71.72) = (CL)ap(CS)en Qo) () ) (Qo(@)a (). (32)

Der Quarkfeldoperator Q platziert dabei ein statisches Antiquark, welches in diesem
Fall einem b Quark entspricht. Die beiden leichten Quarks werden durch den Operator ¢
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reprasentiert, wobei die Indizes (1) und (2) die moglichen Quark-Flavor (u/d) markieren.
Die GréBen A,B,C und D sind Spin-Indizes, C = y7, ist die Ladungskonjugationsmatrix/|

Die Spin-Komponenten der leichten Quarks und der statischen Antiquarks werden jeweils
iiber die 4 x 4 Matrizen L und S beschrieben. Diese konnen unabhangig voneinander
gekoppelt werden, da das Tetraquark in der statisch-leicht Naherung betrachtet wird.
Daraus folgt auch, dass die durch Oy, s erzeugten Potentiale ausschliefllich von den Spin-
Freiheitsgraden der leichten Quarks, also von L, abhdngen werden.

Die durch Oy, g definierte zeitliche Korrelationsfunktion C(¢) kann numerisch mit Hilfe der
Gitter QCD berechnet werden. Um bb Potentiale in der statischen Naherung zu erhalten,
wird die Masse der Antiquarks auf m;, — oo gesetzt.

Da man diese Berechnungen auf einem Gitter der Raum-Zeit durchfiihrt, kann das
daraus resultierende Potential jedoch nur fir diskrete Abstédnde r der beiden Antiquarks
bestimmt werden. Eine exakte Losung des Potentials V3 ergibt sich durch das Fitten einer
passenden Fit-Funktion V'(r) an die Gitter-QCD Ergebnisse.

3.1.1. Wahl der Fit-Funktion

Die Wahl der Fit-Funktion wird durch Uberlegungen aus dem Quarkmodell motiviert.
Diese fithren zu dem folgenden Ansatz:

rr=-Len(-(3)) o

Die Parameter a und d werden durch das Fitten von V' (r) an die Gitter-QCD Ergebnisse
bestimmt. Bei einer relativistischen Betrachtung entspricht der Exponent p = 2.

Der obige Ansatz fiir das Potential beschreibt die Interaktion der als statisch angenomme-
nen b Quarks im gebundenen Zustand eines Tetraquarks auf die zu erwartende Art und
Weise. Fiir kleine Abstéinde r kann davon ausgegangen werden, dass die Wechselwirkung
der schweren Antiquarks nicht durch die Anwesenheit der leichten Quarks gestort wird.
Das entsprechende Potential beschreibt in diesem Fall eine reine Diquark-Interaktion
(siche Abbildung [3.1h), welche sich in der statischen Néherung fiir kleine Abstinde wie ein
Coulomb-Potential ~ —a/r verhélt.

Je groBer der Abstand r zwischen den b Quarks, desto stirker werden diese jedoch durch
die Farbladungen der leichten Quarks ¢ abgeschirmt (siche Abbildung[3.1p). Durch dieses so-
genannte Screening wird das Potential zwischen den b Quarks exponentiell ~ exp(—(r/d)?)
abgeschwicht und die Bindung zwischen den leichten und schweren Quarks nimmt zu. Die
Stéirke des Screening-Effekts héngt vom Radius d des sich dabei bildenden Mesons ab,
wird also durch den Abstand des leichten Quarks ¢ zum statischen Antiquark b beeinflusst.

Im Grenzfall groBer Abstéande r wird die Interaktion zwischen den b Quarks schlieBlich

! Die Gamma-Matrizen v sind 4 x 4 Matrizen, welche die Pauli-Matrizen o beinhalten.
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(b)

Abbildung 3.1.: (a) Bei geringem Abstand r der b Quarks liegt eine Diquark-Interaktionen vor.
(b) Fiir groBer werdende Abstéande r werden die bb Interaktionen durch den Screening-Effekt
abgeschirmt. Die Diquark-Interaktion verschwindet und es bilden sich zwei B- und/oder
B*-Mesonen. (Graphik entnommen aus [9])

soweit abgeschirmt, dass die Diquark-Interaktion vollsténdig verschwindet. Das Tetraquark
kann in in diesem Zustand als System zweier gebundener B und/oder B* Mesonen be-
schrieben werden. Die Energie des Teilchens entspricht dann der Energie der sich bildenden
Mesonen und wird iiber den Faktor V; in der Schrédingergleichung berticksichtigt.

3.1.2. Einbeziehen von heavy-Spin Effekten durch
Untersuchung der Meson-Meson Struktur

Die durch den Operator Oy, 5 (Gleichung ) erzeugten Potentiale in der statisch-leicht
Néherung hédngen ausschlieflich von den Spin-Ausrichtungen der leichten Quarks ab.
Spin-Effekte der schweren Quarks werden dabei vernachlassigt. Lediglich der Faktor V
im Hamiltonien der Schrodingergleichung geht auf die Meson-Meson-Struktur des
Tetraquarks ein und kann damit die durch heavy-Spin Effekte erzeugte Massendifferenz
der B- und B*-Mesonen beriicksichtigen. Um den passenden Wert von V; zu finden, muss
daher die genaue B-B*-Struktur des Tetraquarks untersucht werden.

Wie bereits erldutert, konnen die Zustinde |®) eines statisch-leichten QQqq Tetraquarks
durch den Vier-Quark Operator O, ¢ erzeugt werden. Abgesehen von bestimmten Quan-
tenzahlen generiert dieser auch die dazu korrespondierende Meson-Meson Struktur des
Tetraquarks.

Um diese Struktur bestimmen zu kénnen, muss jedoch eine Umformung des Operators
(3-2) vorgenommen werden. Ausgedriickt durch statisch-leicht Bilineare der Form QI'q ist
es moglich die erzeugten Meson-Meson-Paare am Operator selbst abzulesen. Die Bilineare
reprasentieren, je nach Wahl der I'-Matrizen verschiedene Mesonen, bestehend aus einem
statischen Quark @ und einem leichten Quark ¢ € {u,d}, mit den Quantenzahlen J.

Der durch die statisch-leicht Bilineare QT'q ausgedriickte Vier-Quark Operator OLs
ergibt sich durch die Fierz-Identitéat:

Ors(7,7) = G(L, 8)a Q)W (7)) (Q(R2) TP (7)) (3.4)
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mit

1
G(L,S)ap = 1—6spur((CS)TF&T(CL)F,)), (3.5)
wobei I', ;, den inversen Matrizen von I'*? entsprechen.

Die I Matrizen der statisch-leicht Billineare konnen acht verschiedene Werte annehmen
und die folgenden Mesonen erzeugen:

o I'= (1 + )75 (pseudoskalares B-Meson (J = 07)),

)
1+ 70)7; (vektorielles B*-Meson (JF=17)),
)

L[] F = (
o I'=(1+ )1 (skalares Bg-Meson (J¥ = 0T)),
o T'=(1+ )77 (pseudovektorielles Bi-Meson (J© = 11)),

wobei j = 1,2, 3 die moglichen Spinorientierungen der B*- und Bj-Mesonen angibt. Die
beiden Mesonen kénnen sich folglich in den drei Zustanden B, ,, B, , und B, , befinden.

Das hier betrachtete Tetraquark entspricht im Grenzfall groler Abstande r einem System
gebundener B- und B*-Mesonen. Damit der Operator O, s ausschliellich Kombinationen
dieser beiden Mesonen erzeugt, werden die Spin-Kopplungen L und S wie folgt gewahlt:

LS e {(1+)v, (L+%)y) (=1,23) (3.6)

In [15] wurde gezeigt, dass fiir diese Wahl von L und S der Ausdruck G(L,S)q, # 0 gilt,
sofern die Gamma-Matrizen geméaB I' € {(1 + )75, (1 + 70)7;} gewdhlt werden. Alle
weiteren moglichen Ausdriicke von T fithren dazu, dass G(L, S)4, = 0 gilt. Der Operator
Oy ist folglich nur dann ungleich Null, wenn die Billineare in B- und B*-Mesonen
entsprechen.

Fir sind schlieSlich 16 verschiedene Kombinationen von L und S, also leichten
und schweren Spin Kopplungen, moglich. Jede dieser 16 Kombinationen entspricht einer
moglichen Meson-Meson Struktur, welche sich aus einer Kombination der Bilineare (B(7),
B;(F1)7 B;(Fl), B:(Fl)) und (B(FQ), B;(Fg), B;(Fg), B:(FQ)) erglbtﬂ

Die erzeugte Meson-Meson Struktur kann so auf einfache Weise anhand der rechten
Seite von abgelesen werden. Dies ermoglicht es, die aus dem Operator Oy, g resultie-
renden Potentiale explizit einer bestimmten Kombinationen von B- und/oder B*-Mesonen
zuzuordnen. Spater kann diese Struktur in der Schrédingergleichung iiber den Faktor V
beriicksichtigt werden.

3.1.3. Resultierende Potentiale

Die resultierenden, vom Operator (3.4)) erzeugten Potentiale eines udbb Tetraquarks sind
aufgrund der statischen Néherung der Antiquarks unabhéangig von der Wahl der Spinkopp-

? Bs gilt: B(7) = Q(7)(1 +70)75 ¢(7) und B*(7) = Q(7)(L + 0)v; q(7) mit j =1,2,3.




3. Untersuchung eines udbb Tetraquarks

lungskonstante S der Antiquarks. Lediglich die Freiheitsgrade des Spins j, der leichten
Quarks, welche tiber L festgelegt werden, sowie deren Flavors, charakterisiert durch den
Isospin I des Tetraquarks, beeinflussen die Gestalt des Potentials.

Die Potentiale lassen sich dabei beziiglich der Wahl von L in zwei Klassen unterteilen:

Vs(r) fiir L= (1+ )7 (j; =0)

und
Vi(r) fir L= (1+v%)y (jg=1),

wobei j = 1,2, 3 gilt und V; durch Linearkombinationen von L erzeugt wird.

Beide Potentiale sind entweder attraktiv oder repulsiv, je nach dem welchen Isospin
das Tetraquark besitzt. Dieses kann sich entweder in einem Isosingulett Zustand mit [ = 0
(qq = (ud — du) /+/2) oder einem Isotriplett Zustand mit I = 1 (qq € vu, (ud-+du)/v/2, dd)
befinden.

Fiir die beiden Potential-Klassen gelten die folgenden Regeln:

o [ = 0: attraktives Potential V;(r) und repulsives Potential V;(r)

o [ = 1: repulsives Potential V5(r) und attraktives Potential V;(r)

Fiir ein udbb Tetraquark ergeben sich daraus zwei mogliche Kanéle, in denen ein Bindungs-
zustand existieren kann: Der skalarer Isosingulett Kanal (j, = 0, I = 0) und der vektorieller
Isotriplett Kanal (j, = 1, I = 1). Die dazu korrespondierenden attraktiven Potentiale
Vs(r) und V;(r) wurden in [14] mit Hilfe eines y?-Minimizing Fits der Fit-Funktion
an die Gitter-QCD Ergebnisse ermittelt. Die leichten u/d Quarks wurden dabei auf ihre
physikalischen Massen gesetzt (bei einer Pionmasse m, =~ 140 Me\/)ﬂ Die Ergebnisse der
Parameter «; und d; mit i € {5, j} sind in Tabelle aufgelistet.

Kanal a d [fm]

skalarer Isosingulett Kanal — 0.3470% 0.45%912

vektorieller Isotriplett Kanal 0.2973% 0.167505

Tabelle 3.1.: Ergebnisse aus [14] des x2-Minimizing Fit der Gitter QCD Ergebnisse der attraktiven
Potentiale V5(r) fir den skalaren Isosingulett Kanal (j, = 0, I = 0) und Vj(r) fiir den
vektoriellen Isotriplett Kanal (j, =1, I =1).

Beim Plotten des Potentials (3.3)) mit diesen Parametern fillt auf, dass sich das I = 1 Po-
tential V; im Vergleich zum I = 0 Potential V5 weniger attraktiv verhélt (siehe Abbildung
3-2). In [14] konnte gezeigt werden, dass die anziehenden Krifte dabei nicht ausreichen,

3 Das Pion ist ein Meson bestehend aus u/d Quarks und dient daher als Referenz fiir die leichten
Quarkmassen.

10



3.1. Bestimmung der bb Potentiale mit Methoden der Gitter QCD

um einen stabilen Tetraquark Bindungszustand zu bilden. Im Folgenden liegt der Fokus
daher auf dem attraktiven I = 0 Kanal.

Bei der Beriicksichtigung der Massendifferenz von B und B*-Mesonen durch die Be-
trachtung der vom Operator erzeugten Meson-Meson-Struktur ist zu beachten, dass
einige Mesonen Paare nicht explizit zu einer der beiden Potential-Klassen korrespondieren.
Diese Mesonen Kombinationen kénnen nur durch eine Linearkombination repulsiver und
attraktiver Potentiale V5 und V; erzeugt werden. Fir die Untersuchung des Tetraquarks im
I = 0 Kanal muss daher auch das repulsive Potential V; bestimmt werden. In [9] wurden
die folgenden Parameter ermittelf’}

a; = —(0.10 £ 0.07), 3.7a)
d; = (0.28 £ 0.17) fm. (3.7D)

Es ist dabei zu beachten, dass es nicht méglich war einen stabilen y?-Minimizing Fit des
Potentials durchzufithren. Die beiden Parameter o;; und d; sowie deren Fehler konnten
daher nicht exakt bestimmt werden. Aufgrund der Ungenauigkeit dieser Ergebnisse wird in
Kapitel [5| explizit auf den Einfluss des repulsiven Potentials auf die Bindungszustande des
Tetraquarks eingegangen. Ein Plot von V (r) mit den Parametern ist in Abbildung
[3.2] zu sehen.

Vs(r) (I=0) ——
0.4t Vilr) (I =1) —— -
Vilr) (I=0
0.2 ]
3
- 0
ig
—0.2 |
—04 |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

r in fm

Abbildung 3.2.: Das attraktive I = 0 Potential V5(r) (griin) und das weniger attraktive I =1
Potential Vj(r) (lila), sowie das repulsive I = 0 Potential V}(r) (blau).

4In 9] (Quelle: arXiv.org) liegt hier ein Tippfehler vor. Da es sich bei V;(r) im I = 0 Kanal um ein
repulsives Potential handelt (d.h. V; > 0), muss a; < 0 gewéhlt werden [14] S.15].
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3. Untersuchung eines udbb Tetraquarks

3.2. Aufstellen der Schrodingergleichung des Systems

Die im vorherigen Kapitel ermittelten Potentiale konnen nun in der Schrédingergleichung
der beiden b Quarks verwendet werden. Dabei wird das Tetraquark, analog zum
Vorgehen in [7] und [§], zundchst in der N&dherung ohne heavy-Spin Effekte betrachtet.

Anschlieflend wird der in [9] vorgestellte Ansatz angewendet, wobei neben den Potentialen
auch die dazu korrespondierenden, vom Operator (3.4]) erzeugten Meson-Meson Paare in
die Schrodingergleichung integriert und auf diese Weise heavy-Spin Effekte beriicksichtigt
werden.

3.2.1. Naherung ohne Beriicksichtigung von heavy-Spin
Effekten

In fritheren Forschungsarbeiten wurde der aufgrund von heavy-Spin Effekten auftretende
Massenunterschied zwischen B- und B*-Mesonen vernachléssigt. Die beiden Mesonen
wurden stattdessen als degenerierte Zustande der gleichen Energie betrachtet.

In dieser Ndherung wird folglich die genaue Meson-Meson Struktur des Tetraquarks
vernachléssigt. Man geht vereinfachend davon aus, dass das Tetraquark fiir grofe Abstéande
r der b Quarks einem System von zwei gebundenen B-Mesonen entspricht. Die Energie des
Tetraquarks entspricht, bei verschwindender Interaktion zwischen den beiden Antiquarks,
daher der zweifachen Masse eines B-Mesons. Fiir den Faktor V; im Hamiltonien H, der b
Quarks gilt entsprechend Vy = 2mp.

Es ergibt sich eine Schrodingergleichung der folgenden Form:

Pt + 1
me

+2mp + V(r)) (7, 7)) = B V(7 7). (3.8)

Das Potential V' (r) entspricht, je nach dem ob das Tetraquark im skalaren Isosingulett
Kanal oder im vektoriellen Isotriplett Kanal betrachtet wird, den attraktiven Potentialen
Vs(r) oder V(r).

3.2.2. Naherung mit Beriicksichtigung von heavy-Spin Effekten

Eine genauere Betrachtung des Tetraquarks berticksichtigt den tatsachlichen Massenunter-
schied Ampg der B- und B*-Mesonen. Die beiden Mesonen werden in diesem Fall nicht
als degenerierte Zustande der gleichen Energie behandelt und die genaue Meson-Meson
Struktur des Tetraquarks wird in der Schrodingergleichung beriicksichtigt.

In Abschnitt wurde erldutet, dass fiir ein udbb Tetraquark 16 verschiedene Kom-
binationen von B- und B*-Mesonen moglich sind. Es wird daher eine 16-komponentige
Wellenfunktion W(7, %) definiert, deren Komponenten jeweils den moglichen Mesonen-
Paaren entsprechen. Fiir die ersten Komponenten gilt: ¥, = B(7)B(r3), Vo = B(r)B:(r3),
V3 = B(r1)B; (1) usw.

12



3.2. Aufstellen der Schrodingergleichung des Systems

Die Schrodingergleichung (2.1)) erhélt damit die Gestalt von 16 x 16 gekoppelten Diffe-
rentialgleichungen:

(Ho + Hin) W(F1, 7) = E (7, 7), (3.9)

wobei die Hamiltoniens Hy und H;,, wie folgt definiert werden:

)
+
Ho=M & Lyss + Laxs @ M + p12mp2]116xl6 (3.10a)
b
mlt M:dlag (mB,mB*,mB*7mB*) (310b)
und

Hy =T'V(r)T (3.11a)
mit V(T) = dlag (V:r,,‘/},‘/;,v;) ®]14><4. (311b)

Die Matrix T" transformiert dabei zwischen den vom Operator Oy, ¢ erzeugten Mesonen
Paaren (BB, BB}, B By usw.) und den dazu korrespondierenden repulsiven und attraktiven
Potentialen V5(r) und V;(r). Die Komponenten von 7' entsprechen den Koeffizienten
G(L, S)q aus der Fierz-Identitat (3.4).

Jeder Komponente der Wellenfunktion W(r, %) werden auf diese Weise die passenden
Lienarkombinationen der Potentiale zugeordnet und zusétzlich an geeigneter Stelle die
Massendifferenz Ampg der B- und B*-Mesonen hinzuaddiert.

Entkopplung der Schrodingergleichung

Da es sich bei 7' um keine Diagonalmatrix handelt, entspricht die Schrodingergleichung
16 gekoppelten Differentialgleichungen. Diese lésst sich jedoch beziiglich des Gesamtspins
S des Tetraquarks entkoppeln, so dass sich das System fir S € {0, 1,2} zu unabhéngigen
1 x 1 und 2 x 2 Gleichungen vereinfachen léasst. Jede dieser entkoppelten Gleichungen
beschreibt ein Tetraquark mit bestimmten Quantenzahlen I(J”) und ist damit nur fiir
bestimmte Zustande des Teilchens giiltig. Fiir die sich ergebenden Schrodingergleichungen
gelten die folgenden Quantenzahlen:

e Block 1: Fiir S = 0 ergibt sich eine 2 x 2 Gleichung, welche ein Tetraquark im I =0
oder I = 1 Kanal beschreibt.

o Fir S =1 ergeben sich degenerierte Zustinde mit s = S, = —1,0, 1, welche durch
drei identische 3 x 3 Gleichungen beschrieben werden. Durch Symmetrieiiberlegungen
der Wellenfunktion lassen sich diese beziiglich des Isospins weiter entkoppeln [15]:

— Block 2: Fur I = 1 (Wellenfunktion symetrisch unter Meson-Vertauschung)
ergeben sich drei 1 x 1 Gleichungen.

— Block 3: Fiir I = 0 (Wellenfunktion antisymetrisch unter Meson-Vertauschung)
ergeben sich drei 2 x 2 Gleichungen.
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3. Untersuchung eines udbb Tetraquarks

o Block 4: Fir S = 2 ergeben sich (wegen s = S, = —2,—1,0, 1,2) funf identische
1 x 1 Gleichungen, welche ein Tetraquark im I = 0 oder [ = 1 Kanal beschreiben.

In dieser Arbeit liegt der Fokus auf einem Tetraquark im I = 0 Kanal, da fiir diesen ein
Bindungszustand zu erwarten ist. Es sind folglich zunéchst die Gleichungen des Block 1,
Block 3 und Block 4 von Interesse fiir die weiteren Berechnungen.

Fir den I = 0 Kanal hat V; eine repulsive Wirkung und kann alleine wirkend keinen
Bindungszustand von vier Quarks hervorrufen. Da die S = 2 Schrodingergleichungen
(Block 4) ausschliefilich V; Potentiale enthalten, kann man davon ausgehen, dass kein
Bindungszustand eines Tetraquarks mit den Quantenzahlen I = 0 und S = 2 existiert.

Die S = 0 und S = 1 Gleichungen enthalten dagegen eine Mischung aus attraktiven
Vs und repulsiven V; Potentialen, deren resultierende anziehende Wirkung ausreichen
sollte, um einen Tetraquark Bindungszustand zu bilden. Fiir die Betrachtung eines udbb
Tetraquarks im I = 0 Kanal gilt es daher, die im Folgenden aufgelisteten Gleichungen des
Block 1 und Block 3 zu betrachten.

Weitere Details zur Entkopplung der Schrodingergleichung (3.9)) inklusive einer Auflistung
aller daraus resultierenden Gleichungen (Block 2 und Block 4) sind in [9] und [15] zu
finden.

Block 1: S = 0 Schrodingergleichung

Ein Tetraquark mit Gesamtspin S = 0 wird durch die folgende 2 x 2 Schrodingergleichung
beschrieben:

((278% 27733*) + ﬁi—i_mfgbxz + gint,S:O) Wgo(F, 7o) = E Wg_o(1, ) (3.12a)
mit 7
) L[ Vs(r) +3V5(r) 3(Vs(r) = Vi(r))
Himszo = (ﬁ(%m SVi) 3V + V() ) | (3:120)

4
Die Wellenfunktion ist wie folgt definiert:

- BB
Voo = (1(3’*)2) ) (3.13)

V3

wobei (B*)? = B:B} + B:B: + BB} gilt.

Um die Existenz eines Tetraquarks zu iiberpriifen, wird dessen Bindungsenergie Ep
gesucht. Die kleinst mogliche Bindungsenergie des durch Gleichung beschriebenen
Tetraquarks lésst sich anschaulich bestimmen, indem man das Teilchen als gebundenes
System von zwei Mesonen betrachtet. In diesem Fall verschwinden die Interaktionen
zwischen den b Quarks und es gilt Hiy =0 = 0. Gleichung lasst sich dadurch in
zwei unabhangige Differentialgleichungen entkoppeln, welche jeweils Paare nicht inter-
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3.3. Moégliche Quantenzahlen des Tetraquarks

agierender Mesonen, genauer ein BB und B*B* System, beschreiben. Das Tetraquark
hat folglich mindestens die Energie 2mp eines B B-Paares, weshalb die kleinste mogliche
Bindungsenergie des Tetraquarks Eg = E — 2mp betragt.

Block 3: § = 1 Schrodingergleichungen

Ein Tetraquark mit Gesamtspin S = 1 wird durch die folgende 2 x 2 Schrédingergleichung
(mit s = —1,0,1) beschrieben:

mps +m 0 p% + P - - Lo -~ I
b b + u]lb@ + Hing 521 | Vso1,5(71,72) = EWg_q 4(71,72)
O QmB* me

mit
- (Vi) Va0 Vi) - V()
Hosmr = (vj<r>—v5<r> vj<r>+v5<r>)' (40

2
Die Wellenfunktion ist wie folgt definiert:

o _ 1 (BB-BB 3.15)
SEhe T V2 \ emBiBr ) '

Es ist zu beachten, dass diese Gleichung ausschlieflich ein udbb Tetraquark mit Isospin
I = 0 beschreibt, da die Wellenfunktion antisymmetrisch unter Meson-Vertauschung ist.

Die kleinste mogliche Bindungsenergie des durch Gleichung beschriebenen Tetra-
quarks betriagt Eg = E — (mp+ +mp).

3.3. Mogliche Quantenzahlen des Tetraquarks

Ein Tetraquark zeichnet sich durch seine Quantenzahlen I(J) aus, die sich durch eine
Symmetriebetrachtung der Gesamtwellenfunktion des Tetraquarks bestimmen lassen.
Fir die Suche nach Bindungszustianden unter Beriicksichtigung von heavy-Spin Effekten
muss auflerdem geklart werden, welche der beiden Schrodingergleichungen (3.12) (fiir
S =0) und (fiir S = 1) die zu untersuchenden Tetraquark-Zusténde beschreiben.
Die Untersuchung der Quantenzahlen I(J?) werden im Folgenden Auskunft dariiber geben.

Die Gesamtwellenfunktion eines Hadrons setzt sich zusammen aus Wellenfunktionen
im Orts-, Farb-, Spin- und Flavor-Raum [16]:

|Y) = |Ort) ® |Farbe) ® |Spin) @ |Flavor) . (3.16)

Dabei koénnen die im Tetraquark gebundenen Antiquarks bb und die leichteren Quarks gq
getrennt voneinander betrachtet werden. Die Gesamtwellenfunktion des Tetraquarks setzt
sich dann zusammen aus einer Wellenfunktion der Antiquarks |1));; und einer Wellenfunk-
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3. Untersuchung eines udbb Tetraquarks

Leichte Quarks gq Schwere Antiquarks bb bbqq
Isospin I Spin j, Farbe Sorte Spingj, OrtL  Farbe S Jr
0(A) 0(A) 3(A) (S) 1(8) 02..(S) 3(4) 1 1—LT<Jt<pn+1I|"
0(A) 1(S)  6(S)  (S) 0(A) 02..0S) 6(S) 1 pN-Lf<Jt<p+1I|"
0(A) 0(A)  3(A)  (S) 0(A) 1,3,..(A) 3(A) 0 L~
0(A) 1(S) 6(S) (S) 1(S) 1,3,..(A) 6(S) 0,12 [2—L|" <J <[]2+L|”

Tabelle 3.2.: Mégliche Kombinationen der Quantenzahlen und Farbreprésentationen eines bbgq Te-
traquarks mit ¢ € {u, d}. Die entsprechenden Wellenfunktionen kénnen entweder symmetrisch
(S) oder antisymmetrisch (A) sein.

tion der leichten Quarks |¢) 4 Beide Wellenfunktionen werden analog zu definiert.
Da Orts- und Spin-Wellenfunktion der leichten Quarks ¢g jedoch nicht unterscheidbar sind,
werden diese zu einer Gesamtspin-Wellenfunktion |Gesamtspin),, zusammengefasst [16].

Bei den Quarks handelt es sich aulerdem um Fermionen, weshalb diese dem Pauli-Prinzip
unterliegen. Fiir die Wellenfunktionen |¢)z; und |¢),, folgt daraus, dass diese insgesamt
jeweils antisymmetrisch sein miissen [9]. Unter Berticksichtigung dieser Bedingung lassen
sich die moglichen Quantenzahlen eines udbb Tetraquarks bestimmen.

Wie bereits in Abschnitt erlautert wurde, ist ein Tetraquark Bindungszustand
nur im skalaren Isosingulett Kanal mit dem attraktiven Potential V5 zu erwarten. Es wird
daher ausschlieBlich ein udbb Tetraquark mit Isospin I = 0 untersucht. In [8] wurden die
Quantenzahlen eines solchen ggbb Systems bereits detailliert betrachtet. Im Folgenden
wird analog zu diesen Untersuchungen vorgegangen.

Es wird zunéchst die Wellenfunktion der leichten Quarks [¢) 4q Petrachtet. Der Isospin
des Tetraquarks wird durch die Flavors der leichten Quarks festgelegt, wobei fir I = 0
eine antisymmetrische Wellenfunktion |Flavor) 4q it einer Quarkzusammensetzung von

qq € (ud — du)/\/2 vorliegt.

Die Spins j, der leichten Quarks kénnen nun entweder antiparallel (j, = 0) oder parallel
(jy = 1) zueinander ausgerichtet sein. Fiir den Fall j, = 0 (Zeile 1 und 3 in Tabelle
resultiert eine antisymmetrische Wellenfunktion |Gesamtspin) . Damit die Bedingung
einer antisymmetrische Gesamtwellenfunktion |¢)  erfillt ist, muss |Farbe),, folglich
antisymmetrisch sein. Dies ist erfiillt wenn die beiden leichten Quarks ¢g in einem Farb-
Anti-Triplett 3 auftreten.

Da sich Tetraquarks insgesamt in einem farbneutralen Zustand befinden, miissen die
beiden Antiquarks bb zusammen mit den leichten Quarks gq einen Farb-Singulett Zustand
bilden. Dies ist der Fall, wenn die beiden Antiquarks ein Farb-Triplett 3 mit einer an-
tisymmetrischen Wellenfunktion |Farbe)y; bilden. Das resultierende Potential ist dabei
attraktiv [14].

Die Flavor-Wellenfunktion |Flavor);; ist in jedem Fall symmetrisch, da beide Antiquarks
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3.3. Moégliche Quantenzahlen des Tetraquarks

L 1(J7)
0 0(1+)
1 0(1)
2 0(1%),0(2+),0(3+)
3 0(37)

Tabelle 3.3.: Mogliche Quantenzahlen des Grundzustandes (L =0) und der angeregten Zustédnde
(L =1,2,3) eines udbb Tetraquarks im skalaren Isosingulett Kanal(j, =0, I = 0).

von der gleichen Sorte sind. Fir die Wellenfunktionen |Ort);; und |Spin)y; bestehen schlief-
lich zwei Moglichkeiten, aus denen eine antisymmetrische Wellenfunktion der b Quarks
resultieren kann. Entweder ist |Spin)y; antisymmetrisch (j, = 0), dann folgt, dass |Ort);;
symmetrisch sein muss, was immer dann gilt wenn L gerade Werte annimmt (Zeile 1 in
Tabelle 3.2). Oder aber |Spin)y ist symmetrisch (j, = 1), was wiederum eine antisym-
metrische Wellenfunktion |Ort);; zur Folge hat, wobei L in diesem Fall ungerade Werte
annimmt (Zeile 3 in Tabelle [3.2).

Analog zu diesen beiden Féllen kann auch fiir den Kanal mit parallel zueinander ausgerich-
teten leichten Spins j, = 1 verfahren werden. Im Farb-Raum der leichten Quarks gq ergibt
sich in diesem Fall ein symmetrisches Farb-Sextett 6 und daraus folgend ein ebenfalls sym-
metrisches Farb-Anti-Sextett 6 fiir die beiden Antiquarks bb. Insgesamt resultiert daraus
ein repulsives Potential [14]. Fiir L und j;, ergeben sich die oben erlauterten Moglichkeiten,
welche zu den Quantenzahlen in Zeile 2 und 3 der Tabelle fithren.

In Tabelle [3.2] sind neben den Ergebnissen der Symmetrieiiberlegungen auBerdem die
sich daraus ergebenden Werte fiir S, J und P aufgelistet. Fiir den Gesamtspin S des
Tetraquarks gilt dabei:

S=3Je®Js (g — bl <5 < dg+ ). (3.17)
Der Gesamtdrehimpuls ist definiert als:
J=S®L (|S—-LI<JL|S+L)|) (3.18)

und fiir die Paritét P eines Tetraquarks, welches fiir grofie Absténde r der b Quarks als
gebundener Zustand zweier Mesonen beschrieben werden kann, gilt allgemeinﬂ:

P=(-1)% (3.19)

® Fiir die Paritit zweier Mesonen A und B gilt: Pap = Pa - Pg - (—1)%, wobei Mesonen negative
Paritdt besitzen, da Quark und Antiquark immer entgegengesetzte Paritit haben |17]. Daraus folgt eine
Gesamtparitit P = (—1)F.
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3. Untersuchung eines udbb Tetraquarks

Die Quantenzahlen I(J') des Tetraquarks im skalaren Isosingulett Zustand (I = 0, j, = 0)
konnen in Zeile 1 und 3 der Tabelle |3.2] abgelesen werden. Es soll nach Bindungszustén-
den im Grundzustand (L = 0) sowie in den drei angeregten Zustinde mit L = 1,2,3
gesucht werden. Die dazu korrespondierenden Quantenzahlen sind in Tabelle [3.3] aufgelistet.

Die beziiglich S = 0 und S = 1 entkoppelten Schrédingergleichungen und
lassen sich nun mit Hilfe der Symmetrieiiberlegungen diesen moglichen Quantenzahlen
zuordnen. Zeile 1 und 2 in Tabelle korrespondieren zu einem Gesamtspin S = 1 und
fithren zu den Quantenzahlen mit geraden Bahndrehimpulsen L. Um die Tetraquark
Zusténde mit L € {0,2} zu untersuchen, muss folglich die S = 1 Gleichung (Block 3)
gelost werden. Die Zustdnde des Tetraquarks mit ungeradem L € {1, 3} lassen sich durch
Zeile 3 und 4 in Tabelle realisieren. Diese korrespondieren zu einem Gesamtspin S = 0
und missen daher durch die S = 0 Gleichung (Block 1) gelést werden.
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4. Numerische Bestimmung der
Bindungszustande

Um zu iiberpriifen, ob ein udbb Tetraquark existieren kann, muss dessen Bindungsenergie
durch das Losen der im vorherigen Kapitel aufgestellten Schrodingergleichungen bestimmt
werden. Aufgrund der komplizierten Form der Potentiale V5(r) und Vj(r) lassen sich
diese allerdings nicht analytisch l6sen. Zur Berechnung der Bindungsenergie miissen daher
numerische Methoden angewendet werden.

Bei den zu lésenden Schrodingergleichungen handelt es sich um Eigenwertprobleme
gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Die Funktionswerte der Losungs-
funktionen sind an den Réndern des Intervalls r € {0, 00} vorgegeben. Zur numerischen
Berechnung solcher Randwertprobleme eignet sich das sogenannte Shooting-Verfahren,
welches in Abschnitt erldutert werden soll. Inhaltlich orientieren sich die Ausfiihrungen
dieses Abschnitts an |18] und [19].

In den Abschnitten und werden anschliefend die Schrodingergleichungen der
Naherungen ohne und mit heavy-Spin Effekten fiir die Anwendung des Shooting-Verfahrens
vorbereitet.

4.1. Das Shooting-Verfahren

Das Shooting-Verfahren ist ein numerisches Verfahren zur Losung von Randwertproblemen,
d. h. von gewohnlichen Differentialgleichungen, deren Losungsfunktionen an den Grenzen
des vorgegebenen Definitionsbereiches I € [a,b] bestimmte Randbedingungen erfiillen.
In der Regel handelt es sich dabei um Dirichlet- oder Neumann Randbedingungen, d. h.
dass entweder nur die Funktionswerte oder Ableitungen der Loésungsfunktion an den
Intervallgrenzen vorgegeben sind.

Um die Losungsfunktion einer Differentialgleichung dieser Art zu bestimmen, wird diese
zunéchst in ein Anfangswertproblem umgewandelt. Anfangswertprobleme zeichnen sich im
Gegensatz zu Randwertproblemen dadurch aus, dass nur an einer Grenze des Definitionsbe-
reiches Randbedingungen vorgegeben sind, wobei dabei sowohl der Funktionswert als auch
der Gradient der Losungsfunktion bekannt sind. Bei der Umwandlung eines Randwertpro-
blems in ein Anfangswertproblem ist daher eine der erforderlichen Anfangsbedingungen
unbekannt und muss geraten werden.

Ausgehend von diesen wahlweise am Punkt a festgelegten Anfangsbedingungen kann
die Differentialgleichung mit Hilfe numerischer Integrationsverfahren gelost werden. Das
Verfahren muss dabei wiederholt angewendet und die geratene Anfangsbedingung so lange
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4. Numerische Bestimmung der Bindungszustande

variiert werden, bis die resultierende Losungsfunktion die geforderte Randbedingung an
der gegeniiberliegenden Intervallgrenze b erfiillt.

Der Name des Verfahrens kommt durch die Ahnlichkeiten dieses Vorgehens mit dem
Einschieflen eines Gewehrs, da man hier, analog zur Wahl der Anfangsbedingung, den
SchieBwinkel der Artillerie so lange verdndert, bis das gewiinschte Ziel, in diesem Fall die
Randbedingung am Punkt b, getroffen wird.

Anwendung des Shooting-Verfahrens bei Eigenwertproblemen

Bei den zu losenden Schrodingergleichungen handelt es sich um Eigenwertgleichungen,
spezielle Randwertprobleme, deren Differentialgleichungen neben der unbekannten Losungs-
funktion von einem weiteren Parameter, dem Eigenwert (in diesem Fall die Eigenenergie
E des Tetraquarks), abhéngen. Dieser entspricht im Grunde einer zusitzlichen Randbedin-
gung.

Fiir die Anwendung des Shooting-Verfahrens miissen die Schrodingergleichungen zu-
nichst in Differentialgleichungen erster Ordnung umgewandelt werden, damit fiir Probleme
erster Ordnung formulierte numerische Integrationsverfahren angewendet werden kénnen.

Das allgemeine Vorgehen wird im Folgenden fiir den eindimensionalen Fall beschrieben,
kann aber auf beliebige Dimensionen erweitert werden.

Die Schrodingergleichungen kénnen in der Form einer Differentialgleichung erster Ord-
nung allgemein wie folgt ausgedriickt werden:

;ry(r) = f(r,y(r), E) , r € la,b] (4.1)

mit den Randbedingungen
a=yla),  B=y(b), (4.2)
wobei nur fiir bestimmte Eigenwerte E' Losungen der Differentialgleichung existieren.

Die Losungsfunktion wird nun ausgehend von den Anfangsbedingungen y(a) und
dy(a)/dr numerisch auf dem vorgegebenen Intervall integriert. Im Falle der zu lésen-
den Schroédingergleichungen lassen sich diese Anfangsbedingungen durch Uberlegungen
aus der Quantenmechanik bestimmen und miissen folglich nicht geraten werden. Die Ei-
genenergie F ist dagegen unbekannt und wird daher auf einen zu variierenden Energiewert
& gesetzt.

Fiir die numerische Integration wird in dieser Arbeit ein Runge-Kutta Verfahren vierter
Ordnung (RK4—Verfahren)D angewendet. Algorithmen dieser Art finden die Lésungen von
Differentialgleichungen, indem die Funktionswerte und Ableitungen der Losungsfunktion,
ausgehend von den gewidhlten Anfangsbedingungen, Schritt fiir Schritt innerhalb des
vorgegebenen Intervalls berechnet werden. Dazu wird das Intervall in mehrere Teilintervalle
der Lénge 7, welche als Schrittgrofie bezeichnet wird, aufgeteilt.

! Eine detaillierte Beschreibung dieses numerischen Verfahrens kann in Textbiichern zu Numerischen
Methoden der Mathematik, wie z. B. [18], oder in [19] nachgelesen werden.
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4.2. Anwendung in der Naherung ohne heavy-Spin Effekte

Es ergibt sich eine von dem gewéhlten Energiewert abhiangige Losungsfunktion y(r, &).
Gesucht wird nun die Energie &, fiir welche die Randbedingung an der Intervallgrenze
r = b exakt erfilllt ist, d. h. fiir die y(b, &) = 8 gilt. Dies ist der Fall, wenn die wie folgt

definierte Funktion
|

F(&):=yb,&) —5=0 (4.3)
eine Nullstelle aufweist.

Um den passenden Energiewert & zu finden fiir den F(&) = 0 gilt, fithrt man zunéchst
einen groben Energiescan durch. Dafiir integriert man die Differentialgleichung fiir mehrere
Energiewerte & € [Epin, Fmae:) und kann so eine Startenergie &4 bestimmen, fiir welche
die zweite Randbedingung ungefihr erfillt ist, d. h. F(&ssare) = 0 gilt.

Ausgehend von &+ kann anschlieffend das eigentliche Shooting-Verfahren durchgefiihrt
werden. Mit Hilfe eines root-finding Algorithmus, in diesem Fall ein Newton-Raphson
Verfahren, wird dabei die exakte Nullstelle von F/(&) ermittelt. Der Algorithmus fiihrt
mehrere Durchlaufe durch, in denen y(r, &) mit dem RK4-Verfahren berechnet wird und
anschlieflend tberpriift wird, ob F(&) = 0 gilt. Die Startenergie &syq+ wird dabei nach
jedem Durchlauf geringfiigig angepasst, bis sich eine Nullstelle mit der gewtinschte Genau-
igkeit prec findet.

Das resultierende Ergebnis fiir die Eigenenergie F muss anschlieBend noch auf Stabi-
litdt untersucht werden. Das Verfahren gilt dabei als stabil, wenn eine Veranderung der
numerischen Parameter, wie Schrittgrofle 7 und Genauigkeit prec des Newton-Raphson
Verfahrens, zu keinem merklichen Unterschied im Ergebnis von E fiihrt.

4.2. Anwendung in der Niherung ohne heavy-Spin
Effekte

Um das Runge-Kutta Shooting-Verfahren vierter Ordnung zur Losung der Schroding-
ergleichung anzuwenden, muss diese zunéchst fiir die numerischen Berechnungen
vorbereitet werden. Dies beinhaltet passende Koordinatentransformationen sowie die Um-
wandlung in eine Differentialgleichung erster Ordnung. AnschlieSend miissen auflerdem die
Randbedingungen der Wellenfunktion bestimmt werden.

4.2.1. Analytische Vereinfachungen der Schrodingergleichung

Die zu losende Schrodingergleichung entspricht einem Zweikorperproblem, welches die
Bewegung der beiden im Tetraquark enthaltenen b Quarks beschreibt. Da die Potentiale
Vs(r) und V;(r) radial symmetrisch sind, also nur vom Abstand r der beiden Antiquarks
abhéangen, handelt es sich dabei auflerdem um sogenannte Zentralpotentiale [20].

Das Vorgehen zur Losung eines Zweikorperproblems in einem Zentralpotential wird in
Grundlagenbiichern zur Quantenmechanik detailliert beschrieben und kann analog auf die
hier vorliegende Differentialgleichung angewendet werden. Im Folgenden werden lediglich
die Ergebnisse aus [21] und [22] zusammengefasst.
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4. Numerische Bestimmung der Bindungszustande

Gleichung ({3.8) kann in ein Einkérperproblem umgewandelt werden, indem in die Schwer-
punktkoordinate 7y = (7} — 75)/2 und die Relativkoordinate 7= 7} — 7% transformiert wird.
Es ergibt sich eine, ausschliellich von der Koordinate 7 abhéangige, Differentialgleichung
der folgenden Form:
=2

(éju + 2mp + V(?‘)) () = E(r), (4.4)
wobei p = my,/2 der reduzierten Masse der beiden b Quarks entspricht und fir den in
der Relativkoordinate 7 definierten Impulsoperator p = —iAV gilt. Die Eigenenergie F
entspricht der Energie des Einkorperproblems.

Da das Potential V(r) auierdem nur vom Abstand r = |7] der schweren b Quarks
abhéngt, ist es zudem giinstig Gleichung (4.4]) in Kugelkoordinaten zu transformieren.
Daraus resultiert die Radialgleichung

B2 od/,d\ RLIL+1
[_ 2pr? dr <r2dr> + 2(/”,2) +2mp + V(r)|¢(r) = Ed(r), (4.5)

wobei L dem Bahndrehimpuls der beiden b Quarks entspricht. Mit der Substitution der
radialen Wellenfunktion

Y(r) = ——, (4.6)
kann die Gleichung weiter vereinfacht werden. Es ergibt sich die eindimensionale Differen-
tialgleichung
dr? 72

wobei Eg = E — 2mp der Bindungsenergie des Tetraquarks entspricht.

l_;i (dz _ M) + v(r)] R(r) = Ep R(r), (4.7)

Umwandlung in Differentialgleichung erster Ordnung

Um das RK4-Verfahren anwenden zu kénnen, muss die oben bestimmte Schrodinger-
gleichung (4.7) auBlerdem in eine Differentialgleichung erster Ordnung der Form (4.1])
umgewandelt werden. Durch die Substitution

d
R(r) = 6(r) (48)

ldsst sich Gleichung (4.7) wie folgt schreiben:

_ 2u[R L(L+1)

=35y +V(r)— Eg|R(r) (4.9)

d
5415(7“)

22



4.2. Anwendung in der Naherung ohne heavy-Spin Effekte

Die Schrodingergleichung lasst sich folglich durch zwei Differentialgleichungen erster
Ordnung ausdriicken, welche mit den folgenden Definitionen

y(r) = (R(r),¢(r),Ep)  und (4.10a)
fly(r),r) = <¢(r), ig BML(LT;FU +V(r) - EB] R(r), o), (4.10b)

zu einer Gleichung Ly(r) = f(y(r),r) zusammengefasst werden kénnen.

Diese kann mit einem RK4-Verfahren numerisch gelost werden. Es ist dabei darauf zu
achten, dass sowohl die Masse 1 als auch das Potential V (r) (Gleichung (3.3))) in natiirlichen
Einheiten angegeben sind. Um Gleichung ([4.10]), welche im SI-Einheiten System definiert
ist, zu losen, miissen folglich die Einheiten in passender Weise umgewandelt werden. Fir

Details siche Anhang

4.2.2. Bestimmung der Randbedingungen

Um die Schrodingergleichung (4.7) zu losen, miissen auflerdem die Randbedingungen der
Wellenfunktion R(r) bestimmt werden. Diese kann als die eindimensionale Wellenfunktion
eines sich im effektiven Potential

R L(L+1)

Veff(T> = V(T‘) + @ 2

(4.11)
bewegenden Teilchens interpretiert werden. Die Randbedingungen sowie das asymptoti-
sche Verhalten einer solchen Wellenfunktion sind bekannt. Die folgenden Ausfiihrungen
orientieren sich inhaltlich an [20].

Die Wellenfunktion R(r) eines Teilchens im effektiven Potential (4.11]) hat die folgenden
Randbedingungen:

R(0)
lim R(r) =

r—00

0, (4.12)
: (4.13)

wobei die Normierungsbedingung 1 = [ dT|R(T)|2 gilt.
Da es sich bei V(r) um ein Zentralpotential handelt, erfiillt dieses aulerdem die Bedin-
gungen:

. 2 o
llg(l) r“V(r) =0, (4.14)
TILIEOTV(T) = 0. (4.15)

Daraus lésst sich das asymptotische Verhalten von R(r) an den Grenzen des Definitions-
bereichs r € {0, 00} bestimmen.

Gegentiber (V(r) — Ep) dominiert wegen (4.14) fir r — 0 der Zentrifugalterm des
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4. Numerische Bestimmung der Bindungszustande

effektiven Potentials und die Schrodingergleichung (4.7)) geht iber in

&  L(L+1)

welche die allgemeine Losung R(r) = Arf™ + Br=! besitzt. Fir r — 0 erzeugt 1/r"
allerdings Singularitdten und widerspricht damit der Randbedingung R(0) = 0, weshalb
B = 0 gesetzt werden kann. Es folgt die allgemeine Losung der Wellenfunktion

R(r) ~ rttt fir r —0. (4.17)

Fir r — oo ist wegen (4.15) das effektive Potential Vig(r) vollstandig vernachlassigbar
und Gleichung (4.7)) geht tiber in

n? d?

Es existieren die beiden linear unabhingigen Losungen e mit x = (/2u(—Eg)/A.

Da gebundene Zustinde nur fiir Energien Fp < 0 zu erwarten sind, gilt (—Ep) = |Ep|
und damit ist x positiv-reell. Fir die Losung e™" folgt daraus, dass diese fiir r — oo
divergiert, was wiederum der Randbedingung im Unendlichen widerspricht und
dadurch die Normierungsbedingung von R(r) verletzt. Es handelt sich deshalb bei e™*"
um eine irreguldre Losung der Wellenfunktion R(r). Fur die Lésungsstruktur von R(r) im
Unendlichen gilt folglich:

R(r) ~ e fir r — oo, (4.19)

wobei k = 31/2u|Ep| mit Ep < 0 gilt.

Anpassen der Randbedingungen

Die beiden Randbedingungen an den Grenzen des Intervalls r € [0, 00| stellen numerisch
ein Problem dar und miissen daher angepasst werden.

Da sich das Potentiale V(r) proportional zu 1/r verhélt, tritt an der Stelle r = 0
eine numerisch nicht realisierbare Singularitit auf. Dieses Problem kann leicht umgangen
werden, indem die Randbedingung fiir die numerische Berechnung an der Stelle
r = € definiert wird, wobei man dabei € auf einen infinitisimal kleinen Wert setzt.

Auch die Randbedingung im Unendlichen kann nicht umgesetzt werden, da r = oo
numerisch nicht darstellbar ist. Man setzt daher auch diese Intervallgrenze auf einen
diesmal ausreichend groflen Wert 7,,,, fest, fiir den die Randbedingung gilt.

Die numerischen Berechnungen werden folglich auf dem Intervall r € [€, 7pq,] durchge-
fithrt. Die genauen Werte beider Parameter miissen durch eine Stabilitdtsuntersuchung
bestimmt werden.

Die numerische Integration der Wellenfunktion R(r) durch ein RK4-Verfahren kann
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4.3. Anwendung in der Naherung mit heavy-Spin Effekten

dabei theoretisch im Ursprung oder im Unendlichen gestartet werden.

Wenn die RK4-Berechnungen im Ursprung bei r = € gestartet wird, tritt bei der
Durchfiihrung des Shooting-Verfahrens allerdings ein weiteres Problem auf. In diesem Fall
ist es extrem schwierig die Randbedingung an der anderen Intervallgrenze r = r,,,, zu
treffen. Man kann beobachten, dass fiir ausreichend grofl gewéhlte r,,,, schon eine geringe
Verénderung des Energiestartwertes &sq¢ zu einer Explosion der Wellenfunktion R(r)
ins plus oder minus Unendliche fithrt. Die Randbedingung R(7,4:) = 0 wird daher nie
exakt erfiillt. Grund dafiir ist, dass im klassisch verbotenen Bereich bei r = r,,,, zwei
mogliche Losungen der Wellenfunktion auftreten kénnen: Eine exponentiell abfallende
Losung ~ e~ *" und eine exponentiell ansteigende Losung ~ e™”. Im vorherigen Kapitel
wurde die exponentiell ansteigende Losung zwar ausgeschlossen, da sie zu einer nicht
normalisierten Wellenfunktion fiihrt. Bei einer numerischen Berechnung existiert diese
Losung aber trotzdem und bewirkt das extreme Ansteigen der Wellenfunktion R(r) fir
T = Tmaz-

Es ist daher sinnvoll die numerische Berechnung bei r = 1,4, zu starten und das RK4-
Verfahren riickwarts durchzufithren. Dazu setzt man die Schrittgrofle 7 auf einen negativen
Wert. Das Problem lasst sich dadurch 16sen, da die unphysikalische Losung ~ et fir
kleiner werdende r gegen Null geht und damit ausstirbt. Die berechnete Wellenfunktion
R(r) wird sich daher automatisch der physikalisch korrekten Losung ~ e " annédhern.
Es ist folglich auch irrelevant auf welche Anfangsbedingungen die Wellenfunktion im
Unendlichen gesetzt wird, da sich diese unabhéngig davon der korrekten Losung nahert.

Fiir die Berechnungen in dieser Arbeit wurden die folgenden Anfangsbedingungen

gewahlt:

d
R(Tmam) =1.0, %R(rmax) =0.0 (420)

4.3. Anwendung in der Niaherung mit heavy-Spin
Effekten

4.3.1. Analytische Vereinfachung der Schrodingergleichungen

Die in der Néherung mit heavy-Spin Effekten zu losenden zweidimensionalen Schrodinger-
gleichungen (3.12)) und konnen, wie das eindimensionale Problem in der Naherung
ohne heavy-Spin Effekte, vereinfacht werden. Die Transformation in Schwerpunkt- und
Realtivkoordinaten 7 = (7} — 7)/2 und 7= 7} — 7 sowie das Aufstellen der Radialglei-
chung wird im Folgenden, analog zum in [20] und [21] beschriebenen Vorgehen, auf das
vorliegende zweidimensionale Problem iibertragen.

Bindungszustinde fiir gerade Bahndrehimpulse L

In Abschnitt wurde gezeigt, dass fiir gerade Bahndrehimpulse L die Schrodingerglei-
chung (3.14)) gelost werden muss.
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4. Numerische Bestimmung der Bindungszustande

Die Impulsoperatoren der beiden b Quarks lassen sich wie folgt transformieren:

ﬁ+%_ﬁ+ﬁ

omy 2 2M’

(4.21)

wobei p' = —ihV und Ds = —ihV, die Impulsoperatoren in der Relativ- und Schwerpunkt-
koordinate sind. Fiir die reduzierte Masse gilt 1 = m;/2 und M = 2my, ist die Gesamtmasse
des Zweikorperproblems.

Eingesetzt in Gleichung (3.14) fithrt der obige Zusammenhang zu einer von 7y und 7
abhangigen Differentialgleichung;:

motms 0\ (F L BN a Vi e i e
(Z e Vst s | Tsir o (77) = B (77

(( \ sz*) (£ + 2 Yo+ s | D0 () = B s (27
(4.22)

Da die Differentialoperatoren V und ﬁs jeweils getrennt auf die Koordinaten 7 und 7y
wirken, wird fiir die Wellenfunktion der Seperationsansatz V(7 7s) = () - ¢(7s) gewahlt.

Eingesetzt in die obige Differentialgleichung, ldsst sich diese in zwei jeweils nur von 7
oder 7, abhéngige Teile aufteilen. Beide miissen fiir sich konstant sein, wobei fiir den von
der Schwerpunktkoordinate abhéngigen Teil

I
<2]\84> IL2><2 ¢S:1,sz (Fs> = ¢S:1,sz (Fs) (423)

gilt. Damit lasst sich die Schrodingergleichung beziiglich der Relativkoordinate entkoppeln
und es ergibt sich die folgende Differentialgleichung;:

mp« +m 0 D> ~ 5
BTy b D gy + Higsor | sors, (F) = Ebs_1s. (7). (4.24)
0 QmB* 2/.1/

Die Eigenenergie entspricht dabei F = E — \.
Die obige, ausschliefilich von der Relativkoordinate 7 abhéngige Differentialgleichung

lasst sich schliefflich, analog zur Naherung ohne heavy-Spin Effekte, in die Radialgleichung
umwandelnP

0 0 K2 [ d? L(L+1 ~
(( ) - o ((W - (742)> Toyo + Hint,s:1) XS=1,s, (7") = FEp XS=1,s, (7“)
(4.25a)

2Tn 9] (Quelle: arXiv.org) liegt hier ein Tippfehler vor. In der Radialgleichung fehlt der Faktor 1/2 in
Hint~
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4.3. Anwendung in der Naherung mit heavy-Spin Effekten

mit Ampg = mp« — mp und

) 1 (V;(r) +Vs(r) Vi(r) - V5(7">) , (4.25D)

B =2\ - 10) v+ 100

wobei Eg = E — (mp« + mp) der kleinstmoglichen Bindungsenergie des Tetraquarks
entspricht. Der radiale Anteil der Wellenfunktion ¢g_; s, () wurde dabei gemaB:

X(r) = (Xl(r)) = (r)r. (4.26)

xa(7)

substituiert.

Bindungszustinde fiir ungerade Bahndrehimpulse L

Fiir ungerade Bahndrehimpulse L muss die 2 x 2 Schrédingergleichung gelost
werden. Diese kann, analog zu dem im vorherigen Abschnitt betrachteten Fall gerader
Bahndrehimpulse L, durch eine Transformation in die Relativkoordinate 7, auf die folgende
Radialgleichung reduziert werden:

((0 0 ) — hj <d2 — L(L—i_l)>112x2 + Hint,SO) Xs=0(r) = Ep xs—0(r) (4.27a)

dr? 72

) 1 ( V(r) +3Vi(r)  V3(Vs(r) — VJ‘(T))) , (4.27D)

Hin S=0 —
T A\VBB) Vi) 8V + V()
wobei Ep = E — 2mp gilt. Die Wellenfunktion xg—o(r) wird analog zu (4.26)) definiert.

Umwandlung in Differentialgleichung erster Ordnung

Die Gleichungen und , fiir gerade und ungerade Bahndrehimpulse L, kénnen,
analog zum eindimensionalen Fall in der Naherung ohne heavy-Spin Effekte, in eine
Differentialgleichung erster Ordnung der Form umgewandelt werden.

Da die zweidimensionalen Schrodingergleichungen jeweils zwei gekoppelten Differential-
gleichungen zweiter Ordnung der beiden Komponenten x1(r) und x(r) der Wellenfunktion
entsprechen, resultieren bei der Umwandlung in Gleichungen erster Ordnung vier Gleichun-
gen. Um diese zu einer Differentialgleichung zusammenzufassen, werden die Funktionen
y(r) und f(y(r),r) wie folgt definiert:

y(r) = (xa(r), éu(r), xa(r), ¢2(r), Ep)  und (4.28a)
fly(r),r) = (o1(r), fuly(r), r), ¢a(r), fa(y(r), ), 0). (4.28b)

Fiir das Losen der Schrodingergleichung (4.25]) fir gerade L entsprechen die Funktionen
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4. Numerische Bestimmung der Bindungszustande

fi(y(r),r) und fo(y(r),r) den Ausdriicken

fily(r),r) = ?.L/; (;L([;jl) + Wi(r) — EB> x1(7) + Wa(r)xe(r) und (4.292)
Faly(r), ) = Wa(r)xa(r) + 2 <h2 LL+1) + Wi(r) + Amp — EB> xa(r),  (4.29b)

wobei
W(r) = 5 (V) + V(r)), (4.30)
Walr) = 5 (V3(r) = Va(r) (4.31)
gilt.

Im Falle der Schrodingergleichung (4.27)) fiir ungerade L gilt

fily(r).r) = fj(ﬁ LL+1)

Faly(r),r) = Zo(r)xa(r) +

+ Z4(r) — EB> X1(r) + Za(r)x2(r) und (4.32a)

2,1L<712L(L+1)

0

CZH) + 2Amp — EB)sz (1:32b)

2\ 2y  r?
mit
Zi(r) = (Vo(r) + 3V (1)), (133
Z3(r) = 7(3V(r) + V(1)) (434
V3
Z(r) = Y2 (Va(r) ~ V(1)) (4.35)

Auch hier miissen bei der Anwendung des RK4-Verfahrens die Einheiten der Massen
und Potentiale V5 und V; angepasst werden (fiir Details siche Anhang [A.1)).

4.3.2. Bestimmung der Randbedingungen

Die Randbedingungen der gekoppelten 2 x 2 Schrodingergleichungen (4.25)) (fiir gerade L)
und (fiir ungerade L) ergeben sich aus Uberlegungen der Quantenmechanik analog
zum vorher behandelten Fall ohne Beriicksichtigung von heavy-Spin Effekten. Auch die
zweidimensionalen Schrodingergleichungen beschreiben ein Zweikorperproblem in einem
effektiven Potential dhnlich zu (4.11)), wobei V'(r) in diesem Fall einer Kombination aus
Vs und V; entspricht.

Die Bedingungen (4.12)) und , die an die Wellenfunktion R(r) gestellt wurden,
konnen daher ohne weiteres auf die zweidimensionale Wellenfunktion y(r) tibertragen
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4.3. Anwendung in der Naherung mit heavy-Spin Effekten

werden. Es gelten die folgenden Randbedingungen fiir » = 0 und r = oo:

x(0) = (8) und x(0) = (8) (4.36)

Auch fur die Eintrage von ﬁ[intyszl und f{int,S:O sind die Annahmen und
eines Zentralpotentials giiltig. Daraus folgt, dass fiir » — 0 der Zentrifugalterm gegeniiber
den Potentialen und der Massendifferenz Amp dominiert. Die gekoppelte Schrodingerglei-
chung geht damit tiber in zwei voneinander unabhéngige Differentialgleichung der beiden
Komponenten x;(r) und y»(r), deren Form der des eindimensionalen Problems
entspricht. Ubertragen auf das zweidimensionale Problem ergibt sich daraus die allgemeine

Losung
ArlHl .
X(r) ~ (BTL+1> fir r — 0. (4.37)

Fir r — oo verschwinden die Potentiale sowie der Zentrifugalterm. Es resultieren zwei
entkoppelte Gleichungen der Form (4.18)) fir die beiden Komponenten xi(r) und yo(r).
Fiir die Wellenfunktion ergibt sich daraus

X(r) ~ (Ce_ ) fir r — oo, (4.38)
DeflﬂT‘

wobei k = 31/2u|Ep| mit Ep < 0 gilt.

Anpassen der Randbedingungen

Analog zum eindimensionalen Fall miissen fiir die Awendung des Shooting-Verfahrens die
numerisch nicht fassbaren Grenzen des Intervalls r € [0, 00] durch r = € und r = 7,4,
ersetzt werden.

Da es sich bei der Losungsfunktion x(r) um eine zweidimensionale Wellenfunktion
handelt, tritt allerdings noch ein weiteres Problem auf. Die Losung von x(r) hangt nicht
nur von der Bindungsenergie E'z ab, sondern wird zusatzlich durch die Wahl des Parameters
A/B beeinflusst. Um zu iiberpriifen, ob die sich durch numerische Integration ergebende
Losungsfunktion x(r, &, A/B) die Randbedingung bei 1 = 7pq, erfiillt, muss folglich
die Nullstelle der Funktion

F(&,A/B) == X(rmaz, &, A/B) = X("maz) (4.39)

gefunden Werdenﬁ Das wiirde die Verwendung eines zweidimensionalen root-finding Algo-
rithmus erfordern, der allerdings schwieriger umzusetzen ist als der eindimensionale Fall
[9].

In [9] wurde jedoch gezeigt, dass es moglich ist die Nullstellensuche fiir x(r) auf ein

3 Die Funktion F(&, A/B) wurde analog zu Gleichung (4.3)) definiert.
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4. Numerische Bestimmung der Bindungszustande

eindimensionales Problem zu reduzieren. Dazu werden Losungen der Schrodingerglei-
chungen ™ (r) und x®)(r) eingefiihrt, welche in der Nihe des Ursprungs das folgende
asymptotische Verhalten aufweisen:

pLA1
XD (r) ~ 0 fir  r—0 (4.40a)
(B) 0 ;
X))~ fir  r—0 (4.40Db)
r

Offensichtlich erfiillen beide Funktionen die nach Gleichung geforderten Randbedin-
gungen x(0) = 0 und x®(0) = 0 im Ursprung.

Die Randbedingungen bei r = 7,4, werden dagegen nicht erfiillt. Dieses Pro-
blem lésst sich beheben, indem die beiden Losungen zu einer allgemeineren Losung
x(r) = AXY(r) + Bx®)(r) kombiniert werden. Das ist méglich, da es sich bei der
Schrodingergleichung um eine lineare Differentialgleichung handelt. Diese allgemeine Wel-
lenfunktion erfillt zum einen die Randbedingung im Ursprung und kann auflerdem
die Randbedingung bei r = 1,4, erfiillen, wenn gilt:

X(Tmaz) = AXD (imaw) + BXP (Pias) = (8) . (4.41)

Es lisst sich zeigen, dass diese Bedingung erfiillt ist, sofern fiir die Losungen ) (r) und
xB)(r) der folgende Zusammenhang gilt:

(A) (B)
F(éa) — det (X%A)Onmaac) X%B)(Tm(u’)) = 0. (442)
X2 Tmaa:) X2 Tmazx

Ob die Wellenfunktion x(r) die Randbedingung bei r = r,,,, erfillt, wird folglich
durch eine Nullstelle der Funktion F(&) charakterisiert. Da die beiden Losungen x4 (r)
und x®)(r) nur von der gewihlten Energie & nicht aber von den Parametern A und B
abhéngen, reduziert sich das zweidimensionale Problem zu einer Nullstellensuche in
nur einer Variablen.

Es kann daher ein eindimensionales Newton-Raphson Verfahren angewendet werden.
Anstelle der Wellenfunktion (r) miissen dabei die beiden Losungen x4 (r) und x®)(r)
nacheinander mit einem RK4-Algorithmus numerisch integriert werden, wobei deren
Anfangsbedingungen bei r = ¢ gemif Gleichung gewahlt werden.

Berechnung der Wellenfunktion

Um die Wellenfunktion x(r) zu berechnen, muss anschlieBend noch der Parameter A/B
bestimmt werden. Aus der allgemeinen Definition von x(r) ergeben sich die folgenden
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4.3. Anwendung in der Naherung mit heavy-Spin Effekten

Zusamenhénge fiir die Komponenten x;(r) und y»(r):
xi(r) = (A/B)x ) +xiP () it € (1,2}, (4.43)

Fiir beide Komponenten muss die Bedingung (4.41)), d. h. x;(7maez) = 0, erfiillt sein. Daraus
lasst sich die folgende Bedingung fir A/B ableiten:

F(A/B) = (A/B) X\ (rmaz) + X" (rmaz) = 0 (4.44)

Die beiden Komponenten der Wellenfunktion werden dabei getrennt voneinander betrachtet,
weshalb sich zwei unterschiedliche Parameter A/B ergeben. Um die Nullstelle von F'(A/B)
zu finden, werden folglich zwei voneinander unabhangige Newton-Raphson Verfahren mit
den jeweiligen Startparametern (A/B); = —XgB)(Tmax) / X,(A) (7maz) durchgefiihrt.

Nur wenn die Bindungsenergie Eg im vorherigen Schritt ausreichend genau bestimmt
wurde, stimmen die beiden resultierenden Parameter (A/B); der Komponenten miteinander

tiberein. Die Wellenfunktionen x1(r) und y2(r) kénnen schliefllich tiber den Zusammenhang

(4.43) berechnet werden.
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5. Ergebnisse

5.1. Bindungsenergie im Grundzustand

Bindungszustinde eines udbb Tetraquarks im Grundzustand (L = 0) konnten fiir die
beiden Naherungen ohne und mit der Berticksichtigung von heavy-Spin Effekten bereits in
[8] und [9] gefunden werden. Im Folgenden sollen die Ergebnisse dieser Forschungsarbeiten
reproduziert werden. Um zu tiiberpriifen, ob ein Bindungszustand mit Eg < 0 vorliegt,
werden die entsprechenden Schrodingergleichungen numerisch mit Hilfe des in Kapitel
beschriebenen Runge-Kutta Shooting Verfahrens vierter Ordnung gelost.

5.1.1. Naherung ohne heavy-Spin Effekte

Fir die Berechnung der Bindungsenergie eines udbb Tetraquarks in der Néherung de-
generierter B-Mesonen ohne die Berticksichtigung von heavy-Spin Effekten gilt es die
Schrodingergleichung in der fiir die numerische Berechnungen vorbereiteten Form
(4.10) zu losen.

Das Tetraquark soll in den beiden attraktiven Kanélen des Potentials betrachtet werden.
Befindet sich das Teilchen im vektoriellen Isotriplett Zustand (j, = 1, I = 1), dann
gilt V(r) = Vj(r) mit den Parametern o; und d; aus Tabelle 3.1l Aufgrund der zu
schwachen attraktiven Wirkung des Potentials V;(r) kann in diesem Kanal kein Tetraquark
Bindungszustand mit negativer Bindungsenergie gefunden werden.

Im skalaren Isosingulett Kanal (j, = 0, I = 0) entspricht das Potential V(r) dem
attraktiveren Potential V5(r) (fir a5 und ds siche Tabelle . Die anziehenden Krafte
zwischen den b Quarks reichen in diesem Fall aus, um einen Bindungszustand zu bilden. Fiir
das Shooting-Verfahren wurde die numerische Integration mittels Runge-Kutta Verfahren
bei einer Schrittgrofe 7 = 1.0 - 1072 fm auf dem Intervall r € [1.0 - 107!, 10] fm durchge-
fithrt. Das Newton-Raphson Verfahren wurde mit einer Startenergie &siqre = —71.8 MeV
angewendet und eine Genauigkeit von prec = 1.0 - 1071 MeV gewidhlt.

Fiir ein udbb Tetraquark im skalaren Isosingulett Kanal mit den Quantenzahlen I(J") =
0(1%") ergibt sich daraus die folgende Bindungsenergie Ep = E — 2mp:

Ep = —71.75MeV (5.1)

Es ist anzumerken, dass bei der numerischen Berechnung der Bindungsenergie keine
vollstandige Fehleranalyse durchgefiihrt wurde. Das hier ermittelte Ergebnis weicht daher
stark von dem in [8] bestimmten Energiewert Ez = —93%1 MeV ab. Innerhalb der
Fehlergrenzen stimmen die Ergebnisse jedoch miteinander iiberein.
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5.1. Bindungsenergie im Grundzustand

Fir diese Arbeit wurden anstelle des systematischen und statistischen Fehlers von Eg
lediglich die angegebenen Fehler der Potentialparameter a5 und ds berticksichtigt. Die
Anwendung des Shooting-Verfahrens mit diesen beiden zuséatzlichen Parametersets fithrt
zu den folgenden Bindungsenergien: Ep = —28.8 MeV (fiir a5 = 0.31, d5 = 0.35fm) und
Ep = —117.02MeV (fir a5 = 0.37, d5 = 0.57 fm).

Die resultierende Wellenfunktion R(r) sowie die Wahrscheinlichkeitsdichte p(r) = |R(r)|?,
welche angibt mit welcher Wahrscheinlichkeit sich die beiden im Tetraquark gebundenen b
Quarks in einem Abstand r voneinander befinden, sind in normierter Form in Abbildung/[5.1
zu sehen. Der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung ist zu entnehmen, dass sich die beiden
Antiquarks in einem durchschnittlichen Abstand von etwa 0.25 fm zueinander befinden.

(a) Wellenfunktion fiir L =0

1.5

0.5 H

Wellenfunktion in fm~1/2

0 1 1
0 0.5 1 1.5 2

rin fm

(b) Wahrscheinlichkeitsdichte fiir L = 0

25 1

1.5 + 8

p(r) in 1/fm

0.5 1

0 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

rin fm

Abbildung 5.1.: Ergebnisse fiir den skalaren Isosingulett Kanal mit I = 0 ohne Beriicksichtigung
von heavy-Spin Effekten. (a) Normierte Wellenfunktion R(r) und (b) Wahrscheinlichkeit p(r)
die b Quarks in einem Abstand r vorzufinden. Die schwéicher gezeichneten Kurven entsprechen
den sich unter Bertcksichtigung der Fehler von a5 und ds ergebenden Ergebnissen.
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5. Ergebnisse

5.1.2. Naherung mit heavy-Spin Effekten

Die Beriicksichtigung von heavy-Spin Effekten fithrt zu der fiir ungerade Bahndrehimpulse
L definierten zweidimensionalen Schrodingergleichung . Fiir die Bestimmung der
Bindungsenergie des Tetraquarks im L = 0 Kanal miissen folglich die fiir die numerischen
Berechnungen vorbereiteten Gleichungen (4.29)) gelost werden.

Bei der Untersuchung des Tetraquarks in der Naherung ohne heavy-Spin Effekte konnte
gezeigt werden, dass die anziehenden Kréfte des Potentials V;(r) im vektoriellen Isotriplett
Kanal mit I = 1 zu schwach sind, um einen Tetraquark-Zustand zu bilden. Da die
Spin Effekte der schweren Antiquarks die Bindungsenergie des Tetraquark zusétzlich
abschwachen, kann ein Bindungszustand in diesem Kanal auch in der Naherung mit
heavy-Spin Effekten ausgeschlossen werden.

Das Tetraquark wird daher ausschliefllich im I = 0 Kanal betrachtet. Die Potentiale im
Hamiltonien Hj,; der Schrodingergleichung entsprechen in diesem Fall dem attraktiven
I = 0 Potential V5 (fiir a5 und d5 siehe Tabelle und dem repulsiven I = 0 Potential V;
mit den Parametern . Fiir das Shooting-Verfahren wurden die folgenden Parameter
verwendet: 7 = 1.0 - 1073 fm, r € [1.0- 107, 6] fm und prec = 1.0 - 1071° MeV, wobei das
Newton-Raphson Verfahren bei &g, = —51.8 MeV gestartet wurde.

Fiir ein udbb Tetraquark mit den Quantenzahlen I(.J7) = 0(1%) ergibt sich daraus die
folgende Bindungsenergie Ep = E — (mps + mp):

Ep = —51.76 MeV (5.2)

Im Vergleich zu dem vorher betrachteten Fall ohne die Berticksichtigung von heavy-Spin
Effekten (Gleichung ), ergibt sich hier eine um ca. 20 MeV geringere Bindungsenergie.
Es kann damit bestédtigt werden, dass Spin-Effekte der schweren Antiquarks die Bindung
des Tetraquarks merklich abschwéichen. Das Ergebnis weicht auch in diesem Fall von
der in [9] bestimmten Energie Fp = —59739 MeV ab, da keine vollstandige Fehleranalyse
durchgefiihrt wurdelf]

Es wurden daher analog zum vorherigen Abschnitt lediglich die angegebenen Fehler der
Potentialparameter «; und d; (i € {5, j}) berticksichtigt. Fiir das repulsive I = 0 Potential
V;(r) konnten beim Fitten der Gitter QCD Ergebnisse auflerdem keine exakten Fehler
bestimmt werden. Es gilt daher zu tiberpriifen, inwiefern die Ungenauigkeit der Parameter
a; und d; das Ergebnis verandern und wie grof§ im Allgemeinen der Einfluss des Potentials
V;(r) auf die Bindung des Tetraquarks ist.

Die Beriicksichtigung der angegebenen Fehler fithrt zu den Energien Fp = —52.16 MeV
(fir a;j = —0.03,d; = 0.11fm) und Ep = —54.19MeV (fir o; = —0.17, d; = 0.45fm). Diese
Energiewerte weichen nur um wenige MeV von der urspriinglich ermittelten Bindungsenergie
des Tetraquarks ab. Auch fiir ein verschwindendes Potential V;(r) ~ 0 verdndert sich
das Ergebnis kaum. Die repulsive Wirkung des durch die Berticksichtigung von heavy-Spin
Effekten auftretenden Potentials V; ist fiir den Bindungszustand des Tetraquarks folglich
sehr gering.

! Die Bindungsenergie Ep des Tetraquarks wird in [9] definiert als Egp = mp« + mp — E, d.h. Eg >0
gesetzt.
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5.1. Bindungsenergie im Grundzustand

Die Bindung des Tetraquarks wird vor allem durch das attraktive I = 0 Potential V;(r)
beeinflusst. Das zeigt sich in der Beriicksichtigung der Fehler von a; und ds, welche zu
stark abweichenden Energien EFp = —11.79 MeV (fiir a5 = 0.31, d5 = 0.35 Mfm) und
Ep = —96.11MeV (fir a5 = 0.37, d5 = 0.57 fm) fithren. Insgesamt bewirkt eine Verande-
rung der Stérke des Potentials Vi eine Abweichung der Bindungsenergie um 40 — 45 MeV.

Die sich fiir den gefundenen Bindungszustand ergebenden Komponenten x;(r) und y2(7)

der Wellenfunktion xg—;(r) (Glg. (3.15)) sowie die Wahrscheinlichkeitsdichte p(r) =
Ix1(r)|* + |x2(r)|? sind in Abbildung [5.2 zu sehen.

(a) Wellenfunktion fiir L = 0

X1,S;1ET'§
1k X2,5=1\T |
‘E 0.5 - E
20
=
E-’ =05 ’\\ )
?)‘ A\
g A\

—1t N

0 0.5 1 1.5 2
rin fm

(b) Wahrscheinlichkeitsdichte fiir L = 0

25 F i

1.5 R

p(r) in 1/fm

0.5 - i

0 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

r in fm

Abbildung 5.2.: Ergebnisse des I = 0 Kanals mit L = 0 in der Ndherung mit heavy-Spin Effekten.
(a) Komponenten der normierten Wellenfunktion xg—1(r) und (b) Wahrscheinlichkeitsdichte
p(r). Die schwéicher gezeichneten Kurven entsprechen den sich unter Berticksichtigung der
Fehler von a5 und ds ergebenden Ergebnissen.

35



5. Ergebnisse

Das Tetraquark weist dabei zwei mogliche Meson-Meson Strukturen auf. Die erste
Komponente x;(r) der Wellenfunktion entspricht einem BB*-Paar. Die zweite Komponente
X2(r) entspricht einem B*B*-Paar. Die in dieser Arbeit ermittelten Wellenfunktionen
entsprechen den Ergebnissen in [9], wonach sich das Tetraquark fiir grofler werdende
Absténde r der b Quarks bevorzugterweise im Zustand eines BB*-Paares befindet. Dies ist
den unterschiedlichen GroéBenordnungen beider Komponenten der Wellenfunktion (siehe
Abbildung ) zu entnehmen. Fur geringere Abstinde r besteht dagegen kein grofier
Unterschied zwischen xi(r) und ya(r).

Die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung (Abbildung ) unterscheidet sich nur wenig
von der in der Ndherung ohne heavy-Spin Effekte ermittelten Funktion. Auch unter der
Berticksichtigung der zuvor vernachléssigten Spin-Effekte ergibt sich ein durchschnittlicher
Abstand der b Quarks von etwa 0.25 fm.

5.2. Bindungsenergie angeregter Zustande

Neben dem Grundzustand soll das udbb Tetraquark auch in den angeregten Zustinden
mit Bahndrehimpuls L € {1,2,3} untersucht werden. Fiir die Naherung ohne heavy-
Spin Effekten muss analog zum Grundzustand die Gleichung gelost werden. Unter
Beriicksichtigung von heavy-Spin Effekten muss fiir die ungeraden Bahndrehimpulse
L € {1, 3} Gleichung und fiir den geraden Bahndrehimpulse L = 2 Gleichung
gelost werden.

Eine erneute Anwendung des Shooting-Verfahrens fiir das Tetraquark im skalaren
[sosingulett Kanal fithrt zu dem Ergebnis, dass in den angeregten Zusténden kein Bin-
dungszustand mit Fp < 0 existiert, weder in der Ndherung ohne heavy-Spin Effekte noch
unter Beriicksichtigung der selbigen.

Um die angeregten Zustanden des Tetraquarks genauer zu untersuchen, kann jedoch
die Masse my, der b Quarks in den Schrodingergleichungen erhéht werden. Schwerere b
Quarkmassen verstirken die Bindung des Tetraquarks, bis dieses doch in der Form eines
Bindungszustandes auftreten kann. Ein erneutes Losen der Schrodingergleichungen fiihrt
daher zwangslaufig dazu, dass Bindungsenergien Ep < 0 gefunden werden kénnen.

Die physikalische Masse der b Quarks wurde dabei um einen Faktor A geméaf

mg =\ My, phys (53)

erhoht. Da auch B- und B*-Mesonen jeweils ein b Quark enthalten, miissen deren Massen
ebenfalls angepasst werden. Dazu konnen Ergebnisse aus der Heavy-Quark-Effective-
Theory (HQET) angewendet werden, wonach der folgende Zusammenhang gilt: Amp =
mps —mp ~ 1/my, [23]. Fir die angepasste Massendifferenz gilt daher:

Amly = /1\ - Amgp. (5.4)

Die erneute Anwendung des Shooting-Verfahrens fithrt zu den in Tabelle aufgelisteten
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5.2. Bindungsenergie angeregter Zustande

L=1 L=2 L=3

Ohne heavy-Spin 2.28 5.31 9.55
Mit heavy-Spin 2.83 5.53  10.13

Tabelle 5.1.: Faktoren A, ab denen eine kleine, aber negative, Bindungsenergie Ep fiir die
angeregten Zustande L € {1,2,3} gefunden werden kann. Es sind die Ergebnisse fir die
Néherungen mit und ohne Beriicksichtigung von heavy-Spin Effekten zusammengefasst.

Faktoren A, um welche die Masse der b Quarks erhéht werden muss, damit eine kleine, aber
negative, Bindungsenergie Fp gefunden werden kann. Ein Faktor A = 1 entspricht dabei
der physikalischen Masse des b Quarks. Je grofier der Faktor ), desto unwahrscheinlicher
ist die tatsachliche Existenz eines Bindungszustandes. Damit angeregte Bindungszustande
auftreten konnen, miisste die Masse der b Quarks etwa dem drei- bis elffachem seiner
derzeit angenommenen Masse entsprechen. Es ist daher unwahrscheinlich, dass tatséchlich
angeregte Bindungszustande existieren.

Tabelle ist auflerdem zu entnehmen, dass sich bei der Einbeziehung von Spin
Effekten der schweren Antiquarks grolere Werte A ergeben als in der Ndherung ohne heavy-
Spin Effekte. Dies bestatigt das bereits fiir ein Tetraquark im Grundzustand gefundene
Ergebnis, demzufolge die Beriicksichtigung von heavy-Spin Effekten die Bindungsenergie
eines Tetraquark Zustandes senkt. Durch zuvor vernachlassigte heavy-Spin Effekte kommt
es zu einer Abschwéachung des Potentials zwischen den Valenzquarks. Bei der Erhéhung der
Quarkmassen um den Faktor A muss folglich der Verlust in der Bindung des Tetraquarks
durch eine schwerere Masse m;, ausgeglichen werden.

Massenabhingigkeit der Bindungsenergie

Um ein besseres Verstiandnis der angeregten Zusténde eines udbb Tetraquarks zu bekom-
men, kénnen die Quarkmassen tiber die in Tabelle [5.1] aufgelisteten Mindestwerte hinaus
weiter erhoht werden, bis eindeutig negative Bindungsenergien auftreten.

In Abbildung sind die Ergebnisse fir die angeregten Zustéinden L € {1,2,3} in
den beiden Naherungen mit und ohne heavy-Spin Effekte abgebildet. Die Graphen zeigen
eine lineare Zunahme der Bindungsenergie Ep in Abhéngigkeit der Massenerhohung der b
Quarks um den Faktor \. Zwischen den Ergebnissen beider Naherungen ist aufgrund der
Verringerung der Bindungsenergie durch heavy-Spin Effekte ein deutlicher Abstand zu
erkennen.

Dabei fallt zunachst auf, dass der Abstand der Geraden im L = 2 Kanal viel schmaler
ausfallt, als die in den Kanélen mit L = 1 und L = 3 auftretenden Unterschiede. Fiir ein
Tetraquark mit geradem Bahndrehimpuls, wobei in diesem Fall S = 1 gilt, scheinen folglich
Spin Effekte der b Quarks einen insgesamt geringeren Einfluss auf die Bindungsenergie zu
haben, als das fiir ein Tetraquark mit ungeradem L und Gesamtspin S = 0 der Fall ist.

Der Abstand zwischen den Geraden aller abgebildeten Kanéle nimmt auflerdem mit
zunehmenden Faktoren A\ ab. Die sich unter Berticksichtigung von heavy-Spin Effekten
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5. Ergebnisse

ergebenden Bindungsenergien ndhern sich folglich den Ergebnissen der Nédherung ohne
heavy-Spin Effekte an. Fiir schwerer werdende Quarkmassen my, spielen Spin Effekte der
b Quarks also eine immer geringer werdende Rolle. Dies ist nicht verwunderlich, da eine
Erhohung der Quarkmassen im Grunde dazu fithrt, dass die b Quarks wieder den Charakter
statischer Teilchen erlangen. Da die Annahme statischer b Quarks den Annahmen der
Naherung ohne heavy-Spin Effekte entspricht, nahern sich die beiden Geraden geringfiigig

an.
(a) L =1 Kanal (b) L = 2 Kanal
0 \ \ — - 0 — w - w
i mit heavy-Spin —+— mit heavy-Spin —+—
AN ohne heavy-Spin ohne heavy-Spin
—20 | \%\ 1 —20 |
\\
lk\
— —40 \ = —40 +
3 % %
=3 \ =
\
S 60 .\ S 60 |
X
—80 —80
Y
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22.28 2.833 4 5 55.315.536 7 8 9
A
(¢) L = 3 Kanal
O e T T LT
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—20 | o~
\‘( ~
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Abbildung 5.3.: Bindungsenergie Ep angeregter Zusténde eines udbb Tetraquarks (im I = 0
Kanal) in Abhéngigkeit der Massenzunahme m’b = X My ppys der b Quarks. Es sind die
Ergebnisse der Nédherung ohne heavy-Spin Effekte (blau) und mit heavy-Spin Effekten (lila)
abgebildet, wobei das Tetraquark im (a) L =1 Kanal, (b) L = 2 Kanal und (c) L = 3 Kanal

betrachtet wurde.

Je grofler L, desto flacher werden aulerdem die sich ergebenden Geraden. Um einen
Bindungszustand mit deutlich negativer Bindungsenergie in einem hoéher angeregten
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5.2. Bindungsenergie angeregter Zustande

Zustand zu finden, muss folglich der Faktor A im Vergleich zu seinem Mindestwert (siehe
Tab. um einiges mehr erhoht werden als das beispielsweise im L = 1 Kanal der Fall ist.
Dies bestétigt, dass die Bindung zwischen den vier Quarks in hoher angeregten Zustdnden
des Tetraquarks zunehmend schwacher wird.

Einfluss der Potentiale auf die Bindungsenergie

Analog zu den Untersuchungen des Grundzustandes, stellt sich die Frage welchen Einfluss
die Starke der Potentiale auf die Bindung der angeregten Zustiande des Tetraquarks hat.
Dieser Einfluss ldsst sich untersuchen, indem Berechnungen mit jeweils zwei zusétzlichen
Parametersets, welche die Fehlergrenzen der in und angegebenen Parameter fiir
a; und d; (i € {5, 5}) berticksichtigen, durchgefithrt werden.

Die Berechnungen unter Beriicksichtigung der Fehler von a; und d; in der Naherung
mit heavy-Spin Effekten zeigen, dass die Bindung des Tetraquarks auch in angeregten
Zustande kaum durch das repulsive Potential V; abgeschwacht wird. Die minimalen Werte
von A, ab denen eine negative Bindungsenergie gefunden werden kann, weichen gar nicht
bis maximal um einen Faktor von etwa 0.015 von den Ergebnissen in Tabelle [5.1] ab. Diese
Abweichungen sind so gering, dass kein merklicher Unterschied zu den Plots in Abbildung
(.3l feststellbar ist.

(a) Ohne heavy-Spin Effekte (L = 1 Kanal) (b) Mit heavy-Spin Effekte (L = 1 Kanal)
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Abbildung 5.4.: Einfluss der Fehler des attraktiven Potentials V5(r) auf die Massenabhéngigkeit
der Bindungsenergie Ep des Tetraquarks im angeregten Zustand L = 1. In griin markiert sind
die sich unter der Beriicksichtigung der Fehler von a5 und ds ergebenden Ergebnisse. (a) Zeigt
die Ergebnisse in der Ndherung ohne heavy-Spin Effekte und (b) unter der Beriicksichtigung
von heavy-Spin Effekten.

Die Stérke der Bindung des Tetraquark Zustandes hédngt hauptsichlich von dem attraktiven
Potential V5(r) ab. In Abbildung [5.4] sind beispielhaft die Ergebnisse des L = 1 Kanals
abgebildet. Neben den urspriinglichen Ergebnissen der beiden Naherungen mit und ohne
heavy-Spin Effekte sind die, durch die Beriicksichtigung der Fehler von Vj, abweichenden
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5. Ergebnisse

Ergebnisse zu sehen. Die Abbildungen verdeutlichen den starken Einfluss den die Stérke
des Potentials V5 auf den Tetraquark Zustand hat. Die minimalen Werte von A weichen
um Faktoren von bis zu 1.0 von den Ergebnissen aus Tabelle [5.1] ab.

Fiir die hoher angeregten Zustande nimmt dieser Einfluss sogar noch weiter zu. Die
minimalen Werte von A weichen hier um Faktoren von etwa 2.0 (L = 2 Kanal) und 3.0
(L = 3 Kanal) von den urspriinglichen Ergebnissen ab.

Massenabhangigkeit der Wellenfunktion

Um Aussagen tiber die mogliche Struktur der angeregten Zusténde eines Tetraquarks in
der Naherung mit heavy-Spin Effekten zu machen, sollen im Folgenden aulerdem die sich
fiir zunehmende Quarkmassen m;, ergebenden Wellenfunktionen untersucht werden.

Tetraquark mit Gesamtspin S = 0

Zunachst wird das Tetraquark mit Gesamtspin S = 0 und ungeraden Bahndrehimpulsen
L =1 oder L = 3 betrachtet. Die Wellenfunktionen ys—o dieser Kanéle werden durch
beschrieben, wonach die erste Komponente x;(r) zu einem BB-Paar und die zweite
Komponente x»(r) zu einem B*B*-Paar korrespondiert.

Fiir den L = 1 Kanal wurden die numerischen Ergebnisse der Faktoren A € {3.0,3.75,4.5}
aus Abbildung ausgewertet. Fir den L = 3 Kanal wurden die Zustande der Fak-
toren A € {10.5,12.0,13.5} aus Abbildung gewahlt. Die dazu korrespondierenden
Komponenten der Wellenfunktionen sind in Abbildung [5.6] auf Seite [{2] dargestellt.

In beiden angeregten Zustanden mit L = 1 und L = 3 ergibt sich ein ahnliches
Verhalten der Wellenfunktionen bei zunehmenden Quarkmassen. Fir Abstiande r <
0.5 fm gilt |x2(r)| > |x1(r)|, das heifit das Tetraquark befindet sich eher im energetisch
giinstigeren Zustand eines B* B*-Paares. Je groBer dabei die Masse der b Quarks gewéhlt
wird, desto weiter wandert das Maximum der Wellenfunktionen, und damit auch das der
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(r), in Richtung des Ursprungs. Der durchschnittliche
Abstand der b Quarks zueinander verringert sich folglich mit Zunahme der Quarkmasse
myp. In Abbildung sind zur Veranschaulichung dieses Sachverhaltes die sich aus den
Wellenfunktionen ergebenden Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen p(r) des L = 1 Kanals
abgebildet. Fiir den L = 3 Kanal ergibt sich aufgrund der Ahnlichkeit der Wellenfunktionen
ein dazu kaum verschiedenes Bild.

Bei grofieren Absténden r 2 0.7 fm bevorzugt das Tetraquark dagegen keine der beiden
Mesonen-Strukturen, die GroBenordnung der Wellenfunktionen xi(r) und xo(r) unter-
scheiden sich nicht. Lediglich im L = 1 Kanal ist fiir A = 3.0 die erste Komponente
der Wellenfunktion |xi(r)| ein wenig groBer als |x2(r)|. In diesem Fall scheint das Te-
traquark folglich einen B B-Zustand zu bevorzugen. Fiir schwerer werdende Quarkmassen
verschwindet dieses Verhalten jedoch.
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5.2. Bindungsenergie angeregter Zustande

‘Wahrscheinlichkeitsdichte fiir L = 1
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Abbildung 5.5.: Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte p(r) fiir L = 1 unter Berticksichtigung von
heavy-Spin Effekten in Abhéngigkeit der Quarkmasse mj = X - mp prys mit A € {3.0,3.75,4.5}.
Mit zunehmender Masse my verringert sich der durchschnittliche Abstand der b Quarks
zueinander.

Tetraquark mit Gesamtspin S =1

Das Tetraquark im L = 2 Kanal mit Gesamtspin S = 1 wird durch die Wellenfunktion
beschrieben. Die erste Komponente x1(r) korrespondiert in diesem Fall zu einem B B*-Paar
und die zweite Komponente xo(7) zu einem B*B*-Paar. Es wurden die Ergebnisse der
Faktoren A\ € {6.0,7.5,9.0} aus Abbildung ausgewertet. Die dazu korrespondierenden
Komponenten der Wellenfunktionen sind in Abbildung [5.7] auf Seite 43| dargestellt.

Die Wellenfunktion der kleinsten gewédhlten Quarkmasse mit A = 6 dhnelt der des
Tetraquarks im Grundzustand (L = 0), welcher durch die gleiche Wellenfunktion ((3.15])
beschrieben wird. Fiir kleinere Abstinde r < 0.5 fm wird keine der beiden moglichen
Meson-Meson Strukturen bevorzugt. Mit zunehmendem Abstand ist dagegen |x(r)| etwas
grofler als |x2(r)|, eine BB*-Struktur scheint folglich energetisch etwas giinstiger zu sein.

Fiir die Zustande mit zunehmender Quarkmasse my, (A € {7.5,9.0}) gilt fir alle Absténde
Ix2(r)| = |x1(r)|, es wird folglich keines der beiden Mesonen-Paare bevorzugt. Analog
zum Verhalten der beiden Kanéle mit L = 1 und L = 3 verringert sich jedoch der
durchschnittliche Abstand zwischen den b Quarks. Je schwerer die Masse der beiden b
Quarks, desto stéarker ist auch deren Bindung zueinander, was wiederum den Abstand
zwischen den Quarks verringert.
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d.

Ergebnisse

Wellenfunktion in fm!/2

Wellenfunktion in fm!/2

Wellenfunktion in fm'/?

(a) Wellenfunktion im L = 1 Kanal (b) Wellenfunktion im L. = 3 Kanal
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Abbildung 5.6.: Normierte Wellenfunktionen des Tetraquarks in angeregten Zustanden mit
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Gesamtspin S = 0 unter der Beriicksichtigung von heavy Spin Effekten. Es sind die beiden
Komponenten x1(r) (BB Komponente, orange) und y2(r) (B*B* Komponente, griin) der
normierten Wellenfunktion ys—o(r) des Tetraquarks fiir die Massen mj = X - my phys im (a)
L =1 Kanal mit A € {3.0,3.75,4.5} und (b) L = 3 Kanal mit A\ € {10.5,12.0,13.5} abgebildet.



5.2. Bindungsenergie angeregter Zustande

L = 2 Kanal: A = 6.0 (Eg = —9.58 MeV)
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Abbildung 5.7.: Normierte Wellenfunktion des Tetraquarks im L = 2 Kanal mit Gesamtspin .S = 1
unter der Beriicksichtigung von heavy-Spin Effekten. Es sind die beiden Komponenten y;(r)
(BB* Komponente, orange) und x2(r) (B*B* Komponente, griin) der Wellenfunktion ys—1(r)
fir Zusténde mit den b Quarkmassen my = X - Mp phys, Wwobeil A € {6.0,7.5,9.0}, abgebildet.
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6. Schlussfolgerungen und Ausblick

Die Ergebnisse dieser Arbeit bestétigen, dass die Einbeziechung von Spin Effekten der
schweren b Quarks zu einer Verringerung der Bindungsenergie eines udbb Tetraquarks im
Grundzustand mit den Quantenzahlen I(J¥) = 0(1%) fiihrt.

In den angeregten Zustanden des Tetraquarks (L € {1,2,3}) konnten dagegen keine
Bindungszustiande gefunden werden. Fiir zukiinftige Arbeiten wird es daher von Interesse
sein in den Kanélen mit L € {1,2, 3} stattdessen nach Resonanzen, Zustanden mit positiver
Bindungsenergie, zu suchen. Die Existenz einer solche Resonanz im L = 1 Kanal mit
den Quantenzahlen I(JF) = 0(17) konnte in [24] bereits bestitigt werden. Dabei wurden
heavy-Spin Effekte vernachlissigt, welche in einer parallel zu dieser Arbeit entstandenen
Masterarbeit [25] erstmals in die Berechnungen der L = 1 Resonanz mit einbezogen wurden.
Die zuvor gefundene Resonanz konnte in diesem Fall jedoch nicht bestatigt werden.

Um ein besseres Verstandnis der angeregten Zustande zu bekommen, wurde in dieser
Arbeit die Abhéngigkeit der Masse der b Quarks auf die Bindungsenergie angeregter
Zustéande untersucht. Die Bindung des Tetraquarks im L = 1 und L = 3 Kanal werden dabei
starker durch heavy-Spin Effekte abgeschwécht als das im L = 2 Kanal der Fall ist. Diese
Ergebnisse kénnten darauf hinweisen, dass im Allgemeinen der Einfluss von heavy-Spin
Effekten fir ein Tetraquark mit Gesamtspin S = 1 (gerader Bahndrehimpuls L) geringer
ist, als fiir Zustdnde mit S = 0 (ungerade Bahndrehimpulse L). Moglicherweise wirkt sich
dieser Zusammenhang auch auf die Resonanz im L = 1 Kanal aus. Die Abschwéchung der
Bindung zwischen den Quarks kénnte zu grofl sein, um eine Resonanz zu finden.

Um diese Vermutung zu bestétigen, sollte in Zukunft die Massenabhangigkeit der
Bindungsenergie weiterer Zustdnde mit S = 1, also geradem L, beispielsweise dem Grund-
zustand, in den beiden Néherungen mit und ohne heavy-Spin Effekte untersucht werden.
Die Ergebnisse wiirden Aufschluss dartiiber geben, ob heavy-Spin Effekte fiir ein Tetraquark
mit S = 0 tatsédchlich starker sind als fiir ein Tetraquark mit S = 1.

Es ist an dieser Stelle erneut darauf hinzuweisen, dass Spin Effekte der b Quarks in dieser
Arbeit nur ndherungsweise durch die Beriicksichtigung der Masssendifferenz von B und
B* Mesonen in die Berechnungen mit einbezogen wurden. Fiir eine genauere Beschreibung
von udbb Tetraquarks kénnen bereits bei der Berechnung der Potentiale heavy-Spin Effekte
berticksichtigt werden. Dies ist allerdings technisch schwieriger umzusetzen. Erste verbes-
serte Gitter QCD Berechnungen zur Untersuchung des Tetraquark-Bindungszustandes mit
I(J¥) = 0(1") wurden beispielsweise in [26] durchgefiihrt.
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A. Anhang

A.1. Einheiten und Konventionen

In dieser Arbeit wird das natiirlich Einheitensystem verwendet, wobei h = ¢ = 1 gilt.
Energie und Masse besitzen in diesem Fall die Einheit MeV. Zwischen Energie und Langen
wird iiber den folgenden Zusammenhang umgerechnet:

he = 197.3269804 MeV fm = 1 (A.1)

Beim FEinsetzten natiirlicher Gréflen in die Schrodingergleichung miissen diese in SI-
Einheiten umgerechnet werden. Es gelten die Folgenden Regeln, wobei der Index NE eine
Grofle in natiirlichen Einheiten bezeichnet:

o Reduzierte Masse: u = ung/c*.

» Potentiale: V(ryg) = hic- V(r).

— Es ist zu beachten, dass das Potential (3.3) in natiirlichen Einheiten definiert
ist, d.h. [ryg] = 1/MeV.
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