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1 Grundlagen der Statistischen Physik

Ziel der Statistischen Physik ist die mathematische Beschreibung von Systemen mit
sehr vielen Freiheitsgraden (FHGs), z.B. ein Kanister mit Gas (bestehend aus sehr vielen
Gasteilchen), ein Magnet (bestehend aus sehr vielen Elementarmagneten [= Spins]), etc.

Die vollstindige mikroskopische Berechnung bzw. Losung solcher Systeme (beim Gas
z.B. die Angabe von O(6 x 10%*) Atom/Molekiil-Trajektorien) ist viel zu aufwiindig und
kompliziert und aulerdem voéllig uninteressant.

Stattdessen interessieren wir uns fiir wenige aber wesentliche makroskopische Grofien
(beim Gas z.B. Energie, Temperatur Druck, Volumen), zu denen jeder der sehr vielen
mikroskopischen FHGs einen winzigen Beitrag leistet. Diese Beitrige werden statistisch
behandelt, d.h. das Verhalten der makroskopische Grolen und ihre Beziehungen ergeben
sich aus Wahrscheinlichkeiten (daher “Statistische Physik”).

Die statistische Behandlung der mikroskopischen FHGs fithrt zu einem Verstdndnis ma-
kroskopischer Eigenschaften und Phdnomene auf mikroskopischer Ebene. Dies steht im
Gegensatz zur Thermodynamik (siehe Kapitel , bei der mikroskopische Details nicht
betrachtet werden.

Im Prinzip unterliegen alle makroskopischen Gréflen im Rahmen der statistischen Physik
gewissen Wahrscheinlichkeitsverteilungen. In der Praxis sind diese Wahrscheinlichkeits-
verteilung aber hdufig derart scharf, dass die entsprechenden statistischen Fluktuationen
ignoriert werden kénnen und man einfach Mittelwerte fiir makroskopische Groflen angibt
und verwendet (siehe das Beispiel im folgenden Abschnitt .

1.1 Einfiihrendes Beispiel

e Betrachte ein Volumen V', das zunéchst von einer Wand in zwei gleich grofle Hélften geteilt
wird. Links befindet sich 1 Mol eines Gases, d.h. N = 6 x 10?3 Gasteilchen, rechts Vakuum.
Dann wird die Wand entfernt. Experimente zeigen, dass sich die Gasteilchen nach kurzer
Zeit gleich auf die linke und die rechte Hélfte verteilt haben und dies auch so bleibt.
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e Warum ist das so? Warum findet man nicht z.B. manchmal ~ 1/4 der Gasteilchen links
und = 3/4 der Gasteilchen rechts? Warum findet man nicht bei sténdiger Beobachtung



der Gasteilchen nach langerer Wartezeit zumindest kurzzeitig mal wieder alle Gasteilchen
in der linken Halfte?

e Mathematische bzw. statistische Beantwortung dieser Fragen im Rahmen eines einfachen
Modells:

— Gasteilchen wechselwirken nur schwach, d.h. ihre Positionen sind i.W. unabhéngig
voneinander.

— Die Gasteilchen sind unterscheidbar (anschaulich gesprochen ist jedes Gasteilchen
mit seinem Index beschriftet; Ununterscheidbarkeit von Teilchen wird in Kapitel
ausfiihrlich diskutiert).

— Zwischen zwei Messungen, bei denen die Gasteilchen links und die Gasteilchen rechts
gezahlt werden, wird hinreichend lang gewartet. Die Wahrscheinlichkeit ein bestimm-
tes Gasteilchen links bzw. rechts zu finden ist dann jeweils 1/2 (unabhéngig davon
ob das Gasteilchen in der vorangegangenen Messung links oder rechts war).

— Das Ergebnis einer solchen Messung kann durch ein N-Tupel beschrieben werden,
dessen Komponenten entweder L oder R sind. Z.B. bedeutet (L, L, R, L, R,...), dass
die Gasteilchen 1, 2, 4, ... links und die Gasteilchen 3, 5, ... rechts zu finden sind.

e Wahrscheinlichkeit, alle Gasteilchen links zu finden:

P =(1/2)N ~ 1072¥19** = 1,0000000000 . . . 0000000000 1 (1)
2x1023 Nullen

(dabei wurde die grobe Niherung 23 ~ 10 verwendet).

Achtung: Es handelt sich nicht um eine Zahl bzw. Wahrscheinlichkeit der Groflenordung
10723, Die Zahl 10% steht im Exponenten und fiihrt so zu einer winzigen Zahl bzw. Wahr-
scheinlichkeit, deren Kleinheit man sich schwerlich vorstellen kann.

02% 1023

e Man miisste also etwa 1 Messungen machen, bis man im Mittel ein Mal alle Gas-

teilchen links findet.
e Wie lange miisste man dafiir messen?

— Volumen, in das unter Normalbedingungen 1 Mol Gas passt, betrigt
V ~ 22 x 103 m3. Ist das Volumen kubisch, betriigt die Kantenlinge
L=V"/~3x10"'m.
— Geschwindigkeit von Luftmolekiilen bei Zimmertemperatur: v ~ 4 x 10?2 m/s.
— Fiir unabhéingige Messungen muss die Zeit dazwischen lang genug sein, damit sich
jedes Gasteilchen von links nach rechts bzw. umgekehrt bewegen kann, d.h.
Atz L/v =~ (3/4) x 1073 s. Damit zumindest ein Gasteilchen die Seite wechselt, also
man ein anderes Messergebnis erhélt, muss die Zeit dazwischen mindestens
At ~ At/N =~ 102" s sein.
— Fiir die erforderliche Anzahl an Messungen wiirde man also grob
102%10% A4~ 102X10% o 10727 g = 102X 10727 ¢ 102x1023—34y ~
~ 102107 4 Weltalter ~ 10219 Weltalter =
= 10000000000 . .. 0000000000 Weltalter (2)
2x1023 Nullen
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benstigen (1y =~ 3 x 107s; 1 Weltalter ~ 4 x 10'"s; das letzte ~-Zeichen soll aus-
driicken, dass sich der riesige Exponent durch Abziehen von 44 praktisch nicht ver-
dndert).

— Schlussfolgerung: Es bringt keinen Nutzen, von einer kleinen Wahrscheinlichkeit zu
sprechen, mit der alle Gasteilchen links zu finden sind, oder diese Wahrscheinlichkeit
gar exakt zu berechnen. Fiir alle praktischen Zwecke reicht die Aussage “man wird
nie alle Gasteilchen links finden”.
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e Ist es vielleicht deutlich wahrscheinlicher, zumindest eine starkes Ungleichgewicht vorzu-
finden, z.B. wie oben genannt ~ 1/4 der Gasteilchen links und ~ 3/4 der Gasteilchen
rechts?

— Betrachte zur Beantwortung dieser Frage die Wahrscheinlichkeitsverteilung dafiir, N,
Gasteilchen links zu finden:

roo=(3,)6) G = (8)6) o

x (1/2)Ne(1/2)N=Ne = (1/2)N: Wahrscheinlichkeit, ein spezielles Messergebnis,
d.h. einen speziellen N-Tupel zu erhalten.
* Binomialkoeffizient

N\ N _ 4
<NL>_NL!(N—NL)!' )
Anzahl der N-Tupel mit Ny, Komponenten mit Wert L und N — Ny Komponenten
mit Wert R.

* nennt man Binomialverteilung.

— Fiir grofle V kann man die Binomialverteilung (3)) durch eine Normalverteilung nédhern,

~__ 1 (N = Np)? (5)
S Varan, b 2AN7

mit dem Mittelwert N, = N/2 und der Breite AN = v/N/2.

* Im Mittel findet man also N, = N/2 = 3 x 10%® Gasteilchen links und genauso
viele rechts.

+ (Statistische) Fluktuationen der Gréfenordnung ANy, = v/N/2 ~ 4 x 10!
sind sehr wahrscheinlich.

+ Fluktuationen grofer als 2AN, = 2v/N/2 ~ 8 x 10! treten im Mittel nur bei
jeder 22-ten Messung auf (Diskussion dieser und &hnlicher folgender Aussagen in
den Tutorien bzw. den Hausaufgaben).

x Fluktuationen grofler als 3SANy, = 3\/N/2 ~ 12 x 10! treten im Mittel nur bei
jeder 370-ten Messung auf.

* Fluktuationen grofler als 10AN; = 10\/N/2 ~ 4 x 102 treten im Mittel nur
bei jeder 7 x 10%?-ten Messung auf. Dabei handelt es sich aber noch immer um

verschwindend geringe relative Fluktuationen, denn
10ANL /Ny ~ (4/3) x 1071

P(NL)



% Um 1/4 oder weniger Gasteilchen links zu finden, ist eine Fluktuation von min-
destens N/4 = (vV/N/2)ANy ~ 4 x 10" ANy, erforderlich. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir ist so winzig, dass sie fiir praktische Zwecke mit 0 gleichgesetzt werden
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— Schlussfolgerung: Man wird “nie” ein starkes Ungleichgewicht zwischen der Anzahl
der Gasteilchen links und der Anzahl der Gasteilchen rechts beobachten. Die Fluk-
tuationen und die damit verkniipften Ungleichgewichte sind relativ gesehen derart
winzig, O(ANL/Ny) = O(10712), dass es fiir viele Fragestellungen ausreichen wird,
nur die Mittelwerte zu betrachten. In diesem Sinn ist die Aussage “es befinden sich
genauso viele Gasteilchen links wie rechts” richtig.

— Ergéinzung: Néherung der Binomialverteilung durch die Normalverteilung allgemein
formuliert,

— N L —Np ~, 1 (NL—FL)Q
P(Np) = < N; )pN (1—p)N Ne ~ mexp <_2ANI%) (6)

mit N;, = Np und ANy = \/Np(1 — p), wobei Np(1 — p) > 1 gelten muss (wird in
den Tutorien bzw. den Hausaufgaben diskutiert und bewiesen).

1.2 Mikrozustinde, Makrozustinde, statistische Ensembles

e Mikrozustand:

— FEine vollstdndige mikroskopische Beschreibung eines Systems.
— In Quantenmechanik (QM):
*x Mikrozustédnde sind Eigenzustéinde des Hamilton-Operators
H = H(q,p,X) = H(q17"')qf7p17"' 7pf;$17' '-7In)7 (7)
wobei q und p Operatoren sind, die den f generalisierten Koordinaten und den
zugehorigen kanonisch konjugierten Impulsen entsprechen (f bezeichnet man als
Anzahl der FHGs des Systems). AuBlerdem héngt der Hamilton-Operator von
dufleren Parametern z; ab (beim Gas z.B. ; = V [Volumen] und 2o = N
[Teilchenzahl]).
* Energien der Mikrozusténde, d.h. die Eigenwerte des Hamilton-Operators bzw.
Energieeigenwerte, hingen damit ebenfalls von diesen dufleren Parametern ab,
E, = E,(x) = Ex(z1,. .., ) (8)



(r steht dabei fiir die die Energie-Eigenzustinde eindeutig charakterisierenden
Quantenzahlen).

* Im Prinzip wéiren auch die Eigenzustédnde eines anderen Operators moglich. Aller-
dings interessiert man sich fast immer fiir Mikrozustdnde mit definierter Energie.
Dafiir sind offensichtlich die Eigenzustinde von H geeignet.

* Beispiel: Ideales Gas.

- Einfaches, sehr héufig diskutiertes System in der Statistischen Physik und
Thermodynamik.

- N nicht-relativistische punktformige Gasteilchen der Masse m in einer kubi-
schen Box mit Volumen V = L3.

- Wechselwirkung der Gasteilchen wird vernachléssigt (gute Ndherung, wenn
Dichte klein und Temperatur grof3, dann spiiren die Gasteilchen die zwischen
ihnen wirkenden Krifte kaum).

- Punktformige Gasteilchen: Keine Rotationen, Vibrationen oder innere Anre-
gungen der Atome/Molekiile, die den Gasteilchen entsprechen (gute Nihe-
rung fiir einatomige Gase bei nicht zu hohen Temperaturen).

- Kubische Box: Vereinfacht analytische Rechnungen (identische Ergebnisse
aber auch fiir andere Geometrien).

- Hamilton-Operator:

N 2
: _ Pn
H(rh'"7rN7p17"'7pN7V7N)_Z<M+U(rn)> (9)
_ _ _ n=1
=q =p =x
mit
0 falls 0 < rg,ry,r, <L
U(r) - { oo sonst ’ (10)

- Eigenzusténde und Eigenwerte Ei, .k, von H konnen leicht mit einem Se-
parationsansatz bestimmt werden (siehe Vorlesung “Theoretische Physik 4 —
Quantenmechanik”),

N o
k 7h

E =Figgy = > 2 (k) -
n=1

mit  p;(k) = T

o kj s kj:1,2,...,00.
(11)
— In klassischer Physik:

* Mikrozustinde werden durch f generalisierte Koordinaten ¢/ und die zugehéri-
gen kanonisch konjugierten Impulse p; beschrieben. Ihre Energien sind durch die
Hamilton-Funktion H(q, p;x) gegeben.

x 7.B. beim obigen idealen Gas entspricht jeder Punkt im Phasenraum
(ql,...,qf,pl,...,pf) = (r1,r2,...,TN,P1,P2,..-,PN), 0 < 7y j < L einem Mi-
krozustand.

* Im Gegensatz zur QM gibt es klassisch auch im endlichen Volumen {iberabzahlbar-
unendlich viele Mikrozusténde.

x Um Mikrozustidnde sinnvoll und konsistent zur QM zu zihlen, berechnet man das
Phasenraumvolumen und teilt durch (27%)/ (= Phasenraumvolumen eines QM
Zustands; siehe Hausaufgabe).



* Andere klassische Beschreibungen von Mikrozusténden, z.B. durch generalisierte
Koordinaten ¢/ und die zugehorigen generalisierten Geschwindigkeiten ¢/, sind
unzweckmiiflig, da dann das Volumen eines QM Zustands keine Konstante mehr
ist, was das Zéhlen von Zustédnden unnétig erschwert.

— Im weiteren Verlauf der Vorlesung wird sowohl QM als auch klassische Physik verwen-
det. Manchmal ist die QM Herangehensweise notwendig, manchmal ist die klassische
Herangehensweise ausreichend und einfacher. Fiir Systeme und Parameterbereiche,
die sinnvoll klassisch behandelt werden konnen (z.B. ideales Gas bei hinreichend
grofer Teilchenzahl und Energie), miissen beide Herangehensweisen zu identischen
Ergebnissen fiithren.
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e Makrozustand:

— Ein Makrozustand ist charakterisiert durch die Angabe von Wahrscheinlichkeiten fiir
das Auftreten eines jeden Mikrozustands: {P,} = (P, Ps, Ps, .. .).

— Diese Wahrscheinlichkeiten definieren ein sogenanntes statistisches Ensemble (oder
nur Ensemble): Eine sehr grole Anzahl M gleichartiger Systeme, von denen M, im
Mikrozustand r sind; damit

P, = A}lm . (12)

— Auf den ersten Blick viel komplizierter als ein Mikrozustand, weil ...

% ... es i.d.R. extrem viele Mikrozusténde gibt (siehe zur Illustration das Beispiel
aus Abschnitt dort wurde fiir 1 Mol eines Gases lediglich unterschieden, ob
sich ein Gasteilchen in der linken oder rechten Hélfte des Volumens befindet, was
~ 102%10% “Zustande” zur Folge hatte) ...

x ... und fiir jeden Mikrozustand eine Wahrscheinlichkeit festgelegt werden muss.

— Ha&ufig interessiert man sich aber fiir Gleichgewichtszustinde, die sich einstellen,
wenn man die sehr vielen gleichartigen Systeme eines Ensembles lange Zeit sich selbst
iiberlésst. Die Wahrscheinlichkeiten sind dann oft sehr einfach anzugeben, z.B.

P. = 1/Q = const bzw. P, = 0 (siehe Abschnitt mikrokanonisches Ensemble)
oder P, oc e Fr/k8T (siehe Abschnitt kanonisches Ensemble).

— Mittelung iiber ein Ensemble liefert statistische Erwartungswerte, insbesondere den
Mittelwert der Energie

E=E, =) PBE (13)
T

(die klarere Notation fiir den Mittelwert ist E,; hiufig wird aber die kiirzere und damit
praktischere Notation F verwendet; im Sprachgebrauch sagt man statt “Mittelwert
der Energie” oft auch einfach nur “Energie”).

— Bei sehr groflen Systemen weisen die den Mittelwerten entsprechenden Grofien relativ
gesehen meistens nur winzige Schwankungen auf (wie ausfiihrlich im einfithrenden

Beispiel in Abschnitt fiir die Grofle Ny, diskutiert).



1.3

1.4

— Im Gleichgewicht kann man das Ensemble-Mittel auch als Zeitmittel iiber ein einziges
System definieren bzw. sich vorstellen. Man betrachtet dann dieses System zu M
hinreichend weit voneinander separierten Zeitpunkten und bildet dariiber das Mittel.

Grundlegendes Postulat

Grundlegendes Postulat:

Fiir ein abgeschlossenes System im Gleichgewicht ist jeder zugingliche Mikro-
zustand gleichwahrscheinlich.

Abgeschlossen bedeutet von der Umgebung vollstédndig isoliert, z.B. kein Energieaus-
tausch, kein Volumenaustausch, kein Teilchenaustausch, etc., d.h. die Energie, das Volu-
men, die Teilchenzahl, etc. des Systems sind konstant (allgemein formuliert: £ und x sind
fest vorgegeben).

Die Statistische Physik wird, von diesem Postulat ausgehend, in den folgenden Abschnitten
aufgebaut und hergeleitet.

Dieses grundlegende Postulat ist nicht beweisbar oder in direkter Weise experimentell iiber-
priifbar. Die Aussagen der Statistischen Physik kénnen aber mit Experimenten abgeglichen
und so das grundlegende Postulat getestet werden.

ZustandsgroB3en und Zustandsvariablen:

— Die makroskopischen Gréen E (Energie) und xy,...,z, (duBere Parameter) legen
den Gleichgewichtszustand eines abgeschlossenen Systems fest. Ebenso sind makro-
skopische Groflen y;(E, x1, ..., z,) im Gleichgewichtszustand festgelegt.

E x1,...,2,,91,Y2,... werden als Zustandsgréf3en bezeichnet.

— Zur vollstindigen Charakterisierung eines Gleichgewichtszustands sind n + 1 Zu-
standsgrofien ausreichend, z.B. E,x1,...,x, oder FE,x1,...,%,_1,y1 oder
E xo, ..., xn_1,Y1,yq oder ... Trifft man fiir eine konkrete Rechnung eine entsprechen-
de Auswahl von n + 1 Zustandsgroflen, nennt man diese auch Zustandsvariablen.
Alle anderen Zustandsgréfien sind in einem Gleichgewichtszustand durch diese n + 1
Zustandsvariablen festgelegt.

— Ebenso sind in einem Gleichgewichtszustand die Wahrscheinlichkeiten P, durch die
n + 1 Zustandsvariablen festgelegt.

— Beispiel: Zustandsgréfien beim oben diskutierten idealen Gas (siehe @ und den um-
gebenden Text) sind E (Energie), V' (Volumen), N (Teilchenzahl), T (Temperatur),
P (Druck), ... ((z1,22) = (V,N) und (y1,y2,...) = (T, P,...)). Als Zustandsvariablen
konnen 3 dieser Groflen gewéhlt werden, z.B. E,V,N ... oder T,V, N ... oder T, P, N

Quasistatische Prozesse

Prozess bedeutet, dass von einem Makrozustand a zu einem Makrozustand b iiberge-
gangen wird. Auf dem Weg von a nach b dndern sich die Wahrscheinlichkeiten P, der
Mikrozustédnde und/oder die &uBeren Parameter x und damit die Energien E,(x) der Mi-
krozusténde. Bei einem Prozess wird also eine Reihe von Makrozustdnden durchlaufen.

10



¢ Quasistatischer Prozess: Sehr langsame Verdnderung duflerer Parameter bzw. sehr lang-
same Wiarmezufuhr (Warmezufuhr entspricht Energieéinderung bei x = const; siche Ab-
schnitt . Sehr langsam bedeutet streng genommen unendlich langsam.

— System durchléuft ausschliellich Gleichgewichtszusténde.

— Bei sehr langsamer Veridnderung &uBerer Parameter, finden keine Ubergange zwi-
schen Mikrozustédnden statt, d.h. die in definierten Wahrscheinlichkeiten P, fiir
das Auftreten der Mikrozusténde bleiben gleiclﬂ (der d&uBere Parameter N [Teilchen-
zahl] ist von dieser Aussage ausgenommen; siehe die Diskussion in Abschnitt .
Die Wellenfunktionen der Mikrozustdnde und ihre Energien dndern sich aber, ent-
sprechend den &dufleren Parametern jedoch ebenfalls sehr langsam. Der vorliegende
Makrozustand &ndert sich wiahrend eines solchen quasistatischen Prozesses also nur
aufgrund der Anderung der Mikrozustinde bzw. seine Energie aufgrund der Anderung
der Energien E,(x) der Mikrozusténde (siehe ([13))).

e Quasistatische Prozesse sind spezielle Prozesse, die auf mikroskopischer Ebene konzep-
tionell einfach zu beschreiben und zu verstehen sind. Sie erlauben eine klare Definition
sogenannter verallgemeinerter Kréfte (siehe Abschnitt . AuBlerdem sind solche Prozes-
se reversibel, d.h. umkehrbar (siche Abschnitt .

xHRAAX 27, Oktober 2022 (4. Vorlesung) *****

e Beispiel #1 fiir einen quasistatischen Prozess:
Fin Gas in einem Behilter mit konstantem Volumen wird sehr langsam aufgeheizt oder
abgekiihlt.

e Beispiel #2 fiir einen quasistatischen Prozess:

Ein Gas expandiert sehr langsam und bewegt dabei einen Kolben, der geeignet schwere
Gewichte anhebt. Die Gewichte dienen dazu eine Gegenkraft auf den Kolben auszuiiben,
die vom Betrag genau der Kraft entspricht, die das Gas auf den Kolben ausiibt. Dadurch
wird der Kolben nicht beschleunigt und bewegt sich sehr langsam. Das kleine Gasvolumen
im Anfangsstadium des Prozesses erfordert schwerere Gewichte als das grole Gasvolumen
gegen Ende des Prozesses (ersichtlich z.B. aus der Formel E o« PV fiir das ideale Gas,
die aus Vorlesungen zur Experimentalphysik bekannt ist bzw. in Abschnitt abgeleitet
wird).

e Beispiel fiir einen Prozess, der nicht-quasistatisch ist:
Ein Gas befindet sich in einem Behélter, dessen Volumen durch sukzessives Entfernen von
sehr nahe zusammenliegenden Trennwéinden immer weiter vergroflert wird. Zwischen dem
Entfernen der Trennwénde liegen lingere Pausen.
Man konnte vermuten, dass dieser Prozess ebenfalls quasistatisch ist, da sich das Volumen
nur sehr langsam zu vergréfiern scheint. Dies ist aber nicht richtig, da jedes Mal, wenn
eine Trennwand entfernt wird, das Volumen schlagartig ein klein wenig vergroflert wird.

!Diese Aussage entspricht dem adiabatischen Theorem der QM. Siehe z.B. [2]: “Das adiabatische Theorem der
Quantenmechanik, auch Adiabatensatz der Quantenmechanik genannt, besagt, dass ein quantenmechanisches Sy-
stem in guter Ndiherung in einem Figenzustand verbleibt, wenn der Hamiltonoperator explizit von der Zeit abhdngt,
sich aber nur langsam dndert. Die zeitliche Anderung beruht dabei auf auferhalb vom System vorgegebenen Para-
metern, z.B. magnetischen oder elektrischen Feldern oder geometrischen Griofien.”
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Aquivalent ist ein Aufbau mit Kolben an Stelle der Trennwiinde, wobei der Kolben jeweils
nach einer lingeren Pause immer wieder kurzzeitig sehr schnell ein winziges Stiick bewegt
wird. Der duflere Parameter V' verdndert sich also nicht langsam, sondern immer wieder
fiir kurze Zeit sehr schnell.
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1.5 1. Hauptsatz

e Die folgende Diskussion bezieht sich auf den Mittelwert der Energie von Makrozustdnden
(hdufig auch einfach als Energie bezeichnet), der in definiert wurde. Die Makro-
zustdnde miissen keine Gleichgewichtszusténde sein. Das System muss nicht abgeschlossen
sein.

e Bei einem Prozess, bei dem von Makrozustand a in Makrozustand b {ibergegangen wird,
kann sich die Energie des Systems &@ndern,

AE = E, — E,. (14)

e Energiednderung bei x = const:
— Definiert die dem System zugefiihrten Wirme: AQ = AFE (wenn negativ, wird
Wirme abgefiihrt, d.h. negative Warmezufuhr = Wérmeabfuhr).

— Beispiel Gas: x = const entspricht V' = const und N = const; Energieinderung
durch Warmezufuhr bzw. Warmeabfuhr, realisiert durch Erhitzen oder Abkiihlen der
Behélterwinde.

— Experimentell kann eine solche Energieéinderung durch thermische Isolierung un-
terbunden werden (z.B. Thermoskanne, Styroporwénde, etc.).

e Energiedinderung bei thermischer Isolierung durch Verdnderung von x:

— Definiert die am System geleisteten Arbeit: AW = AFE (wenn negativ, leistet das
System Arbeit, d.h. negative am System geleistete Arbeit = vom System geleistete
Arbeit).

12



— Beispiel Gas: N = const aber Verdnderung von V durch eine Kolbenbewegung; kom-
primiert der Kolben das Gas, wird dem Gas Energie zugefithrt (AW = AE > 0);
expandiert das Gas und driickt dabei den Kolben heraus, wird vom System Arbeit
verrichtet (AW = AE < 0).

e Beide Arten der Energieinderung konnen gleichzeitig auftreten. Dies spiegelt der 1. Haupt-
satz (der Thermodynamik)ﬂ wider,

AE = AW + AQ (15)

(gelegentlich, d.h. in manchen Biichern, Publikationen, etc., wird AW mit umgekehrtem
Vorzeichen definiert; dann gilt AE = —AW + AQ).

e Fiir ein abgeschlossenes System (siehe Abschnitt gilt AE =0, AW =0 und AQ = 0.

e Ein Prozess bei dem keine Warme zugefiihrt oder abgefiihrt wird, d.h. bei dem AQ =0
gilt, wird als adiabatischer Prozess bezeichnet.

e Mikroskopische Diskussion anhand von Spezialfillen:

— Energieéinderung bei x = const, d.h. ausschlieflich Warmezufuhr, keine Arbeitslei-
stung:

% Die Mikrozusténde und deren Energien FE,(x) dndern sich nicht, da diese aus-
schliefllich von den konstant gehaltenen dufleren Parametern x abhéngen.

% Die Wahrscheinlichkeiten P, fiir das Auftreten der Mikrozustidnde dndern sich.
Wird Wirme zugefiihrt, werden Mikrozustéinde mit groflerer Energie F,. wahr-
scheinlicher, wird Wéarme abgefiihrt, werden Mikrozustdnde mit gréBerer Ener-
gie E, unwahrscheinlicher. Der vorliegende Makrozustand &ndert sich damit und
geméf hat er eine hohere bzw. niedrigere Energie als der zu Prozessbeginn
vorliegende Makrozustand.

— Energiedinderung bei thermischer Isolierung durch Verénderung von x, d.h. ausschlief3-
lich Arbeitsleistung, keine Warmezufuhr:

* Die Mikrozustinde und deren Energien E,(x) dndern sich, da diese von den sich
andernden dufleren Parametern x abhingen.

x Die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten der Mikrozustinde P, dndern sich im
Allgemeinen ebenfalls.

% Der vorliegende Makrozustand &ndert sich aufgrund beider Effekte, seine Energie
ergibt sich aus ((13)).

x Werden die dufleren Parameter x nur sehr langsam verédndert, handelt es sich
um einen quasistatischen Prozess (siche Abschnitt [1.4)). Die Wahrscheinlichkei-
ten fiir das Auftreten der sich ebenfalls sehr langsam #ndernden Mikrozustidnde
bleiben gleich, d.h. die P, &ndern sich nicht. Die Energie des vorliegenden Ma-
krozustands dndert sich also nur aufgrund der Anderung der Energien E,.(x) der
Mikrozusténde.

— Beispiel: Expansion eines thermisch isolierten Gases.

2Der 1. Hauptsatz gehort zu den zentralen Grundlagen der Thermodynamik (siehe Kapitel , ist aber auch
fiir die Statistische Physik giiltig und wichtig.
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x* AE = AW, da thermische Isolierung AQ = 0 bedeutet.

x Extremfall 1: Kolben wird sehr schnell herausgezogen.
Mikroskopisch bedeutet das, dass die Gasteilchen zu langsam sind um dem Kol-
ben zu folgen. Sie werden damit nicht mehr reflektiert und iiben keine Kraft auf
den Kolben aus. Es wird keine Arbeit verrichtet, d.h. AW = 0. Alle Gasteilchen
behalten auflerdem ihre kinetische Energie, d.h. AFE = 0.

x Extremfall 2: Sehr langsame, d.h. quasistatische Kolbenbewegung.

Kann z.B. dadurch realisiert werden, dass der Kolben Gewichte anhebt (siehe
Abschnitt “Beispiel #2 fiir einen quasistatischen Prozess”). Mikroskopisch
bedeutet das, dass die Gasteilchen am Kolben reflektiert werden. Dabei wird
die kinetische Energie der Gasteilchen in die potentielle Energie der angehobe-
nen Gewichte umgewandelt. Vom Gas wird Arbeit verrichtet, d.h. AWy < 0.
Folglich nimmt die Energie des Gases ab. Die umgewandelte Energie bzw. die
verrichtete Arbeit kann aus der x-Abhéngigkeit der E,(x) berechnet werden (sie-
he Abschnitt ®3)).

* Reale Kolbenbewegungen (falls nicht-oszillierend) sind nicht-quasistatisch und
liegen zwischen diesen beiden Extremfillen. Fiir die dabei vom Gas verrichtete
Arbeit gilt
AWy < AW <0. (16)

+ Erlaubt man wéhrend der Expansion auch zeitweise Kompression gilt nur die
schwiichere Beziehung
AWy < AW. (17)
Z.B. bei sehr schneller Expansion und quasistatischer Kompression gilt offen-
sichtlich AW > 0, d.h. es wird Arbeit am Gas verrichtet. In den Hausaufgaben
wird anhand eines Beispiels mikroskopisch klassisch ndher betrachtet.

e Der 1. Hauptsatz kann auch infinitesimal formuliert werden,

dE = dW + dQ. (18)
— Notation d:
dE, weil E fir jeden Makrozustand geméif festgelegt ist.
— Notation d:

dW und dQ, weil die geleistete Arbeit W und die zugefithrte Wirme () in keiner
Beziehung zum vorliegenden Makrozustand stehen.

— Zum Unterschied von d und d siehe insbesondere Abschnitt zu Kreisprozessen:

* §dE =0, weil dE ein totales Differential ist.

* $dW # 0 und ¢ dQ # 0 im Allgemeinen, weil es sich bei dIW und d@ nicht um
totale Differentiale handelt.

KXFAE 1. November 2022 (5. Vorlesung) *****
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1.6 Mikrokanonische Zustandssumme, mikrokanonisches Ensemble

e Mikrokanonische Zustandssumme (QM):

Q(E,x) = > 1. (19)

rmE—-0E<E.(x)<E

mit 6F < E, d.h. die Ausdehnung JF des betrachteten Energieintervalls ist sehr klein
gegeniiber der Energie F.

— Die genaue Wahl von 0 E spielt fiir grofle Systeme, wie sie in der Statistischen Physik
typischer Weise betrachtet werden, meistens keine Rolle, da fast alle Mikrozusténde
mit £ — 0F < E.(x) < E Energien von praktisch exakt E haben, d.h. es gibt sehr
viele Zustinde im Energieintervall [E' — 6 E, E] und deren Anzahl steigt extrem stark
mit wachsendem F an (exemplarischer Nachweis fiir einfache Systeme in den Haus-
aufgaben). Es gibt allerdings Ausnahmen, bei denen die Anzahl der Mikrozustéinde
mit wachsendem F abnimmt und Q(FE, x) dann leicht verdndert definiert werden muss
(z.B. N unabhingige mit einem Magnetfeld wechselwirkende Spins bei hoher Energie;
Diskussion eventuell in den Hausaufgaben).

— Die mikrokanonische Zustandssumme entspricht damit der Anzahl der Mikrozusténde
mit Energie E bei dufleren Parametern x.

e Mikrokanonische Zustandssumme (klassisch):

— Bei nicht-QM Betrachtung gilt ebenfalls die Definition 1} > rE_§E< B (x)<E L st
aber als Integration iiber das Phasenraumvolumen mit £ —J0F < H(q,p;x) < E und
Division durch (27h)f zu verstehen,
X = s |

y X) = o7
@2rh)! Jg sp<H(qpx)<E

e Mikrokanonisches Ensemble:

d'pdq. (20)

— FEin Ensemble, das ein abgeschlossenes Systemen beschreibt, d.h. ein System mit fest

vorgegebener Energie E und fest vorgegebenen dufleren Parametern x.
— Der Gleichgewichtszustand ist gem&fi dem grundlegenden Postulat (siehe Abschnitt
derjenige Makrozustand mit
— < <
P = { 1/QE,x) falls E-0E < E.(x)<FE ‘ (21)
0 sonst

1.7 Beispiel: Mikrokanonische Zustandssumme des idealen Gases

e Die Energie-Eigenwerte fiir das ideale Gas in einer kubischen Box mit Kantenldnge L
wurden bereits in Abschnitt [1.2] berechnet,

2
p°(ky) wh
m = k‘j s kj:1,2,...,oo (22)

N
E’r = Ekl,...,kN = Z 5 mit p](k) = f
n=1

15



(siehe ) Fiir die folgenden Uberlegungen ist die Notation

9 9 3N

h*m = ~
E, =FEy, %3N22mL22kn , kj=1,2,...,00 (23)
n=1

geeigneter.

Anzahl der Zustinde mit Energie E,. < E:

o(E,V,N)= Y 1:%...%1: ii 1. (24)

T:ET(VzN)SE ’;1:1 i%gNZI i;:l:l ];SN::[
LT NS &) k2 4. k2 <2mL2E/h?n?

(24) gilt fiir unterscheidbare Gasteilchen. Fiir gleichartige und damit ununterscheidbare
Gasteilchen ist zu beachten, dass die Umordnung der Vektoren ki,...,ky den Zustand
unverandert lasst. Fiir paarweise verschiedene k,, mit F, < E werden in N! Zustande
gezahlt, wobei es sich bei ununterscheidbaren Gasteilchen stets um den gleichen Zustand
handelt. Fiir ununterscheidbare Teilchen gilt damit

o0

(I)(E,V,N)%% o> 1, (25)

ki=1  ksy=1
——
k2+..+k2y<2mL2E/h?m?

wobei der Vorfaktor 1/N! gelegentlich als Gibbs-Faktor bezeichnet wird (ohne diesen
Vorfaktor tritt in Rechnungen das Gibbssche Paradoxon auf; siehe z.B. [3] sowie die
Hausaufgaben). Die N#herung in erfordert nicht zu kleine Energie E (bzw. Tempe-
ratur) und nicht zu grofie Teilchenzahl (bzw. Dichte); diese Voraussetzungen liegen bei
Verwendung des idealen Gases i.d.R. vor; siehe Abschnitt Ununterscheidbarkeit von
Teilchen wird ausfiihrlicher in Kapitel diskutiert.

Fiir groBe Energien (genauer l?] > 1) kénnen die Summen in durch ein 3N-dimensionales
Kugelvolumen genéhert werden,

®(E,V,N) ~

11 <\/WL> (26)

N123N 73N wh

(ohne Beweis; das folgende Bild macht die Aussage aber plausibel).
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e Das Volumen einer Kugel mit Radius R in D Dimensionen ist

Vo (R) (’TDD—/;),RD falls D gerade
D = \(D—
2((D_1)/2)5(!4ﬂ)w D2 RD falls D ungerade

(Rechnung eventuell in den Hausaufgaben).

e n! kann fiir grofle n geméf der Stirling-Formel gendhert werden,

n\" n\"
n! ~ 27rn(—) ~ (—)
e e

(siehe Hausaufgabe).

(27)

#RXEK 09 November 2022 (6. Vorlesung) **++*

e Damit folgt fiir grofle D

2me\ P72 D

sowie

SEV.N) ~ (£ N1 f2ome NP (VemELN®Y BN v
AN ) BN\ 3N h “\N N) “>
wobei ¢ eine von E, V und N unabhingige Konstante ist.

e Mikrokanonische Zustandssumme:

E E

(30)

= ®(E,V,N) — (E_5E)3N/2®(E,V,N) = (1 - (E_5E)3N/2) O(E,V,N). (31)
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1.8

e Fiir groBe N, z.B. N = 6 x 10?3, und kleine §E, z.B. 6E/E = 107%, kann der Faktor auf

der rechten Seite von durch 1 ersetzt werden, da

3N/2 3N/2
<E ;; 5E> _ <1 B 6;“) - <676E/E>3N/2 = ¢~ (OB/E)BN/2) oy o=(10%) & . (32)

Daraus folgt

QE,V,N) = &(E,V,N) = <J€>3N/2 <X7>NCN (33)

(da die in diesem Abschnitt verwendeten Naherungen fiir makroskopische Systeme sehr
exakt sind, wurde & durch = ersetzt). Die Rechnung verdeutlicht, dass fast alle Energieei-
genzustinde mit F, < E Energien von nahezu E haben, d.h. E, ~ F erfiillen (geometrisch:
“das Volumen einer hochdimensionalen Kugel steckt fast vollstéindig in ihrer Schale”; siehe
auch die Diskussion der Irrelevanz der genauen Wahl von §E in Abschnitt .

Sehr hiufig wird der Logarithmus der mikrokanonischen Zustandssumme benétigt bzw.
verwendet (siehe insbesondere (36)),

In(QE,V,N)) = % In (ff) +Nln C\/[) + N ln(c). (34)

Z.B. weist In(Q(E, V, N)), im Gegensatz zu Q(FE,V, N), eine geméfigte Abhéngigkeit von
den Parametern auf und kann daher sinnvoll Taylor-entwickelt werden.

Die mikrokanonische Zustandssumme des idealen Gases kann auf d&hnlichem Weg klas-
sisch berechnet werden. Dabei erhélt man die gleichen Ergebnisse fir Q(E,V,N) und
In(Q(E,V,N)), d.h. und (siehe Hausaufgabe).

Wirmeaustausch und Verallgemeinerung auf beliebige extensive Groflen,
Entropie

1.8.1 Wairmeaustausch, Entropie

e Betrachte zwei Teilsysteme A und B, die Wérme austauschen konnen (alle dufieren Pa-

rameter der beiden Teilsysteme, z.B. deren Volumen und Teilchenzahlen, sind konstant).
Das Gesamtsystem hat Energie E und ist abgeschlossen. E ist hinreichend gro8, so dass
sehr viele Mikrozustinde mit dieser Energie existieren, d.h. Q(FE, x) sehr grof} ist.

/AL X Y1711 aé%p cllossenes <\(/-il-§L—-
Al | |8l ¢ |# waid eigic. | F
C e Q q ‘ o’ / '3
// I o ¢:> AP Ve -rg_fhg, ’FrtAMVGMV{ O‘U-'Ol-o edie
/, o ° [ ] 4\- P i .'i"c_ (;41; ’ Vo (}l\lf €
Val ausgelavs tlo Ao
AACVAAAY /s 3
€

'E;-.ursl'a EA ' L“““CB"G’
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e Grundlegendes Postulat: Im Gleichgewicht ist jeder Mikrozustand mit Energie E, = E
gleichwahrscheinlich (siehe Abschnitt [1.3]).

e Fiir die Wahrscheinlichkeit fiir Energie F 4 im Teilsystem A und Energie Eg = E — E4 im
Teilsystem B gilt im Gleichgewicht

P(E4) x Qu(EA)Q5(E — E4) (35)

(Q4, Qp: mikrokanonische Zustandssummen von Teilsystem A und Teilsystem B; die kon-
stanten duleren Parameter werden nicht notiert, da sie in diesem Abschnitt nicht von
Bedeutung sind).

e Die Position E4 des Maximums der Wahrscheinlichkeit P(FE4) ist identisch zur Position
des Maximums von In(P(E4)) = In(Qa(E4)) + In(Qp(E — E4)) + const (Begriindung der
Notation E4 fiir die Position des Maximums weiter unten).

— Q4(F4) hat eine sehr starke E4-Abhéingigkeit. Z.B. ideales Gas Q4(F4) x EZNA/Q

mit Ng = O(6 x 10?3) (siche (33)). Man kann eine solche Funktion nicht sinnvoll
skizzieren und sich nur schwer als Graph vorstellen. (Analog Qp(E — E4).)

— In(Q4(E4)) hat dagegen eine moderate E4-Abhéngigkeit. Z.B. ideales Gas
In(Qa(E4)) = (3Na/2)In(E4) + const (siehe (34))). Diese Funktion kann man pro-
blemlos skizzieren. (Analog In(Qp(E — E4)).)

— Daher bietet sich Verwendung des Logarithmus an (“damit das Maximum sichtbar

machen”).
| T 9 ya v P
,/;\\ g ln (2allEA))] E SialER)
7<\ . \\l/ ﬂ Y] /' LY //:-_LT )): e | E \
/ <L, P nper (=) e~ F A P e
/’:r’\\ \ H—T = )
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e Definition Entropie:
S(E,x) =kpIn(Q(FE,x)), (36)

d.h. die Entropie S(FE) entspricht dem Logarithmus der Anzahl der Mikrozustéinde mit
Energie FE.

— Die Proportionalitidtskonstante kg heifit Boltzmann-Konstante und ist an dieser Stelle
noch willkiirlich;.

— Spiter wird die Entropie auch als makroskopische Messgrofie auftreten (siehe z.B.
Abschnitt [1.10), was kg = 1.38... x 10723 J /K festlegt.
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— (36) verbindet mikroskopische mit makroskopischer Physik und wird daher oft als
eine der zentralen Gleichungen der Statistischen Physik betrachtet.

E4 erfiillt damit

0

_ 9 _ 95a(B4) _ 095(Fp)
OFa

EA:ET_ OB Ea=E4 IEp EB:E—ET’
(37)

0 (Sa(Ea) + S5(E - E2))

wobei Eg = FE — Ey.

Die folgenden Rechnungen beziehen sich exemplarisch auf das ideale Gas, d.h. Verwen-
dung von und fiir Q4 und Qp bzw. In(24) und In(2p). Die daraus gewonnenen
Schlussfolgerungen sind aber fiir den Grofiteil der in der Statistischen Physik betrachteten
Systeme giiltig.

Berechnung von E4 mit :

(38)

SN, 3Ng . E-E. Eg
0=kp( 24 _ La _ _EB
B( ) ~ Ni_ Nz  Np

wobei Eg = E — E4. Folglich ist am Maximum der Wahrscheinlichkeit P(E4) die Energie
pro Gasteilchen bzw. pro FHG (Anzahl der FHGs f = 3N) in beiden Teilsystemen gleich.

Taylor-Niherung von In(P(E4)), Entwicklungsstelle E 4:

— 1 _
In(P(E4)) ~ In(P(Ex)) — ———(Fa — Ex)?
n(P(E4)) = In(P(E4)) 2AE§‘( 4 — EQa) (39)
mit
1 82 1 82
Eg = " MPED)| =g (SaB + Ss(E-E)|
T EZ T EE (40)
2T 2FL
KXFFF 8. November 2022 (7. Vorlesung) *****
Damit
1 (Ea—Ea)’
PE)~ —— AT FA) i
()~ Gragzy eXp( 2AE? (41)

— Fiir groBe N4 und Np, z.B. N4 = Np = 6 x 10?3, ist die Niherung (39) und da-
mit auch im Bereich von E4 sehr genau (kann man durch Berechnung hoherer
Ordnungen zeigen; siehe [I], Kapitel 9 und eventuell Hausaufgabe).

— Weit von Ey4 entfernt, d.h. fiir |[E4 — E4| > AFEy, ist die Niherung weniger
gut, aber P(E4) = 0, sowohl gendhert als auch exakt so winzig, dass die Differenz
belanglos ist.
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— Folglich ist fiir groBe N4 und Np eine perfekte Beschreibung von P(Ej4). Dies
rechtfertigt auch die Notation E, fiir die Position des Maximums von P(E,), da
geméf der Ensemblemittelwert von E4 gerade E,4 ist (in Abschnitt wurde
~ als Notation fiir Ensemblemittelwerte eingefiihrt).

e Die relative Breite der Wahrscheinlichkeitsverteilung ist fiir grofie N4 und Np winzig.

— Z.B. Ny = Np =6 x 10?3,
— Eq = @ (gemif ),
— AE4/Eq =1/y/3N4 = O(10712) ( wurde verwendet).

— Fluktuationen dieser Gréflenordnung sind unbeobachtbar klein und nicht von Belang
(AE,4 wird als Schwankung bzw. Fluktuation bezeichnet).

s 1)
AN\ FLUCA
l &‘l"n‘_\h ﬂ_ABJ
Ek-‘lA{— TSE & !w ChAt I
Vquﬂ et
I e M~
= = A AL T4
~3 A= G lap
Z
/I 1\
L -'J/ j \"' N /
- - L
— : A P ,:-
EA i | | A

e Wesentliche Erkenntnis:
Fiir groBe Ny und Np gilt im Gleichgewicht £4 = E4 mit vernachlissigba-
ren Fluktuationen. Die Energie teilt sich auf die beiden Teilsysteme so auf,
dass die Anzahl der damit vertriglichen Mikrozustinde bzw. die Entropie des
Gesamtsystems S(E4) = Sa(E4) + Sp(E — E4) maximal werden.

e Definition Temperatur 7 und inverse Temperatur j3:

I ~ 0S(E,x)
=M= )
e Im Gleichgewicht, d.h. bei E4 = Ey,, gilt gemiB
_ 0Sa(Fa) 0Sp(EpR) 1 I
0="3%. b = g 7 = ke (Ba— ). (43)

d.h. Tp =Tg bzw. 84 = BpB.
e Interpretation:

— Die Teilsysteme A und B tauschen Energie aus, bis ihre Temperaturen bzw. inversen
Temperaturen gleich sind.
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— Die Temperatur ist damit die treibende Kraft fiir Warmeaustausch.

— Temperatur ist ein Maf} dafiir, wie bereitwillig ein System Energie in Form von Wirme
abgeben will (hohe Temperatur) oder aufnehmen will (niedrige Temperatur).

o Ideales Gas:

1 9S(E) 3ksN 25 2E
T- 0B ~ 28 LT3N kS (44)

((34]) wurde verwendet), d.h. die Temperatur ist proportional zu Energie pro FHG. Auflésen
nach E liefert

SNET
2 Y

E= (45)
eine aus den Vorlesungen zur Experimentalphysik bekannte Gleichung. Daraus folgt 7' > 0
bzw. dass die kleinste Temperatur 7' = 0 is

e Abschlieflende Bemerkungen:

— Die Uberlegungen dieses Abschnitts, insbesondere die Definitionen von S und
1/T = kpf (Gleichungen und (42)), beziehen sich auf Gleichgewichtszustéinde
mikrokanonischer Ensembles, fiir die alle Mikrozustéinde mit entsprechender Energie
gleichwahrscheinlich sind. Auflerdem sind die Teilsysteme A und B makroskopische
Systeme, d.h. Systeme mit sehr vielen FHGs.

— Entropie und Temperatur kénnen auch nur fiir Teilsysteme definiert sein, fiir die lo-
kales Gleichgewicht vorliegt, wihrend sich das Gesamtsystem nicht im Gleichgewicht
befindet (z.B. wenn die Teilsysteme A und B nahezu thermisch voneinander isoliert
sind).

— Dies erlaubt die Definition einer orts- und zeitabhingigen Temperatur. Dabei wird
das Gesamtsystem in kleine Teilsysteme aufgeteilt, die noch immer sehr viele Teilchen
oder FHGs enthalten. Voraussetzung fiir eine rein ortsabhingige Temperatur ist,
dass sich benachbarte Teilsysteme in ihrer Temperatur (bzw. ihrer Energie pro FHG)
nur geringfiigig unterscheiden. Fiir eine zusétzlich zeitabhéngige Temperatur ist es
auflerdem erforderlich, dass sich in den Teilsystemen schnell lokale Gleichgewichte
einstellen (schnell gegeniiber der zeitlichen Verinderung der lokalen Temperaturen).
Eine ausfiihrlichere Diskussion dazu findet sich z.B. in [I], Kapitel 9.

1.8.2 Verallgemeinerung auf beliebige extensive Gréfien

e Die Uberlegungen aus Abschnitt zum Warmeaustausch zwischen zwei Teilsystemen A
und B und der Verteilung der Energie F auf diese Systeme kénnen auf beliebige extensive
Groflen verallgemeinert werden.

3Es gibt Systeme, bei denen negative Temperaturen méglich sind, z.B. Spinsysteme. Negative Temperaturen
entsprechen dabei groflen Energien. Insbesondere fiir solche Systeme ist die Verwendung der inversen Temperatur
B an Stelle der Temperatur 7" hidufig die zweckméfigere Wahl.
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1.9

e ¢ bezeichnet im Folgenden eine solche extensive Grofle (hiufig ist £ einer der dufleren

Parameter x;). Extensiv bedeutet, dass { proportional zur Systemgrofe ist, d.h. fiir ein
gleichartiges System doppelter Grofie doppelt so grof ist (Beispiele fiir extensive Grofien:
E, S, V, N; Beispiele fiir nicht-extensive = intensive Groflen: T', P, ).

Analoge Uberlegungen fiihren fiir den Gleichgewichtszustand zur niherungsweisen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung

N (€a—£€a)?
6= g () o
(entspricht (41])) mit dem Ensemblemittelwert &4, festgelegt durch
o) 954(84) 9Sp(€B)
0=—-1S Sp(&— = — - , 47
o Salen+Sae—en)|  _=pes| - )
(48)

wobei £ = — €4 (entspricht ), und der Schwankung bzw. Fluktuation A4 geméf

1 9
B A QUCIRE LT (19)

wobel P(€4) o< 24(€4)Q2p(€ — €4) (Gleichungen entsprechen und ([40)).

Man kann argumentieren, dass Aé4 o /N, wohingegen €4 o< N (N ist die Teilchenzahl
bzw. ein Parameter, der die Systemgrofie charakterisiert). Damit gilt Aés/€4 = 1/V/N,
d.h. fiir makroskopische Systeme sind Abweichungen vom Ensemblemittelwert &4 relativ
gesehen winzig.

1 9?2

NG = “oe2 In(P(€a))

Weitere Interpretation ebenfalls wie in Abschnitt z.B. ist der Gleichgewichtszustand
durch das Maximum der Entropie gegegben, etc.

FEXXX 10. November 2022 (8. Vorlesung) *****

Verallgemeinerte Krifte

In Abschnitt wurde die Temperatur definiert und als treibende Kraft fiir den Wérme-
austausch zweier Teilsysteme identifiziert.

In analoger Weise werden in diesem Abschnitt sogenannte verallgemeinerte Krifte de-
finiert. Diese werden dann als die treibenden Kréfte fiir den Austausch von extensiven
Groflen (siehe Abschnitt [1.8.2)) identifiziert.

Beispiel / Vorgriff:

— Der Druck ist die verallgemeinerte Kraft, die Volumenaustausch zwischen zwei Teil-
systemen bewirkt.

— Das chemische Potential (wird am Ende von Abschnitt eingefiihrt und disku-
tiert) ist die verallgemeinerte Kraft, die Teilchenaustausch zwischen zwei Teilsystemen
bewirkt.
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1.9.1 Definition verallgemeinerter Krifte iiber Arbeitsleistung bei quasistatischen
Prozessen

e Energiedinderung bei einem Prozess, bei dem Warmezufuhr stattfindet und duflere Para-
meter x verdndert werden:

AE =Y P ) = Y P B + P Y P s, (50)
T I r ,7:1

((13) wurde eingesetzt).

e Betrachte im Folgenden einen quasistatischen Prozess. Fiir einen solchen Prozess lautet
der 1. Hauptsatz (18]

dE = dWgs + dQqs. (51)

e In Abschnitt wurde Warmezufuhr als Verinderung der Energie bei konstanten dufleren
Parametern definiert. Damit kann der zweite Term auf der rechten Seite von nicht zu
dQys beitragen.

e Bei quasistatischer Verdnderung eines dufleren Parameters verdndern sich die P, nicht
(siehe Abschnitt [1.4). Damit kann der erste Term auf der rechten Seite von nicht zu

dWs beitragen.

e Folglich gilt

dE =Y dPE(x)+Y P> 85;(?‘) da; (52)
r r j=1 J
=dQqs =dWys
bzw.
" OF,(x)
AWs = ; o, i Qas = Z dP, E,(x), (53)

wobei  den Ensemblemittelwert bezeichnet, der in exemplarisch fiir die Energie
eingefithrt wurde.

e Definition der zu den dufleren Parametern z; gehorigen verallgemeinerten Kréfte X;:
n
AWes = = Y X; da; (54)
j=1

(Analogie zur Mechanik: dW = —F dz). Diese Gleichung kann auch zur Messung verall-
gemeinerter Kréfte verwendet werden, indem man dWgs und dx; misst.
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e Verallgemeinerte Krifte konnen mit

(55)

berechnet werden (folgt aus und ) Nachteilig an dieser Berechnungsmethode
ist, dass sie QM erfordert und auflerdem vergleichsweise schwierig auszuwerten ist (siehe
Abschnitt fiir eine hiufig zweckméfBigere Formulierung).

e Beispiel: Ideales Gas in einer Box mit Volumen V = LA, eine der Wénde mit Flidche A
wird von einem Kolben gebildet.

— Es gilt AWy = —FdL = —(F/A)AdL = —PdV (F: Kraft; P: Druck; Beziehungen
bekannt aus Vorlesungen zur Experimentalphysik).

— Fiir z; = V ergibt ein Vergleich mit X, = P, d.h. die zum &ufleren Parameter
V' (Volumen) gehorige verallgemeinerte Kraft ist P (der Druck).

— Eine mikroskopische auf QM basierende Berechnung des Drucks fiir das ideale Gas
ist mit moglich (Rechnung ist Teil der Hausaufgaben, Ergebnis ist

2F
p_=z 56
3V (56)

wie aus Vorlesungen zur Experimentalphysik bekannt).
e Bemerkungen zur Teilchenzahl N:

— Die hier diskutierten Uberlegungen sind giiltig und versténdlich fiir Parameter die
kontinuierlich und somit beliebig langsam, d.h. quasistatisch, verdndert werden kénnen
(z.B. das Volumen V oder ein dufleres Magnetfeld B).

— Die Teilchenzahl N kann dagegen nicht kontinuierlich veréindert werden, da sie ganz-
zahlig ist. Ein weiteres Problem, das bei der Teilchenzahl IV auftritt, ist, dass das adia-
batische Theorem der QM nicht mehr in gewohnter Weise verwendet werden kann,
um zu begriinden, dass sich die P, bei quasistatischen Prozessen nicht veréndern (eine
langsame Verédnderung von z.B. V bewirkt eine kontinuierliche und langsame Veréande-
rung der Wellenfunktionen der Energieeigenzustéinde; eine Verdnderung von N um
=+1 fithrt dagegen von N-Teilchenwellenfunktionen zu N £1-Teilchenwellenfunktionen,
die eine ganz andere Struktur haben [eine Variable mehr oder weniger]).

— Nichtsdestotrotz werden und in z.B. [I], Kapitel 20 ohne weitere Diskussion
der eben genannten Aspekte auch fiir die Teilchenzahl N verwendet, z.B. fiir
(z1,22) = (V,N)

___ OE.(V,N) __ 0E.(V,N)
und
AWys = =P dV + pdN. (58)

Die zur Teilchenzahl N verallgemeinerte Kraft p (Vorzeichen kann auch umgekehrt
definiert werden) wird als chemisches Potential bezeichnet (“ein Mafl dafiir, wie
gern ein System Teilchen abgibt”).
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1.9.2 Verallgemeinerte Krifte als Ableitungen der Entropie
e Im Folgenden wird gezeigt, dass

- 08(E,x%)

gilt, wobei X; die zum &uferen Parameter x; gehorige verallgemeinerte Kraft ist, genau
wie sie in Abschnitt eingefiihrt wurde. Dieser Ausdruck fiir X; folgt aus , ist in der
Praxis aber haufig zweckmafiger als .

— Ableitung auf rechter Seite von (59):
0S(E,x) 0In(Q(E,x))

aﬁj E)xj
In(QE,...,zj +dxj,...)) —In(QE,...,zj4...)

B dﬂ?j (60)

— Umschaufeln der Verédnderung dz; in eine Verdnderung der Energie E:

Q(E,...,l‘j—l—d{l}j,...): Z 1= Z 1=

rE—0E<LE.(...,.xj+dzj,...)<E rE—0E<E.(...,xj,.)+dE.<E
— > 1= > 1=
rE—SE<Ey(...,x;,..)+dE<E rE—dE,—§E<Ey(...,xj,...)<E—dE,
= UE—dE,,...,zj,...) (61)

((19) und dE, = (0E,/0x;)dx; wurden verwendet; auBerdem wurde dE, durch den
Ensemblemittelwert dF, ersetzt [laut [I] ist dies zuldssig, “weil die Summe iiber die
sehr vielen Mikrozustinde in einem Intervall der Grofle 0E bei E lauft, wobei alle
Mikrozustéinde mit demselben Gewicht beitragen. Dies entspricht der Mittelwertbil-
dung mit den P, ...”; exemplarisch kann man diese Aussage durch einfache Rechnung
bestétigen, z.B. fiir das ideale Gas in 1 Dimension]).

— AuBlerdem gilt aufgrund von (55)

IE, (%)
(%:j

— Fortsetzung von :
n(QUE —dE,,...,zj,...)) —In(QE,...,2j,...))

dE, = dx; = —Xjdx;. (62)

... = —kpX; o —
B Oln(Q(E,x)) . 0S(E,x) X
kXS TN T (63)
((42) wurde verwendet). Dies entspricht (59).
e Test von fiir ideales Gas, z; =V und X; = P:
In(Q(E,V,N NkpT
P = kpr2WEUE V. N)) _ Nks (64)

ov |4
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( wurde verwendet), eine aus den Vorlesungen zur Experimentalphysik bekannte Glei-

chung. ist konsistent mit , da gilt.

*XFAE 15. November 2022 (9. Vorlesung) *****

1.9.3 Identifikation verallgemeinerter Krifte als treibende Krifte fiir den Aus-
tausch extensiver Gréflen

Wirme- und Volumenaustausch beim Gas

e Betrachte zwei Teilsysteme A und B, die Wéarme und Volumen austauschen kénnen. Das
Gesamtsystem ist abgeschlossen, d.h. die Gesamtenergie £ = E4 + Ep und das Gesamt-
volumen V = V4 4 Vp sind konstant.

NALZ 77 12 | ldogeschlossencls | Syster
LA i ‘ / L Emedzic F Vi Volvwsen \/
A I ] N A 1B
//: S >N EN Vs bcg;usb' e Trewtwind] olvoch, e
y of Z |, o L/ Cuaireic| du| Fobn Vo ((Uovme
/ 7 b: "Ld\ / ausqge o h)ﬂ.fo" a
/| /// l\r /’/)\/// b
£ $ lc’, rA EMIJGA'C’ 66
Volyumen Va Vol cruain B
e Im Gleichgewichtszustand ist die Entropie
S(Ea,Va) = Sa(Ea,Va) + Sp(E — Ea,V — Va). (65)

maximal, d.h. es gilt

_ 0S(E4,Vy) _ 0SA(Ea,Va) n OSB(E — E4,V —Vy)

0= OF 4 OF 4 OF 4 B
_ 0SA(Ea,Va) _ 0Sp(EB,Vp) _ i _ i (66)
O0FE 4 OEp Ty 1B
0— 0S(E4, Vy) _ 0SA(Ea,Va) . OSB(E — E5,V —Vy) _
oVy oV oV
_ 0SA(Ea,Va) _ 0Sp(EB,Vp) _ & _ E (67)
oV oVg Ty Tp

bzw. TA = TB und PA = PB.

Volumenaustausch beim Gas aber kein Wiarmeaustausch

e Aufbau wie im vorherigen Abschnitt, aber aufgrund von thermischer Isolation kein Warme-
austausch moglich.
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e Man konnte zunéichst vermuten, dass die Energie F4 konstant ist und (67)) den Gleichge-
wichtszustand charakterisiert. Das ist aber falsch.

e Wesentliche Punkte:

— Die Energie E,4 ist trotz des nicht vorhandenen Wirmeaustausches nicht konstant,
da am Teilsystem A durch Volumenverdnderung Arbeit geleistet werden kann, die
gemif des 1. Hauptsatzes E4 verdndert. Im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt ist
FE 4 also nicht unabhéngig von Vy.

— Im Gleichgewichtszustand gilt dE4 = dWys = —PadVa, bzw. dE4/dVy = —P4 (im
Gleichgewichtszustand verédndert sich nichts mehr, was als extremer Grenzfall eines
quasistatischen Prozesses betrachtet werden kann).

e Im Gleichgewichtszustand ist die Entropie
S(VA) :SA(EA(VA),VA)+SB(E—EA(VA),V—VA) (68)

maximal, d.h. es gilt

B dS(Va) B 0Sa dE4 0S4 0Sp dEs4 0Sp Py & Py Pgp

0 = - — == LA —
dV4 OE, dVy 0Vy OFEp dVy 0Vp Ty Tx T 1Tg
S~~~ S~~~
— P, —— P,
_ Py—Pp
-2 (69)

Im Gleichgewichtszustand gilt also P4 = Pp. Die Temperaturen T4 und T sind im All-
gemeinen aber nicht gleich.

Interpretation

e Diese Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen und auch geradlinig verallgemeinern:
— Gleichgewichtszustand bei Wirmeaustausch: Ty = Tg.
Eine Temperaturdifferenz ist die treibende Kraft fiir einen Warmeaustausch.

— Gleichgewichtszustand bei Volumenaustausch: Py = Pp.
Eine Druckdifferenz ist die treibende Kraft fiir einen Volumenaustausch.

— Gleichgewichtszustand bei Teilchenaustausch: pgq = pp.
Eine Differenz im chemischen Potential ist die treibende Kraft fiir einen Teilchenaus-
tausch.

— Gleichgewichtszustand bei xj-Austausch: X; 4 = X p.
Eine Xj-Differenz ist die treibende Kraft fiir einen z;-Austausch.

1.10 2. Hauptsatz

e 2. Hauptsatz fiir ein abgeschlossenes System:

AS >0, (70)
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d.h. ein abgeschlossenes System bewegt sich in den Gleichgewichtszustand, der durch ma-
ximale Entropie charakterisiert ist (siche Abschnitt .

— ([70) ist nicht in mathematisch strenger Weise giiltig, denn es gibt kleine Fluktuatio-
nen um den Gleichgewichtszustand, die kleine Fluktuationen der Entropie zur Folge
haben. Die Aussage ist aber fiir makroskopische Systeme in sehr guter Niherung
giiltig.

— Abschitzung der Groflenordnung dieser Fluktuationen am Beispiel von Fluktuationen
der Energie beim Wérmeaustausch zwischen zwei Teilsystemen (siche Abschnitt [1.8)):

* Aus P(E4) < Q(E4) (siehe (35)) folgt kg In(P(E4)) = S(Ea) + const.

* Verwendung von und der im umgebenden Text diskutierten Argumente lie-

fert

N (EA—EA)2
Ea) = S(Ex) — kg A —2A) 1
S(Ea) = S(Ea) — ks NG (71)

KFAFX 17, November 2022 (10. Vorlesung) *****

* Da nur Fluktuationen der Energie der Groéfienordnung A F 4 wahrscheinlich sind,
ist der zweite Term auf der rechten Seite von O(kp). Der erste Term auf
der rechten Seite von ist dagegen O(kgN) (siehe z.B. (34)). Damit sind die
relativen Fluktuationen der Entropie O(1/N), also fiir makroskopische Systeme
z.B. von der GréBenordnung O(10724).

e 2. Hauptsatz fiir ein offenes System (= ein Teilsystem):

— Totales Differential der Entropie:

0S(E,x) JS(E,x)
dsS 9E dE + j oz, dx;
1 X; 1
= 7B+ % Fda; = - (aw +aQ — awy ) (72)

(im zweiten Schritt wurde und ([59)), im dritten Schritt und verwendet).

— Fiir quasistatische Prozesse gilt demnach
1
dS = — dQqs. (73)
— Fiir beliebige Prozesse gilt aufgrund von immerhin
1
ds > o Q. (74)

. , und/oder werden als 2. Hauptsatz bezeichnet. Die genaue Formulierung
des 2. Hauptsatzes variiert in der Literatur (siehe z.B. die ausfiihrliche Diskussion in [1],
Kapitel 11). Von ihrer physikalischen Bedeutung sind die verschiedenen Formulierungen
aquivalent. Z.B. liefert die Anwendung von auf zwei verbundene Teilsysteme, die
zusammen ein abgeschlossenes System bilden, ([70)).
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e Mit dem 2. Hauptsatz, konkret mit , kann die Entropiednderung fiir einen beliebigen
Prozess, der zwei Gleichgewichtszustinde a und b verbindet, berechnet werden (der Prozess
muss nicht quasistatisch sein).

— Dagzu ist zunéchst ein quasistatischer Weg von a nach b zu definieren.
— Dann gilt
b 1
ASZ&—&:/}W%. (75)
a T

— Beispiel: Warmezufuhr bei konstanten dufleren Parametern fiir ein System mit tem-
peraturunabhéngiger Wiarmekapazitiat C,

b C Ty
AS_ldTT_Cm<n> (76)

(die Wérmekapazitit C beschreibt, welche Warmemenge dQ fiir eine Temperaturénde-
rung d7T erforderlich ist, d.h. sie ist definiert als C' = d@Q/dT). Die Wérmezufuhr
kann dabei nicht-quasistatisch erfolgen. Der definierte Integrationsweg (Temperatur-
erhohung von T, nach Tp) kann als quasistatischer Weg interpretiert werden, da die
Geschwindigkeit der Temperaturerh6hung nicht festgelegt ist und sehr langsam sein
kann.

1.11 3. Hauptsatz

¢ 3. Hauptsatz:

S—0 fir T—0. (77)

e Begriindung:

— QM Systeme haben i.d.R. genau einen Zustand niedrigster Energie, den Grundzu-
stand mit £ = Ey. (Ein Ausnahmebeispiel wird in [I], Kapitel 11 diskutiert.)

— Damit gilt Q(Ep) = 1 und S(FEp) = kg In(Q(Ep)) = 0.

— E = Ej entspricht T' = 0 weil, die verfiigbare Energie pro FHG (FE — Ey)/f pro-
portional zur Temperatur T ist (siehe z.B. (44)). Offensichtlich wird dies auch im
kanonischen Ensemble (siehe Abschnitt [1.13]).

1.12 Reversibilitdt von Prozessen
e Grundlage fiir Betrachtungen zur Reversibilitit ist der 2. Hauptsatz (siche Abschnitt|1.10)).

e Abgeschlossenes System:

AS =0 < Prozess ist reversibel (78)
AS >0 < Prozess ist irreversibel. (79)
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e Offenes System (= ein Teilsystem):

1
s = T d@Q) < Prozess ist reversibel (80)

1
as > T d@Q) <+ Prozess ist irreversibel. (81)

— Starke Ahnlichkeit zu den Gleichungen des 2. Hauptsatzes, und ,
1
s = T dQqs fiir quasistatische Prozesse (82)
1
ds > T d@  fiir beliebige Prozesse. (83)

— Damit folgt:

* Ein quasistatischer Prozess ist reversibel.

*x Ein nicht-quasistatischer Prozess kann reversibel oder irreversibel sein.
(Beispiel fiir einen nicht-quasistatischen aber reversiblen Prozess ist schnelle
Wirmezufuhr. Begriindung: Schnelle Wéarmezufuhr [offensichtlich nicht-quasistatisch]
und quasistatische Wirmezufuhr haben gleiche Anfangs- und Endgleichgewichts-
zustinde, d.h. fithren zu identischer Entropieiinderung [siehe
Abschnitt ; quasistatische Warmezufuhr ist geméfl dem vorherigen Punkt
reversibel.)

+ Ein reversibler Prozess ist nicht notwendiger Weise quasistatisch.
(Beispiel: Schnelle Warmezufuhr [siehe vorheriger Punkt].)

% Ein irreversibler Prozess ist nicht-quasistatisch.

— Vorsicht: Reversibilitdt eines betrachteten Prozesses fiir alle Teilsysteme eines abge-
schlossenen Systems bedingt nicht Reversibilitédt auf Ebene des Gesamtsystems.
(Beispiel: Temperaturausgleich zwischen zwei unterschiedlich heiflen Teilsystemen;

siche Abschnitt [1.12.1])

— Reversibilitét eines betrachteten Prozesses fiir ein offenes System impliziert lediglich,
dass das offene System und der Prozess auf ein abgeschlossenes Gesamtsystem und
einen reversiblen Prozess in diesem Gesamtsystem erweitert werden koénnen. Ist da-
gegen ein Prozess in einem offenen System irreversibel, ist eine solche Erweiterung
auf ein abgeschlossenes Gesamtsystem und einen reversiblen Prozess in diesem Ge-
samtsystem nicht moglich.

— FEin quasistatischer und damit reversibler Prozess a — b durchlduft schrittweise eine
Folge von Gleichgewichtszustdnden. Diese Schritte konnen umgekehrt werden, indem
dzj — —dx; und dQqs — —dQqs ersetzt wird (impliziert gemé&s AWqs — —dWs
und geméf dS — —dS). Aus dS — —dS folgt insbesondere, dass die Entropie
nach Ausfithrung der umgekehrten Schritte wieder den Ausgangswert S, erreicht.

— Bei einem irreversiblen Prozess a — b gibt es in den Teilschritten mit d) Verénderun-
gen der Entropie dS, die grofer als das quasistatische Minimum dSpy;, = (1/7)dQ
sind. Eine Umkehr dieser Teilschritte (die jeweils —d(@ erfordern wiirde) ist nicht
moglich, da die damit verbundene minimale Entropieénderung —dSpyin = —(1/7)dQ
ist. Damit kann die Entropie des Ausgangszustands S, nicht mehr erreicht werden,
was die Unumkehrbarkeit beweist.
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e Reversible Prozesse sind ideale Grenzfille. Reale Prozesse sind bestenfalls nahezu reversi-
bel, d.h. kénnen mit sehr kleinem zusétzlichen Aufwand riickgéingig gemacht werden.

1.12.1 Beispiel: Abkiihlen/Aufheizen einer Wasserflasche im See (abgeschlossenes
System, irreversibler Prozess)

e Ausgangspunkt a:

— Grofler See, Temperatur Tse., konstante Warmekapazitit Csee.

— Wasserflasche, Temperatur Triasche,a > TSee, konstante Warmekapazitét Ciasche-
e Die Wasserflasche wird in den See geworfen:

— Es kommt zum Wérmeaustausch (dem See wird die Warmemenge AQ > 0 zugefiihrt,
der Wasserflasche die Warmemenge —AQ entzogen [falls Triasche,q > TSee, sonst wird
dem See Wirme entzogen und der Wasserflasche zugefiihrt]). Die Temperaturen des
Sees und der Wasserflasche gleichen sich dabei an (siehe Abschnitt [1.8.1]).

— Da der See im Vergleich zur Wasserflasche sehr grof} ist, hat er auch eine sehr grofle
Wairmekapazitidt bezogen auf die ausgetauschte Warme. Folglich d&ndert sich die Tem-
peratur des Sees aufgrund von AQ = Cgee ATgee nicht.

— Die Temperatur der Wasserflasche betrigt am Ende des Prozesses (bezeichnet mit b)
TFlasche,b = Tsce. Daraus folgt AQ = CFlasche(TFlasche,a - TSee)-

*r*** 22, November 2022 (11. Vorlesung) *****

e Berechnung der Entropieinderungen mit dem 2. Hauptsatz (73)):

b
1 AQ CFlasche (TFlasche a TSee)
ASgee = / dQqs = = = ’ 84
See a Qqs T TSee TSee ( )
b b
1 C T
ASFlaLsche = / qus = / ar Hlasche = CFlasche In <See> (85)
a T a T TFlaschc,a

(der Wérmeaustausch zwischen Flasche und See kann durchaus nicht-quasistatisch statt-
finden; fiir die Berechnung kann man im vorliegenden Fall aber einen dquivalenten quasista-
tischen Wirmeaustausch betrachten [z.B. eine nahezu thermisch isolierte Flasche], da ein
solcher Prozess den gleichen Anfangszustand a mit dem gleichen Endzustand b verbindet).

e Die Entropieinderung des Gesamtsystems ist damit

T asche,a T asche,a
AS = ASSee + ASFlaLsche = C'Flasche <(Flh’) —1—1In <F}Sh’>) (86)

o Fiir Triasche,a = TSee ist AS = 0 (wenig {iberraschend, da die Flasche bereits beim Hin-
einwerfen in den See dessen Temperatur hatte und es damit zu keinem Wéirmeaustausch
kommt; es findet also gar kein Prozess statt).
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o Fiir Triasche,a 7 Tsece ist AS > 0 (siehe Abbildung). Wie erwartet und aus dem Alltag be-
kannt ist Warmeaustausch, bei dem sich das kéltere Teilsystem aufheizt und das wirmere
Teilsystem abkiihlt, nicht reversibel.

1
05 | ]
0 /
-05 1
ASSee/CFIasche —
ASFlasche/CFIas,che —
ASICFIasche _
-1 I I I
0 0.5 1 15 2

TFIasche,a / TSee

1.13 Kanonisches Ensemble, kanonische Zustandssumme

e Zur Erinnerung: Das mikrokanonische Ensemble (siche Abschnitt [1.6]) beschreibt ein abge-
schlossenes System, d.h. ein System mit fest vorgegebener Energie £ und fest vorgegebenen
duBeren Parametern x.

e Das kanonische Ensemble beschreibt ein System, das an ein Warmebad gekoppelt ist.
Damit ist beim kanonischen Ensemble die Temperatur T festgelegt, nicht aber die Energie.
AuBerdem sind, genau wie beim mikrokanonischen Ensemble, die &ufleren Parameter x fest
vorgegeben.

— Ein Wérmebad ist ein unendlich grofles System, dem beliebig Wirme zugefiithrt oder
entzogen werden kann, ohne dass sich dessen Temperatur éndert.

— Beispiel: Eine Wasserflasche in einem See. Die Wasserflasche kann durch ein kano-
nisches Ensemble beschrieben werden, dessen Temperatur durch die Temperatur des
Sees vorgegeben ist. Der See ist dabei das Warmebad.
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/] l/ ANAALAANAL -
5\/5-!0»»\ £de dlag 84 ve bayl | (mledlicls jm,/ﬁ,}
V": a | S rr ' rlr' - ; r.L --$ —r ’[‘ L

fay =2 {6 nT& P1TET Z 17 FityumsrTiAaT |

e Fragestellung: Was ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines ausgewéhlten Mikro-
zustands mit Energie E, im kanonischen Ensemble?
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— Betrachte dafiir das abgeschlossene Gesamtsystem (das durch das kanonische Ensem-
ble beschriebene System und das Wirmebad) als mikrokanonisches Ensemble mit
Energie Fges.

— Die gesuchte Wahrscheinlichkeit P, ist proportional zur Anzahl der Mikrozustinde
des Wérmebads mit Energie Eyes — E, d.h.

Pr X QBad(F/‘ges - Er) (87)

(QBaq hdngt nicht nur von der Energie, sondern auch von dufleren Parametern ab
[z.B. Volumen, Teilchenzahl]; diese sind in diesem Abschnitt nicht von Bedeutung
und werden daher nicht notiert).

— Taylor-Entwicklung von In(Qpaq(F)), Entwicklungsstelle Egeg:

OIn(Qpaq(FE
ln(QBad(EgeS o ET)) = ln(QBad(Eges)) - Il(ﬁBEd()) E,
N——— E=FEges
=B
19 0In(Qpa(E)) )
53 A E:i+.. .= — BE,.
298 OBy, T (35)
=B
=0
=0

* 0B/OF = 0, da sich die Temperatur des Wiarmebads nicht verédndert, wenn Ener-
gie in Form von Wérme zugefiihrt oder abgezogen wird (so wurde das Wérmebad
zu Beginn dieses Abschnitts eingefiihrt). Hohere Ableitungsterme in der Taylor-
Entwicklung verschwinden damit ebenfalls.

x [ =1/kgT ist die in eingefiihrte inverse Temperatur.

e Finsetzen von in liefert

1 - T
P=- 0" PE (89)

mit dem Normierungsfaktor

Z(T) =) e PP (90)

T

wobei die Summe iiber alle Mikrozustinde des durch das kanonische Ensemble beschrie-
benen Systems lauft (damit addieren sich die Wahrscheinlichkeiten zu 1). Der Faktor
e PEr in (89) bzw. (90) wird als Boltzmann-Faktor, (90) wird als kanonische Zu-
standssumme bezeichnet. Thr kommt eine dhnlich wichtige Bedeutung zu, wie der in
Abschnitt eingefithrten mikrokanonischen Zustandssumme.

*HFAE 4. November 2022 (12. Vorlesung) *****

e Ensemblemittelwerte konnen in gewohnter Weise mit berechnet werden. Z.B. ergibt
sich der Ensemblemittelwert der Energie gemif

E= Z:PTET = ZST) > e PPE,. (91)

T
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e Hat man fiir die Zustandssumme einen geschlossenen Ausdruck berechnet, kann der
Ensemblemittelwert der Energie auch durch einfaches Ableiten gewonnen werden,

)
B =~z (Z(T,x) (92)

(Beweis dieser Aussage durch Einsetzen von in und Vergleich mit (91))). AuBerdem
gilt fiir x = (V, N)

0 1 0
In(Z(T.V.N)) = —BE-(V,N) _
gy BETVN) = 705N ZT av©
1 ) OE,(V,N) O, (V,N)
= —— BEr(‘/,N)77 =g "7 P
b 2TV Zr ‘ oV v b (93)
((90) und (55) wurden verwendet) und damit
0
P=kgT—In(Z(T,V,N)). 94
072 n(2(T.V.)) (o4
Mit dhnlicher Rechnung erhélt man
= k-2 n(z(T, V. V) (95)
M - B 8N n » vy .

° , und lassen sich auch in allgemeiner Weise zusammenfassen,

d 0
E = ~95 In(Z(T,x)) , X;= kBTa—len(Z(T, x)). (96)

Diese Gleichungen bilden das Aquivalent zu und 1) im mikrokanonischen Ensemble.

e Vergleich von mikrokanonischem Ensemble und kanonischem Ensemble fiir ein kleines Sy-
stem.:

Kleines System bedeutet wenige FHGs, z.B. ein einzelnes Atom.

Mikrokanonisches Ensemble mit vorgegebener Energie E':
Nur die wenigen Mikrozustéinde mit Energie zwischen F — §F und E sind moglich.
Diese Zusténde treten mit gleichen Wahrscheinlichkeiten auf.

Kanonisches Ensemble mit vorgegebener Temperatur 7"
Alle Mikrozustinde treten auf, mit Wahrscheinlichkeiten oc e “#Fr,

— Der mikrokanonische bzw. der kanonische Zugang, d.h. die Vorgabe von
E bzw. T, fithren bei wenigen FHGs zu jeweils unterschiedlichen physika-
lischen Ergebnissen und Konsequenzen.

— Die physikalische Fragestellung bzw. das zu beschreibende physikalische
Experiment legt also bei einem kleinen System fest, welcher theoretische
Zugang zu wéhlen ist.

Fast immer ist bei Fragestellungen aus dem Bereich der Statitischen Physik, die klei-
ne Systeme betreffen, die Temperatur vorgegeben, d.h. der kanonische Zugang die
richtige Wahl (siehe z.B. Abschnitt [I.13.1]).
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e Vergleich von mikrokanonischem Ensemble und kanonischem Ensemble fiir ein grofes, d.h.
makroskopisches System:

— O(6 x 10?3) FHGs, z.B. ein Kanister mit Gas.

— Mikrokanonisches Ensemble mit vorgegebener Energie E:
Nur Mikrozustdnde mit Energie zwischen F —§FE und F sind moglich. Diese Zusténde
treten mit gleichen Wahrscheinlichkeiten auf.

— Kanonisches Ensemble mit vorgegebener Temperatur 7":

Alle Mikrozusténde treten auf, mit Wahrscheinlichkeiten o< e #r | d.h. Mikrozusténde
mit hoheren Energien werden extrem stark unterdriickt. Die Anzahl der Mikro-
zustédnde mit Energie F, ~ E wichst aber mit steigendem FE extrem stark an (siehe
z.B. 1} QE) x E3N/2) Es kommt zu einem Wechselspiel zwischen Energie und
Entropie, das fiir die meisten Systeme in einer extrem scharfen Wahrscheinlichkeits-
verteilung fiir die Energie resultiert, d.h. bei vorgegebener Temperatur ist die Ener-
gie nahezu festgelegt. Z.B. fiir Systeme mit nicht wechselwirkenden Teilchen l&sst
sich dies mit dem zentralen Grenzwertsatz leicht zeigen (siehe [I] und eventuell
Hausaufgabe).

— Der mikrokanonische bzw. der kanonische Zugang, d.h. die Vorgabe von
FE bzw. T, fiihren bei sehr vielen FHGs zu identischen physikalischen Er-
gebnissen und Konsequenzen, wenn E und T zueinander passend gewihlt
werden (entweder T = T(E) [gem#B (42))] aus einer mikrokanonischen Rech-
nung bzw. E = E(T) [gem&B (91))] aus einer kanonischen Rechnung).
Davon kann man sich exemplarisch leicht Uberzeugen, z.B. durch Herleiten der Zu-
standsgleichungen des idealen Gases, sowohl mikrokanonisch (siche Abschnitt
und Abschnitt als auch kanonisch (siehe Hausaufgabe).

— Da beide Zuginge bei groflen Systemen &dquivalent sind, wihlt man typi-
scher Weise den technisch einfacheren Zugang. Welcher von beiden das ist,
hingt von der physikalischen Fragestellung bzw. vom zu beschreibenden
physikalischen Experiment ab sowie von den verwendeten Techniken.

Der kanonischen Zugang eignet sich z.B. fiir numerische Monte-Carlo-Simulationen
von Spinmodellen und von Quantenfeldtheorien. Weitere analytisch behandelbare
Beispiele werden in den Hausaufgaben diskutiert.

e Abschlieflende Bemerkung: Der mikrokanonische Zugang (siehe Abschnitt und der ka-
nonische Zugang aus diesem Abschnitt besitzen einen dhnlichen Stellenwert bzw. gleiche
Wichtigkeit. Mit der Diskussion des mikrokanonischen Zugangs wurde in dieser Vorlesung
begonnen, weil dieser in offensichtlicher Weise das grundlegende Postulat aus Abschnitt
umsetzt. Auflerdem wurde der kanonische Zugang aus dem mikrokanischen Zugang abge-
leitet (siehe oben).

1.13.1 Anwendungsbeispiel: Barometrische Ho6henformel

e Betrachte im Folgendes als “System” ein einzelnes ideales Gasteilchen in der Atmosphére.
Die sehr vielen umgebenden idealen Gasteilchen bilden das Warmebad. Dabei wird die
vereinfachende Annahme getroffen, dass iiberall die gleiche Temperatur vorliegt, also die
Temperatur nicht von der Héhe abhéngt.
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e QM:
— Wabhrscheinlichkeit, das Gasteilchen im Mikrozustand r zu finden:
1 _
Po=—e AEr (97)
(siehe (B9)).
e Klassische Physik:

— Da es iiberabzihlbar viele Phasenraumpunkte und damit Mikrozustdnde gibt, bezie-
hen sich Wahrscheinlichkeiten nicht auf einzelne Mikrozustinde, sondern auf Phasen-
raumvolumen. Fiir Phasenraumpunkte bzw. Mikrozusténde existiert aber eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte.

— Wahrscheinlichkeit, das Gasteilchen im Volumenelement d®p d3q bei (p, q) zu finden:

I’pd’qP(p,q) = d’pd’q ;6(5:7;? , 2= /dgp d’q 6(5:}(;;) (98)
H(p,q) ist dabei die Hamilton-Funktion, P(p,q) die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir
Mikrozusténde.
- lésst sich geradlinig auch auf andere klassische Systeme iibertragen.
e Hamilton-Funktion fiir das Gasteilchen im homogenen Schwerefeld der Erde:
p?
H(p,r) = o T Mgz (99)

e Die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Gasteilchen in Hohe z zu finden, ergibt sich durch
Integration von P(p, r) iiber die drei Impulskomponenten und die z- und die y-Koordinate:

P(z) = / PpdedyP(p,q) = — / Ppdpdy oY O e
= P Yy P,q) = 7 b Yy (27Th)3 - fooo dze_ﬁmgz = g .

(100)

e Die Anzahl von Gasteilchen in einem makroskopischen Volumen in Hohe z ist proportional
zur Wahrscheinlichkeitsdichte P(z). Fluktuationen der Anzahl der Gasteilchen sind dabei,
wie iiblich fiir makroskopische Systeme, vernachlassigbar klein. Auflerdem ist der Druck
beim idealen Gas proportional zur Teilchzahl,

NkgT

P=— (101)

Damit folgt P(z) < P(z) bzw.

P(z2) = P(0)e™ 9% = P(0)e~m9/kBT (102)
die barometrische Hohenformel.

e Dieses Beispiel zeigt, dass der kanonische Zugang auch fiir einzelne Teilchen zu sinnvollen
bzw. wichtigen physikalischen Ergebnissen fithren kann. Beim mikrokanonischen Zugang
ist das i.d.R. nicht der Fall.
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1.13.2 Anwendungsbeispiel: Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

e Mit sehr &hnlichem Vorgehen wie in Abschnitt [I.13.1] léisst sich die bekannte Maxwellsche
Geschwindigkeitsverteilung

3/2 2
B m 9 o
flv) = 47T<27TkBT> v” exp < 2kBT> (103)

herleiten (siehe Hausaufgabe).

1.14 Grof3kanonisches Ensemble, groflkanonische Zustandssumme

e Das gro3kanonische Ensemble beschreibt ein System, das an ein Warme- und Teil-
chenbad gekoppelt ist (einer der &ueren Parameter ist damit die Teilchenzahl N). Damit
sind beim groffkanonischen Ensemble die Temperatur 7" und das chemische Potential u fest-
gelegt, nicht aber die Energie F und N. Mit Ausnahme von N sind die dufleren Parameter
fest vorgegeben.

— FEin Teilchenbad ist ein unendlich grofles System, dem beliebig Teilchen zugefiihrt
oder entzogen werden koénnen, ohne dass sich dessen chemisches Potential &ndert.

— Beispiel: Ein Kanister mit einem Loch in einem See. Das Wasser im Kanister kann
durch ein groflkanonisches Ensemble beschrieben werden, dessen Temperatur durch
die Temperatur des Sees und dessen chemisches Potential durch das chemische Po-
tential des Sees vorgegeben ist. Der See ist dabei das Wéarme- und Teilchenbad. Der
Kanister kann auch durch eine imaginire Begrenzung bzw. Festlegung eines kleinen
Teilvolumen des Sees ersetzt werden.
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e Fragestellung: Was ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines ausgewéhlten Mikro-
zustands mit Energie E, und Teilchenzahl NNV, im groflkanonischen Ensemble?

— Betrachte dafiir das abgeschlossene Gesamtsystem (das durch das groflkanonische En-
semble beschriebene System und das Wérme- und Teilchenbad) als mikrokanonisches
Ensemble mit Energie Fges und Teilchenzahl Nges.
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— Die gesuchte Wahrscheinlichkeit P, ist proportional zur Anzahl der Mikrozusténde
des Wirme- und Teilchenbads mit Energie Eges — E, und Teilchenzahl Nges — N, d.h.
P, x QBad(E‘ges - E;, Nges - Nr) (104)

(QBaq hdngt nicht nur von der Energie und der Teilchenzahl sondern auch von dufleren
Parametern ab [z.B. Volumen]; diese sind in diesem Abschnitt nicht von Bedeutung
und werden daher nicht notiert).

— Taylor-Entwicklung von In(Qpgaq), Entwicklungsstelle (Eges, Nges):
1n(QBad(Eges - B, Nges - Nr)) = ln<QBad(Ege37 Nges))

o 8ln(QBad(Ea Nges)) B — aln(QBad(Eges’ N)) N. —
OF E=Eges ON N=Nges
=p ==Pu
= const — ﬁ(ET - uNT>. (105)

* und wurden verwendet, d.h. p = —T0S/ON.

* Quadratische und hohere Ableitungsterme in der Taylor-Entwicklung verschwin-
den, da sich die Temperatur und das chemische Potential des Wérme- und Teil-
chenbads nicht veréindern, wenn Energie in Form von Wirme und/oder Teilchen
zugefiihrt oder abgezogen werden.

*HFAE 29. November 2022 (13. Vorlesung) *****

e Einsetzen von (105)) in (104)) liefert

1
P. = e BEr—nNr) 106
YT (106)

mit dem Normierungsfaktor

Y(T,p) =y e PEmm), (107)

wobei die Summe iiber alle Mikrozustéinde des durch das groflkanonische Ensemble be-
schriebenen Systems lduft (damit addieren sich die Wahrscheinlichkeiten zu 1). (107) wird
als grof3kanonische Zustandssumme bezeichnet.

e Ensemblemittelwerte konnen in gewohnter Weise mit berechnet werden. Z.B. ergibt
sich der Ensemblemittelwert der Teilchenzahl gemé&f3

1
= = _B(ET_‘U‘NT)
N ET P.N, (T, ) E e Ny. (108)

T

e Hat man fiir die grofSkanonische Zustandssumme einen geschlossenen Ausdruck berechnet,
konnen die folgenden Ensemblemittelwerte durch einfaches Ableiten gewonnen werden,

0 0
B = =gz (Y (T, V,0) + kT (Y (7, V. 0) (109)
0
P = kBTW In(Y/(T,V, ) (110)
0
N = kBT@ In(Y(T,V, ) (111)
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(dabei wurde angenommen, dass x = (V, N); Beweis dieser Gleichungen ist Hausaufgabe).

e Die abschlieflende Diskussion des vorangegangenen Abschnitts kann geradlinig auf diesen
Abschnitt iibertragen werden. Insbesondere gilt:

— Der mikrokanonische bzw. der groflkanonische Zugang, d.h. die Vorgabe
von (E,N) bzw. (T, 1), fithren bei sehr vielen FHGs zu identischen physika-
lischen Ergebnissen und Konsequenzen, wenn (F, N) und (7, ;) zueinander
passend gewihlt werden.

— Der kanonische bzw. der groflkanonische Zugang, d.h. die Vorgabe von
(T,N) bzw. (T, p), fiihren bei sehr vielen FHGs zu identischen physikali-
schen Ergebnissen und Konsequenzen, wenn (7, N) und (7, ) zueinander
passend gewihlt werden.

— Fiir manche Systeme ist die Berechnung der groflkanonischen Zustandssumme ein-
facher als die Berechnung der mikrokanonischen oder kanonischen Zustandssumme
(siehe z.B. Abschnitt zu idealen Quantengasen).

e Die groflkanonische Zustandssumme kann auch durch kanonische Zustandssummen ausge-
driickt werden,

[e.9] o0
Y (T, p) = Ze—B(Er—uNr) - Z eBuNr Z e BE — Z PN Z(T, N), (112)
r N,=0 7! N=0

was die enge Verbindung der beiden Zugénge unterstreicht.

1.15 Zusammenfassung

e Die Statistische Physik behandelt die sehr vielen mikroskopischen FHGs eines makroskopi-
schen Systems statistisch und liefert damit Aussagen iiber makroskopische Groflen. Haufig
beziehen sich die Aussagen auf Gleichgewichtszustédnde.

e Typisches Vorgehen in der Statistischen Physik:

— Ausgangspunkt:
Hamilton-Operator H(x).
Klassisch: Hamilton-Funktion H(x).

— Schritt 1:
Berechnung der Energie-Eigenwerte E,(x). Diese entsprechen den Energien der Mi-
krozustédnde. [mathematisch unter Umsténden sehr schwierig]
Klassisch: die Mikrozusténde sind durch den Phasenraum festgelegt, deren Energien
durch die Hamilton-Funktion.

— Schritt 2: [mathematisch unter Umsténden sehr schwierig]
Berechnung der mikrokanonischen Zustandssumme Q(E, x), der kanonischen Zustands-
summe Z (7T, x) oder der grofkanonischen Zustandssumme Y (7' p, .. .).

40



— Schritt 3: [mathematisch trivial]
Im mikrokanonischen Zugang Berechnung von makroskopischen Groflen als Funktio-
nen von (E,x) via
1 0S(E,x) X; 0S(E,x)

S(E,x) = kgIn(Q(E == = 113

( 7X) B Il( ( 7X)) T OF ) T axj ( )
(gilt fiir Gleichgewichtszustinde und basiert auf dem grundlegenden Postulat, dass al-
le zugénglichen Mikrozusténde gleichwahrscheinlich sind). Im kanonischen oder grof3-
kanonischen Zugang Berechnung von makroskopischen Gréflen mit dhnlichen Glei-

chungen, bzw. (109) bis (111)).
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2 Grundlagen der Thermodynamik
e In der Thermodynamik sind ausschlieflich makroskopische Groéflen von Interesse, die mi-
kroskopische Struktur wird nicht betrachtet.
e Die Grundlage bilden die drei bereits diskutierten Hauptséitze
dE = adW +dQ (114)
AS >0 (abgeschlossenes System) , dS = %JQqS (quasistatischer Prozess)  (115)
S—0 fir T—0 (116)

(siehe Abschnitt Abschnitt und Abschnitt [1.11)). Die Hauptsiitze gelten allgemein,
d.h. fiir alle Systeme.

e Um ein spezielles System zu studieren, miissen zusétzlich Zustandsgleichungen vorge-
geben werden (z.B. an experimentellen Ergebnissen orientiert). Fiir das ideale Gas sind
das die kalorische Zustandsgleichung

3NksT  3vRT

E(T,V,N) = 11
(v, N) = 2 = 2 (117)
und die thermische Zustandsgleichung
NkgT  vRT
P(T,V,N) = = 118
( ? ’ ) V V ( )

(kT = vR, wobei v die Stoffmenge ist [Einheit Mol] und R die Gaskonstante; in der
statistischen Physik ist die Verwendung von Nkp iiblicher, in der Thermodynamik dagegen
die Verwendung von vR).

e In der statistischen Physik wurden die Gleichungen (117) und (118 ausgehend von der
mikroskopischen Struktur hergeleitet, siehe und . In der Thermodynamik kénnen
sie nicht hergeleitet werden, sondern bilden den Ausgangspunkt.

e Die Gleichungen ((117)) und (118)) sind weder dquivalent, noch véllig unabhéngig. Z.B. folgt
fiir das ideale Gas aus (118)) und den Hauptsétzen, dass F fiir konstantes v nur von T
abhéingen kann (sieche Abschnitt [2.1.1]).

e Es werden vorwiegend Systeme im Gleichgewicht betrachtet. Der Begriff Zustand be-
zieht sich in der Thermodynamik immer auf einen Gleichgewichtszustand. Hiufig sind die
Prozesse quasistatisch, d.h. durchlaufen ausschliefSlich Gleichgewichtszusténde. Bei nicht-
quasistatischen Prozessen wird nur der Start- und Endzustand betrachtet, die stets Gleich-
gewichtszusténde sind.

e Die Begriffe Zustandsvariablen und Zustandsgréflen, diskutiert in Abschnitt fin-
den in gleicher Weise in der Thermodynamik Anwendung. Zustandsgrofien (und damit
auch Zustandsvariablen) kénnen extensiv sein, d.h. proportional zur Systemgrofie (z.B.
E, S, V,v), oder intensiv, d.h. unabhéngig von der Systemgroe (z.B. T', P, u). Welche
Zustandsgrofien zweckméfBig als Zustandsvariablen gewéhlt werden sollten, hingt von der
Problemstellung ab.

KEFHEX01. Dezember 2022 (14. Vorlesung) *****
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2.1 Thermodynamische Beispielrechnungen fiir das ideale Gas

e Im Folgenden werden thermodynamische Beispielrechnungen gezeigt, bei denen neben den
Hauptsétzen fast ausschlieflich die thermische Zustandsgleichung (118)) verwendet wird.

. [

2.1.1 Nachweis, dass F = FE(T) fiir v = const

e Betrachte ein Gas mit konstanter Stoffmenge v.
e Startpunkt ist die thermische Zustandsgleichung (118)).

e Mit dem 1. Hauptsatz ({114)), notiert fiir quasistatische Prozesse, d.h. dE = dWys + dQ s,
mit dWys = —P dV (siehe Abschnitt dWys = —FdL = —(F/A)AdL = —PdV) und
mit dQqs = T'dS (2. Hauptsatz, siche (115])) folgt

1 P
dS = —dE + —dV. 11
Tt T (119)

e Verwende im Folgenden die Zustandsvariablen (7, V). Damit £ = E(T,V) und

g = JELV) yp  OBLV) <8E> dT + (6E> av (120)
Vv T

or ov orT ov

(bei partiellen Ableitungen ist die Angabe der Variable, nach der abgeleitet wird, genauso
wichtig, wie die Angabe der Variablen, die festgehalten werden. Fiir die partielle Ableitung
einer Funktion f nach der Variable x bei festgehaltenen Variablen y1,...,y,—1 gibt es in
der Thermodynamik zwei iibliche dquivalente Schreibweisen, df(x,y1, ..., yn—1)/0x und

(0F[0)y, ... yns)-
e Einsetzen von (120) und der thermischen Zustandsgleichung (118)) in (119)) liefert

1 /0F 1 /0F vR
5= L(2) e (L(2) ~2H)ar az

e Vergleich von (121) mit dem totalen Differential der Entropie,

O] oS
= | — T — 122
ds (8T)Vd +(8V)Tdv ( )
fithrt auf
oS 1 /0F oS 1 /0F vR
(aT>VT<aT)V ’ (av)TT<av>T+V' (123)
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e Partielles Ableiten der linken Gleichung in (123)) nach V und der rechten Gleichung in
(123)) nach T fithrt zu zwei mathematischen Ausdriicken fiir dieselbe Grofie,

PS(T,V) (a(as> > _1OE(T,V) o)
aTavV ov\ar),), T orov

PS(T,V) _ (‘9 (“) ) _LPBE(TV) 1(‘93) (125)
aTav ar\av),), =T orov  12\av ),

(hier wurden die beiden Notationen fiir partielle Ableitungen aus Griinden der Praktika-
bilitit gemischt; eine gemischte zweite Ableitung kann kompakt als z.B. 825 (T, V)/0ToV
geschrieben werden; wenn die Reihenfolge der Ableitungen von Bedeutung ist, z.B. beim

Einsetzen von (123) in (124) und (125)), ist z.B. ((0/0V)(0S/0T)y)r iibersichtlicher).

Damit folgt

(g‘€>T =0, (126)

d.h. die Energie héngt nicht vom Volumen ab bzw. E = E(T). Die in angegebene
kalorische Zustandsgleichung ist konsistent mit diesem Ergebnis. Die Rechnung zeigt al-
so, dass thermodynamisch sinnvolle Zustandsgleichungen nicht vollig beliebig vorgegeben
werden konnen, sondern gewisse Eigenschaften erfiillen miissen.

2.1.2 Waiarmekapazititen Cp und Cy

e Definition der Warmekapazitét:

— Verwende die Zustandsvariablen (7',y).

— Die Wérmekapazitét Cy ist dann definiert iiber quasistatische Wéarmezufuhr bei fest-
gehaltenen vy,

dQqs
dr y=const

(siehe auch Abschnitt in dem die Warmekapazitit bereits weniger allgemein und
detailliert eingefithrt wurde).

— Da die Wiarme @ keine ZustandsgroBe ist, kann (127]) nicht als partielle Ableitung
geschrieben werden. Daher ist es hdufig zweckméafig mit dem 2. Hauptsatz (115)) die
Wairme durch die Entropie zu ersetzen, d.h.

Cy = T(gg)y. (128)

e Beim Gas unterscheidet man Cp und Cy (v wird ebenfalls festgehalten, aber nicht notiert).

Cy = (127)

e Bei festgehaltenem V' wird keine Arbeit verrichtet. Daher gilt fiir Cy nicht nur (127) und
(128)), sondern aufgrund des 1. Hauptsatzes auch

Cy = (‘;)V. (129)
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Diese Beziehung gilt allgemein fiir Systeme mit einem #ufleren Parameter V' (und even-
tuell weiteren festgehaltenen duBeren Parametern), da keine Zustandsgleichung verwendet
wurde. Fiir das ideale Gas gilt F = E(T) (siehe Abschnitt [2.1.1) und damit Cy = Cy (7))

e Mit #hnlichen Uberlegungen und unter Verwendung der thermischen Zustandsgleichung

kann man
Cp(T)=Cy(T)+vR (130)

zeigen (sieche Hausaufgabe).

. (L]
[L17) in (@29 30

2.1.3 Adiabatengleichung

e Adiabatischer quasistatischer Prozess: dE = dWy = —PdV (da adiabatisch d@Q = 0
bedeutet; siehe Abschnitt , d.h.

<6E> dT + (M> av = VB gy (131)
\% T 14

oT ov

=0

((120), (126]) und (118) wurden verwendet).

e Aus (129) und unter der Annahme, dass Cy eine Konstante ist
, folgt

Cy VR
—dT = ——d 132
T \% v (132)

bzw. nach Trennung der Variablen und Integration

T
Cy In (T) =—vRIn <“//> —  TVVRC — pyCr=Cv)/Cv — TyR—1 — const (133)
0 0

(es wurde der Adiabatenexponent x = Cp/Cy eingefiihrt;
12 )

e Durch Einsetzen der thermischen Zustandsgleichung (118]) kann die Adiabatengleichung
fiir verschiedene Sétze von Zustandsvariablen formuliert werden,

TV* ' = const Hquivalent zu TPY*~! = const #quivalent zu PV"™ = const. (134)
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2.1.4 Entropie

2.2

e Einsetzen von (129) und (126]) in (121)):

D)y Ry (135)

95="7 v

Daraus folgt

T /
S(T,V) = S(Ty, V) = / ar &) (136)
To T
174
STV) - STV = [ av'’E = uRrm <V> (137)
Vo V %

(S(Tp, V) und S(T,V}) entsprechen “Integrationskonstanten”, die Funktionen von V' bzw.
T sein konnen) und damit

S(T,V) — S(Ty, Vi) = /TT dTCVT(T) +vRIn @0) (138)

Unter der Annahme, dass Cy eine Konstante ist

|:] , folgt

S(T,V) - S(Ty, V) = Cy In (;;) +vRIn <“//O) (139)

KFHFEX06. Dezember 2022 (15. Vorlesung) *****

Thermodynamische Potentiale, vollstindige thermodynamische Informa-
tion

In diesem Abschnitt werden zunéchst Systeme betrachtet, die durch zwei Zustandsvaria-
blen (S,V), (T,V), (S, P) oder (T, P) beschrieben werden konnen. Ein offensichtliches
Beispiel ist ein Gas mit festgehaltener Stoffmenge.

Alle Uberlegungen lassen sich geradlinig auf Systeme mit mehr als zwei Zustandsvariablen
und/oder mit anderen Zustandsvariablen iibertragen. Dies wird in Abschnitt exem-
plarisch gezeigt, in dem die Teilchenzahl N als zusétzliche Zustandsvariable betrachtet
wird.

2.2.1 Das thermodynamische Potential E(S,V) (Energie)

e Verwende im Folgenden die Zustandsvariablen (S, V).

e Die Energie, ausgedriickt durch die Zustandsvariablen (S,V'), d.h. E(S,V), bildet ein

thermodynamisches Potential.
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e Aus
dE =TdS — PdV (140)

(ergibt sich aus dem 1. Hauptsatz dE = dQqs + dWqs, aus dem 2. Hauptsatz dS = dQqs/T
und aus dWqs = —P dV') folgt

(), ),

d.h. aus dem thermodynamischen Potential E(S, V) konnen durch einfaches Ableiten die
thermodynamischen Krifte 7" und P als Funktionen der Zustandsvariablen (S,V)
gewonnen werden.

— Die thermodynamischen Kriéfte entsprechen den verallgemeinerten Kriften aus Ab-
schnitt [1.9] (siehe z.B. (55))).

— Analogie zur Mechanik: Durch Ableiten des Potentials V(x,y, z) nach einer seiner
Variablen ergeben sich die Kréfte in die entsprechenden Richtungen, z.B. die x-Kom-
ponente der Kraft geméifl

_OV(=,y,2)
ox '
e Durch geeignetes partielles Ableiten der beiden Gleichungen in ((141)) erhélt man

(), (),

Diese Beziehung gehort zu den sogenannten Maxwell-Relationen, die Zusammenhénge
zwischen Zustandsgrofien beschreiben.

F, = (142)

2.2.2 Die thermodynamischen Potentiale F/(7,V) (freie Energie), H(S, P) (Enthal-
pie) und G(T, P) (freie Enthalpie)

e Bei Verwendung der Zustandsvariablen (S, V') ist E(S, V') das entsprechende thermodyna-
mische Potential. Aus E (S, V') lassen sich durch Legendre—Transformatiorﬁ weitere thermo-
dynamische Potentiale gewinnen, die anderen Paaren von Zustandsvariablen entsprechen:

F(T,V)=E(S(T,V),V)—-S(T,V)T (freie Energie) (144)
H(S,P)=E(S,V(S,P))+ PV(S,P) (Enthalpie) (145)
G(T,P)=E(S(T,P),V(T,P))—S(T,P)T + PV(T,P) (freie Enthalpie). (146)

Die freie Enthalpie wird auch als Gibbs-Potential bezeichnet.
e Aus (144)) und durch Einsetzen von ([140]) folgt

dF =dE—-TdS—-SdT'=TdS — PdV —TdS—-SdIl'=-SdI' — PdV. (147)

4Die Legendre-Transformation ist aus der Mechanik bekannt. Sie tritt beim Ubergang von der Lagrange- zur
Hamilton-Funktion auf, H(p, q) = pq(p,q) — L(d(p,q), q)-
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e Daraus folgt analog zu ({141

(), (),

sowie analog zu (143)) die Maxwell-Relation

(),

e Fiir die Enthalpie und die freie Enthalpie lassen sich analog zum vorherigen Punkt jeweils
weitere zwei Gleichungen im Stil von (148]) und eine Maxwell-Relation herleiten (siehe
Hausaufgabe).

e Die Variablenpaare (S, V), (T, V), (S, P) bzw. (T, P) bezeichnet man als die natiirlichen
Variablen der thermodynamischen Potentiale E(S,V), F(T,V), H(S, P) bzw. G(T, P).

2.2.3 Vollstindige thermodynamische Information

e Aus einem thermodynamischen Potential kénnen durch Legendre-Transformation alle an-
deren thermodynamischen Potentiale berechnet werden (z.B. aus E(S, V') gemé$ (144)) bis
(T46) ).

e Auflerdem konnen aus einem thermodynamischen Potential die Zustandsgleichungen be-
rechnet werden, aus der Energie z.B. wie folgt:

— Kalorische Zustandsgleichung:
Zunichst T(S,V) = (0E/0S)y berechnen. Diesen Ausdruck nach S = S(T,V)
auflosen. Dann in E(S,V) einsetzen, um E(T,V) zu erhalten, die kalorische Zu-
standsgleichung.

— Thermische Zustandsgleichung:
Zunéchst P(S,V) = —(0E/0V)g berechnen. Dann S = S(T', V') aus dem vorherigen
Schritt in P(S,V) einsetzen, um P(T,V) zu erhalten, die thermische Zustandsglei-
chung.

e Jedes thermodynamische Potential enthélt also die vollstdndige thermodynamische In-
formation iiber das betrachtete System (dhnlich wie z.B. die Lagrange-Funktion in der
Mechanik, die ein mechanisches System vollstdndig beschreibt).

e Ebenso enthiilt die Entropie S(E, V') bzw. allgemein S(FE, x) die vollsténdige thermodyna-
mische Information, die diese Ausdriicke lediglich nach £ = E(S, V) bzw. E(S, x) aufgelost
werden miissen, um ein thermodynamisches Potential, die Energie, zu erhalten. Dies ist
plausibel, da S(E,x) = kgIn(Q(E,x)) (Gleichung (36)) und in der statistischen Phy-
sik die mikrokanonische Zustandssumme Q(F,x) die vollstédndige statistische Information
iiber das betrachtete System enthilt.

e Die thermische Zustandsgleichung P (7T, V') enthilt nicht die vollstindige thermodynami-
sche Information (Indizien dafiir wurden in Abschnitt diskutiert).
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e Die thermische Zustandsgleichung P(T', V') und die kalorische Zustandsgleichung E(T, V)
enthalten zusammen die vollstdndige thermodynamische Information. Sie kénnen aber
nicht unabhiingig voneinander vorgegeben werden (siehe das Beispiel in Abschnitt [2.1.1)).

KEAFEX08. Dezember 2022 (16. Vorlesung) *****

e Die thermische Zustandsgleichung P(7T, V') und die Warmekapazitit Cy (T, Vp) (Vo ist ein
beliebig vorgegebenes Volumen) enthalten zusammen die vollstindige thermodynamische
Information. Sie kénnen unabhéngig voneinander vorgegeben werden, wie die folgenden
Uberlegungen zeigen.

— Die Maxwell-Relation (149) und (128)) liefern

oCy 0*pP

— | =T == 150
(5 ), ~7(5r) 1)
wobei die rechte Seite mit Hilfe der vorgegebenen thermischen Zustandsgleichung

P(T,V) leicht zu berechnen ist.
— Damit kann Cy (T, V) berechnet werden,

14 2P T. V'
Cy(T,V) = (T V) + T | ay' 2LV (151)
Vo or
(128) und die Maxwell-Relation ((149) fiihren auch auf
oS S Cy(T,V) oP
dS=|+=) dT — | dV = ——"-2dT — | dV. 152
9= (ar) o (v ) o == o (), e

Durch Integration kann S(7, V') bis auf eine Konstante berechnet werden, die durch
den 3. Hauptsatz (116]) festgelegt ist.

— Mit (152) folgt

P
dE =TdS — PdV = Cy(T,V)dT + <T<‘;T> —P>dV. (153)
1%

Durch Integration kann F(T', V') bis auf eine irrelevante Konstante berechnet werden

(wie z.B. beim Potential in der Mechanik ist die Addition einer Konstante zu einem
thermodynamischen Potential bedeutungslos).

— S(T,V) kann nach T' = T(S,V) aufgelost und in E(T,V) eingesetzt werden, was
das thermodynamische Potential E(S, V') liefert. Damit ist gezeigt, dass P(7, V') und
Cy (T, Vy) zusammen die volle thermodynamische Information enthalten.

2.2.4 Erweiterung der thermodynamischen Potentiale auf drei Zustandsvariablen
durch Hinzunahme der Teilchenzahl N

e Mit kann ((140) gemis
dE =TdS — PdV + pdN (154)

erweitert werden. Die natiirlichen Variablen der Energie sind dann (S, V, N).
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e Es folgt unmittelbar

oF oF oF
<6S>V,N ’ <aV>S,N o <8N>S,v (155)

sowie die Maxwell-Relationen
ory _ (or ory (o P\ _ (0w
ov SN - oS V.N ’ ON SV —\as VN ’ ON SV N oV SN’

die Erweiterungen von (141)) und (143).

e Die freie Energie F(T',V, N), die Enthalpie H (S, P, N) und die freie Enthalpie G(T, P, N)
erhélt man nach wie vor iiber (144) bis (146)), d.h. durch entsprechende Legendre-Trans-
formation der Energie.

e Legendre-Transformation der freien Energie, d.h. Ubergang von der natiirlichen Variable
N zu p, liefert das grof3lkanonische Potential,

J<Ta Vi :u’) = F(Tv v, N(Tv V. M)) - /J,N(T, v, :u) (157)

e Analoge Legendre-Transformationen der Energie und der Enthalpie liefern weitere ther-
modynamische Potentiale, die weniger gebrauchlich sind.

e Aus der freien Enthalpie ergibt sich dagegen kein weiteres thermodynamisches Potential,
da

G(T,P,N) — uN = 0. (158)

gilt (diese Beziehung wird als Duhem-Gibbs-Relation bezeichnet; siehe [1] und eventuell
Hausaufgabe). Dass der Versuch einer Legendre-Transformation von G(T, P, N) nicht er-
folgreich sein kann, lédsst sich auch wie folgt begriinden: Angenommen man hétte erfolgreich
Legendre-transformiert, wiirde das resultierende thermodynamische Potential ausschlief3-
lich von den Variablen (T, P, 1) abhéingen, bei denen es sich um intensive Gréfien handelt;
thermodynamische Potentiale sind dagegen extensive Grofien; da es nicht moglich ist, eine
extensive Grofie ausschliefllich durch intensive Grofien auszudriicken, muss die Annahme
falsch sein.

2.2.5 Beziehung zwischen thermodynamischen Potentialen und kanonischer und
groB3kanonischer Zustandssumme

e Fiir den mikrokanonischen Zugang zur Statistischen Physik stellt ,

(hier speziell fiir die &ufleren Parameter x = (V, N) notiert), die Verbindung zur makro-
skopischen Physik bzw. Thermodynamik her.
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e Ahnliche Gleichungen existieren auch fiir den kanonischen und den groBkanonischen Zu-
gang,

F(T,V,N) = —kgTIn(Z(T,V, N)) (160)
J(T,V,p) = —kgTIn(Y (T, V, 1)) (161)

e Beweis von ((160)):
— Es gilt

dIn(Z(T,V,N)) =
_ OWn(Z(T,V,N))

L OW(Z(TV.N) o OI(Z(T.V.N))

d dV dN =
op b oV ON
=—EdB+ pPdV — fudN (162)
((92), und wurden verwendet).
— Es folgt
1
d(ln(Z(T, V,N)) +ﬂE) — BdE + BPdV — BudN = —(dEJr Pdv — udN).
kT
(163)
— Umstellen von ([154]) ergibt
1
ds = T(dE—deV—MdN). (164)
Vergleich mit (163]) liefert
dS = kg d(ln(Z(T, V,N)) + /3E>. (165)
— Integration fithrt zu
S = kB(ln(Z(T, V,N)) + 5E) + const (166)
und Einsetzen in ((144]) ergibt
F(T,V,N)=FE — ST = —kgTIn(Z(T,V,N)) + const. (167)

— Die Konstante kann durch Betrachtung des Grenzfalls T" — 0 festgelegt werden:

x B — Ey fir T — 0.

x ST — 0 fir T — 0.

Z(T,V,N) — e BFo fiir T — 0 (hier wurde ein nicht-entarteter Grundzustand

angenommen). Damit In(Z(T,V,N)) = —8Ey fir T'— 0.

* Mit diesen Uberlegungen und folgt, dass die Konstante verschwindet. Damit
ist bewiesen.

e Beweis von ([161)): Siehe Hausaufgabe.

*
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2.3 Waiarmekraftmaschinen und Kraftwirmemaschinen

e In diesem Abschnitt werden zyklisch arbeitende Maschinen betrachtet, die sich nach einem
Umlauf wieder im gleichen Zustand befinden.

e Als Maschine kann z.B. ein Kanister mit Gas dienen, dessen Volumen durch einen Kol-
ben verinderbar ist. Uber den Kolben kann das Gas Arbeit verrichten (durch Heraus-
driicken des Kolbens) bzw. am Gas kann Arbeit verrichtet werden (durch Hineindriicken
des Kolbens). Das Gas kann auflerdem in thermischen Kontakt mit einem Warmereservoir
gebracht werden und dabei Wérme abgeben oder aufnehmen.

2.3.1 Perpetuum mobile

e Perpetuum mobile 1. Art:

— Eine Maschine, die in einem Umlauf keine Warme aufnimmt oder abgibt (d.h.
AQ = 0), aber Arbeit verrichtet, (d.h. AW < 0).

— Widerspricht dem 1. Hauptsatz (114)), AE = AW + AQ), da die Maschine zyklisch
arbeitet und damit ihr Zustand und ihre Energie nach einem Umlauf unveréndert
sind, d.h. AF = 0 gelten muss.

e Perpetuum mobile 2. Art:

— FEine ideale Warmekraftmaschine, die in einem Umlauf lediglich Warme aufnimmt
aber keine Wiarme abgibt (d.h. AQ > 0) und diese vollstéindig in Arbeit umwandelt,
(d.h. AW = —-AQ < 0).

4l J . e P &{uum Ml |
Jr evesServol !40515 b it
R, > M +—>
AR "oy
|
Al

— Ist mit dem 1. Hauptsatz (114) vertréglich.
— Widerspricht dem 2. Hauptsatz (115)):

* Berechne die Entropieiinderung des abgeschlossenen Gesamtsystems fiir einen
Umlauf.
- Warmereservoir: Es wird die Warmemenge AQ entnommen, d.h. die Entro-
pie des Wirmereservoirs sinkt,

ASp = —% <0 (168)

(das Wérmereservoir ist hinreichend grof}, so dass sich dessen Temperatur
T trotz Wiarmeentnahme nicht veréndert). folgt aus dem 2. Hauptsatz
und gilt nicht nur fiir quasistatische, sondern auch fiir nicht-quasistatische
Wirmeentnahme [siehe das Beispiel am Ende von Abschnitt [1.10]).
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- Wirmekraftmaschine: ASyr = 0, da die Maschine zyklisch arbeitet und damit
ihr Zustand und ihre Entropie nach einem Umlauf unverédndert sind.

- Speicher fiir die von der Wirmekraftmaschine verrichtete Arbeit: Als Spei-
cher kann ein System mit sehr wenigen FHGs gewihlt werden, z.B. eine Feder,
die gespannt wird, Gewichte, die angehoben werden, etc. Entropie und Entro-
pieinderung ASg sind verschwindend gering gegeniiber ASg fiir eine in der
Praxis nutzbringende Warmekraftmaschine, d.h. ASg = 0.

- Insgesamt: AS = ASr + ASyr + ASg = ASgr < 0. Dies widerspricht dem 2.
Hauptsatz fiir ein abgeschlossenes System.

+ Uberlegungen und Versuche, marginale Verletzungen des 2. Hauptsatzes aufgrund
von statistischen Fluktuationen (siehe Abschnitt auszunutzen, sind prak-
tisch nicht umsetzbar (siehe z.B. die ausfiihrliche Diskussion in [I], Kapitel 19).

x Der umgekehrte Prozess, d.h. die Umwandlung von gespeicherter Arbeit in Wiarme,
ist problemlos realisierbar (z.B. elektrischer Ofen). Dies illustriert, dass gespei-
cherte Arbeit eine hoherwertige Energieform, als Warme ist.

2.3.2 Wiarmekraftmaschinen, Wirkungsgrad, Carnot-Prozess

e Eine Wirmekraftmaschine nutzt den Austausch von Wirme zwischen einem wirmeren
Reservoir Ry mit Temperatur 77 und einem kélteren Reservoir Ry mit Temperatur T < T7.
Dabei wandelt sie einen Teil der aus Ry abgefiihrten Wirme in Arbeit um.

— Der Warmekraftmaschine M wird in einem Umlauf die Warme AQ; > 0 aus dem
Reservoir R; zugefiihrt.

— Die Warmekraftmaschine M gibt in einem Umlauf die Wiarme AQs < 0
(|AQ2| < |AQ1]) an das Reservoir Ry ab.

— Die Wéarmekraftmaschine M verrichtet in einem Umlauf die Arbeit AW < 0
(|AW] = |AQ1| — |AQ2]|), die im Speicher S gespeichert wird.

— Der 1. Hauptsatz (114]), angewendet auf die Warmekraftmaschine, ist damit erfiillt,
0=AF =AW + AQ1 + AQ>.
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o Typischer Weise entspricht die Temperatur T> des kélteren Reservoirs der Umgebungstem-
peratur. Das wérmere Reservoir muss folglich durch Heizen auf der hoheren Temperatur 73
gehalten werden. Um die Warmekraftmaschine Arbeit verrichten zu lassen, muss durch das
Heizen pro Umlauf die Warmemenge AQ; erzeugt werden. Genutzt wird die verrichtete
Arbeit |AW|. Daher ist der Wirkungsgrad einer Wiarmekraftmaschine gem#s

B |AW|
T A

(169)

definiert. Es gilt offensichtlich 0 < 7. Da es kein perpetuum mobile 2. Art gibt, gilt aufler-
dem n < 1. Ein niedriger Wirkungsgrad ist ungiinstig, ein hoher Wirkungsgrad entspricht
einer effizienten Wirmekraftmaschine.

e 2. Hauptsatz fiir das abgeschlossene Gesamtsystem fiir einen Umlauf:

AQ A
0 < AS = ASp, +ASp, + ASy + ASs = — fl - 192 (170)
1 2
AQo Ty
AQ ST a7

(wie bereits in Abschnitt wird ein Speicher mit wenigen FHGs gewéhlt, so dass dessen
Entropieinderung vernachldssigbar ist, d.h. ASg = 0).

e (169), Verwendung des 1. Hauptsatzes fiir die Warmekraftmaschine, AW +AQ1+AQ2 = 0,
und Einsetzen von (171)) liefert

_ AQ1 + AQ2 < b

1— 22 = oo, 172
AQq - Ty Mlopt (172)

eine obere Grenze fiir den Wirkungsgrad bzw. den Wirkungsgrad 7,p¢ einer idealen Wérme-
kraftmaschine. Ein hoher Wirkungsgrad erfordert offensichtlich eine hohe Temperatur 73
bzw. eine niedrige Temperatur T5.

*FAFX 15, Dezember 2022 (18. Vorlesung) *****

¢ Ein Beispiel fiir einen Kreisprozess, der idealen Wirkungsgrad hat, ist der Carnot-Prozess,
der sich aus vier quasistatischen Teilprozessen zusammensetzt.
(1) Isotherme Expansion bei wiarmerer Temperatur 7' = T = const.

(2) Adiabatische Expansion (d.h. thermisch isoliert, AQ = 0), was eine Temperaturab-
senkung von T'= T3 auf T' = T» < T3 zur Folge hat.

(3) Isotherme Kompression bei kélterer Temperatur 7' = Th = const.

(4) Adiabatische Kompression (d.h. thermisch isoliert, AQ = 0), was eine Temperatur-
erhohung von 7' = T, auf T'=T7 > T5 zur Folge hat.
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Isothermen oc1/V  —
Adiabaten oc1/V®/3  mm—

e Begriindung, dass der Carnot-Prozess den idealen Wirkungsgrad hat:

— Der 1. Hauptsatz fiir die Warmekraftmaschine fiir einen Umlauf liefert 0 = AE =
AW + AQ bzw. —AW = AQ.

— AQ lésst sich leicht angeben, da bei den adiabatischen Schritten (2) und (4) kein
Wairmeaustausch stattfindet und bei den isothermen Schritten (1) und (3) die Bei-
trage gerade AQq und AQ)s sind, d.h. —AW = AQ = AQ1 + AQ-.

— Da der Kreisprozess quasistatisch ablduft, wird die Ungleichung zu einer Glei-
chung, d.h. AQQ/AQl = —TQ/Tl.

— Aus und den beiden vorherigen Punkten folgt
n=-AW/AQ1 = (AQ1 + AQ2)/AQ1 =1 = T /T1 = nopt.

2.3.3 Kraftwirmemaschinen, Wirkungsgrad

e Das Prinzip der Warmekraftmaschine funktioniert auch in umgekehrter Richtung, d.h. man
investiert Arbeit, um Warme vom kélteren Reservoir ins wéirmere Reservoir zu transportie-
ren. Eine solche Maschine wird als Kraftwirmemaschine bezeichnet. Man unterscheidet
dabei zwei Fille:

— Wirmepumpe:
Das kiiltere Reservoir hat Umgebungstemperatur 75. Man investiert Arbeit, um die-
sem Reservoir Wirme zu entziehen und damit das wirmerer Reservoir mit Tempe-
ratur 77 > T» (z.B. ein Haus) effizient zu heizen.

— Kiihlschrank:
Das wérmere Reservoir hat Umgebungstemperatur 7. Man investiert Arbeit, um dem
kélteren Reservoir (Innenraum des Kiihlschranks) mit Temperatur Ty < 773 Wirme zu
entziehen und dieses damit zu kiihlen. Die entzogene Wéarme wird an die Umgebung,
das warmere Reservoir, abgegeben.
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e Die Uberlegungen aus Abschnitt lassen sich leicht {ibertragen und gelten in &hnlicher
Weise:

— Die entsprechenden Wirkungsgrade werden konzeptionell analog zur Warmekraftma-
schine definiert, als Quotient von nutzbringender Warmezufuhr bzw. Warmeabfuhr
und der dafiir aufzuwendenden Arbeit:

|AQ1| AQo
TIWiérmepumpe — AW ) TJKiihlschrank = m (173)
— (171) wird zu
AQs Ty
—xs s 22 174
AQr — Th (174)

Damit ergeben sich Obergrenzen fiir Wirkungsgrade bzw. die Wirkungsgrade idealer
Wairmepumpen bzw. Kiihlschrinke,

AQy T
drmepumpe,opt — = 1
/IWirmepumpe,opt AQ1+AQe T —1Th (175)
A T
Q2 2 (176)

TIKiihlschrank,opt = _AQI + AQQ = T, —Th :

Die idealen Wirkungsgrade sinken mit steigender Temperaturdifferenz T} — T5.
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3 Quantenstatistik

e Dieses Kapitel diskutiert Quantengase, d.h. die QM Behandlung von Gasen, wobei die
Ununterscheidbarkeit von Teilchen ausfiihrlich diskutiert und korrekt implementiert wird.
Dabei werden Bosonen (ganzzahliger Spin) und Fermionen (halbzahliger Spin) unterschie-
den, was zu teilweise stark unterschiedlichem Verhalten fiihrt.

e Siehe hierzu auch Abschnitt in dem Ununterscheidbarkeit zunéchst néherungsweise
mit dem Gibbs-Faktor behandelt wurde.

e Zahlreiche Anwendungen: Ein Quantengas kann nicht nur einen “Kanister mit Luft” be-
schreiben, sondern auch Elektronen im Metall, Phononen (= Gitterschwingungen) im Kri-
stall, Photonen, fliissiges Helium, Magnonen (Spinwellen) im Magneten, etc. (siehe [1],
Kapitel 29).

3.1 Ununterscheidbare Teilchen

e Die Koordinaten der Teilchen bzw. die auf sie wirkenden “elementaren Operatoren” werden
im Folgenden kompakt mit v = 1,2, ... notiert.

e Beispiele:

— In einer Ortswellenfunktion (..., v,...) von spinlosen Teilchen steht v fiir die drei
Ortskoordinaten des v-ten Teilchens, d.h. v =r,,.

— In einem Operator O(...,v,...) kann v z.B. fiir Orts-, Impuls- und Spinoperatoren
stehen, die auf das v-te Teilchen wirken, d.h. v = (r,, p,,s,).

3.1.1 N = 2 ununterscheidbare Teilchen

e Zunichst der einfache Spezialfall von N = 2 ununterscheidbaren Teilchen.

e Der Vertauschungsoperator Pjo = P»; wird als derjenige Operator definiert, der Teil-
chen 1 und Teilchen 2 vertauscht. Dies entspricht einer Vertauschung ihrer Koordinaten
bzw. der auf sie wirkenden Operatoren.

— Fiir Operatoren gilt damit
P1o0(1,2)PL' = O(2,1), (177)
fiir Wellenfunktionen
Piop(1,2) = 4(2,1). (178)

— Vertauschung zweier Teilchen und erneute Vertauschung dieser Teilchen entspricht
der Identitat, d.h. PjsPio = 1 bzw. ]31_21 = Pjo. Damit vereinfacht sich || zu

P10(1,2)P1o = O(2,1). (179)

e Jeder Operator, der einer Messgrofie entspricht, muss symmetrisch unter Teilchenvertau-
schung sein (sonst wiren die Teilchen iiber diese Messgrofie unterscheidbar).
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e Fiir den Hamilton-Operator gilt damit H(1,2) = H(2,1). Mit (179) ergibt sich
[H, P12] = 0, (180)

d.h. die Eigenfunktionen von H kdnnen so gewéhlt werden, dass sie gleichzeitig Eigenfunk-
tionen von Pjs sind. Anderes ausgedriickt: Die Quantenzahlen der entsprechenden Ener-
gieeigenzustéinde sind nicht nur auf den Energieeigenwert beschrénkt, sondern kénnen um
die Eigenwerte von Pj9 erginzt werden.

o Eigenwerte von Pjo:

— Eigenwertgleichung: Pja1))(1,2) = Ay (1,2).
— Multiplikation mit Pia: PiaPiatha(1,2) = ¥ (1,2) = A2, (1, 2).
— Es folgt A2 = 1 und damit \ = +1.

e Daraus und aus ((178)) folgt, dass die Eigenfunktionen von Pjs entweder symmetrisch oder
antisymmetrisch unter Teilchenvertauschung sind:

P12¢(1’ 2) = jﬂ/}(l’ 2) = 1/)(2’ 1)
= P(1,2) = +(

2,1) (symmetrisch unter Teilchenvertauschung, Bosonen) (181)
—  Y(1,2) = —(2,1) (antisymmetrisch unter Teilchenvertauschung, Fermionen).

(182)

)

In der Natur findet man nur symmetrische oder antisymmetrische Wellenfunktionen un-
ter Teilchenvertauschung (ein experimenteller Befund), d.h. alle physikalisch sinnvollen
Zustdnde zweier ununterscheidbarer Teilchen sind Eigenfunktionen von Pis. Auflerdem
sind die Zusténde einer Teilchensorte entweder stets symmetrisch (dann bezeichnet man
sie als Bosonen; diese haben ganzzahligen Spin) oder stets antisymmetrisch (dann be-
zeichnet man sie als Fermionen; diese haben halbzahligen Spin). Ein tieferes theoretisches
Verstéandnis dafiir liefert die Quantenfeldtheorie.

#XFFE 20. Dezember 2022 (19. Vorlesung) *****

3.1.2 N > 2 ununterscheidbare Teilchen

e Die Uberlegungen aus Abschnitt lassen sich geradlinig verallgemeinern.
e Es gibt nicht einen, sondern N (N — 1)/2 Vertauschungoperatoren P, = P,,, 1t # v.

e Fiir Operatoren und Wellenfunktionen gilt

PuoO(.. py...,v,. . )P =00 .. v,....p,...) (183)
Pub(coo iy ) =0 ). (184)

e Auflerdem gilt

[H, P =0 (185)
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fiir alle Vertauschungsoperatoren. Damit kann man zeigen, dass die Eigenfunktionen von
H so gewihlt werden konnen, dass sie gleichzeitig Eigenfunktionen von allen P, sind. Die
Quantenzahlen der entsprechenden Energieeigenzustéinde sind nicht nur auf den Energie-
eigenwert beschrénkt, sondern kénnen um die Eigenwerte aller P, ergénzt werden.

e Die Eigenwerte jedes Vertauschungsoperators P, sind £1.

e In der Natur findet man nur vollstindig symmetrische Wellenfunktionen, d.h.

Eigenwerte zu allen P, sind +1, die Bosonen beschreiben, oder vollstindig
antisymmetrische Wellenfunktionen, d.h. Eigenwerte zu allen P,, sind —1, die
Fermionen beschreiben.
Dies schrinkt die Menge der zuldssigen Vielteilchenzustéinde stark ein (es gibt viele Eigen-
zustinde des Hamilton-Operators, die weder vollstdndig symmetrisch, noch vollstindig an-
tisymmetrisch unter Teilchenvertauschung sind; mathematisch sind solche Zusténde sinn-
voll, physikalisch scheiden sie aber aus).

e Werden diese Einschrinkungen an Vielteilchenzusténde beriicksichtigt, sagt man, dass die
Teilchen der Bose-Einstein-Statistik (bei Bosonen) bzw. der Fermi-Dirac-Statistik
(bei Fermionen) folgen.

3.2 Ideale Quantengase
3.2.1 Zustinde und Besetzungszahlen

e Ideales Gas bedeutet keine Wechselwirkung zwischen den Teilchen, d.h. der Hamilton-
Operator eines idealen Quantengases ist eine Summe von identischen 1-Teilchen-Hamilton-
Operatoren,

H(1,2,...,N) =Y h(v) (186)

((186) kann als Klassifizierung idealer Quantengase aufgefasst werden; alle Systeme, die
einen Hamilton-Operator dieser Form aufweisen, sind ideale Quantengase und kénnen mit
den im Folgenden beschriebenen Techniken behandelt werden).

e Die Losung der Schrodinger-Gleichung
H(1,2,...,N)¢.(1,2,...,N) = E.¢,.(1,2,...,N) (187)

kann aufgrund der einfachen Struktur von H mit dem Separationsansatz

N
wT(LQ? cee 7N) = @rl(l)@rz(Q) .- 'SOTN(N) = H SDTV(V) (188)
v=1

auf die Losung der 1-Teilchen-Schrodinger-Gleichung
h(w)er(v) = erpr(v) (189)
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reduziert werden, wobei

N
E, =) e, (190)

v=1

(r=(r1,72,...,rn) in (188]) und ((190)).

e Als konkretes Beispiel kann das ideale nicht-relativistische Gas aus Abschnitt dienen,
wobei fiir Fermionen aus physikalischen Griinden halbzahliger Spin, im einfachsten Fall
Spin-1/2, in Form mehrerer Komponenten der Wellenfunktion zu realisieren ist:

— Spin-0-Bosonen, Masse m, in kubischer Box mit Kantenldnge L:
Die 1-Teilchen-Wellenfunktionen lauten

3
or(v) = (V) = G) sin(kpa ) sin(kyyy) sin(k.2,) (191)

mit den quantisierten Impulsen als 1-Teilchen-Quantenzahlen r = p, p; = (7h/L)n;,
nj = 1,2,...,00 und den zugehoérigen Wellenzahlvektoren k = p/hi und 1-Teilchen-
Energien

p2

= (192)

€ = €p

— Spin-1/2-Fermionen, Masse m, in kubischer Box mit Kantenlénge L:
Spin-1/2 wird durch 2-komponentige komplexe Vektoren beschrieben. Werden die
Spinoperatoren, wie iiblich, proportional zu den Pauli-Matrizen definiert, entspricht
(1,0) “Spin-Up in z-Richtung” und (0, 1) “Spin-Down in z-Richtung” (siehe Vorlesung
“Theoretische Physik 4 — Quantenmechanik”). Damit ergeben sich die 1-Teilchen-
Quantenzahlen r = (p, s,), s, =T, ] sowie die 1-Teilchen-Wellenfunktionen

P (V) = < 2 >3Sin(k:x:n,,)sin(kyy,,)sin(kzz,,)( . ) (193)

Pp,) (V) = <12;>3Sin(kwxl/)Sin(kny)Sin(kzzu)( (1) ) (194)

e Mathematisch sind alle Losungen ([188)) zuléssig. Physikalisch sind jedoch nur vollsténdig
symmetrische Wellenfunktionen fiir Bosonen bzw. vollsténdig antisymmetrische Wellen-
funktionen fiir Fermionen erlaubt (siehe Abschnitt .

HREFH10. Januar 2023 (20. Vorlesung) *****

o N = 2 Teilchen.

— Bosonen:
Fiir die 1-Teilchen-Zustdnde mit Quantenzahlen p; und po lautet die physikalisch
erlaubte vollstindig symmetrische Wellenfunktion

Gippat(1:2) = # (9, (D9p(2) + ¢ (Do, (2) (195)

(# bezeichnet eine hier nicht relevante Normierungskonstante).
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— Fermionen:
Fiir die 1-Teilchen-Zustinde mit Quantenzahlen (p,s,); und (p, s,)2 lautet die phy-
sikalisch erlaubte vollstindig antisymmetrische Wellenfunktion

Vitpoonsn (1:2) = # (0061 D2p.2(2) — Plpse(Ve(pscns (). (196)

Dieses einfache Beispiel illustriert, dass das Pauli-Prinzip eine Konsequenz der voll-
stindigen Antisymmetrie ist: Fiir (p,s.)1 = (P, $2)2 8ilt Yf(ps.)1,(poss)2} (1, 2) = 0,
d.h. eine physikalisch erlaubte Wellenfunktion, die beide Teilchen im gleichen 1-Teil-
chen-Zustand beschreibt, existiert nicht.

e Verallgemeinerung auf beliebige Teilchenzahl:

— Bei Symmetrisierung bzw. Antisymmetrisierung ist iiber alle Permutationen P der

Teilchenindizes 1,2,..., N zu summieren.
— Bosonen:
w{phpz, 7PN}( # Z Sopp(l) (ppp(z) (2> ce QDPP(N) (N) =
= #3 I fore ) 197
P v=1
— Fermionen:
V{(Pus2)1,(Prs)2, (o5 )N}( N =

- # Z s1gn P 5z) P(1) (1)('0(P75z)13(2) (2) e (p(p»SZ)P(N) (N) =

=# > sign(P) H P(ps:)piy (V) (198)
P v=1

(sign(P) bezeichnet das Vorzeichen der Permutation P; das Vorzeichen der Permuta-
tion P(v) = Pq(v) = v [d.h. der Identitét] ist als +1 definiert, d.h. sign(Pgq) = +1;
werden zwei Zuweisungen [= zwei Teilchen] einer Permutation vertauscht, wechselt
deren Vorzeichen).

¢ Besetzungszahlen:

— Die Reihenfolge der 1-Teilchen-Quantenzahlen p1, ps,...,pn bzw.
(P, s2)1, (PyS2)2,- -, (P, sz) N ist unerheblich, da die Symmetrisierung bzw. die
Antisymmetrisierung fiir jede Anordnung zum gleichen Zustand fiihrt (bis auf
irrelevante globale Vorzeichenwechsel bei der Antisymmetrisierung). Dies wird auch
durch Notation der Quantenzahlen gemifl {p1,p2,...,pn} in bzw.

{(p,s2)1,(P,S2)2,---, (P, sz)n} in (198) angedeutet (die Klammern {...} reprisen-
tieren Mengen, bei denen die Anordnung der Elemente gleichgiiltig ist).

— Héufig zweckméBiger ist die Angabe der Anzahl der Teilchen np bzw. n(, .y, die sich
im 1-Teilchen-Zustand mit Quantenzahlen p bzw. (p,s,) befinden. np bzw N(p,s.)
wird als Besetzungszahl bezeichnet. Die Angabe sémtlicher np bzw. n, .y, d.h.
fiir alle 1-Teilchen-Zustédnde, ist dquivalent zur Angabe von {pi,p2,...,pn} bzw.

{(p,s:2)1, (P, 52)2,---, (P, s2)N )
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— Mogliche Werte fiir bosonische Besetzungszahlen: n, = 0,1,..., occ.

— Mégliche Werte fiir fermionische Besetzungszahlen: n(, , y = 0, 1 (wegen der vollsténdi-
gen Antisymmetrie bzw. dem daraus folgenden Pauli-Prinzip).

— In beiden Fillen ergibt die Summe iiber alle Besetzungszahlen die Teilchenzahl,
an =N bzw. Z N(p,s.) = N (199)
p (p75z)

— Z.B. entspricht {p1 = q,p2 = q,p3 = d'} den Besetzungszahlen ng = 2, ngy = 1,
np =0 fiir p # q,q’

3.2.2 Groflikanonische Zustandssummen, Bose-Einstein-Verteilung und Fermi-Di-
rac-Verteilung

e Bei der groBlkanonischen Zustandssumme wird tiber alle Mikrozustdnde summiert, wobei
die Teilchenzahl jeden moéglichen Wert durchléuft. Dies entspricht gerade der Summe iiber
alle moglichen Werte der Besetzungszahlen. Die grokanonische Zustandssumme ist fiir die
betrachteten idealen Quantengase einfacher auszurechnen, als die mikrokanonische oder die
kanonische Zustandssumme, bei denen die Teilchzahl fest vorgegeben ist.

e Bosonen:

— GroBkanonische Zustandssumme:

V(T Vo) = 3 e P < 3 e—ﬁ(Epl—u)np1)< 3 e—ﬁ(epz—mm) o

r np; =0 npy=0

1 1 1
T Bl ] — o Blemyn) I;I PR e (200)

* P1, P2, ... bezeichnen hier nicht die Impulse des 1. Teilchens, des 2. Teilchens,
.. sondern die moglichen Werte der 1-Teilchen-Quantenzahlen. Fiir jeden Wert,
d.h. jedes pj, existiert eine Besetzungszahl np,.

* Es wurde die geometrische Reihe Y 7 1 ¢" = 1/(1 — ¢) verwendet, was |¢| < 1
erfordert. In der obigen Rechnung entspricht dies e Plep; =1~ 1 fiir alle Pj,
d.h. 0 < €min (€min bezeichnet die kleinste 1-Teilchen-Energie). Diese Obergrenze
fiir p ist physikalisch sinnvoll, da fiir 4 > €nin Zustdnde umso wahrscheinlicher
werden, je grofler ihre Teilchenzahl ist, wenn sich die entsprechenden Teilchen in
hinreichend niedrigen 1-Teilchen-Zustdnden befinden. Das System wiirde immer
mehr Teilchen aufnehmen und nie ins Gleichgewicht kommen.

— Fiir die Mittelwerte der Besetzungszahlen ergibt sich
1

— ) —B(Er—pNr) —
"R T YTV, ) Z”
1 > e )n >
e ——— n pjHTPG )=
Y(T,V7u)<n§;o ) < Z P
1 o0
- » e Gpa'“)”pa)...:
Y(T,V, ) (TE;O ) <ﬁ o - Z
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1 1 lo 1 N _
- Y(T,V,u) 1 — e Plepy—1) "\ B Opu 1— 6_6(6Pj —p) )
1 1 6_,8(5133‘ —p) 6_6(€Pj —p)

B YV(T, V1) 1 — e Blep=m) " (1- e_ﬁ(ﬁpj_/‘))Q e Bl i) -
1

= (201)

nennt man Bose-Einstein-Verteilung (siche Abbildung). Erneut wird die
Obergrenze fiir das chemische Potential, u < enin, deutlich, da im Limes g — €pin
der Mittelwert der Besetzungszahl des Grundzustands gegen unendlich geht, d.h.
Tomin — 00. Eine Untergrenze fiir das chemische Potential existiert nicht, d.h. es sind
beliebig negative Werte erlaubt.

Bose-Einstein-Verteilung
Fermi-Dirac-Verteilung

15 -

KIFAE 12, Januar 2023 (21. Vorlesung) **#**

— Die Mittelwerte der Energie und der Teilchenzahl ergeben sich direkt aus den Mittel-
werten der Besetzungszahlen,

E=) mpep , N=> mp (202)
p p

Diese Ergebnisse erhdlt man auch mit Hilfe der groflkanonischen Zustandssumme

200) sowie (T09) und (TTI).
— Druck:

* Die 1-Teilchen-Energien €, erfiillen die relativistischen Energie-Impuls-Beziehung
ep = vV m2c* + p?c?. Die beiden Extremfille sind
2
€p = 2p— (nicht-relativistisch; die Konstante mc? ist dabei irrelevant)  (203)
m

ep = |p|c  (hoch-relativistisch bzw. masselos). (204)

x Die Impulsquantisierung ist fiir relativistische Teilchen identisch zur Impulsquan-
tisierung nicht-relativistischer Teilchen (Begriindung in Vorlesungen zur Quan-
tenfeldtheorie). In einer kubischen Box gilt p; = (7wh/L)n; (siehe Abschnitt (3.2.1])
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und damit p? o< 1/L? = 1/V?/3 bzw.

1
% X 1o75 (nicht-relativistisch) (205)
1
X 1175 (hoch-relativistisch bzw. masselos). (206)
x Der Druck kann fiir diese Extremfille sehr einfach mit berechnet werden,
0E,(x)
P —_ — —
ov
[ (2/3V)E,(x) =2E/3V (nicht-relativistisch) (207)
| (1/3V)E.(x) = E/3V  (hoch-relativistisch bzw. masselos)
Alternativ kann als Startpunkt auch (110]) verwendet werden,
0
P =kgT— In(Y(T =
BT 0 (Y (T, V, )
1 0
= kgl Y e AE NI B(E, — uN, =
" Y(T,V,m;e v (— OB~ i) -
1 OFE
_ - _B(Er_#Nr) <T> _
= e =
Y(T7 ‘/7 :u) 2 av Tu”
1 _B(E._ 0E,(V,N,) OE,(x)
_ B(E—unNy) OLr (V. Ny)  OF, 208
Y(T,V, 1) Z ‘ av v (208)

(Energieeigenwerte hingen von den dufleren Parametern ab, d.h. E, = E,.(V, N,);
N, ist Element der Quantenzahlen r, d.h. fiir jedes Glied der Summe ein fester
Wert, d.h. (ON,./0V)r, = 0; damit (OF,/0V)r, = OE,(V,N,)/0V ), was auf die
erste Gleichung in und damit zum gleichen Endergebnis fiihrt.

e Fermionen:

— Groflkanonische Zustandssumme:
Y(T,V, ) Z ¢~ B(Er—pNr)

1 1
— ( Z @5(6<p,s.z>1/‘>”<p,s,z)1> ( Z 65(€<p,sZ>2M)”<p,sZ>2> =
0

n(Py-Sz)l: n(P»Sz>2:0

= (1 + eiﬁ(ﬁ(wzhf“)) (1 + e*'B(e(P’Sﬁf“)) o= H (1 + e*ﬁ(e(*’*szfﬂ))- (209)

pP.s:
* (p,s:)1, (P, Sz)2, ... bezeichnet die moglichen Werte der 1-Teilchen-Quantenzahlen.
x Im Gegensatz zu Bosonen existiert keine Obergrenze fiir .

— Fiir die Mittelwerte der Besetzungszahlen ergibt sich

1 —B(Er—uNy
n(P,SZ)j = Y(T’ ‘/7/'6) Z:”(p,sz)je o He) =

1 1

= 1 _'B(E( 1$z)'_p‘)n( ,S2) 5 _
_YW< Z )< Z N(p,s); € Peeld ezl )=

N(p,sz)1 =0 N(p,sz); =0
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—ﬁ(E( ,sz)-_u)
1+6_B(€(p,sz)]-_/“)

T Y(T,V, )

1
= . 210
eﬁ(e(p,sz)j —1) +1 ( )

(210) nennt man Fermi-Dirac-Verteilung (siche Abbildung). Wie bereits erwihnt,
gibt es im Gegensatz zur Bose-Einstein-Verteilung keine Obergrenze fiir das chemi-
sche Potential, da jeder 1-Teilchen-Zustand aufgrund der vollstdndigen Antisymme-
trie hochstens einfach besetzt sein kann. Eine Untergrenze fiir das chemische Potential
existiert ebenfalls nicht, d.h. es sind beliebig negative Werte erlaubt.

— Die Mittelwerte der Energie und der Teilchenzahl ergeben sich direkt aus den Mittel-
werten der Besetzungszahlen,

E= Z n(pasz)e(pvsz) ’ N = Z n(p,sz)' (211)

(p.s2) (p;sz)
Diese Ergebnisse erhélt man auch mit Hilfe der groflkanonischen Zustandssumme
209) sowie (T09) und (ITI).
— Druck: Uberlegungen und Ergebnisse sind identisch zu denen fiir Bosonen, d.h. es gilt

ebenfalls (207)).

3.2.3 Quantenkorrekturen verdiinnter idealer Gase

e In diesem Abschnitt wird fiir verdiinnte ideale Gase die fithrende Ordnung der
Quantenkorrekturen aufgrund der physikalisch korrekten Behandlung unun-
terscheidbarer Bosonen bzw. Fermionen berechnet. Die berechneten Korrek-
turen sind keine Konsequenz des Ubergangs von klassischer Physik (= New-
tonsche Bewegungsgleichungen) zur Quantenmechanik (= Schrodinger-Gleichung), wie
aus Kapitel [1) und den zugehorigen Hausaufgaben ersichtlich ist (klassische Physik und
Quantenmechanik fithren zu identischen Zustandsgleichungen fiir das ideale Gas).

e Betrachte im Folgenden nicht-relativistische 1-Teilchen-Energien €, = p?/2m bzw.
€(p,ss) = p?/2m gemiB lb sowohl fiir Bosonen als auch fiir Fermionen.

e Auflerdem soll
Pt <1 (212)

gelten.

— Dies erfordert p < 0 sowie B|u| > 1.

— Da 8 = 1/kpT, konnte man vermuten, dass [|u| > 1 geringen Temperaturen und
geringen Teilchendichten entspricht. Dies ist nicht korrekt.

— Weiter unten (220 und folgender Text) wird gezeigt, dass in fithrender Ordnung
et o 1/T3/%0, wobei v = V/N das Volumen pro Teilchen (= inverse Teilchendichte)
bezeichnet. Damit impliziert e®# < 1 hohe Temperaturen und geringe Teilchendich-
ten.
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e Quantenkorrekturen kénnen damit Ordnung fiir Ordnung im kleinen Parameter e’ be-
rechnet werden.

e Logarithmus der grolkanonischen Zustandssumme:

— DBosonen:
1
- —Bep B} —
ln(Y(T,V,,u))—ln(l;Il_e — M)> Zln( — e Bere >_
1
= Z (e—ﬁepeﬂu + 56_2&"(@6“)2 + (’)((eﬂ")?’)) (213)
P
(In(1 + 2) = x — 22/2 4+ O(23) wurde verwendet).
— Fermionen:
In(Y(T,V, ) = In ( I1 (1 + eﬁ(%vsz)“))) 2% In (1 + e*ﬁﬁpeﬁﬂ) -
P52 P
= 2; (e—ﬁq:eﬁll _ %e—Qﬁep (eﬁu)Q + O((€6u>3)) (214)

(da die 1-Teilchen-Energien spinunabhéngig sind, wurde der Spinindex weggelassen,
d.h. €(p,s:) — Ep).

— Da die quantisierten Impulse p; = (wh/L;) nj fiir makroskopische Boxen sehr dicht
liegen, kann ) durch das Integral (V/ (27rh ) [ d®p ersetzt werden (siehe auch Ab-
schnitt [1.7] in dem dhnlich vorgegangen wurde).

— Ordnung e (fithrende Ordnung):

V 2 V 2mm\ >/? V
E : —Bep B _ dBp e PP /2m ) B B _ B
S c © (2mh)3 </ pe )e (2mh)3 < B > ¢ N

(215)

Hier wurde die sogenannte thermische Wellenlinge A eingefiithrt, die der Wel-
lenldnge eines quantenmechanischen Teilchens mit Energie wkgT entspricht,

)\:27Th: 2mh _ 2mh ’ (216)
Pl V2mE  \2mmkgT

d.h. X o 1/VT.

— Ordnung (¢’#)? (Quantenkorrekturen):

Z%e*%’ep( B2 — (2::?1) </d3p65p2/m> (eP1)2 =

Vo (2mm)\ 2 1V
- s (5r) €= gy )
— Insgesamt:
(Y T,V ) = (254 1) 53 (€ 23 P92 4+ O™, (218)
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wobei + = + fiir Bosonen und + = — fiir Fermionen. Auflerdem wurde das Ergebnis
geradlinig auf beliebigen Spin s erweitert (s ist ganzzahlig fiir Bosonen und halbzahlig
fiir Fermionen).

e Thermische Zustandsgleichung:

— Zunéachst N berechnen:

N = kBT@ In(Y (T, V, ) = (25 + 1)1 (66“ + W(eﬁﬂ) ) + O((eP)3) =
Vo1
= In(Y(T,V, 1)) % (25 + 1) 15 555 (™) + O((e™)?). (219)
— Daraus lasst sich
1%
(25 + 1)Feﬁ“ = N +O((’*)?) (220)

ablesen. Als Nebenprodukt folgt die eingangs behauptetet Beziehung
Pl =~ NX3/(2s + 1)V o 1/T3%/?y, mit der verdeutlicht wurde, dass die Niherung
dieses Abschnitts fiir hohe Temperaturen und geringe Teilchendichten geeignet sind.

KIAEX LT, Januar 2023 (22. Vorlesung) *****

— Umstellen von (219)) und Einsetzen von (220) (damit hdngt In(Y") nicht mehr von g,
stattdessen aber von N ab):

m(Y(T,V, 1) = N ¥ (25 + 1)~ 1

(@) + 0™ =

= N<1 T Ag) + O((eP)?) (221)
25/2(2s5 + 1)v '

— Dann P berechnen und (221)) einsetzen:

o) kgT NkgT A3
P=kpgT—In(Y (T = —InY (T ~ 1 =
T 5 (Y (T.V.j0) = 25 (v (Vo) ~ 2920 (17 o)

_ Nl‘ch (1 N Bqn;(T)) (222)

(fiir die Berechnung der partiellen Ableitung 0/0V wurde (218]) verwendet). Dabei
wurden die quantenmechanischen Virialkoeffizienten definiert,

)\3

Bm(T) = 352 (fiir Spin-0-Bosonen) (223)
3

B (T) = —i—% (fiir Spin-1/2-Fermionen) (224)

(Virialgleichungen sind Erweiterungen der Gasgleichungen durch eine Reihenentwick-
lung nach Potenzen von 1/V; die dabei auftretenden Koeffizienten nennt man Viri-
alkoeffizienten; siehe auch [4]).

— Interpretation: Bei vorgegebenem 7', V und N weist ein ideales Bose-Gas einen ge-
ringeren Druck als ein ideales Fermi-Gas auf.
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e Kalorische Zustandsgleichung:

— Die kalorische Zustandsgleichung ergibt sich aus (207) und (222]),

P NET B (T
3PV 3Nks (1+ q()>.

E:
2 2

225

g (225)

— Interpretation: Bei vorgegebenem T, V und N weist ein ideales Bose-Gas eine gerin-
gere Energie als ein ideales Fermi-Gas auf.

e AbschlieSfende Bemerkungen:

— Die betrachteten Korrekturen werden grof bei niedrigen Temperaturen. Dann sind die
N#herungen dieses Abschnitts, d.h. die Entwicklungen in fithrender Ordnung, nicht
mehr giiltig. Ab welchen Temperaturen T'ST” dies zu erwarten ist, kann mit
abgeschétzt werden,

1~ PP NN? _ (2m)3/21
T T @25+ )V (25 + 1)m32(kgT")3 /20
- 21h? B h?
- kT (25 +1)2/3me2/3 © mu2/3 ) (226)

* Fiir Luft 77 ~ 0.1 K. Bei solchen Temperaturen befindet sich Luft in festem
Zustand.

* Fiir Helium 77 ~ 1K. Helium ist bei solchen Temperaturen zumindest noch
flitssig. Im Bereich von T' =~ 2 K beobachtet man drastische Unterschiede zwischen
fliissigem 3He (Fermionen) und “He (Bosonen).

* Fiir z.B. ein Elektronengas liegt die Temperatur 7" aufgrund der geringeren Masse
von Elektronen viel hher (Faktor O(10%)). Die hier berechneten Quantenkorrek-
turen sind daher i.d.R. nicht brauchbar, vollstédndige ndherungsfreie Rechnungen
sind stattdessen erforderlich.

— Fiir reale Gase aus Atomen und Molekiilen sind die Korrekturen aufgrund der Krifte
zwischen Atomen und Molekiilen viel stirker und die hier berechneten quantenme-
chanischen Korrekturen sind fast immer vernachlédssigbar.

— Eine ausfiihrlichere Diskussion findet sich z.B. in [I], Kapitel 30.

3.2.4 Ideales Bose-Gas, Bose-Einstein-Kondensation

e In diesem Abschnitt wird erneut das ideale Bose-Gas betrachtet. Im Gegensatz zum vor-
ausgegangenen Abschnitt werden aber nicht nur Quantenkorrekturen berechnet, son-
dern es wird eine ndherungsfreie Rechnung ausgefiihrt, die fiir beliebige Temperaturen gilt.
Dies fiihrt auf ein interessantes physikalisches Phdnomen, die sogenannte Bose-Einstein-
Kondensation.

e Ausgangspunkt:

— Ideales Gas nicht-relativistischer Spin-0-Bosonen mit 1-Teilchen-Energien ¢, = p?/2m

gemif (192).

68



— Makroskopisches aber endliches Volumen. Damit ist der Impuls des des 1-Teilchen-
Grundzustands p = 0 und seine Energie ¢y ~ 0. Auflerdem sind die Impulse der
1-Teilchen-Zusténde diskret. Insbesondere ist die Energiedifferenz des 1-Teilchen-
Grundzustands zu den néchsten angeregten 1-Teilchen-Zustédnden klein aber endlich,
2.B. fiir eine kubische Box Ae = nh/L [}

— Die genaue Form und Grofle des Volumens ist nicht von Bedeutung. Der relevante
fest vorgegebene Parameter ist stattdessen die Teilchendichte 1/v = N/V.

FRIFHF19. Januar 2023 (25. Vorlesung) *****

e Teilchenzahl:

— Den Startpunkt bilden und (| -
e—ﬁ(%_ﬂ)

N=) mp=)> e e B (227)
P P
e Teilchenzahl, Fall ;4 < O:

— u < 0 entspricht der in Abschnitt diskutierten physikalischen Einschrinkung fiir
das chemische Potential von Bosonen.

— Fortsetzung von :
N = Z Z ( (ep— u)) Z Pl Z e~ Bepl (228)
p =1 =1 p

(es wurde die geometrische Reihe "> ;¢ = 1/(1 — q) verwendet).
— Fiir makroskopisches V liegen die Impulse p sehr dicht. Damit kann Zp durch
(V/(2wh)?) [ d®p ersetzt werden,

Bul VLigo(efH)
Bul 3 e B 21/2m __ € 3/2
W= et [ e = Gy < Eh (20

(es wurde die in (216)) definierte thermische Wellenléinge A\ = 2wh/v/2mmkgT einge-
setzt), wobei

Li, (2 Z " (230)

der Polylogarithmus ist [5] (fiir v = 1 entspricht der Polylogarithmus dem gew&hn-
lichen Logarithmus, Lij(z) = —1In(1 — 2); fiir z = 1 entspricht der Polylogarithmus
der Riemannschen Zetafunktion [0], Li, (1) = ((v)).

Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts wird fiir den 1-Teilchen-Grundzustand p = 0 und €y = 0 verwendet, was
unendlichem Volumen entspricht, aber gleichzeitig von diskreten Impulsen und einer endlichen Energiedifferenz Ae
ausgegangen, was endlichem (eventuell sehr grofiem) Volumen entspricht. Dieses Vorgehen ist nicht ganz korrekt,
vereinfacht aber die Illustration der konzeptionell schwierigen Bose-Einstein-Kondensation.
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— Division von (229)) durch N liefert
’ULig/Q (€’u/kBT)
(MT))?

eine Beziehung zwischen den Zustandsgrofien T', v (inverse Teilchendichte) und p.
Diese Beziehung kann durch Umstellen in die Form p(7',v) gebracht werden.

(231)

— Diskussion von u(T,v) fiir fest vorgegebenes v:

x Grenzfall T — oo:
1/(MT))? o T3/? — o0, damit Lig/z(e“/kBT) — 0, damit e#/*sT — 0 (ersichtlich
aus ([230)) und damit p — —oo.

« Abnehmendes T' (ausgehend von sehr grofiem T):
Lig /2(6“/ #T) nimmt zu, damit nimmt e*/*sT zu (ersichtlich aus (230))), damit
nimmt |u|/kgT ab und damit nimmt || ab (d.h. g bewegt sich in Richtung
betragsméifig kleinerer negativer Zahlen).

+ Der hier betrachtete Fall i < 0 entspricht e®# < 1. Die Temperatur im Grenzfall

i — 0~ wird mit T, bezeichnet (Index c fiir “critical”; siehe Diskussion unten),
d.h. limg,_p+ o = 0. Fiir diese kritische Temperatur gilt gemd$ (231)

wLigp(l) w((3/2)

T NI  (M(T)? (232)
bzw.
27 h?
fnte = (€(3/2))2/3mw2/3’ (233)

Die Riemannschen Zetafunktion kann numerisch berechnet werden (z.B. online
mit Hilfe von WolframAlpha [7]), ((3/2) = 2.6123.. ..

x Damit ist die Beziehung zwischen chemischem Potential —oo < p < 0 und Tem-
peratur T, < T' < 400 hergestellt. Die Temperatur kann aber auch kleinere Werte
0 < T < T, annehmen. Dies entspricht dem Fall ¢ = 0 (der weiter oben disku-
tierten Obergrenze fiir das chemische Potential fiir Bosonen), der im Folgenden
untersucht und erldutert wird.

p als Funktionvon T (a = hbar? / v? m)
0 N
-0.5
-1+
o]
3
-15
2 F
-25
0 1 2 3 4 5 6

kg T/a

e Teilchenzahl, Fall ;= 0:
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— Fiir den 1-Teilchen-Grundzustand mit p = 0 und ¢y = 0 darf fiir 4 = 0 in (227) die
geometrische Reihe nicht eingesetzt werden, d.h. der Ubergang von (227)) zu (228)) ist
fiir 4 = 0 nicht zuléssig.

— Auch die Ersetzung von »_ durch (V/( (2mh)3) [d®p in ist fiir © = 0 nicht
erlaubt:

x Grund ist der Beitrag des 1-Teilchen-Grundzustands, d.h. des p = 0-Terms, zu

dop---in .

x Fir kleine p gilt
e—Bep e—BP?/2m 1
1B 1—epp22m Bp2/2m
(folgt aus einer Taylor-Entwicklung im kleinen Parameter Sp?/2m).
* Der p = 0-Term in Z . in . ) liefert damit einen unendlichen Beitrag.

+ Ersetzt man ) Jedoch durch (V/(2mwh)3) [ d®p ist der Beitrag im Bereich p =0
endlich,

V 5 e Per _ AnV e 5 1 B i
G e, PP T ™ oyt 0~ 259
=2me/f
(anschaulich: die Unendlichkeit oc 1/p? tritt nur am Punkt p = 0 auf, der ver-
schwindend geringes Volumen aufweist; die Unendlichkeit wird durch die Jacobi-
Determinante oc p? gerade kompensiert und liefert damit nur einen endlichen
Beitrag). Die Ersetzung ist damit offensichtlich unzuléssig.

= (234)

— N kann aber &hnlich wie im Fall © < 0 behandelt werden, wenn der problematische
p = 0-Term aus der Summe entfernt wird:

DINCOEEI D s

p#0 =1 =1 p#0

V{(3/2
3/ p6_5p2l/2m g + Cg\?’/) (236)

(die Ersetzung von }_ 4 durch (V/ (2mh)3) [ d3p ist weiterhin zulissig, da der Inte-
grand im Bereich p = 0 nur einen endlichen Beitrag liefert, der relativ betrachtet fiir
makroskopisches V' verschwindend gering ist).

— Einsetzen von (232)) in (236]):

MT.))3 T\ %2
¥ NOEL (1)

S mg= N<1 _ <£)3/2>. (237)

Diese Gleichung stellt eine Beziehung zwischen der Temperatur 7" im Bereich
0 <T < T, und dem Prozentsatz der Teilchen im 1-Teilchen-Grundzustand her.

71



ng / N als Funktion von T (a = hbar? / v?3 m)

ng/N

kg T/a

— Zum Vergleich: Fiir T" > T, und damit p < 0 sind die Mittelwerte der Besetzungszah-
len des 1-Teilchen-Grundzustands und der in der Nédhe liegenden angeregten Zusténde
von gleicher Grolenordnung (siehe und die entsprechende Abbildung in Ab-
schnitt ; da die die Besetzungszahlen charakterisierenden Impulse im makro-
skopischen Volumen sehr dicht liegen folgt 7ig/N =~ 0

e Zusammenfassung der wesentlichen Ergebnisse bisher:

— Chemisches Potential bei vorgegebener Teilchendichte (oder vorgegebener Teilchen-
zahl und vorgegebenem Volumen) 1/v = N/V:

B 0 fir T < T, (238)
= Losung von (231) fiir T > T.
(siehe auch Abbildung oben). T, ist durch (233|) festgelegt.
— Prozentsatz der Teilchen im 1-Teilchen-Grundzustand:
w_J1- (%) fmT<T (239)
N 0 fiir T > T,

(siehe auch Abbildung oben).

— Fir T < T, kommt es zu einer Anhdufung der Teilchen im 1-Teilchen-Grundzustand,
wihrend alle weiteren 1-Teilchen-Zustéinde (auch sehr nahe gelegene Anregungen)
vergleichsweise diinn besetzt bleiben. Dieses Phéinomen wird als Bose-Einstein-
Kondensation bezeichnet. Bei T = 0 befinden sich alle Teilchen im 1-Teilchen-
Grundzustand, d.h. 7g = N (wie erwartet und nicht speziell, lediglich ein Cross-
Check).

— Da sich das qualitative Verhalten des Systems bei Uberschreiten bzw. Unterschreiten
der kritischen Temperatur T, schlagartig verindert, spricht man von einem Pha-
seniibergang. Phaseniiberginge werden in Kapitel 4| ausfiihrlich diskutiert.

e Energie:
— Startpunkt ist
E=> epp. (240)
P
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— Die Rechnung ist geradlinig und unterscheidet sich nicht fiir 7' < T, und fiir T > T,
(siehe Hausaufgabe).

— Ergebnis:
E  3kpT Lisp(etT0)/FsT )y N
NT T2 amyp o)

Fiir hohe Temperaturen reduziert sich dieser Ausdruck auf E/N =~ 3kpT/2, entspricht
also dem fiir das klassische ideale Gas (siehe Hausaufgabe). Fiir T2 T¢. ist (241]) den
in Abschnitt berechneten Quantenkorrekturen (225)) sehr dhnlich.

Egose / Exiassisch @ls Funktionvon T (a = hbar? / v?® m)
1
Quantenkorrektur aus Abschnitt 3.2.3
08
N
E" 0.6 [
z
@ 04
w
0.2
0
0 1 2 3 4 5 6
kg T/a
HIEAE 24, Januar 2023 (24. Vorlesung) *****
e Druck:
— Gemé$ (207)) ergibt sich
3 Tw)/kT
P 2F k Ll5/2(e'u’( v)/kp ) <242)
= — = B
3V A(T))?

Da die Teilchen im 1-Teilchen-Grundzustand aufgrund von €y = 0 nicht zur Energie
beitragen, liefern sie auch keinen Beitrag zum Druck. Daher spricht man von “kon-
densierten Teilchen” bzw. von “Bose-Einstein-Kondensation”, in Analogie zur Kon-
densation beim Phaseniibergang gasformig zu fliissig, bei dem Teilchen im fliissigen
Aggregatszustand nicht zum Druck beitragen.

e Spezifische Wirme:

— Die spezifische Wiarme (= Wirmekapazitit pro Teilchen) kann mit (129]) berechnet

werden,
Cy 1 /OF
VENTN <8T>V’N' (243)

— Die Rechnung ist geradlinig, sowohl fiir 7' < T, als auch fiir 7' > T, (empfiehlt sich
als Hausaufgabe).
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— Ergebnis:

3/2
15¢(5/2) (T .
cv 32 \ T, fir T <T, o
- 15Li w(Tw)/ kT 9Li w(T,0) [k T )
ke -15/2(6 (T0)/F T) - ?3/2(6 Ry T) fir T > T,
4L13/2(e"‘ w)/kg ) 4L11/2(6“( ) /kp )

(€(3/2) = 2.6123..., ((5/2) = 1.3415...). Fiir Temperaturen 7" < T, deutet das
Ergebnis an, dass nur die nicht-kondensierten Teilchen zur Warmekapazitét beitragen.
Fiir hohe Temperaturen reduziert sich dieser Ausdruck auf ¢y /kg = 3/2, entspricht
also dem fiir das klassische ideale Gas (der Nachweis dieser Aussage ist Hausaufgabe).
Der Knick von ¢y bei T' = T, bzw. die Unstetigkeit der Ableitung von cy beziiglich
T zeigen den Phaseniibergang an.

cy als Funktion von T (a = hbar? / v¥3 m)

15

cy/ kg
P

05 |

kg T/a

e Das in diesem Abschnitt studierte ideale Bose-Gas und die dabei auftretende Bose-Einstein-
Kondensation weisen starke Ahnlichkeit mit dem bei fliissigem *He beobachteten A-Uber-
gang auf. Unterhalb von T, ~ 2.17K ist “He suprafluid (man bezeichnet es als Helium II),
wohingegen oberhalb von T, diese Eigenschaft nicht vorliegt (dort bezeichnet man es als
Helium I). Eine ausfiihrliche Darstellung findet sich z.B. in [I], Kapitel 38.

3.2.5 Ideales Fermi-Gas

e In diesem Abschnitt wird erneut das ideale Fermi-Gas betrachtet. Im Gegensatz zu Ab-
schnitt werden aber nicht Quantenkorrekturen fiir hohe Temperaturen und geringe
Teilchendichten berechnet, sondern es werden vorwiegend niedrige Temperaturen studiert.

e Ausgangspunkt:

— Ideales Gas nicht-relativistischer Spin-1/2-Fermionen mit 1-Teilchen-Energien

€(p,s.) = €p = P?/2m gemiB (192).

— Makroskopisches aber endliches Volumen (d.h. Startpunkte sind Summen iiber die
diskreten Impulse der Zustéinde, nicht Impulsintegrale).

— Die genaue Form und Gréfle des Volumens ist nicht von Bedeutung. Der relevante
fest vorgegebene Parameter ist stattdessen die Teilchendichte 1/v = N/V..
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e Vorgehen &hnlich wie beim idealen Bose-Gase in Abschnitt d.h. zunédchst u(T,v)
bestimmen, dann weitere Groflen ausrechnen und p(7,v) einsetzen, um p zu eliminieren
und diese Grofien als Funktionen der Temperatur 7" und der inversen Teilchendichte v zu
erhalten.

e Die Summe iiber alle Impulse, z.B. in (211]), kann bei einem makroskopischen Volumen
wieder durch ein Integral ersetzt werden. Fiir die folgenden Uberlegungen ist auflerdem
der Ubergang von p = |p| zu € = ¢p = p?/2m zweckméBig. Damit gilt

2V Vo[ Vo2V e
= B = 4 2...—/ devJe...=
Z (27rh)3/ p 2 ), ‘PP 2B ), €Ve

(p;sz)

= N/ dez(e) . .. (245)
0
(de = (de/dp)dp = (p/m)dp wurde verwendet), wobei die 1-Teilchen-Zustandsdichte

3/2
Nz(e) = ‘/%/ﬁ (246)
(Anzahl der 1-Teilchen-Zusténde pro Energieintervall) eingefiithrt wurde. Hier ist es zweck-
méafig, den Faktor N separat zu schreiben, da die 1-Teilchen-Zustandsdichte Nz eine ex-
tensive Grofle ist, die von der 1-Teilchen-Energie ¢ und dem Volumen V abhingt. Damit
ist z eine intensive Grofle, die von der 1-Teilchen-Energie ¢ und dem Volumen pro Teil-
chen (bzw. der inversen Teilchendichte) v abhéngt. Im Folgenden wird z = z(e,v), der
einfachen Sprechweise wegen, ebenfalls als 1-Teilchen-Zustandsdichte oder einfach nur als
Zustandsdichte bezeichnet.

e Auch wenn die Zustandsdichte fiir den betrachteten Fall geméf3 bekannt ist, ist
es zweckmiiflig die folgenden Rechnungen allgemein fiir eine nicht néher spezifizierte Zu-
standsdichte auszufithren (dies erlaubt das einfache Ubertragen von Rechnungen auf wei-
tere, im Rahmen dieser Vorlesung nicht betrachtete Systeme).

e (210) und (211]) lauten damit

— 1
n(e) = e cm / dez(e)n(e)e , 1 —/ de z(e (247)
KIFAE 26, Januar 2023 (25. Vorlesung) **#**

e Analog zum idealen Bose-Gas (siehe z.B. (231))) liefert die rechte Gleichung in (247]) eine
Beziehung zwischen den Zustandsgrofen T', v und p, da z(e) = z(e,v) und n(e) = n(e, T, p).
Nach Ausfithrung des e-Integrals kann diese Beziehung durch Umstellen in die Form u(T, v)
gebracht werden, d.h. p kann aus allen Gleichungen eliminiert und durch 7" und v ausge-
driickt werden.

e Fiir T = 0 reduziert sich n(e) in (247) auf eine Stufenfunktion,
n(e) =O(u(T =0,v) —e€) (fir T =0). (248)
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Man definiert

2
Pr

=L — (T =0,v). 249
€Fr m, M( 7U) ( )
er wird als Fermi-Energie bezeichnet, pr als Fermi-Impuls. Bei 7' = 0 sind alle 1-
Teilchen-Zustéinde mit ¢ < ep besetzt, alle 1-Teilchenzustédnde mit ¢ > ep unbesetzt
(dies entspricht dem Grundzustand des Vielteilchensystems). Man spricht auch von ei-
nem Fermi-See.

T=0 T>0
1 1
0.8 4 0.8
0.6 4 0.6
o o
= =
0.4 r 1 0.4
0.2 9 0.2
0 0
-4 -2 0 2 4 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
(€-WikgT (€-W/kgT

e Die Fermi-Energie bzw. der Fermi-Impuls kann fiir vorgegebene Teilchendichte 1/v und

Zustandsdichte (246)) mit (247) bis (249) berechnet werden:

B 9] — 00 \/§m3/21} B L \/§m3/2v €p B
1—/0 dez(e)n(e)—/o deWﬁG(u(T—O,U) e)—/o der/e =

m2h3
—=€ep

_ 2\/§m3/21j 3/2

T (250)
372)2/3 ;2 3:2)1/3,
5= BT = Ve = TR (251)

e Bei endlicher Temperatur ist die Fermi-Kante (die Stufe in (248)) aufgeweicht. Der Uber-
gang von @ ~ 1 zu @ ~ 0 findet bei € ~ p in einem Bereich weniger kpT statt. Fiir
kT < ep gilt u ~ ep (siehe unten, z.B. (252)) und und zugehorige Abbildung), fiir
T — oo gilt 4 — —oo (ergibt sich durch Einsetzen von z.B. und der linken Gleichung

in (247) in die rechte Gleichung in (247))).

Niedrige Temperatur kg7 < ep

e Die Fermi-Energie kann fiir viele Systeme abgeschétzt werden (siche z.B. [I], Kapitel 32).
Z.B. findet man fiir Elektronen im Leitungsband eines Metalls ef =~ kg x O(10°) K, womit
der in diesem Unterabschnitt untersuchte Fall kgT' < e fiir dieses System stets vorliegt.

e Mit der Sommerfeld-Technik (siehe Hausaufgabe) kann man fiir den Fall kg7 < ep fol-
gende Beziehungen herleiten:
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— Chemisches Potential (folgt aus rechter Gleichung in (247))):

722 (er)

w(T,v) =ep — 62(cr) (kgT)? + O(T*) (allgemeines z(¢)) (252)
72 2
w(T,v) =ep <1 -7 (kfFT> + O(T4)> (z(e) gemiB (246)). (253)

W+ O(T4) als Funktion von T, d.h. gueltig fuer kg T << ¢

Wi ee

-0.2

0.4 |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
kg T/ep

— Energie (folgt aus mittlerer Gleichung in (247)):
E  Ey  wz(ep)

NN 5 (kgT)? + O(T*) (allgemeines z(e)) (254)
€ 2 2
% - 35F <1 + 51—2 (k’fFT> + O(T4)> (2(e) gemaB (246)) (255)

(in lb wurde z(e) = 3/€/ 26%/ % Verwendet was aus 1) und lb folgt) mit der
Grundzustandsenergie Fy, berechenbar mit dem Integral

E °F

WO = ; de z(€)e. (256)
Es gibt keinen Temperaturbereich, fiir den die Tieftemperaturndherung (255) und
die Quantenkorrekturen fiir hohe Temperaturen (225) auch nur qualitativ {iberein-
stimmen. Dies war zu erwarten, da der kleine Parameter fiir die Quantenkorrekturen
et/kBT st was w/kpT < —1 entspricht. Dies ist geméfi dem obigen Plot von p aber
frithestens fiir kg7 2 1.5 X €p zu erwarten, Temperaturen fiir die (255 lingst keine
gute Approximation mehr ist.
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(Erermi + O(T4)) I Eyjassisch @s Funktion von T, d.h. gueltig fuer kg T << g

4
35 |
3 L
S
= 25
£,
z
™
I 15
w
1
Quantenkorrektur aus Abschnitt 3.2.3
05 |
0 . . . .
0 1 2 3 4 5
kg T /e

— Druck (folgt aus (207]) und (255)):

2 2
P= % = 256—: (1 + 51% (kfFT> + C’)(T4)> (2(e) gemaB (246)). (257)
Im Gegensatz zum klassischen idealen Gas, bei dem P(T = 0) = 0 gilt, weist der
Druck des idealen Fermi-Gases auch bei T' = 0 einen endlichen Wert auf,

Prermi = 2€p/5v = (37r2)2/3h2/5mv5/3. Dieser sogenannte Fermi-Druck ist dafiir
verantwortlich, dass sich Festkorper und Fliissigkeiten nur sehr schwer komprimieren
lassen. Er spielt auch bei verschiedenen Sternmodellen (weifler Zwerg, Neutronen-

stern) eine wichtige Rolle (siehe z.B. [I], Kapitel 32).

P+ O(T4) als Funktion von T, d.h. gueltig fuer kg T << g

E
o
0
0 02 04 06 08 1 12
kg T /e
— Spezifische Wirme:
C 1 (OF 2
v WV N <8T>v,N == z?EEF)kIQBT +O(T°)  (allgemeines 2(c)) (258)
71'2 kBT 3 .
ev =Tk L L O(T%) (2(e) somib (20)) (259)
€F

(in 1' wurde erneut z(e) = 3/e/ 26%/ 2 verwendet). Der Plot deutet an, dass die

Tieftemperaturndherungen dieses Abschnitts das tatséichliche Verhalten eines idealen
Fermi-Gases bestenfalls bis kT ~ 0.3 x ep halbwegs korrekt wiedergeben, da bei

diesem Wert bereits das klassische Resultat iiberschritten wird.
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cy+ O(T3) als Funktion von T, d.h. gueltig fuer kg T << g
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KIFAE 31, Januar 2023 (26. Vorlesung) **#**

4 Phaseniiberginge

4.1

Phaseniibergénge wurden teilweise bereits behandelt. Zum besseren Versténdnis dieses
Kapitels empfiehlt sich zunéichst eine Wiederholung von Aufgabe 4 auf Aufgabenblatt 9
(Clausius-Clapeyron-Gleichung) und von Abschnitt [3.2.4] (Bose-Einstein-Kondensation).

Grundlagen, Klassifizierung

Die folgende Diskussion bezieht sich auf homogene Stoffe, die aus einer einzigen Atom-
oder Molekiilsorte bestehen.

Ein solcher Stoff kann, abhéngig von den Werten der Zustandsvariablen, in verschiedenen
Phasen vorliegen, z.B. als Festkorper, als Fliissigkeit, als Gas oder als Plasma (Ionen und
Elektronen). Fiir spezielle Systeme gibt es weitere Phasen, z.B. beim Ferromagneten die
paramagnetische und die ferromagnetische Phase (siehe Abschnitt oder bei supralei-
tenden Materialien die normalleitende und die supraleitende Phase. Phasen unterscheiden
sich durch ihr jeweils qualitativ verschiedenes Verhalten.

Ziel dieses Kapitels ist es, Ubergiinge zwischen solchen Phasen zu verstehen und zu be-
rechnen. Phaseniiberginge treten auf, wenn man die Zustandsvariablen geeignet konti-
nuierlich veréndert, z.B. die Temperatur oder den Druck erhéht oder erniedrigt.

Héufig verwendet man 7" und P als Zustandsvariablen.

Die Abbildung zeigt die typische Struktur von Phasendiagrammen in der 7-P-Ebene,
wobei es hdufig noch weitere Unterteilungen, d.h. Phasen gibt. Es beschreibt z.B. grob die
Phasenstruktur von Wasser (die gezeigte feste Phase ist bei Wasser allerdings noch weiter
in verschiedene Phasen fiir Eis unterteilt).
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e Ein Phaseniibergang kann diskret oder kontinuierlich erfolgen.
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— Diskreter Phaseniibergang: Eine Linie im Phasendiagramm, eine sogenannte Pha-
sengrenze, wird iiberschritten. Das Verhalten des Systems &ndert sich dabei schlag-
artig.

— Kontinuierlicher Phaseniibergang: Es wird keine Phasengrenze iiberschritten.
Das Verhalten des Systems &dndert sich kontinuierlich.

— Der Phaseniibergang von fliissig zu gasférmig im gezeichneten Phasendiagramm kann
sowohl diskret als auch kontinuierlich stattfinden.

— Endet eine Phasengrenze, bezeichnet man den entsprechenden Punkt im Phasendia-
gramm als kritischen Punkt.

— Auf einer Phasengrenze koexistieren die entsprechenden beiden Phasen.

— Ein Punkt, an dem drei Phasengrenzen aufeinandertreffen, wird als Tripelpunkt
bezeichnet. Dort koexistieren drei Phasen.

e Phaseniibergange wurden mit Methoden der Thermodynamik bereits teilweise in den
Hausaufgaben (Aufgabenblatt 9, Aufgabe 4) diskutiert:

— Zustandsvariablen (7, P, N).

— Zwei Phasen A und B, modelliert als zwei Teilsysteme bei vorgegebenem Druck P
und vorgegebener Temperatur 7', d.h. beide Teilsysteme sind an ein Wérme- und ein
Volumenbad gekoppelt.

— Die jeweiligen chemischen Potentiale sind p4(P,T) bzw. ug(P,T) (diese kénnen nicht
von N4 bzw. Np abhéngen, da die Teilchenzahl die einzige extensive Zustandsva-
riable und das chemische Potential eine intensive Grofe ist). Die Systeme konnen
Teilchen austauschen, wobei die Gesamtzahl der Teilchen N = N4 + Np festgehal-
ten ist. Im Gleichgewicht befinden sich alle N Teilchen in dem Teilsystem (d.h. in
der Phase) mit dem geringeren chemischen Potential (bei gekoppelten Teilsystemen
und ungleichen chemischen Potentialen werden solange Teilchen ausgetauscht, bis die
chemischen Potentiale gleich sind; da im hier vorliegenden Fall die chemischen Poten-
tiale teilchenzahlunabhéngig sind, befinden sich die Teilchen im Gleichgewicht stets
vollsténdig in einem der beiden Teilsysteme; Ausnahmen bilden Phasengrenzen, auf
denen zwei oder mehr Phasen koexistieren [siche oben]).

— Phaseniibergénge finden bei
pa(P,T) = up(P,T) (260)
statt. Diese Gleichung definiert eine Kurve P(7T') (oder dquivalent T'(P)), die Phasen-
grenze zwischen den Phasen A und B.

— In Aufgabe 4 auf Aufgabenblatt 9 wurde mit diesen Uberlegungen die Clausius-
Clapeyron-Gleichung hergeleitet, die die Steigung der Phasengrenze P(T") angibt:

« Zunichst eine Voriiberlegung: Analog zu Abschnitt [2.2.2] (siehe insbesondere
(148))) sowie Verwendung der Duhem-Gibbs-Relation ((158) folgt

ou ou
= (== = - 261
=(5r), - (o), o0
wobei s = S/N und v = V/N (Herleitung dieser beiden Beziehungen empfiehlt

sich als freiwillige Hausaufgabe zur Klausurvorbereitung).
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« Totale Ableitung von (260) nach 7', wobei P = P(T), wie oben genannt, die
Phasengrenze bezeichnet:

d d

—uA(P(T),T) = —up(P(T),T

- na(P(T),T) = —p(P(T), T)

dpa\ dpP n Opa\ _ (Oup\ dP n Oup
OP ) dT or )p \ 0P ), dT or )y’

N—_——

=+va =—54 =+vp =—5B

x Daraus folgt die Clausius-Clapeyron-Gleichung,
AP  sa—sp q

— = = 262
dT vA — UB T(’UA—'UB) ( )

(¢ = (s4 — sp)T ist die beim Phaseniibergang zu- oder abgefiihrte Wérme pro
Teilchen).

— Die Einstellung des Gleichgewichts, d.h. der Ubergang von einer Phase zu einer an-
deren, kann unter Umsténden sehr lang dauern. Es kénnen demzufolge auch Qua-
sigleichgewichte vorliegen. Beispiele hierfiir sind Festkorper (liegen meist in po-
lykristalliner Form vor, d.h. nicht als Einkristall) oder Kohlenstoff in Form eines
Diamanten (der stabile Gleichgewichtszustand ist Graphit).

— Eine Phasengrenze kann auf verschiedenen Wegen in der T-P-Ebene iiberschritten
werden, z.B. in T-Richtung oder in P-Richtung:

x Veranderung von 1" bei P = const:
An der Phasengrenze ist u(T, P) geméB (260) stetig. Fiir die Ableitung
(Ou/O0T)p ist dies nicht zu erwarten, d.h. entsprechend (261) mag s beim Pha-

seniibergang einen Sprung aufweisen (der Sprung entspricht gerade ¢/7 in der
Clausius-Clapeyron-Gleichung (262])).
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KEAFE 2. Februar 2023 (27. Vorlesung) *****

* Verdnderung von P bei T' = const:
An der Phasengrenze ist u(7T, P) gemif3 stetig. Fiir die Ableitung
(Ou/OP)r ist dies nicht zu erwarten, d.h. entsprechend mag v beim Pha-
seniibergang einen Sprung aufweisen (der Sprung entspricht gerade v4 — vp in
der Clausius-Clapeyron-Gleichung )
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x Die diskutierten Spriinge in s und v entsprechen einem diskreten Phaseniiber-
gang. Je ndher an einem kritischen Punkt die Phasengrenze iiberschritten wird,
desto kleiner sind die Spriinge. An einem kritischen Punkt verschwinden die
Spriinge. Jenseits eines kritischen Punktes finden kontinuierliche Phaseniiber-
gange statt.

e Ein spezielles Beispiel fiir einen Phaseniibergang, die Bose-Einstein-Kondensation, wurde
mit Methoden der statistischen Physik in Abschnitt untersucht. Ausgehend von der
mikroskopischen Struktur, dem Hamilton-Operator des idealen Bose-Gases, wurden das
chemische Potential p, der Prozentsatz der Teilchen im 1-Teilchen-Grundzustand 7g/N
und die spezifische Warme cy als Funktionen von T berechnet. Diese Groflen weisen
bei einer speziellen Temperatur 7., der sogenannten kritischen Temperatur, plotzli-
che Verdnderungen auf und zeigen so einen Phaseniibergang an.

¢ Ehrenfest-Klassifizierung von Phaseniibergingen: Ein Phaseniibergang ist von n-
ter Ordnung, wenn

am am a" ar
( 8'15’;4)]3 = ( 8Tli’]‘3>P firm=0,...,n—1 < 8;;‘4)13 + ( 8;5)}3 (263)
gilt, d.h. die n-te partielle Ableitung von u(7, P) nach T einen Sprung hat. Der oben
skizzierte Phaseniibergang ist nach dieser Klassifizierung von 1. Ordnung. Da geméaf
cp = T(9s/0T)p = —T(0*u/0T?)p gilt, kann die Ordnung eines Phaseniibergangs ent-
sprechend der Ehrenfest-Klassifizierung auch mit Hilfe der vergleichsweise einfach messba-
ren Grofle cp (spezifische Wirme bei festgehaltenem Druck) bestimmt werden.

e Heute iibliche Klassifizierung von Phaseniibergingen: Man wihlt eine Zustands-
grofie y, die sich beim Phaseniibergang charakteristisch verédndert (z.B. Volumen beim
Ubergang fliissig zu gasformig oder Magnetisierung beim Ubergang paramagnetisch zu
ferromagnetisch). y wird dann als Ordnungsparameter bezeichnet. Das Verhalten von
y beim Phaseniibergang legt dessen Ordung fest,

y unstetig — 1. Ordnung (264)
y stetig — 2. Ordnung. (265)

Fiir y = v stimmt diese Klassifizierung beim oben skizzierten Phaseniibergang mit der
Ehrenfest-Klassifizierung iiberein. Bei der in Abschnitt [3.2.4] diskutierten Bose-Einstein-
Kondensation und Wahl von y = 7g/N ist der Phaseniibergang von 2. Ordnung.
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4.2 Ferromagnetismus

e Ziel dieses Abschnittes ist es, das Verhalten eines Ferromagneten in Abhéingigkeit von der
Temperatur, insbesondere die paramagnetische und die ferromagnetische Phase und den
zugehorigen Phaseniibergang, anhand eines einfachen Modells qualitativ zu verstehen.

e Heisenberg-Modell:

— N Spins, die auf einem kubischen d-dimensionalen Gitter angeordnet sind (représen-
tieren z.B. ungepaarte Elektronen der Atome/Molekiile eines Kristalls). Die Spins
wechselwirken mit einem &ufleren Magnetfeld B und auch mit ihren 2d n#chsten

Nachbarn.
— Hamilton-Operator:
H=-2up) s;B-T> s;s; (266)
J {5k}

(up = eh/2mec: Bohrsches Magneton; m.: Elektronenmasse; I > 0: Stérke der Spin-
Spin-Wechselwirkung; {j,k} bezeichnet Paare benachbarter Spins; Spinvektoren s;
sind dimensionslos, d.h. werden in Einheiten von /& angegeben und verwendet).

— Das negative Vorzeichen der Spin-Spin-Wechselwirkung mag zunéchst erstaunlich er-
scheinen, da parallel ausgerichtete magnetische Momente einen positiven Beitrag zur
Energie liefern. Dieser positive Beitrag wird aber von einem weitaus stérkeren ne-
gativen Beitrag iiberschattet, dessen Ursachen die Coulomb-Wechselwirkung und die
in Abschnitt [3.1] diskutierte Antisymmetrie von fermionischen Wellenfunktionen sind
(siehe [1I], Kapitel 36 und Hausaufgabe, Aufgabenblatt 11, Aufgabe 1).

e Molekularfeldndherung: Ersetze die 2d nichsten Nachbarn in der Spin-Spin-Wechsel-
wirkung durch den Mittelwert aller Spins, d.h.

Id
H=-2up) s;B-2Id) s;5=-2up ) s, (B + s) =—2up Y _s; (B + WM),
j j j b .

J
=Bes

(267)

wobei die Magnetisierung (= magnetisches Moment pro Volumen) M = 2upNs/V einge-
setzt und W = IdV/2u%4N > 0 und das effektive Magnetfeld Bog definiert wurde.

e Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann das Magnetfeld parallel zur z-Richtung an-
gelegt werden, d.h. B = (0,0, B) mit B > 0. Die resultierende Magnetisierung wird dann
ebenfalls parallel zur z-Richtung sein, d.h. M = (0,0, M). Damit vereinfacht sich (267]) zu

H = —QHBBeffZ 82,5 (268)
J

mit Beg = B+ WM und s, ; = £1/2.
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e Die Berechnung eines Ausdrucks fiir die Magnetisierung im kanonischen Ensemble ist da-
mit so einfach, wie fiir N nicht miteinander wechselwirkende Spins. Dies war Teil der
Hausaufgaben (Aufgabenblatt 6, Aufgabe 4),

2upN uBN B Begt KB
M= = P2 tanh — My tanh ( 22-(B+ WM 269
v Ty <kBT otanh | G T (BHWM) ). (269)

wobei die maximal mogliche Magnetisierung My = ppN/V definiert wurde. Im Gegensatz
zum Fall nicht miteinander wechselwirkender Spins enthélt dieser Ausdruck fiir die Ma-
gnetisierung aber nach Einsetzen von Beg = B+ W M die Magnetisierung, d.h. es handelt
sich um eine Bestimmungsgleichung fiir M, die leicht nach B aufgeltst und geplottet oder
aber numerisch gelost werden kann.

Zusammenhang Magnetfeld B und Magnetisierung M

0.14 T/T,=1.05 —
012 T/Tg=095 ——
Mg fuerT/T.=0.95 @

0.1}

0.08

B/W M,

0.06
0.04

0.02

0 0.2 0.4 0.6 08 1
M/ M,

KIAFE 0T, Februar 2023 (28. Vorlesung) *****

e Lose diese Bestimmungsgleichung fiir zwei Extremfille analytisch:

— Starkes dufleres Magnetfeld, upB/kpT > 1:
M _ et (uB/ksT)(B+WM) _ o—(up/ksT)(B+W M) o1 9o Cun/ksT)(BHWM)
My  et(us/ksT)(B+WM) 4 o—(up/ksT)(B+W M)

~ 1 — 2¢~ 2nB/keT)(B+WMo) (270)

d.h. M néahert sich exponentiell der maximalen moglichen Magnetisierung M.

— Schwache Magnetisierung M < Mjy:

s _ MY_ M LMNY (MY
kBT(B+WM) —Artanh(M0> = + 3<M0 +0 YA

w1 (an) ()
— B=WM|—————-1|+—|-—) +0| |+ ~
<MBMOW 3up \ Mo My

T kpT ( M \°
~WM|—=-1 — | — 271
<Tc ) - 3uB <M0> 271)
(Artanh(z) = z + 23/3 + O(z®) wurde verwendet), wobei die kritische Temperatur
LWN Id
kT, = pupW My = % =5 (272)
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definiert wurde (7, wird nicht durch die Taylor-N&herung von Artanh(M /M) in
(271)) verfalscht, da sie iiber den Vorzeichenwechsel der Steigung von B bei M = 0
festgelegt ist). Dabei ist erneut eine Fallunterscheidung angebracht:

x« T > T,
M und B stehen fiir kleine M bzw. B in ndherungsweise linearer Beziehung. Fiir
grofle B nidhert sich dann M exponentiell der maximal méglichen Magnetisierung
My an, wie oben diskutiert.

x T < T,
Fiir vorgegebenes kleines B > 0 liefert drei mogliche Werte fiir M, zwei
negative Werte und einen positiven Wert. Die negativen Werte werden aufgrund
der physikalischen Erwartungshaltung, dass sich die Spins mit und nicht entgegen
dem Magnetfeld ausrichten, ausgeschlossen. Der positive Wert fiir M wird im
Limes B — 0T als spontane Magnetisierung M, bezeichnet.

e Verzichtet man auf die Taylor-Néherung von Artanh(M /M), ist die spontane Magneti-
sierung M fiir T < T, durch (269)) festgelegt,

M, WM, T, M,
— tanh | P22 ) — tanh 273
M, ( knT ) an (TMO)’ (273)

wobei (272)) eingesetzt wurde. Diese Gleichung kann leicht nach 7" aufgeldst und geplottet
oder aber numerisch gelost werden.

Zusammenhang Temperatur T und spontane Magnetisierung Mg

T/T,

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
M / Mo

e Das Verhalten von M, kann fiir Grenzfille analytisch bestimmt werden:

- T KT,

+T.M,/TMy _ ,~TeM,/TM, —9T. M, /T M,
M, etTeMs/TMo _ o=TeMs/TMo | _ o=2TcMs/ 0%1—26_2T6M5/TM0%

My etTeMy/TMy 4 o—T-Mo/TMy — | § o—2TM,/TMo
~ 1 —2e2Te/T (274)
(im letzten Schritt wurde die linke Seite von (274]) in die rechte Seite von (274)

eingesetzt und dabei die exponentiell kleine Korrektur vernachlésst, d.h.
M ~ M, verwendet).
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-T=T":
Dieser Fall entspricht Mg /My — 0. Damit kann in (273)) der tanh(. ..) Taylor-gen&hert
werden,

M, T.M, 1<TCMS)3

My~ TM, 3\TM,
M, T, — T\ /?
e (3 - ) . (275)

Da My = 0 fir T > T, ist M, als Funktion der Temperatur T stetig. Geméafl der
Klassifikation von Phaseniibergéngen in Abschnitt |4.1] (siehe (264]) und (265))) handelt
es sich um einen Phaseniibergang 2. Ordnung.

e Bezeichnung der beiden Phasen:

— T < T.: Ferromagnetische Phase.
Es liegt auch im Grenzfall B — 0 eine nicht-verschwindende Magnetisierung vor, die
spontane Magnetisierung M = M.

— T > T.: Paramagnetische Phase.
B und M stehen fiir kleine Werte in nédherungsweise linearer Beziehung.

e Magnetische Suszeptibilitét:

— Definition:

Xm = @Ag)f (276)

— Xm ist ein Materialparameter, der die Magnetisierbarkeit von Materie mit einem
externen Magnetfeld charakterisiert.

— Fiir das vorliegende Heisenberg-Modell in der Molekularfeldnédherung ergibt sich fiir
T > T, und im Grenzfall B — 0 aus
1
W(T - Tc) '
Bei Annéherung von T an T, divergiert x,,, d.h. ein schwaches Magnetfeld fiihrt zu

einer starken Magnetisierung. (277)) entspricht dem Curie-Weiss-Gesetz fiir Ferro-
magneten.

Xm = (277)
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KEAFE09. Februar 2023 (29. Vorlesung) *****

5 Nichtgleichgewichts-Prozesse, Boltzmann-Gleichung

e Dieses Kapitel gibt einen kurzen exemplarischen Ausblick auf Nichtgleichgewichts-Pro-
zesse. Dabei wird eine wichtige Gleichung aus diesem Gebiet, die Boltzmann-Gleichung,
motiviert.

e Ausgangspunkt:

— Ein einatomiges Gas (keine Rotations- oder Vibrations-FHGs) bestehend aus N
gleichartigen Teilchen. Dieses wird klassisch betrachtet.

— FEin Mikrozustand ist damit eindeutig durch Angabe der Positionen und Geschwin-
digkeiten der Teilchen beschrieben, d.h. r = (r1, vy, r2, vo,...,rN, VN).

— Wechselwirkungen zwischen den Teilchen sind zugelassen (d.h. es handelt sich im All-
gemeinen nicht um ein ideales Gas). Das Gas muss aber eine geringe Dichte aufweisen,
sodass die mittlere Stofldauer klein gegeniiber der mittleren freien Flugzeit ist und es
damit ausreicht, nur Zweiteilchen-St68e zu betrachten (siche auch [§]).

e Die wesentliche Information fiir die statistische zeitabhéngige Behandlung eines solchen
Gases ist in der mittleren Teilchendichte f(r,v,t), bezogen auf den Phasenraum (r,v),
enthalten, d.h.

mittlere Anzahl der Teilchen im Phasenraumvolumen

d3r d3v bei (r,v) zum Zeitpunkt ¢ (278)

f(r,v,t)drd>v = {

e Die Boltzmann-Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung, mit der f(r,v,t) be-
stimmt werden kann:

3+F(r,t) 0 0
m Oov 0Ot

5 ) 1(rvt) =
/d3v1 /dQ|v—v| d(Q)( f(r, ’t)f(r,v’l,t)—f(r,v,t)f(r,vl,t)> (279)

(Notation: 0/0a = (0/0ay,0/da,,d/da;); Diskussion der auftretenden Groflen und phy-
sikalische Interpretation der einzelnen Terme folgt weiter unten).

e Wesentlicher Unterschied zu allen bisherigen Kapiteln: f ist zeitabhingig und
enthilt damit Informationen zur zeitlichen Entwicklung eines statistischen Sy-
stems, d.h. gibt Aufschluss iiber die zeitliche Entwicklung wihrend Nichtgleich-
gewichts-Prozessen und liefert damit nicht nur Informationen iiber den Gleich-
gewichtszustand, der sich nach langer Wartezeit einstellt.

e Linke Seite von (279): Beschreibt die zeitliche Verdnderung von f ohne Wechselwirkungen
zwischen den Teilchen aber bei vorliegender duflerer Kraft F (z.B. elektrisches Feld bei
geladenen Teilchen oder Gravitationsfeld).
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— Teilchen zum Zeitpunkt ¢ am Ort r mit Geschwindigkeit v befinden sich zum infinite-
simal spéteren Zeitpunkt ¢+ dt am Ort r 4 v dt und haben dann die Geschwindigkeit
v +adt =v + (F/m)dt (hier wurde das Newtonsche Gesetz F = ma verwendet).

— Dies bedeutet
f(r,v,t)d&rd®v = f(r +vdt,v+ (F/m)dt,t + dt) d®r' d*v' (280)
mit r' =r + vdt und v = v + (F/m)dt.

— Man kann zeigen, dass d®r d®p = d®r’ d>v’ gilt (die entsprechende Jacobi-Determinante
ist 1+ O(dt?)).

— Damit ergibt sich
flr,v,t) = f(r+vdt,v+ (F/m)dt, t + dt) =

_ Of(x,v,t) Of(r,v,t) F(r,?) Of(r,v,t)
= f(r,v,t) + o vdt+ v - dt + oD

— Da diese Gleichung fiir beliebige infinitestimale dt gilt, folgt die sogenannte stof3freie
Boltzmann-Gleichung

0 F(r,t) 0 0 B
(var + e i?t) f(r,v,t) =0, (282)

die der linken Seite von (279) entspricht.

dt. (281)

e Rechte Seite von (279)): Beschreibt Wechselwirkungen zwischen zwei Teilchen, d.h. Streu-
bzw. Stoflprozesse, wird daher auch Stof3term genannt.

— Im Folgenden keine rigorose Herleitung, sondern lediglich eine Motivation und Dis-
kussion der auftretenden Terme.

— Verlustterm (der zweite Term auf der rechten Seite oc —f(r, v, ) f(r,vi,t)):

* Beschreibt die Anzahl der Teilchen am Ort r mit Geschwindigkeit v, die durch
StoBprozesse ihre Geschwindigkeit verédndern, d.h. f(r, v,¢) mit der Zeit absinken
lassen (daher negatives Vorzeichen).

+ Es muss {iber alle moglichen StoBpartner am Ort r summiert werden, daher [ d3v;
(die StoSpartner haben vor dem Stof§ Geschwindigkeit vy).

« Anzahl der Kollisionen ist proportional zur Anzahl der Teilchen mit (r,v) und
zur Anzahl der Stofipartner mit (r,vy), d.h. zu f(r,v,t)f(r,vi,1).

*x Anzahl der Kollisionen ist proportional zur einlaufenden Stromdichte im Schwer-
punktsystem und damit proportional zum Betrag der Relativgeschwindigkeit
’V — V1’.

* Es muss tiber alle moglichen Streurichtungen Q summiert werden, daher [ df.
do(€2)/dS) ist der differentielle Wirkungsquerschnitt, der die Wahrscheinlichkeit
einer Streuung in eine bestimmte Richtung 2 im Schwerpunktsystem angibtﬁ

— Gewinnterm (der erste Term auf der rechten Seite o< +f(r,v',¢) f(r, v}, t)):

* Beschreibt die Anzahl der Teilchen am Ort r mit Geschwindigkeit v/ # v, die
durch Stoprozesse ihre Geschwindigkeit zu v verdndern, d.h. f(r,v,¢) mit der
Zeit anwachsen lassen (daher positives Vorzeichen).

SEine elementare Einfiihrung in Streutheorie im Rahmen der Mechanik findet sich z.B. in [9], Abschnitt 8.2.
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+ Es muss iiber alle moglichen StoBpartner am Ort r summiert werden, daher [ d3vq
(die StoSpartner haben nach dem Stof8 die Geschwindigkeit vy).

* Anzahl der Kollisionen ist proportional zur Anzahl der Teilchen mit (r,v’) (die-
se verdndern ihre Geschwindigkeit durch den Stoff zu v) und zur Anzahl der
StoBpartner mit (r,v}), d.h. zu f(r,v',t)f(r, v}, 1).

* Anzahl der Kollisionen ist proportional zur einlaufenden Stromdichte im Schwer-
punktsystem und damit proportional zum Betrag der Relativgeschwindigkeit
|[v/ — v/|. Da sich der Betrag der Relativgeschwindigkeit durch den StoB nicht
veriindert, kann |[v/ — v{| durch |v — v1]| ersetzt werden.

+ Es muss iiber alle moglichen Streurichtungen 2 summiert werden, daher [ dfQ.
Der differentielle Wirkungsquerschnitt do(£2)/d2 gibt die Wahrscheinlichkeit ei-
ner Streuung in eine bestimmte Richtung 2 im Schwerpunktsystem an.

* v/ und v} sind durch v, vi und © festgelegt, d.h. kénnen aus diesen drei Grofien
berechnet werden.

e In [1], Kapitel 42 finden sich einige Anwendungen der Boltzmann-Gleichung:

— Es wird gezeigt, dass die Boltzmann-Gleichung im Fall F = 0 die Maxwellsche Ge-
schwindigkeitsverteilung als Gleichgewichtsverteilung enthélt, d.h.
f(r,v,t) oc em™v*/2kBT (siche Abschnitt|1.13.2)).

— Eine Néherung fiir den schwierig zu behandelnden Stofiterm (rechte Seite von (279))
wird diskutiert.

— Die Boltzmann-Gleichung erlaubt die Berechnung von Transportphinomenen und
Transportkoeffizienten. Exemplarisch wird die elektrische Leitfihigkeit eines Gases
geladener Teilchen wie folgt berechnet:

x Die elektrische Leitfahigkeit g ist definiert durch
J=oaE, (283)
wobei j die elektrische Stromdichte und E die elektrische Feldstérke ist.

« Fir die Kraft auf der linken Seite der Boltzmann-Gleichung (279) gilt damit
F = ¢E, wobei ¢ die Ladung eines Teilchens bezeichnet.

* Mit der Boltzmann-Gleichung (279)) wird f(r,v,¢) bestimmt.

x Mit
j(r,t) = q/d?’v vf(r,v,t) (284)
wird die elektrische Stromdichte berechnet.

* Die Leitfahigkeit kann dann mit Hilfe von (283|) abgelesen werden. Fiir homogenes

E = (0,0, E,) ergibt sich nach gewissen Nidherungen
2
Oel =

(285)

mit der mittleren Teilchendichte n, der Teilchenmasse m und der mittleren Stof3-
zeit T = 1/vno, wobei v die mittlere Teilchengeschwindigkeit und o = [ dQ do/d2
den totalen Wirkungsquerschnitt bezeichnet.

90



Literatur

1]

T. FlieBbach, “Statistische Physik — Lehrbuch zur Theoretischen Physik IV,” 3. Auflage
Spektrum Akademischer Verlag.

https://de.wikipedia.org/wiki/Adiabatisches_Theorem der_Quantenmechanik.
https://de.wikipedia.org/wiki/Gibbssches_Paradoxon.
https://de.wikipedia.org/wiki/Virialgleichungen.
https://de.wikipedia.org/wiki/Polylogarithmus.
https://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsche Zeta-Funktion.

https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/mathematical-functions/
special-functions/zeta-functions.

https://de.wikipedia.org/wiki/Boltzmann-Gleichung.

M. Wagner, “Theoretische Physik 1 — Mathematische Methoden,” Vorlesungsnotizen vom
Wintersemester 2021/22,
https://itp.uni-frankfurt.de/~mwagner/teaching/theol _WS21/
Theol_MathMeth.pdf.

91



	Grundlagen der Statistischen Physik
	Einführendes Beispiel
	Mikrozustände, Makrozustände, statistische Ensembles
	Grundlegendes Postulat
	Quasistatische Prozesse
	1. Hauptsatz
	Mikrokanonische Zustandssumme, mikrokanonisches Ensemble
	Beispiel: Mikrokanonische Zustandssumme des idealen Gases
	Wärmeaustausch und Verallgemeinerung auf beliebige extensive Größen, Entropie
	Wärmeaustausch, Entropie
	Verallgemeinerung auf beliebige extensive Größen

	Verallgemeinerte Kräfte
	Definition verallgemeinerter Kräfte über Arbeitsleistung bei quasistatischen Prozessen
	Verallgemeinerte Kräfte als Ableitungen der Entropie
	Identifikation verallgemeinerter Kräfte als treibende Kräfte für den Austausch extensiver Größen

	2. Hauptsatz
	3. Hauptsatz
	Reversibilität von Prozessen
	Beispiel: Abkühlen/Aufheizen einer Wasserflasche im See (abgeschlossenes System, irreversibler Prozess)

	Kanonisches Ensemble, kanonische Zustandssumme
	Anwendungsbeispiel: Barometrische Höhenformel
	Anwendungsbeispiel: Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

	Großkanonisches Ensemble, großkanonische Zustandssumme
	Zusammenfassung

	Grundlagen der Thermodynamik
	Thermodynamische Beispielrechnungen für das ideale Gas
	Nachweis, dass E = E(T) für = const
	Wärmekapazitäten CP und CV
	Adiabatengleichung
	Entropie

	Thermodynamische Potentiale, vollständige thermodynamische Information
	Das thermodynamische Potential E(S,V) (Energie)
	Die thermodynamischen Potentiale F(T,V) (freie Energie), H(S,P) (Enthalpie) und G(T,P) (freie Enthalpie)
	Vollständige thermodynamische Information
	Erweiterung der thermodynamischen Potentiale auf drei Zustandsvariablen durch Hinzunahme der Teilchenzahl N
	Beziehung zwischen thermodynamischen Potentialen und kanonischer und großkanonischer Zustandssumme

	Wärmekraftmaschinen und Kraftwärmemaschinen
	Perpetuum mobile
	Wärmekraftmaschinen, Wirkungsgrad, Carnot-Prozess
	Kraftwärmemaschinen, Wirkungsgrad


	Quantenstatistik
	Ununterscheidbare Teilchen
	N = 2 ununterscheidbare Teilchen
	N > 2 ununterscheidbare Teilchen

	Ideale Quantengase
	Zustände und Besetzungszahlen
	Großkanonische Zustandssummen, Bose-Einstein-Verteilung und Fermi-Dirac-Verteilung
	Quantenkorrekturen verdünnter idealer Gase
	Ideales Bose-Gas, Bose-Einstein-Kondensation
	Ideales Fermi-Gas


	Phasenübergänge
	Grundlagen, Klassifizierung
	Ferromagnetismus

	Nichtgleichgewichts-Prozesse, Boltzmann-Gleichung

