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1 Motivation, Einfithrung in die Feldtheorie

e Inhalt der Vorlesung: Grundlagen der (klassischen = nicht-quantisierten) Feldtheorie am
Beispiel der Elektrodynamik (ED).

— Grundlagen der Feldtheorie: sehr wichtig.

— Beispiel der ED: nicht unwichtig, aber weniger wichtig, als Grundlagen der Feldtheo-

rie.

e Warum hat Feldtheorie zentrale Bedeutung in der Physik?

— Feldtheorien beschreiben sdmtliche elementaren Teilchen (z.B. Elektronen, Quarks,
Photonen, Gluonen, ...) und die zwischen ihnen wirkenden fundamentalen Krifte
(elektromagnetische [em]| Kraft, starke Wechselwirkung [WW], schwache WW, Gra-
vitation).

Daraus ergeben sich alle weiteren in der Physik beobachteten Phénomene (z.B. Bil-
dung und Eigenschaften von Atomkernen, Atomen, Molekiilen, Festkorpern, Plane-
ten, Sonnensystemen, Galaxien, ...), hdufig beschrieben durch effektive Theorien.

7Z.B. ist die in letzten beiden Semestern diskutierte Mechanik nur eine effektive Theo-

rie,

die Berechnung der Trajektorien von makroskopischen Objekten (z.B. Steine,

Tennisbiille, ...) in guter Ndherung erlaubt.

Feldtheorien bilden somit die Grundlage der modernen Physik.

Feldtheorien finden auflerdem in zahlreichen effektiven Theorien Anwendung.

e Was ist ein Feld, wie wird es mathematisch beschrieben?

— Ein Feld ist eine Funktion der Zeit ¢ und einer oder mehrerer raumlicher Koordinaten,
z.B. (z,y, z) oder (r,9, p).

— Beispiele:

*

z(x,t): eine in z-Richtung gespannte Saite (Gummiband), die in z-Richtung
transversal schwingt.

z(x,y,t): eine in der z-y-Ebene gespannte Membran (Trommel), die in z-Richtung
transversal schwingt.

E(r,t), B(r,t): elektrisches und magnetisches Feld bzw. das em Feld.

A*(r, t): relativistische Schreibweise des em Feldes (dquivalent zu E(r,¢), B(r, t)).
¥a(r,t): Feld, das Elektronen beschreibt (A: Spinindex; nicht in dieser Vorlesung,
erst in “Quantenfeldtheorie”).

u(r,t), d%(r,t), ... Felder, die up-Quarks, down-Quarks, ... beschreiben (A:
Spinindex; a: Farbindex; nicht in dieser Vorlesung, erst in “Quantenfeldtheorie”).

In dieser Vorlesung behandelte Grundlagen der Feldtheorie betreffen nicht
nur das em Feld, sondern zu grof3en Teilen alle genannten Felder und viele
weitere.



1.1 Primitives Beispiel einer Feldtheorie: schwingende Saite

e Beschreibung einer schwingenden Saite ist Teil der Kontinuumsmechanik:

— Dynamik von deformierbaren Objekten, Fliissigkeiten und Gasen.

— Betrachte kontinuierliche Massenverteilungen statt Bahnen einzelner Massenpunkte
(z.B. r;(t)).

— Mathematisch beschrieben durch Felder, z.B. z(z,t) bzw. z(z,y,t) (Saite bzw. Mem-
bran) oder p(r,t) (Massendichte einer Fliissigkeit oder eines Gases), d.h. durch Funk-
tionen die von Ort und Zeit, also von 2 oder mehr Variablen abhéngen.

e Betrachte in 2 Raumdimensionen eine in z-Richtung gespannte Saite, beschrieben durch
z(z,t) (z: transversale Auslenkung bei z zum Zeitpunkt ¢; longitudinale Auslenkungen
werden nicht zugelassen).
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e Einfaches Beispiel einer Feldtheorie:

— 2z héngt nur von 2 Variablen x und ¢ ab.
— Bedeutung von z offensichtlich.

— Deutlich komplizierteres Beispiel bildet die ED: Elektrisches Feld E(r,¢) und magne-
tisches Feld B(r,t) sind Vektoren, hingen von 4 Variablen r und ¢ ab, Bedeutung
von E und B eher abstrakt.

e Modelliere Saite durch N+1 identische Massenpunkte (Massen m, Positionen r; = (z, 2;))
verbunden mit N identischen Federn (Ruhelingen 0, Federkonstanten k):

— Saite an beiden Enden im Abstand L in z-Richtung eingespannt, keine longitudinalen
Auslenkungen (d.h. Auslenkungen in z-Richtung): x; = aj mit Abstand a = L/N
zwischen benachbarten Massenpunkten.

— Dynamische Freiheitsgrade sind transversale Auslenkungen z;(t).
— Lagrange-Funktion:

N N

L = = 2 5502
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(a + (%t —Zj—l(t))2>~ (1)



(nahezu identisch zur Lagrange-Funktion des 1-dimensionalen Kristalls aus “Theore-
tische Physik 2 — Klassische Mechanik [SoSe 2020]”, Abschnitt 4.4).
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e Ubergang ins Kontinuum (Kontinuumslimes):
— N — o0, wobei L = Na = const (Positionen der Endpunkte verindern sich nicht),
dh.a=L/N — 0.

— Massendichte (bzw. Gesamtmasse) der Saite bleibt konstant, p = m/a = const, d.h.
m = pa — 0,

— k = ka = const, d.h. & = k/a — oo (eine Feder [Federkonstante k] in 2 “halbe
Federn” zu zerschneiden liefert 2 Federn mit Federkonstanten 2k:
V = ka?/2 = (2k)(x/2)%/2 + (2k)(2/2)?/2 = const).

Endliche m und k sind im Kontinuumslimes nicht sinnvoll, miissen durch endliche p
und k ersetzt werden.

Auflerdem

zi(t) = z(z,t) (z=aj) (2)
L
zj:a — /Odac (3)

zj(t) — zj-1(t)

— gvz(x,t) = 2(z,1), (4)

d.h. diskreter Index j wird durch kontinuierliche Variable z ersetzt, Summen durch
Integrale, finite Differenzen durch Ableitungen.

— Lagrange-Funktion:

(unterscheidet sich um irrelevante Konstante von ().
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x L(Z,2',z) wird als Lagrange-Dichte bezeichnet (Integral iiber z liefert
Lagrange-Funktion).
*x Wirkung der Saite:

tf L
/ dt / do L, 2 2). (6)
t; 0

e Variationsrechnung,

tr 6£ 8£
ty ty
oA fe s
/tfdt/ dx —ga—ﬁ 68£+5£ 0z =
ot 0z Ox 82 0z N

= /dmaéz +/ dta—ﬁléz
0 a t:tq; ti a =0
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— FErster Term nach letztem Gleichheitszeichen verschwindet aufgrund des Prinzips der
kleinsten Wirkung, bei dem z(x,t) bei t = t; und bei ¢t = ¢y vorgegeben ist, d.h.
dz(x,t;) = 0z(x,ty) = 0.

— Damit 4S5 = 0, wenn
ooc oor o
ot oz 0Ox 0z 0z
(eine Variante der Euler-Lagrange-Gleichungen, die zum hier diskutierten Beispiel
gehérige Feldgleichung) und

at

(eine Gleichung am Rand des Felds, also an den Endpunkten der Saite, d.h. bei x = 0
und = = L) erfiillt sind.

— Feldgleichungen, wie z.B. , sind partielle DGIls, d.h. DGIs in mehreren Variablen,
und daher i.A. viel schwieriger zu 16sen, als gewohnliche DGIs der Mechanik (umfas-
sendere Behandlung von partiellen DGIs in “Theoretische Physik 3, Mathematische
Ergénzungen zur Vorlesung”).

Q’J‘Q_)

=0 (8)
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— Zusétzliche Gleichungen am Rand, wie z.B. @]), sind in der Feldtheorie ebenso wichtig,
wie Feldgleichungen , diirfen nicht ignoriert oder vergessen werden.

e Einsetzen der Lagrange-Dichte der Saite liefert Feldgleichung

pi(z,t) — k2" (z,t) = 0 (10)



/‘tfdt<z’(L,t)5z(L,t)—z’(O,t)éz(O,t)) _— (11)

e Allgemeine Losung der Feldgleichung einfach (durch “scharfes Hinschauen”),
z2(z,t) = zp(z4vt)+z_(x—vt) , v = /K/p. (12)

— z4 und z_ sind beliebige unabhéngige Funktionen in jeweils einer Variable.

— z4(z + vt) entspricht einer in negativer z-Richtung mit Geschwindigkeit v laufenden
Welle.
z_(x — vt) entspricht einer in positiver z-Richtung mit Geschwindigkeit v laufenden
Welle.
— (10) wird auch als Wellengleichung bezeichnet.

— Wellengleichungen analog zu existieren auch in 3 oder mehr Variablen (z.B.
Feldgleichung einer schwingenden Membran, Feldgleichungen des em Feldes), dann
einfache Losung wie in nicht mehr moéglich.

e Fiir weitere Einschrinkung der Losung ist physikalische Vorgabe fiir Endpunkte der Saite
erforderlich (z.B. eingespannt, frei beweglich, periodisch).

e Typische Vorgabe ist beidseitig eingespannte Saite (sogenannte Dirichlet-Randbeding-
ungen), wie in Bi1d-001 und Bild-002 gezeichnet: z(0,t) = z(L,t) = 0.

— Es folgt §2(0,t) = 02(L,t) = 0, damit automatisch erfiillt.
— Einsetzen von liefert Bedingungen an z; und z_:

2(0,t) = zy(+vt)+z2_(—vt) = 0 (13)
z2(L,t) = zy(L+vt)+z_(L—vt) = 0, (14)
zi(tu) +2-(—u) = 0 (15)
zy(+u+2L)+z_(—u) = 0 (16)
bzw.

zp(tu+2L) =z (+u) = 0, z(+u) = —z(-u) (17)
folgt.

— 24 ist damit beliebige 2L-periodische Funktion.
— z_ ist durch z4 vollstéindig festgelegt.

e Spezielle Losung erfordert Vorgabe von ABs, z.B. z(x,0) = f(x) (Auslenkung der Saite
bei t = 0) und 2(z,0) = g(z) (Geschwindigkeit der Saite bei t = 0), legen z; und damit
z(x,t) eindeutig fest:



— Einsetzen von in liefert z und 2 ausgedriickt durch z,:
z2(z,t) = zp(+x+vt) — 24 (- +0vt) (18)
Z(x,t) = v(zf,_(—kx +ot) — 2 (—z + vt)) (19)

(2!, bzw. z/_ bezeichnet Ableitung nach Argument von z; bzw. z_, nicht Ableitung
nach ).

— ABs liefern Gleichungssystem zur Bestimmung von z. :
2(2,0) = zi(+z) — 24 (-2) = f(x)
2(x,0) = v(z+(—|—x ) — 2L (— )

— (z+(+33) + 24 (— / G(x)

= zi(dr) 2 (—x) = .
5wt = g +rw+ D)

S a(ew) = ;(—fu GE‘”)) (20)

(G ist Stammfunktion von g; Gleichungen gelten fiir 0 < x < L, legen damit z (u)
fir —L < u < 4L fest, Periodizitét legt dann zy (u) fir u € R fest und damit

z(z,t) gemah (18)).

— Konkretes Beispiel:

* j(i?()) — fla) = A(exp(— W) _exp<_ (’32{7222)) (21)
He,0) = gl@)=0 — G(a)=0, (22)

d.h. bei t = 0 mittige GauB-formige Auslenkung um =~ A mit Breite =~ o, Saite
dabei in Ruhe.

x Abbildungen fiir L = 10.0, A = 1.0, ¢ = 1.0, v = 1.0: GauB-férmige Auslen-
kung teilt sich in links- und rechtslaufende Welle, wird an eingespannten Enden
reflektiert, lduft mit umgekehrtem Vorzeichen wieder zuriick.
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1.2

2(x1)

Fortgeschrittene Feldtheorien: z.B. Feldtheorien, die elementare Teilchen

beschreiben (ED, ...)

Im Folgenden eine rein qualitative, oberflachliche, anschauliche Diskussion von Feldtheo-

rien und typischen von ihnen beschriebenen Phénomenen.

— Soll Bedeutung und Potential von Feldtheorien motivieren.

— Nur Teile davon in dieser Vorlesung (Fortsetzung ist “Quantenfeldtheorie”).

Konstruktion der schwingenden Saite mit Massenpunkten und Federn geradlinig auf 2 oder
3 Raumdimensionen iibertragbar.

N, g - 003
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e Das em Feld und andere Felder sind mathematisch sehr dhnlich zu einem feinen, den Raum
ausfiillenden, 3-dimensionalen Netzwerk von Massenpunkten und Federn.

— “Anschaulich kann man sich Felder als solche Netzwerke vorstellen.”

e Wie kann eine Feldtheorie Teilchen beschreiben?
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— Jeder Teilchensorte (z.B. Elektronen, Photonen, ...) ist ein entsprechendes Feld zuge-
ordnet (siehe Beispiele oben).

— Wenn ein Feld in der Néhe des Raumzeitpunkts (r,¢) seinen Wert (z.B. E) zeitlich
oder rdumlich veréindert oder der Wert # 0 ist, steckt in diesem Bereich und zu dieser
Zeit Energie im Feld. Ein Experimentator beobachtet bzw. interpretiert das als ein
oder mehrere Teilchen bei (r,t) (z.B. im Fall von E Photonen).

x “In der Nihe des Raumzeitpunkts (r,t) schwingt das Netzwerk von Massenpun-
ken und Federn und/oder ist deformiert, was einem oder mehreren Teilchen ent-

spricht.
Bidd - 904
._-/'\_.--ﬂﬂ_rf“‘—"ﬁ' - s
> Laditad w kg, £an
RN e euw Jelk
_fl\ o =D dovd  belinde.,
= | .:';!‘CL: rPf‘-'\G"FOme_;__\
r o
—

— Teilchenbewegungen werden durch Wellen beschrieben:
x Wiki: “Fine Welle ist eine sich rdumlich ausbreitende Verdinderung (Stérung)
oder Schwingung einer orts- und zeitabhdngigen physikalischen Grife.”

+x Bewegt sich der Bereich, in dem Energie im Feld enthalten ist, entspricht dies
einer Teilchenbewegung. Im Rahmen der Feldtheorie spricht man von einer Welle.
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— Streuung gleichartiger Teilchen:
x Beeinflussen sich kollidierende Wellen gegenseitig, entspricht dies der Streuung
gleichartiger Teilchen.
x Ob dies der Fall ist, hingt von konkreter Formulierung der Feldtheorie ab, d.h.
der Lagrange-Dichte oder den Feldgleichungen.
* 7.B. keine Photon-Photon-Streuung beim em Feld.

Bied - 006
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— Teilchenerzeugung und -vernichtung;:

* Energie kann von einem Feld A auf anderes Feld B iibertragen werden
— Teilchen der Sorte A verschwinden, Teilchen der Sorte B entstehen.

x “Kann man sich ebenfalls anschaulich durch Netzwerke von Massenpunkten und
Federn vorstellen: Netzwerk A und Netzwerk B, zwischen denen zusdtzliche Fe-
dern gespannt sind, konnen Energie austauschen.”

* 7.B. kann in der quantisierten ED (Quantenelektrodynamik, QED) ein Elektron
ein Photon erzeugen (= aussenden) und ein anderes Elektron dieses Photon ver-
nichten (= absorbieren), was eine abstoBenden Kraft zwischen den Elektronen
bewirkt.

13
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e Klassische Feldtheorie (Inhalt dieser Vorlesung) versus Quantenfeldtheorie (Inhalt spezi-
eller fortgeschrittener Vorlesungen):

— In Quantenfeldtheorie kann Feldenergie nur um von der Theorie vorgegebene Energie-

mengen (Quanten) erhoht oder erniedrigt werden. Jedes Quant entspricht Erzeugung

oder Vernichtung von einem Teilchen. Teilchenanzahl ist also eine nicht-negative gan-
ze Zahl.

In klassischer Feldtheorie kann die Feldenergie beliebig erh6ht oder erniedrigt werden.
Einschrankung auf ganze Teilchenzahlen existiert daher nicht. Eine solche Theorie
ist wenig sinnvoll zur Beschreibung von Systemen weniger Teilchen, gut jedoch fiir
Systeme sehr vieler Teilchen.

An Phénomenen der ED ist hdufig groe Anzahl von Photonen beteiligt (z.B. Ein-
schalten einer Lampe, Feld in einem Kondensator, ...). Solche Phéinomene lassen sich
gut im Rahmen einer klassischen Feldtheorie (klassische ED) beschreiben und verste-
hen (wesentlicher Inhalt dieser Vorlesung).

1.3 Gliederung der Vorlesung

e Zunichst spezielle einfach beschreibbare Phinomene der ED: Elektrostatik und Magneto-
statik (keine zeitabhingigen Phénomene).

14



e Dann Kombination von Elektrostatik und Magnetostatik und Hinzunahme zeitabhéingiger
Phéanomene
— ED.

e Relativistische Formulierung der ED (in Form von Lorentz-Vektoren und -Tensoren, nicht
mittels E und B).

e Diskussion von Phinomenen der ED.

15



2 Elektrostatik

e Elektrostatik: Ruhende, d.h. zeitunabhéngige elektrische Ladungen und Ladungsvertei-

lungen.

2.1 Coulomb-Gesetz

e Elektrische Ladung ¢ (im Folgenden meist nur als Ladung bezeichnet): Eigenschaft eines
Massenpunkts (man spricht dann auch von Punktladung) oder ausgedehnten Objekts,
dghnlich zur in der “Mechanik” eingefithrten Masse m.

— “m ist Ladung der Gravitation, q ist Ladung der ED.”

— Wiéhrend m > 0, kann ¢ sowohl positiv als auch negativ sein.

e Grundlegende experimentelle Befunde:

— Gleichnamige Ladungen (gleiches Vorzeichen) stoflen sich ab, ungleichnamige Ladun-
gen (entgegengesetztes Vorzeichen) ziehen sich an (ein wesentlicher Unterschied zur
Gravitation, bei der sich Massen stets anziehen).

— Kraft zwischen zwei Punktladungen o< 1/(Abstand)?.

— Kraftgesetz ist das Coulomb-Gesetz:

q;4k .

* X K X K

ik

F;_: Kraft von Punktladung j auf Punktladung k.

gj: Elektrische Ladung der Punktladung j.

rjk = |rp —rj| (r;: Position der Punktladung j).

B = (tk —15)/7jk

a > 0: Konstante (abhéngig vom Mafisystem, d.h. den gewihlten Einheiten; siehe
unten).

— Superpositionsprinzip: > 2 Punktladungen, Kraft auf Punktladung k

Fy

= Z Fj—>k (24)
J#k

(scheint selbstversténdlich, ist aber nicht bei allen Theorien so, z.B. nicht der Fall bei
starker WW [WW zwischen Quarks]).

— Ladung von Elementarteilchen quantisiert:

*

*

* X X X

Elektron: ¢ = —e.

Proton: ¢ = +e (kein elementares Teilchen, setzt sich aus 2 u-Quarks und einem
d-Quark zusammen).

u-Quark: ¢ = +(2/3)e.
d-Quark: ¢ = —(1/3)e.

e nennt man Elementarladung.

— Ladungserhaltung: Summe aller Ladungen in abgeschlossenem System erhalten.
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* Positive und negative Ladungen konnen sich gegenseitig ausloschen bzw. paar-
weise erzeugt werden.

* Erzeugung/Vernichtung einer einzelnen positiven oder negativen Ladung nicht
moglich.
* Kann man mit Noether-Theorem zeigen (— Vorlesung “Quantenfeldtheorie”).
— Giiltigkeitsbereich des Coulomb-Gesetzes: 107 m< Tk S 108 m.

* Kleinere Absténde: Erzeugung/Vernichtung von Teilchen, Quantenfeldtheorie er-
forderlich.

x Groflere Absténde: Préazisionsexperimente schwierig.
o Maflsysteme:

— Gauf3-System:
x “Wahl des Theoretikers.” (Wird in dieser Vorlesung iiberwiegend verwendet.)
a = 1 (Definition).
Damit [¢] = g'/2m?/?/s.
* e~ 4.80 x 10~V esu (electrostatic unit); 1esu = g'/2 cm3/?/s.

*
*

« Elektrische und magnetische Felder haben gleiche Einheit (dazu spéter mehr).

— MKSA-System (Meter-Kilogramm-Sekunde-Ampere) bzw. SI-System (Systeme
International d’Unites):
x “Wahl des Experimentalisten.”
* a=107"Nc?/A? (Definition; A: Ampere).
Damit [g] = C (Coulomb); 1C =1As.
e~ 1.60 x 1071 C.
Héufig o = 1/4mep (Definition von €y [Dielektrizititskonstante des Vaku-
umsl; ¢y ~ 8.84 x 10712 C? /N m?).
Elektrische und magnetische Felder haben unterschiedliche Einheiten.

*

*

*

*

2.2 Elektrisches Feld

e Definition:

lektrostatische Kraft auf Punktlad
elektrisches Fold E = clcktrostatische Kraft auf Punktladung ¢ (25)

q

(E bezeichnet man auch als elektrische Feldstérke, ¢ als Probeladung).

e Das von N Punktladungen erzeugte elektrische Feld (E-Feld) lautet

q; r—r
Er) = ) —L L (26)
e E-Feld ist Vektorfeld, d.h. jedem Raumpunkt r wird ein Vektor E zugeordnet.
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e Kraft auf Probeladung ¢ im E-Feld:
F(r) = q¢E(r). (27)

e Verallgemeinerung durch Einfithren der (elektrischen) Ladungsdichte:

Ag  _ dg

N N1 (28)

damit

E(r) — /‘ dg r—r /d?’r"p(r/) r—r (29)

r—r'|2|r—r/| r—r']2r—1|

/%C-'M G ) ; ey [‘CI Cﬁhg

P . .
o _L,/__ (-mm;ut/: :’j‘;"ﬁir’{%’-«; (;.nf: &
' — ) Ke sclivieben 2.'-;.. G ()
. sq ;
- 1_\
3.
)< g p—
= r".1'} o Beilea 6 ZU f: e &£ Ve
=S O,[,Cf ¥ -\f_\ 15 "l
N
olg -
o/ G g S
A€ (+) I I o

e Beispiel: E-Feld einer homogen geladenen Kugel im Ursprung (Radius R, Ladung q):
— Ladungsdichte:

3g/47 R falls |r| < R
o = { v

0 falls [r| > R ° (30)

— E-Feld ergibt sich durch Einsetzen von in und Losen des Integrals (siehe
“Theoretische Physik 1 — Mathematische Methoden”, Abschnitt 9.2 bzw. Hausaufga-
be).

e Mit Hilfe der sogenannten d-Funktion kann auch die Ladungsdichte einer Punktladung
gj bei r; angegeben werden:

p(r) = g;6(r — 1 ). (31)
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2.3 4-Funktion

e Sehr haufig und wichtig in Physik, z.B. in Feldtheorie oder Quantenmechanik.
e )-Funktion in 1 Dimension:

— Definition von d(x): Fiir jede glatte Funktion f(x) und jedes g € R gilt

+oo

| dsse—an)i@) = fao) (32)
— “Anschauliche Definition” von d(z):
_ oo falls ¢ = xg

oz —m) = { 0 sonst ’ (33)
wobei

+oo
/ ded(x —xzg) = 1, (34)

d.h. unendlich schmaler und hoher Peak bei x = xg mit Flacheninhalt 1.

Bidod - 009 A 1 e, S

N -

JS——— S

ViE?
Moy Funlcdiomsiied {(x'c;)
Be (fegrod i . 5 5
T s Sl Slewy) £lx)
j ——
& >

( _ Do \
A Own BeO(é,x,-riumj . e

— Rechnen mit §-Funktionen i.d.R. sehr einfach, lediglich muss verwendet werden:
6-Funktionen und Integrale 16schen sich paarweise aus.

— Gelegentlich erfordern Rechnungen mathematische Darstellung der J-Funktion in
Form eines Grenzwertes einer stetig differenzierbaren Funktion; viele Moglichkeiten,
z.B.

1
o0(x) = lim e~ /2e, (35)

=0 \/27e2

Grenzwert lime_,o darf dabei erst am Ende der Rechnung gebildet werden (die §-
Funktion ist aus mathematischer Sicht keine Funktion, sondern eine Distribution).

e §-Funktion in mehr als 1 Dimension, z.B. in 3 Raumdimensionen:

— Produkt 1-dimensionaler §-Funktionen,

o(r) = d(x)d(y)o(2). (36)
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— Beispiel: Berechne/iiberpriife Ladungsstéirke der durch die Ladungsdichte be-
schriebenen Punktladung:

0 = [drow) = o[- -

+00 +o00 400
= qj/ dxé(x—xj)/ dy&(y—yj)/ dz6(z — zj) = gqj. (37)

—00 —00 —00

=1 =1 =1

e Starke Analogie zwischen J-Funktion (im Kontinuierlichen, d.h. im Kontext von Funktio-
nen f(z)) und Kronecker-0 (im Diskreten, d.h. im Kontext von Vektoren f;), z.B.

Z(Sjk = 1 (analog zu (34)) (38)
J

Z5jkfj = fr (analog zu (32)). (39)
J

2.4 Elektrisches Feld (Fortsetzung)

e Das von N Punktladungen erzeugte E-Feld kann damit auch geméf

B = [ jﬁlqﬂr'm I (10)

Ladungsdichte der N Punktladungen

geschrieben werden.

e Vertauschen von Integral und Summe und Lésen des Integrals fithrt zuriick zu (26)):

1 r—r ; r—r
d>r' §(r , J 41
qu/ O ) Ry Z|r—rj\2|r—r3\ 40

o Ist “glatte Ladungsdichte” (Ladungsdichte beschrieben durch stiickweise stetige Funktion),
wie z.B. in , realistisch?

— Ladungen in Natur quantisiert und mit elementaren Teilchen, d.h. Massenpunkten
assoziert ...7

Miissten also nicht stets Ladungsdichten der Form

N
> aolr =) (12)

verwendet werden ...7

Im Prinzip ja ...

— ... aber glatte Ladungsdichten, wie z.B. (30)), sind hiufig gute Niherungen (z.B. im
Fall der homogen geladenen Kugel, wenn Probeladungen, E-Feld, etc. nur in Bereichen
hinreichend weit von den Punktladungen entfernt betrachtet werden).
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— Mit solchen mittleren Ladungsdichten (gemittelt iiber kleine raumliche Bereiche
deren Ausdehnung etwa dem Abstand benachbarter Punktladungen entspricht) kann
man meist leichter rechnen, als mit mikrokopischen Ladungsdichten (detail-
lierte Diskussion in Abschnitt .

— Analogie: Mechanik, starrer Kérper, auch da wurden mittlere Massendichten betrach-
tet, obwohl die Masse in winzigen Bereichen konzentriert ist (“in den Atomkernen”).

2.5 Elektrostatisches Potential

e In Mechanik wurden konservativen Kriften (rot F = 0) Potentiale V' zugeordnet:

F(r) = —-VV(r). (43)

o Coulomb-Kraft ist Zentralkraft und daher konservativ.

e Da E-Feld proportional zur Kraft (F = ¢E, Gleichung ), ist es zweckmifig auch dem
E-Feld ein Potential zuzuordnen, das elektrostatische Potential ®:

Er) = —Vo(r) (44)

e Potential, in dem sich eine Probeladung ¢ bewegt, ergibt sich aus elektrostatischem Po-
tential analog zu geméf

Vir) = q®(r). (45)

o Elektrostatisches Potential und E-Feld einer Punktladung ¢; bei r;:

qj q;j r—r;
(r) lr —rj| (r) v —rj|? |r — ry (46)

(mathematische Struktur und Berechnung analog zur in “Theoretische Physik 1 — Mathe-
matische Methoden”, Kapitel 5 und 6 betrachteten Gravitationskraft).

e Elektrostatische Potentiale zu E-Feldern und lauten damit

N .
B(r) = Z‘rfifﬂ (47)
j=1 I

B(r) = / g L) (48)

v —r'|
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2.6 Feldgleichungen

o Mit lésst sich fiir gegebene Ladungsdichte E-Feld berechnen.

e Zusitzlich zu diesem Integralausdruck ist dquivalente DGI wiinschenswert, die sogenannte
Feldgleichung.

e Wende dafiir V auf an:

5, pr) r—r 3 r—r
VE(I') = V / d 7"/ |r — r/|2 ‘r — r/| = d 7’/ p(r/)vm = e (49)
e Nebenrechnung:
’I“j 3 3’1“j ’I"j .
Pt = S 0 f 0 50
F S R rr 7 (50)

(0 = 8/0rj; Oj|r| = r;/|r| wurde verwendet); Ergebnis gilt nicht fiir r = 0, da r/|r|?> dort
nicht differenzierbar; fiir Aussage bei r = 0 benétigt man Satz von GauB.

2.7 Satz von Gaufl und Satz von Stokes

e Satz von Gaufl und Satz von Stokes: Wichtige Integralsidtze der Feldtheorie.

e Satz von Gaull:

/dV Vi(r) = j{dAf(r). (51)
v =divf(r) 4

— [, dV: Integration iiber d-dimensionales Volumen V' (hiufig in d = 3 Raumdimen-
sionen, dann [, dV = [, d®r).

— $,dA = ¢, dAn: Integration iiber geschlossene das Volumen V' begrenzende d — 1-
dimensionale (Hyper-)Flache A (dA: Flachenelement; n: Flichennormale).

— f: Beliebige (stetig differenzierbare) vektorielle Funktion (d Komponenten).
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e Erlaubt Umschreiben eines Volumenintegrals in ein Oberflichenintegral.
e Anschaulich:

— f kann man sich als Flussdichte von z.B. Wasser vorstellen (das Wasser fliefit entlang
der Vektorpfeile; je linger die Pfeile, desto mehr Wasser pro Zeit).

— divf: Wiki, “Die Divergenz eines Vektorfeldes ist ein Skalarfeld, das an jedem Punkt
angibt, wie sehr die Vektoren in einer kleinen Umgebung des Punktes auseinander-
streben ... Interpretiert man das Vektorfeld als Stromungsfeld einer Grafle, fiir die
die Kontinuitdtsgleichung gilt, dann ist die Divergenz die Quelldichte. Senken haben
negative Divergenz.”

— Satz von Gauf} in Worten:

Summe iiber alle Quellen und Senken innerhalb von V' =
= Flussdichte durch die das Volumen V' begrenzende Fléche. (52)

Bigd - 021 " ; |

g PN

Sadf<o | | M
s ;9{"".4%*\0 -
P _— e $#0.7.0
R 3 )

Feld wil divf=0 8 i 7 S

{=s Keine Quelle,, /5“—’*“5‘@-)

VSOW gL = f“f = € Sav v=§old 4 50

e Beispiel: V ist Kugel mit Zentrum im Ursprung und Radius R, f = (z,0,0),

/ av V() = A R? (53)
Vo~~~ 3

s 2
%dAf(r) = RQ/ dd sin(ﬁ)/ dpe,xe, =
A 0 0

- o sin(1) cos(p) 1
= RQ/ dy sin(ﬁ)/ dp | sin(d)sin(e) | Rsin(¥)cos(p) | 0 =
0 0 cos(9) 0
w0 sin® ” cos? = Am 1
=R [T snto) [ dp o) = T (54)

—4/3 =
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Satz von Gauf} scheint also zu stimmen.

vV
0d - 04 _ p
’@\I_ gcﬂﬂ_,ﬂo _? >‘If—/—-\ 7;(— = [X i C’, o )
. ) // et \\
- 4 N e 2
oy Ja - =G Ad >0

e Beweisskizze (fiir d = 2):
— Teile Volumen V' in sehr viele kleine (d.h. unendlich viele infinitesimale) Quadrate
auf.

— Fiir jedes infinitesimale Quadrat gilt

AV VE(r) = drdy (8%:2‘“) + ag,g)) (55)

dA f(r + e,dz/2) + dAf(r — eydx/2) + dAf(r + eydy/2) + dAf(r — e,dy/2) =
— dye, <f(r +epda/2) — f(r — exdx/2))
+dz ey (f(r +e,dy/2) — f(r — eydy/Q)) =
fo(r +egdx/2) — fo(r — ezdx/2)

= dxdy

dx
—0f, /0
rdrdy fy(r+eydy/2) — fy(r —eydy/2) (56)
dy
=01,/0y
und damit
dvVvf(r) = (dA f(r +eydz/2) + dAf(r — eydzr/2) + dAf(r + ey dy/2)
+dA f(r — eydy/Z)). (57)

— Summiere iiber alle infinitesimalen Quadrate, d.h. integriere {iber Volumen V:
* Linke Seite von :

/ dV Vi(r). (58)
.

x Rechte Seite von : Infinitesimale Flachenstiicke im Inneren von V treten
jeweils doppelt mit entgegengesetztem Vorzeichen auf, heben sich also weg,

f dA f(r). (59)
A

* Satz von Gaufl damit bewiesen.
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e Satz von Stokes (in 3 Dimensionen):
/dA Vxf(r) = f drf(r).
A — C
=rot f(r)

— [, dA: Integration iiber 2-dimensionale eventuell gekriimmte Fliche.
- fC dr: Integration iiber geschlossene die Fliche A begrenzende Kurve C.

— f: Beliebige (stetig differenzierbare) vektorielle Funktion.
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e

e Erlaubt Umschreiben eines Fléchenintegrals in ein Kurvenintegral.

e Beispiel: A ist Kreis in z-y-Ebene mit Zentrum im Ursprung und Radius R, f = (+y, —z,0),

/ dA V x f(r) = —2rR? (61)
A SN——
=(0,0,—2)
+ cos()) —sin(A)
vy = B[ 4sny | L TN g ees()
0 dA 0

- 27 dr()\) - 27 o
%Cdrf(r) = /0 AN —ZE(r (V) = —R2/0 d\ = —2nR?

Satz von Stokes scheint also zu stimmen.

e Beweisskizze: Hausaufgabe.
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2.8 Feldgleichungen (Fortsetzung)

e Bestimmung von Vr/|r|3 auch fiir r = 0:

— Betrachte dazu

Prvi = 62
[ (62)

(V ist Kugel im Ursprung mit Radius R > 0; Ergebnis unabhéngig vom Radius, da
Vr/|r|? = 0 fiir r # 0).

— Satz von Gauf:

r ™ 2 e
= dA — = R2/ dﬁsinq?/ dpe,— = 4. 63
7%& rf? 0 ¥) 0 Rr? (63)
— Auch fiir R — 0 gilt
d?’rVL = d4r, 64
I oy
damit
1
V# = 4mé(r) bzw. A; = —47ni(r). (65)

— Beweis nicht korrekt, da Satz von Gauf stetig differenzierbares f erfordert, im vorlie-
genden Fall aber f = r/|r|? nicht stetig differenzierbar bei r = 0; also bestenfalls ein
Plausibilitdtsargument.

— Echter Beweis zeitaufwéndig: Betrachte z.B. keine Punktladung, sondern homogen
geladene Kugel mit Radius R, wiederhole obige Uberlegungen, bilde am Ende Grenz-
wert R — 0 (eventuell Hausaufgabe).

e Fortsetzung von ([49):

3 r—r
VE(r) — / A o) Vi = Amole) (66)
47 (r—r’)
e Auflerdem:
VxE{[r) = —-VxV®((r) = 0. (67)

e Zentrale Gleichungen der Elektrostatik, die Beziehung zwischen Ladungsdichte und E-Feld

herstellen:
VE(r) = 4mp(xr) , VxEr) = 0 (68)
baw.

divE(r) = 4mp(r) , r1otE(r) = 0 (69)

(Teil eines Satzes von Gleichungen, die wir spéter als Maxwell-Gleichungen kennenler-
nen werden).
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e Integrale Formen von bzw. mit Satz von Gaul bzw. Satz von Stokes:

%dA E(I‘) = / d3r VE(I') = 47T/ d3r P(I') = 4T ¢innerhalb von V
A 14 14
j{ drE(r) = / dAV xE(r) = 0

C A

((70) wird als Gauf3sches Gesetz bezeichnet).
e Finsetzen von in linke Gleichung von :

AdD(r) = —4mp(r)

(72)

(wird als Poisson-Gleichung bezeichnet, fiir p = 0 als Laplace-Gleichung), ist dquiva-

lent zu und (]@

Feldlinien, Aquipotentialflichen

e Vektorfelder, z.B. E(r), lassen sich durch Feldlinien r(\) (Linien mit ausgezeichneter Rich-

tung) graphisch veranschaulichen.

— Feldlinien r(\) definiert durch

TR = |0 [Ee)

Y

(73)

d.h. sie folgen an jedem Raumpunkt r den durch E(r) beschriebenen Vektorpfeilen,

d.h. dr(N)/dA || E(r(X)) bzw. dr(A)/dA x E(r(\)) = 0.

— Elektrostatische Kraft auf Probeladung in Richtung der Feldlinien, Stéirke der Kraft

proportional zur Dichte der Feldlinien.
— Es gibt keine geschlossenen elektrischen Feldlinien.

* Beweis durch Widerspruch.

* Annahme: Es gibt eine geschlossene elektrische Feldlinie r(A), 0 < A < 1.

* Dann gilt aufgrund von

Lo odr(X
/d)\ FN pr)) = j{drE(r) = 0.
0 d\
* Auflerdem gilt aufgrund von ((73))

/Old)\dl;l(/\)\)E(r(/\)) - /Old)\ d:l(;\)“E(r()\))‘ > 0
>0 >0

* (74) und im Widerspruch, d.h. Annahme muss falsch sein.
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e Gradientenfelder, z.B. E(r) = —V®(r), lassen sich durch Aquipotentialflichen von ®(r)
graphisch veranschaulichen.

— Aquipotentialflichen definiert durch
®(r) = const. (76)
— Elektrostatische Kraft auf Probeladung und damit Feldlinien senkrecht zu Aquipo-

tentialflachen.
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2.10 Homogen geladene Kugel: Berechnung des E-Feldes

e Typische Fragestellung in Elektrostatik: Gegeben ist Ladungsverteilung ... wie lautet das
zugehorige E-Feld bzw. elektrostatische Potential?

e Hiufig mehrere Losungswege, z.B.

(A) Mit GauBschem Gesetz (70) (i.d.R. einfach, aber nur fiir hochgradig symmetrische
Probleme anwendbar).

(B) Losung der Poisson-Gleichung (72).

(C) Berechnung des Integrals (48).
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e Betrachte im Folgenden homogen geladene Kugel mit Radius R und Ladung ¢, d.h.

= 3q/4rR3 falls |r| < R
,O(I‘) { £0 Q/ | |

0 falls [r| > R °

e (A) Mit Gauflschem Gesetz:

— Aufgrund von Rotationssymmetrie muss E(r) = E(r)e, gelten.
— Gauflsches Gesetz , V = Kugel um den Ursprung mit Radius 7:
* Linke Seite:

s 2
= 72 sin e.E(r)e, = 4mr’E(r).
§0aEE) = o [avsin) [ dpenle = am?E( (78)

* Rechte Seite:
dra B 47 (4mr3/3)po = 4n(r/R)3q fallsr < R
Minnerhalb von V- = 4r(4mR3/3)py = 4mq fallsr > R~
* Damit
- qr/R® fallsr <R
E(r) = { q/r* fallsr >R °
— E-Feld auflerhalb der Kugel also ununterscheidbar von dem einer Punktladung ¢ im
Ursprung.

(80)

e (B) Losung der Poisson-Gleichung:

— Aufgrund von Rotationssymmetrie muss ®(r) = ®(r) gelten.

— Poisson-Gleichung reduziert sich damit auf
1d dd(r)
AQ(r) = ——(1? = —4 81
® = g (rT) = ) (s1)
(siehe Hausaufgabe zu “Theoretische Physik 3 — Elektrodynamik” im Wintersemester
2016/17, Blatt 2, Aufgabe 6).
— Fiir p(r) = po, d.h. fiir r < R, folgt

AP p(r) 4mp, q
2%7<kr\VT) . FMP0.3 - 2.3
r I 3 r° 4+ Cq R3T + C4
_ q o O
q)<R(T) = 727R3T - 7 + 02. (82)
— Fir p(r) =0, d.h. fiir r > R, folgt
C
Dop(r) = 773 + Cy. (83)

— Setze C4 = 0 (eine Konstante kann willkiirlich gew&hlt werden, Physik héngt nicht
davon ab), damit ®(r = co) = 0.

— C1/r entspricht Potential einer Punktladung im Ursprung, da nicht vorhanden C; =
0.
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— Rechte Seite von hat Sprung bei r» = R, damit auch (d/dr)(r?d®/dr), damit hat
r2d® /dr Knick bei 7 = R, damit auch d®/dr, damit sind ® und ® = d®/dr stetig

bei r = R:
P p(R) = ®xr(R) , OLp(R) = PLg(R)
_ 4 - S 4, G
- ( TS r)r:R | ( B r2>T:R
3
—>C3=—q702—ﬁq%- (84)
Bif A - 048
M
\ 1)
£ A6 40 ooy 4 (x)
| / |
- -_.._L\ X ("___h“‘x < o % <
( K““ICQ 5 rumcﬂ F i h‘:.
\\'“_' \i___\_}) {\5" +UMQ#IIOHD
X Salls x>0 .
£(x) = io g sods = {?\(ﬂ’): E(x) (Heavside ~Tuudibin)
N e
£ ()= 60 (6-Toukkion )
— Insgesamt
2, 3
o = | AT SNIR )
BI (:}{ e cffj
()
/\ ”rz
| \"’ T
| [E—— ]_2 el

T

— Aus E = —V® und ® = ®(r) folgt E = E(r)e, mit E(r) = —d®/dr; Ausfithren
dieser Ableitung ergibt das bekannte Ergebnis .
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(C) Berechnung des Integrals:

— Siehe “Theoretische Physik 1 — Mathematische Methoden”, Abschnitt 9.2 und Haus-
aufgabe.

2.11 Energie einer Ladungsverteilung

Um zwei unendlich weit entfernte Punktladungen ¢; und g2 auf Abstand |r; —rs| aneinander
heranzubringen, wird Energie

q192

D) —_—
[r1 — 1o

(86)

benotigt (bei negativem Vorzeichen gewinnt man Energie).

Um eine dritte unendlich weit entfernte Punktladung g3 nach rs heranzubringen, wird
zusétzlich Energie

q1943 4243
rp —r3]  |ry—r3]

FEi35 + Eos (87)

benotigt.

Verallgemeinerung fiir N Ladungen:

Fiir kontinuierliche Ladungsverteilung ergibt sich damit
1 p(0)p(r')
E = - |da& 3! S
2/ 7’/ r P (89)

— Einschrinkung j # k wurde beim Ubergang von Summen zu Integralen nicht beriick-
sichtigt ... zuldssig?

— Annahme: p(r) < pmax, d.h. keine Unendlichkeiten, z.B. keine Beitrige von é-Funk-
tionen bzw. Punktladungen.

— Zusitzlicher “j = k”-Beitrag im Integralausdruck entspricht r & r’, kann abgeschiitzt

werden,
) , 1 € 2
o twm ! [ / gy PP) L / d*r lim 4 / dr?Pme - (90)
e—0 Ir—r'|<e |r— /’ 2 e—0 0 r
oxe?
-0

verschwindet also ohnehin und muss daher nicht ausgeschlossen werden.
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e Einsetzen von und , partielle Integration und Satz von Gauf}, Einsetzen von :

B o= ;5 [dromen = —o [ (sem)ew) -

_ —;T/d?’rV((VCI)(r))CD(r)) —i—;r/d?’r(V(I)(r))z = % r (Bm) (01

=§ dA (VO(r))d(r)=0

— Annahme dabei ist dass ¢ dA (V®)® = 0, d.h. (V®)® fiir r — oo hinreichend schnell
verschwindet.

— Z.B. fiir Punktladung erfiillt: ® o< 1/7 und V& o 1/r2, damit (V®)® oc 1/73; auBer-
dem ¢ dA o r?, daher § dA (V®)® = 0.

— Fiir lokalisierte Ladungsverteilung (d.h. Ladungsverteilung, die nicht unendlich aus-
gedehnt ist), ebenfalls erfiillt (kann man mit Multipolentwicklung zeigen, sieche Ab-

schnitt [2.16]).
o legt Interpretation von

1

) = o <E(r))2 (92)

als Energiedichte des E-Feldes nahe (wird spéter mit dem Noether-Theorem gezeigt, siehe

Abschnitt .

2.12 Elektrostatische Randwertprobleme
e Poisson-Gleichung
AD(r) = —4dmp(r) (93)
ist inhomogene lineare DGI.

o Allgemeine Losung ist ®(r) = Ppartikulir (T) + Phomogen (T), setzt sich zusammen aus

— Phomogen(r) =D y A;®;(r), lineare Superposition aller linear unabhéngigen Losungen
®;(r) der homogenen DGI

A®j(r) = 0 (94)
(davon gibt es unendlich viele),

— einer beliebigen Partikuldrlosung von (93]) (auch davon gibt es unendlich viele, denn
beliebige Linearkombination homogener Losungen kann addiert werden), z.B.

r
q)partikular(r) = /dgrl p( ) (95)

r — /|
(siehe auch “Theoretische Physik 1 — Mathematische Methoden”, Abschnitt 3.6).

e Losung wird erst durch Vorgabe von Randbedingungen (RBs) eindeutig bzw. nahezu ein-
deutig festgelegt.
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Betrachte Volumen V), innerhalb dessen die Poisson-Gleichung erfiillt sein soll.

Vorgabe von RBs auf R, dem Rand von V.

Z.B. Vorgabe des Feldes ®(r) = ®¢(r) fir r € R.

x Sogenannte Dirichlet RBs.

* Losung ®(r) wird dadurch eindeutig festgelegt (Beweis in FlieSbach, “Elektro-

dynamik”, Kapitel 7).

O (r) fiir r € R.

* Sogenannte Neumann RBs.

* Losung ®(r) wird dadurch bis auf additive Konstante eindeutig festgelegt, diese
ist physikalisch irrelevant (Beweis in FlieBbach, “Elektrodynamik”, Kapitel 7).

— Diese Sorte von Problem heifit Randwertproblem (RWP).
— Analogie Mechanik:

« Allgemeine Losung der Newtonschen BGI liefert Trajektorie r(¢) mit zwei unbe-

stimmten Konstanten pro Raumdimension.

* Vorgabe von Anfangsbedingungen, z.B. r(¢;) = r; und r(tf) = ry (entsprechen

Dirichlet RBs in der Zeit), legt Losung

Bidd - 020

P, e

K

——

eindeutig fest.

I

Eleklrosta bl _— i
)ﬁf)\fc«-’%af& U CLan z Tf?f
7 @e(r) ad Rawdd vackk
V. N oo QL)
¥ \____/ [ i !Muﬁ.\“—
;‘?\ @ Poissoua— 6Lu f—€|U4m_\
N d )
X - S

e
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/ N X () 7R e X U] = xg

4 = ;._é: \ waa oot ?:Fajr'eyvégc«-m}d =< (¢ )
PP N edy —

I.- [ aa (tag e 5| LE \ —

\Mewlonscle B6L )

.



e Bisher war V unendlich ausgedehnter Raum, R “Rand im Unendlichen”, eine “Kugel mit
unendlichem Radius”, mit Dirichlet RBs ®(r — oo) = 0.

e Beispiel: Punktladung im Ursprung.

— Dpartikular(T) = ¢/|r], Phomogen(r) = 0, damit RBs ®(r — oco0) = 0 erfiillt.
— Wire auch Losung fiir V = “Kugel mit Radius R” und Dirichlet RBs ®(r = R) =

a/R.
— Andere mogliche Losungen der homogenen DGI sind z.B.
Phomogen(r) = Pyetra® sin(Ayy) sin(A;2) (96)

mit \2 — )\g — A2 = 0, dann wiren obige RBs aber nicht mehr erfiillt, sondern andere
RBs.

— Wie man unendlich viele Lésungen der homogenen Poisson-Gleichung findet und diese
dann so linear kombiniert, dass vorgegebene RBs erfiilt werden, wird in Abschnitt
und 2.T5 diskutiert.

e Physikalisch kann Rand R mit Dirichlet RBs z.B. durch umgebende leitende Metallplatte
realisiert werden.

— Im Metall gilt E(r) = 0 und damit ®(r) = const.

— Ist E(r) # 0, bewegen sich die im Metall in hinreichender Menge vorhandenen frei
beweglichen Ladungen (Elektronen) entgegen der Richtung von E(r) und bauen damit
ein Gegenfeld gleicher Stérke auf.

— Der Rand kann auch durch mehrere voneinander isolierte Metallplatten gebildet wer-
den, die unterschiedliche konstante Potentiale ®; # ®9 # ... ($; = const, Py = const,
...) aufweisen.

Bild - 074

-

e E-Feld am Rand von V fiir den Fall umgebender leitender Metallplatten (E(r) = 0 im
Metall):

— Tangentialkomponente:
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x Verwende ([71)) (“Satz von Stokes”) gem#fl Abbildung, A ist infinitesimales Recht-

eck:
j{drE(r) =0
C

(E| = E — (En)f, wobei fi die Normale der Randfléiche ist).

\ 5%
%il(’i -0¢¢

S

f//.
— Normalkomponente:
* Verwende Gaufisches Gesetz geméf Abbildung, V' ist infinitesimaler Zylin-
der:

fdA E(I‘) = 47 ¢innerhalb von V
A

4mg; Vi
—» E.(r) = E/(r)hi = Erha = ”qmmfz‘lb Vo 4ro(r)  (98)
(E; = (En)n, wobei n die nach aufien gerichtete Normale der Randflache ist;

o(r) ist Flachenladungsdichte an Metalloberfliche bei r).

Bild - 075
/ Kff
ol K
f/‘/{,{,
X7/
ot ]
£ £ 8 o

— / L
T T r
/ A ?}rf.'w,t'e.ff{éa.iqe \I
| ! L ervolimen
||\ v Zyludevolomen )
o T ——

x Flachenladungsdichte nicht vorgegeben, wird stattdessen durch Ladungen im In-
neren von V generiert, kann nach Losung des RWPs, d.h. nach Berechnung von

36



E(r) in V, mit bestimmt werden.

* kann auch fiir elektrostatisches Potential ®(r) formuliert werden:

Ei(r) = —(W(r))ﬁ(r) - —822”) = dno(r). (99)

e Faraday-Kifig:

— Ladungsfreies von geschlossener Metallhiille umgebenes Volumen.

®(r) = &y = const im Metall (Dirichlet RBs).

— ®(r) = ®¢ = const 16st auerdem Poisson-Gleichung mit p(r) = 0, d.h. Losung
im von der Metallhiille umgebenen Volumen.

— Damit ®(r) = &g = const bzw. E = —V®(r) = 0 im Faraday-Kifig, ein Faraday-
Kafig schirmt E-Felder also vollstdndig ab.

2.13 Kondensator

e Kondensator:

— Zwei metallische Korper mit elektrostatischen Potentialen ®; = const und &, =
const.

— Ein anwendungsbezogenes elektrostatisches RWP (eventuell muss zusitzlich noch
®(r — oo0) = 0 vorgegeben werden).

e Um Ladung g von Korper 1 zu Kérper 2 zu verschieben, muss Energie AE = q(®3 — ®1)
aufgewendet werden (Ladung bewegt sich in Potential V' = ¢®).

e Potentialdifferenz Uy; = ®5 — 1 bezeichnet man als Spannung; damit AE = qUs;.
e Plattenkondensator:

— Zwei unendlich ausgedehnte Metallplatten, parallel zur z-y-Ebene, Abstand d.

’F’p-{-[e,@ ?‘ii-H*’—@
1 (fsc ©,>8.)
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— Berechnung des elektrostatischen Potentials bzw. des E-Feldes zwischen den Platten:
Hausaufgabe, Blatt 4, Aufgabe 15, lineares Potential, E = —((®2 — ®;)/d)e, =

—(Ua1/d)es.
— Ladungsdichte auf Metallplatten: o = £|E|/471 = +Us; /4wd (falls &3 > ®;: positive
Ladungsdichte fiir Platte 2, negative Ladungsdichte fiir Platte 1).

— Endliche Plattenfliche A (obige Uberlegungen dann nur noch niherungsweise giiltig),
Ladung auf Metallplatten: ¢ = 0 A = Uz A/47d.

— Kapazitit eines Kondensators:

Lad
Cc - _-adung 4 (100)
Spannung Usq
— Kapazitét eines Plattenkondensators:
A
c = — 101
4drrd (101)

(héingt also nur von Geometrie, d.h. Plattenfliche A und Abstand d, ab).

¢ Kugelkondensator:

— Zwei konzentrische Metallkugeln, Radien R; und Ry > R;.

HF)!\{’O{ - O?g

PP N

— Berechnung von elektrostatischem Potential, E-Feld, Ladungsdichte, Ladung und Ka-
pazitat: Hausaufgabe, Blatt 4, Aufgabe 16.

2.14 Laplace-Gleichung in 2 Raumdimensionen: Polarkoordinaten
2.14.1 Motivation

e Betrachte elektrostatisches RWP aus Abschnitt d.h. finde ®(r), das Folgendes erfiillt:

— Poisson-Gleichung im Volumen V fiir darin vorgegebene Ladungsdichte p(r), d.h.
Ad(r) = —4dmp(r) firreV. (102)
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— Dirichlet-RBs auf dem Rand von V, d.h.
O(r) = Po(r) firreR. (103)
Losung des RWPs ist

(I)(I') = (I)homogen(r)+<I>partikular(r)a (104)

wobei partikuldre Losung z.B.

Ppartikular (r) = /vd37”/ ’rp(_rlz,’- (105)
Dann ist ®nomogen(r) S0 zu bestimmen, dass Folgendes erfiillt ist:
— Laplace-Gleichung
A®homogen(r) = 0 firre V. (106)
— RBs
Phomogen(r) = Po(r) — Ppartikular(r) = CiJO(r) firreR. (107)

Studiere in diesem Abschnitt das verbleibendene durch (106) und (107 gegebene Problem
in 2 Raumdimensionen, d.h. r = (x,y) (Rechnungen einfacher, Konzepte aber identisch zu
3 Raumdimensionen [siehe Abschnitt [2.15]).

2.14.2 Polarkoordinaten

Ist V Kreis (Radius R) bzw. R Rand dieses Kreises, bietet sich Verwendung von Polarko-
ordinaten x = r cos(p) und y = rsin(y) an.

Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten (siehe Hausaufgabe zu “Theoretische Physik 3 —
Elektrodynamik” im Wintersemester 2016/17, Blatt 2, Aufgabe 6):

10 [ 0%(r,¢) 1 02®(r, p)

Dirichlet RBs:

O(r=R,p) = Po(p). (109)

2.14.3 Separationsansatz

Héufig funktionierender Ansatz zur Losung partieller DGls: Separationsansatz ,
(r,p) = R(r)Y(e), (110)

d.h. gesuchte Funktion (hier ®(r,¢)) wird als Produkt von Funktionen (hier R(r) und
Y (¢)) geschrieben, die jeweils nur von einer Koordinate abhéngen.
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e Einsetzen in (108), Multiplikation mit r2/R(r)Y (¢):

190 ( OR(r) 1 0% (p)
Y(‘P);E (T o > + R(T)T—2 i 0
r 0 ( OR(r)\ 1 0%Y(p) B
R(’l") E (7" 67” ) = *m 6802 = C = const (111)

(linke Seite von ((111]) ist Funktion von r, rechte Seite von ({111} ist Funktion von ¢, miissen
also gleich einer Konstante sein [wesentliche Eigenschaft, nur dann ist ein Separationsan-
satz zielfithrend]).

e DGI fir Y(¢):

A2y
= ey (112)

(DGI hat gleiche Form wie die des HO).
e Unabhingige Losungen:

1 .
V(o) = —=etme

V2T ’

— Komplexe Exponentialfunktionen praktischer als relle sin- und cos-Funktionen.

- m...,—2,—1,0,+1,42,... garantiert 2m-Periodizitat im Winkel ¢, d.h. Y, (p+27) =
Yin ().

— Vorfaktor 1/v/27 nicht notwendig, aber zweckmiiflig (Normierung, siche
Abschnitt .

— Y (p) = p ist auch Losung von (112)) fiir C' = 0, erfiillt aber Periodizitdtsbedingung
Y (¢ + 27) = Yy (¢) nicht, daher im Folgenden nicht relevant.

m=+VC , m=...,-2,-1,0,+1,+2,... (113)

e DGI fur R(r):
T$<rd§£r)> — m2R(). (114)

e Unabhingige Losungen:

— Ansatz: R(r) = r<.

— Einsetzen in ((114)):

— i E _ 2.«
dr Tdr -mr

~—
ar®
N——
—a2re
- a = =+m. (115)
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— Damit
1
Ry(r) = r™ bzw. Ry(r) = g (116)
— ((114]) ist lineare gewohnliche DGI 2. Ordnung, daher keine weiteren linear unabhéngi-
gen Losungen fiir m # 0.

— Fir m = 0 liefert Ansatz R(r) = r® nur eine Losung, Ro(r) = 1, zweite Losung
ist Ro(r) = In(r/rg) (ro ist beliebige aus Dimensionsgriinden notwendige konstante
Lénge).

e Da Laplace-Gleichung (108)) lineare DGI, gilt lineare Superposition, d.h. allgemeine kom-
plexe Losung

1 In(r/ro) ( 1 )
O(r,p) = A +B + > (Apr™ 4+ B —
o) = Aot ot 2 (A B

e Time (117)
V2T

(ro und Ap nicht unabhingig [wihle irgendeine fiir das Problem typische Lénge, z.B.
ro = R, Losung trotzdem noch allgemein|; Betragsstriche bei Exponenten nicht
notwendig, aber zweckméBig: A,, [m # 0] bezichen sich dann auf positive r-Potenzen, By,
[m # 0] auf negative r-Potenzen).

e Ziel ist nun Bestimmung von A,, und By, so, dass RBs (109) erfiillt (dazu benétigt man
Kenntnisse iiber vollstindige Orthonormalsysteme).

2.14.4 Vollstindige Orthonormalsysteme

e Funktionen kénnen als Vektoren mit unendlich vielen Eintrigen interpretiert werden: statt
Vektor f; (im Folgenden stets Komponentenschreibweise, d.h. j indiziert Komponenten von
f) Funktion f(x), diskreter Index j wird durch Argument bzw. kontinuierlichen Index z
ersetzt.

e Im Folgenden hiufig verwendete Operation ist Skalarprodukt:

— Skalarprodukt zweier Vektoren f;l) und f]@):

STy (118)

J
(bei Beschrinkung auf reelle Zahlen kann * weggelassen werden).

— Skalarprodukt zweier Funktionen f((z) und f®(z) (Definitionsbereich z €
[a,b]) ist analog zu (118) definiert,

G050 = [ a0 ) (19)

a

((...,...) ist iibliche Notation fiir Skalarprodukt zweier Funktionen).
(n)

e Orthonormalbasis (ONB) eines Vektorraums (linear unabhéngige Basisvektoren g; ) dqui-
valent zu vollstindigem Orthonormalsystem (VONS) eines Funktionenraums (linear
unabhiingigen Basisfunktionen ¢(™ (z)), wobei n Basisvektoren bzw. Basisfunktionen indi-

ziert.
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o Wesentliche Eigenschaften einer ONB bzw. eines VONS:

— Orthonormalitit:

* ONB: Basisvektoren miissen paarweise orthogonal und auf Linge 1 normiert sein,

Sy = b (120)
* VJONS: Analog muss fiir Basisfunktionen
(g™, ™) = /bdﬂf(g(m))*(iv)g(”)(w) = Omn (121)
gelten. ’
— Vollstandigkeit:

* ONB: Basisvektoren miissen vollstédndig sein, d.h. beliegiger Vektor f; muss ein-
deutig als Linearkombination der Basisvektoren darstellbar sein,

doaye = e baw. Y (™) @g™ = L (122)

n n

dyadisches Produkt
- Vektor f; lisst sich wie folgt als Linearkombination der Basisvektoren dar-

stellen:

o= Al (123)
mit Koeflizienten

An = Y (@) S (124)

J
- Beweis durch Einsetzen und Verwenden von (|122]):

S AV = Z(Z(g;i"))*fk>g§”) = S H> @) = 5
n k

n k n

=01
(125)
x VONS: Analog muss fiir Basisfunktionen

> (@) (@)™ (y) = z—y) (126)

n

gelten.

- Funktion f(x) lasst sich wie folgt als Linearkombination der Basisfunktionen
darstellen:

f@) = 3 Aug™(a) (127)
mit KoefﬁziZnten ,
A= @) = [ e @) @) (128)
- Beweis: Hausaufgabe. ‘

e Beispiel eines VONS:

dM() = \1@6“’”"“, (129)
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n € Z, wenn Definitionsbereich x € [a, b] mit L = b—a und die darzustellenden Funktionen
periodische RBs aufweisen.

— Nachweis der Orthonormalitdt und Vollstandigkeit: Hausaufgabe.

— Darstellung einer Funktion f(x) als Linearkombination der Basisfunktionen:
1 : I :
) = —— Apetzmme/L mig A, = / dx e~ 2mma/L ¢ (1), 130
@) = % 7 f).  (30)

— f(z) und die unendlich vielen A,, enthalten die gleiche Information.

— (130) nennt man Fourier-Reihe, Darstellung einer Funktion durch “sin- und cos-
Funktionen”, sehr hiufig und wichtig, vor allem in Quantenmechanik.

2.14.5 Anpassen der allgemeinen L6sung an RBs

e Ay und By, in allgemeiner Losung (117) miissen so bestimmt werden, dass RBs ((109)
erfiillt, d.h. ®(r = R, ) = ®o(p).

e Da V Kreis, der Ursprung enthilt, diirfen singulére Terme In(r/rg) und 1/ in (117)
nicht in Losung auftreten, d.h. B, = 0 bzw.

1 m 1 m
(r,p) = AOE+2AM\ \Eﬁ ¢ (131)
#0

e Losung auf Rand R:
1 .
d(r=R,p) = A RIM ——time 132
=Rl = LAnR" (132)

(ist Darstellung als Linearkombination der Funktionen e*#m¢).
e Mehrere Moglichkeiten zur Bestimmung der A,,:

— 1. Moglichkeit:
s« Entwickle vorgegebene RBs ®((¢) nach Basisfunktionen
1 .

(m) _ o Fime 133
o) = = (133)
(bilden VONS, siehe Abschnitt [2.14.4]),

- 1 . 1 2m L

P = — ) Cpe™® mit C, = — / dpe "D 134

(selbst wenn Integrale zur Bestimmung von C), nicht analytisch gelost werden
konnen, ist es leicht, diese mit einem Computer zu berechnen).

* Koeffizientenvergleich von ((132)) und (134]) ergibt
C
AnRM = Cp = Ay = 2 =

1 2w ) -
RN - —ime o ().
R|m| 27TR|m| /0 dgpe 0(90)

(135)
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— 2. Moglichkeit:
x Startpunkt ist
®(r=R,p) = Po(p). (136)
% Skalarprodukt von etm¥/ V27 mit beiden Seiten von ((136)):
- Linke Seite:

(e /\/2m, ®(r = R)) =

27 1 ) ‘ | 1 »
= d ey A RN et =
’ Z o Ver

0 v 2T
1

2m 1 ) )
= 3 4,R" / dp —m=e "M ——cte = A, R 137
; 0 gD\/27re \/27re (137)

(e Hime [T, e 1% TR =G
((132) wurde verwendet).
- Rechte Seite:

(e 1T By) = /()2ﬂd¢\1ﬁ€im“”‘i’o(<ﬂ)- (138)

2T
* Damit

1 2
Ap = 2 /
V2rRIml Jg
(identisch zu (L37))).
— Beide Moglichkeiten verwenden, dass Losung auf Rand R (Gleichung ) Linear-
kombination von Funktionen ist, die VONS bilden.

dip e= "o () (139)

— Falls nicht der Fall, sind weitere Schritte notwendig, z.B. Orthonormalisierung der
die Losung bildenden Terme mit Gram-Schmidtschem Orthogonalisierungsverfahren
(siehe z.B. https://de.wikipedia.org/wiki/
Gram-Schmidtsches_Orthogonalisierungsverfahren).

e Beispiel:

— Gegeben: Dirichlet RBs,

. 5 1 A 1 A
O(r=R,p) = Po(p) = asin(3p) = a2iﬂ<me+3w— me_?’w> (140)

(ein sehr einfaches Beispiel, bei dem Integrale (135]) analytisch losbar bzw. direkt
ablesbar sind, auerdem fast alle A,, verschwinden).

— Verwende Orthonormalitit der Funktionen et /1/2, damit

—a/27/2iR3  falls m = —3

1 2m ) N
Am = Nl / dpe "MPdg(p) = +av2m/2iR3 falls m = +3 . (141)
TRI™ Jo

0 sonst

— Losung der Laplace-Gleichung durch Einsetzen in (131]):

d(r,p) = A_grd e 3 + Apgr®

1 1 r\? .
on me”“" = a(R> sin(3¢p) (142)
(Abbildung zeigt ®(r, ) fir R=1und a = 1).
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e Folgende &hnliche RWPs konnen analog gelost werden:

— V ist gesamter 2-dimensionaler Raum bis auf Kreis mit Radius R:
Vorgabe von Dirichlet-RBs ®(r = R, ¢) = ®o(p) und @(r — o0) = 0.

— V ist Kreisring, innerer Radius R;, duflerer Radius Ry: B
Vorgabe von Dirichlet-RBs ®(r = Ry, ¢) = ®1(p) und ®(r = Ra, ¢) = Pa(p).

Siehe Hausaufgabe zu “Theoretische Physik 3 — Elektrodynamik” im Wintersemester
2016/17, Blatt 6, Aufgabe 22.

BA‘EO( - 026
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: P ( Cp 0 57 fee J:\\'
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2.15 Laplace-Gleichung in 3 Raumdimensionen: Kugelkoordinaten
2.15.1 Motivation

e Wie in Abschnitt B.14.11
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2.15.2 Kugelkoordinaten

e Ist V Kugel (Radius R) bzw. R Rand dieser Kugel, bietet sich Verwendung von Kugelko-
ordinaten z = rsin(¥) cos(y), y = rsin(¥) sin(¢) und z = r cos(¢¥}) an.

Bi bok - 027

g I,

e Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten (siehe Hausaufgabe zu “Theoretische Physik 3 —
Elektrodynamik” im Wintersemester 2016/17, Blatt 2, Aufgabe 6):

AD(r, 0, p) =
1 62 1 o (. 0(r, 9, @)

T oror? (r@(r, %, 90)) + 72 sin(9) 99 <sm(19) o >

1 0?®(r, 9, p)

= 0. 143
+ r2 sin? (1)) D2 (143)
e Dirichlet RBs:
2.15.3 Separationsansatz
e Separationsansatz
R(r
2(0,0) = ) pleos()) Q) (145

fithrt auf drei unabhéngige gewohnliche DGls (Faktor 1/r und Verwendung von cos(¥) als
Argument nicht notwendig, vereinfacht aber DGIs).

e DGI fir Q(¢):

2
dgp(;o) — Q). (146)

e Unabhingige Losungen:

Qm(p) = ™  m=+VC , m=...,-2,—1,0,+1,+2,... (147)
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DGl fiir P(z) mit x = cos(¥):

i((l _Q;Z)dflg”>> + <)\— 1T12>P(x) = 0. (148)

Unabhingige Losungen: Zugeordnete Legendrepolynome,

m (=)™ 2ym,/2 o, !

P"(x) = W(l—x) dme(ac -1, A=Ill+1) , [=0,1,2,... ,
m=—l,—l+1,-14+2,...,+l—2,+1 — 1, +l. (149)

DGl fiir R(r):
d’R(r) 1(1+1)

oz 2 R(r) = 0. (150)
Unabhingige Losungen:

1

Ri(r) = " baw. R(r) = e (151)

Allgemeine komplexe Losung der Laplace-Gleichung ([143)):

T 9, 90 Z Z (AlmT‘ + Bim l+1) l,m(ﬁ, (p) (152)
=0 m=—1
mit den Kugelflichenfunktionen
204+ 1 (1l —m)! A
Y, = pPm -Hmap' 1
1m0, ¢0) i (rmy (cos())e (153)

Kugelflichenfunktionen Yj ,,, (9, ¢):

— FEigenfunktionen des Winkelanteils des Laplace-Operators:

2
(sinl(ﬁ) 8819 <sin(19)£9> + 51n1(19) 8?0 >Y (D, 9) = =ll+1)Y (0, ¢). (154)

— Héufig und daher wichtig in Physik, nicht nur in Feldtheorie, z.B. auch in Quanten-
mechanik bei Atomorbitalen.

— Y (9, ¢) (Definitionsbereich 9 € [0, 7], ¢ € [0,27]) beschreiben Schwingungen auf
Einheitskugel, analog zu sin(ng) und cos(ny) (Definitionsbereich ¢ € [0,27]), die
Schwingungen auf Einheitskreis beschreiben (Englische Bezeichnung fiir Y, (9, ¢)
ist Spherical Harmonics):

1

Yoo(d,) = Vin (155)
3 /3 . i

Yip(d,p) = ECOSW) , Vai(de) = F 873111(19)6i@ (156)
)

Yoo(d,0) = 167T(3COS (19)—1) y e (157)
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(graphische Darstellung und weitere Eigenschaften:
https://de.wikipedia.org/wiki/Kugelfléchenfunktionen).

— Orthonormal und vollsténdig.

2.15.4 Anpassen der allgemeinen L6sung an RBs

o Ay und By, in allgemeiner Losung (152) miissen so bestimmt werden, dass RBs (144)),
d.h. ®(r = R, 9, ) = Do(V, ), erfiillt.

e Da V Kugel, die Ursprung enthilt, diirfen singulire Terme 1/7/! in (152)) nicht in Losung
auftreten, d.h. By, = 0 bzw.

=0 m=-—I

e Losung auf Rand R:

co  +l

O(r=R1D,0) = > > AmRYin0,¢). (159)
=0 m=—I

e Bestimmung der Ay,,:
— Startpunkt ist

— Skalarprodukt von Y, (¢, ¢) mit beiden Seiten von ((160)):
x Linke Seite:

Yim, ®(r=R)) =
T 27 0 +U
= / dﬂsin(ﬂ)/ dep (Yim (0, 9)) Z > Ay Ry (0,9) =
0 0 —0m/=—1I"
o0 +U’ 27
- Y Y AR / 49 sin(9 / 0o (Vi (0, 0)) Yir i (9, 9) =
U'=0m'=-1"

=(Yi,m Y 3t ) =010 Syt
= ApnR! (161)
(Orthonormalitét der Y;,, wurde verwendet).
* Rechte Seite:

T 27
(Yo ®0) = /0 29 sin(0) /0 dip (Vim(9, ) @00, ). (162)
— Damit
T 27
A = g [0 sin) [ dp (¥ (0.0 B0, ). (163
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2.16 Multipolentwicklung

e Entwicklung des elektrostatischen Potentials ®(r) einer um den Ursprung lokalisierten
Ladungsverteilung p(r) (p(r) = 0 fiir [r|] > R) fiir grole Absténde, d.h. |r| > R.

N ‘*7; |j'
>\ °
|\\fjx’, J CP(‘I)~ .
FoduagpoliMe {jj_’j ;«m%@_
Pl$ 0o acke. feo)
e Startpunkt ist (48),
o(r) = / &3y ‘ If) (_r2/|' (164)

e Nebenrechnung:

1 1 1

1 1
r—r| V/(r —1')? Voo 2 ;\/1—21'1"/7"2—1—(1"’/7")2

1 1 2
= - <1 - 5( —2rr' /r? + (r'/r)2> + g( - 2rr’/r2> + (’)((r’/r)3)> =
1 rr’ 2 3(rr)?
= (14 = - 17,03 1
r < + ,,a2 27"2 2,’,,4 + O((T /T) )>7 ( 65)
wobei
1 1 1 3 5 3
_ = 1—-Z= = O 166
T+ec 1+¢/2— /8 + O 3¢t ge O (166)
verwendet wurde.
e Einsetzen in (164)):
1 T 1rirg
d(r) = - /d37"’ p(r') —l—r—é /dgr’p(r’)r;- —l—i—ig) d*r' p(r') <37"§-7"§C - r’25jk>
| S —
=@ Monopol p; Dipol Qjx Quadrupol
+0O(1/r) (167)

(kartesische Multipolentwicklung).
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e Das Fernfeld der Ladungsverteilung kann damit durch einige wenige Grofien charakterisiert
bzw. mit den entsprechenden Termen approximiert werden:

— Gesamtladung @
(1 GroBe, o< 1/7),

— Dipolmoment p
(3 GroBen, oc 1/72),
— Quadrupolmoment Q) j;,

(5 unabhéngige Grofien [Qji = Q;, symmetrisch; Zj Qj; = 0, spurlos], oc 1/73),

e Dipol:

— Ladungen +¢ und —¢ im Abstand d, z.B. +¢q bei ry = (0,0,+d/2) und —q bei
r_ = (0,0, —d/2).

Ladungsdichte: p(r) = +¢d(r —ry) — ¢d(r —r_).

Gesamtladung: @ = 0 (offensichtlich).

— Dipolmoment:
b= [ = gl —r) = 4(0.0.4) (168)

— Punktdipol: Grenzwert d — 0 so dass p = const (damit ¢ o< 1/d, d.h. ¢ — o0); alle
hoheren Momente verschwinden.

?)A'fc,f - 023

/\__f-"\_/—-' e N

® ( /O-"["OJIWOW e Zé’«"rb/%

-

p : \ Can fl-t\'_lsatﬂ'b-u.-. 221
z' 1 } ol .
; . POO'LW LGOL\»L.:BM_,‘

o~
Z/

e Quadrupol:
— Hausaufgabe.

e Sphirische Multipolentwicklung:

— Potential ®(r) fir » > R (d.h. auBerhalb der Ladungsverteilung) erfiillt Poisson-
Gleichung A®(r) = 0, verschwindet auerdem im Unendlichen, d.h. ®(r — co) = 0.

— ®(r) fiir » > R kann damit gemé$ (152) mit A;,, = 0 dargestellt werden,
oo+l

1
=0 m=-1
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— Koeffizienten By, konnen berechnet werden, Ergebnis ist

41
B - ./ 170
Ilm 2 + 1QIm ( )

mit den sphirischen Multipolmomenten

41

—_ 3, 0.0 *
an = gy [ Err G0 60 0.0). ()

* 1 sphérisches Multipolmoment qqg, Beitrag zu ®(r, 9, ¢) ist o< 1/r
(entspricht Gesamtladung, d.h. gogg = Q).

* 3 sphirische Multipolmomente q1,,, Beitrag zu ®(r, 1, @) ist oc 1/r?
(entsprechen Dipolmoment p).

% b sphirische Multipolmomente go,,, Beitrag zu ®(r, 9, @) ist oc 1/73
(entsprechen Quadrupolmoment Q).
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3 Magnetostatik

3.1

Bewegen sich (elektrische) Ladungen, spricht man von (elektrischen Ladungs-)
Stromen.

Experimenteller Befund: Zwischen sich bewegenden Ladungen wirken Krifte (zusétzlich
zu elektrischen Kriften aus Kapitel .

Beispiel: Stromdurchflossene Driihte (verschwindende Ladungsdichte [gleiche Anzahl von
Protonen und Elektronen], negative Ladungstréger [Elektronen| bewegen sich) ziehen sich
an oder stoflen sich ab.

Diese Kriifte werden durch magnetisches Feld beschrieben (Zusammenhang nicht so of-
fensichtlich, wie bei elektrostatischer Kraft, z.B. Kréfte nicht in Richtung des magnetischen
Feldes).

Magnetostatik: Zeitlich konstante, d.h. stationire Strome und damit zeitunabhéingige
magnetische Felder.

Strom, Stromdichte, Kontinuititsgleichung

Strom [: Ladungsmenge, die sich pro Zeit durch eine Fléche (z.B. Querschnittsfliche eines
Drahtes) bewegt, d.h.

dq
I = —. 172
Stromdichte j (als skalare Grofle): Strom pro Fliche, d.h.

dl
= = 1
7T A (173)
Stromdichte j (als vektorielle Grofe):
dl = dAj (174)

mit dA = dAn, wobei n Flidchennormale bezeichnet.

— Richtung von j beschreibt Bewegungsrichtung positiver Ladungen (bzw. negative Be-
wegungsrichtung negativer Ladungen).

— Einsetzen fiihrt zuriick auf (173)):

dl = dAj = dAnj
dl
dA

(Vektor der Stromdichte j muss mit Fldchennormale n multipliziert werden, um “ska-

lare Stromdichte beziiglich einer Flidchenorientierung j” zu bekommen; j bezeichnet

hier also nicht Betrag von j).

= nj = j (175)
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¢ Kontinuitéitsgleichung:

— Gesamtladung ist Erhaltungsgrofie (siehe Abschnitt .

— Damit muss

2/ d3rp(r,t)+fdAj(r,t) =0 (176)
ot Jy A
N———

qginV
gelten (Ladungsveridnderung in V' [linker Term)] ist gleich Strom durch Oberfliche von
V' [rechter Term)).
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— Verwende Satz von Gaufl:

/ r 2 p(r, )+ / d*rVj(r,t) = / Pr (Do) + Vi) = 0. (177
— Da V beliebig, folgt

0
ap(r,t)ﬂij(r,t) = 0, (178)

die Kontinuitétsgleichung.

— Kontinuitétsgleichung hdufig in der Physik, gilt auch fiir Dichten und Stréme anderer
Grofen, z.B. Aufenthaltswahrscheinlichkeit (in QM) oder Masse (in Hydrodynamik).

e Ladungsdichte und Stromdichte einer Punktladung ¢ mit Trajektorie rq(t):

p(r,t) = qo(r —re(t)) (179)

) = aor—rg() T2 (130

- j(rat) X q.
— j(r,t) # 0 nur bei r = ry(t), daher j(r,t) oc §(r —ry(t)).
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— j(r,t) zeigt in Richtung der Geschwindigkeit von ¢, d.h. j(r,t) oc dry(t)/dt.
— Dies legt (180]) nahe, Einsetzen in Kontinuitétsgleichung bestétigt (180]):
* Linke Seite:

9 . 06(w)Ou; 96(u)drg,(t)
T b R b FoT (181)
(=1 —1,(1)).
x Rechte Seite:
) _ Ojj(x,t)  06(u) Qug drgj(t)  06(w)dry;(t)
Vilr,t) = ar;j -1 Qup Or; dt -1 du; dt (182)
et
=y

e In Magnetostatik stationdre Ladungsdichte p(r) und Stromdichte j(r), damit Vj(r) = 0.

3.2 Magnetisches Feld

e Bei experimentellem Vermessen der Kréfte zwischen stromdurchflossenen Dréhten findet
man fiir Kraft F auf Draht durch den Strom [ flief}t

= |dF(s)| o< I,
— |dF(s)] o< |ds],
— dF(s) Lds

(Draht wird durch Kurve s(\) beschrieben).

2. a 0777
Da ¥ c,f 2 &
P S, N W e —
s i
o] S (3}
I lJ'?
) -
L o otg \
’ f -
¥ 227 73N ) 5
| f (" i |
Ollareis Loy L,e ¥l
il ~1

e Beitrag zur Kraft F lautet damit
1
dF(s) = —dsx B(s). (183)
c

— (|183)) ist Definition des magnetischen Feldes B (B-Feld).

% Ahnlich zu F = ¢E (Gleichung ), Definition des elektrischen Feldes.

* Definition von B durch einzelne bewegte Ladung ¢ in Magnetostatik nicht moglich,
da diese keiner stationéren Stromdichte entspricht.
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— Faktor 1/c (¢: Lichtgeschwindigkeit) willkiirlich aber zweckméBig, z.B. fiir relativi-
stische Formulierung der ED, da damit elektrisches und magnetisches Feld gleiche
Einheit und in em Welle gleiche Amplitude haben (Aussage bezieht sich auf Gauf3-
System; im MKSA-System kein 1/¢; siehe auch Abschnitt .

— Korrekte aus historischen Griinden gewihlte Bezeichnung fiir B ist magnetische
Induktion oder magnetische Flussdichte; angebrachter wire “magnetische Feld-
starke”, da B Gegenstiick zur elektrischen Feldstirke E ist; dieser Begriff ist aber an
andere Grofle vergeben (siehe Kapitel [7]zu ED in Materie).

e Experimentelles Vermessen der Beitrége eines stromdurchflossenen Drahtes zu B(r):
— |dB(r)| o< I,
= [dB(r)| o |ds],
— dB(r) L ds,
— dB(r) L (r —s),
— |dB(r)| o sin(<t(ds,r —s))/|r —s|? (<(...,...) bezeichnet Winkel zwischen Vektoren)

(Draht wird durch Kurve s(A) beschrieben, durch ihn fliet Strom I).

_Li' ( {’i ;,{ ~ U0
e
&t A)
— s
-
/\I ¥ (ds, t-5)
= R g
_--/ ~ _ o S ¥ 3
/,-"’ 8T ",ﬁ' ‘R _,r) X
£ d )
: B 1 os i, =

e Beitrag zum B-Feld lautet damit

r—s

dB(r) = ldsx (184)

v —sf?
(Biot-Savart-Gesetz; Faktor 1/c hier nicht willkiirlich, ergibt sich aus Experiment).

e Stromdichte j(r) kann man sich durch unendlich viele infinitesimal diinne stromdurchflos-
sene Drihte generiert vorstellen:

— Strom I durch einen solchen Draht wird (bei endlicher Stromdichte) dann zu infini-
tesimalem Strom dI.

— Fiir j || & gilt j = (jA)h.
— Damit folgt fiir j || i und dA = dAn und aus dI = dA j (Gleichung ((174))
dlh = (dA ﬂj)ﬁ — dAj. (185)
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— Multiplikation mit ds:
dlds = dj (186)

(ds ist Wegelement tangential zu infinitesimal diinnem gedachten Draht; ds dA = d°r
ist Volumenelement bei s, da Wegelement ds senkrecht zum Flédchenelement dA).

— ([184) kann damit fiir Stromdichte formuliert werden,

dI r—s 1 r—r
dB = —dsx —— = =d&*jr) x ———
() c B Ir —s|3 T 3 > r — /|3
1 3 1esy r—r

(im letzten Schritt der ersten Zeile wurde s in r’ umbenannt), d.h. aus gegebenem j
kann B berechnet werden.

e Kraft auf Punktladung (beschrieben durch Trajektorie r(t)):

— Startpunkt ist (183]).
— Damit ergibt sich

dF(s) — éds «B(s) — %%ds «B(s) — %dq% < B(s)
— F(r,r) = qg x B(r) (188)
(in zweiter Zeile wurde s in r umbenannt), die Lorentz-Kraft.
— Em Kraft:
F(r,r) = q<E(r) + E X B(r)). (189)

e Magnetfeld eines unendlich langen geraden Drahtes (auf z-Achse):
— Stromdichte:
jx) = Ié(z)d(y)e.. (190)

— Berechnung des B-Feldes:
% Aus Symmetriegriinden kann B nicht von z abhéngen, d.h. B = B(z, y).

* Verwende ([187) mit z = 0:
/
r—r

B(z,y) = 1/d3r’.1<> - ,|3 -

_ (l’,y,O)—r/ _
= /dw /dy /dm Ny, 0) v

(ﬂj y70) (O O Z) I / , r
= dz’ _ I gy
¢ / : |($,y,0) —(0,0,2")]3 P (r2 1 22)3/2
I rz Foo 27
P e ] I (191)

wobei e, x (+z,+y,—2') = (—y,+,0) = re, mit r = /22 + y? verwendet
wurde.
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— Wie in Elektrostatik auch in Magnetostatik oft mehrere Rechenwege moglich, z.B

kann man auch ([184]) verwenden, um (191f) zu erhalten.

e Kraft zwischen zwei parallelen geraden Drihten:

— Berechne Kraft auf Draht 1 (auf z-Achse, Strom ;) aufgrund von Draht 2 (parallel

um d in z-Richtung verschoben, Strom Is).

led = 035

P W, U T s

o -
.r;? - '2\-1'['__' -LI . s .__II_? £ ,_Uj:'l__fl _f/_,'
_ ©) [ &
(L 5_#,)
2 7 = s
L ALY ATy
= ;\"-._:.;) f/ ‘g
lds. © I!' &
i ‘k._‘ _.i'-:'} ‘)’f
—
x
Z.- Achs &
— Verwende ((183):
I I 21 214 I
dF(s) = —dsxB(s) = zldz . T;(—ey) = dz C;dQex
dF 21115 dF 21115
— b — = . 192
dz c2d Ca DIV dz c2d (192)

aF

— Unendlich starke Kraft bei unendlich langen Dréhten, daher sinnvoll Kraft pro Linge

dF
. bzw. - anzugeben.

58



3.3

— Bei gleichgerichteten Stromen Anziehung, bei entgegengesetzten Stromen Abstoung.

Vektorpotential, Eichsymmetrie

Ziel: Definition eines Potentials, analog zum elektrostatischen Potential ®, aus dem man
durch Ableiten B-Feld erhélt.

Startpunkt ist (187):
1 3 1./ r—r 1 3 1esy 1
B(I’) = C/dTJ(P)XM = —E dTJ(I‘)XVW =
1 [ . 1
= Vx c/d ' j(r') Py = V xA(r), (193)

wobei nach letztem Gleichheitszeichen zu B gehorige Vektorpotentiale A eingefiihrt
wurden.

A nicht eindeutig, sondern

Ar) = 1 / &' (') +VA®) (194)

c lr — 1’|

mit beliebiger Funktion A, da V x VA = 0.

Anders ausgedriickt: Das zu einem Vektorpotential A gehorige B-Feld B = V x A erhilt
man auch aus dem Vektorpotential

A'(r) = A(r)+ VA(r) (195)

mit beliebiger Funktion A.

B-Feld B ist messbar (z.B. iiber Krifte auf stromdurchflossene Drihte), Vektorpotential
A ist dagegen nicht direkt messbar (nur indirekt iiber Messung des B-Feldes, damit aber
nicht eindeutig bestimmbar).

A enthilt also zusédtzlich zur vollstéindigen Information iiber B weitere unphysikalische
Freiheitsgrade, sogenannte Eichfreiheitsgrade.

(195) nennt man Eichtransformation und die Invarianz von B und von Gleichungen, in
denen B vorkommt, z.B. (188), Eichsymmetrie.

Eichsymmetrie ist von zentraler Bedeutung bei theoretischer Beschreibung jeder der vier
fundamentalen Krifte (ED, starke WW, schwache WW, Gravitation).

— Damit kénnen diese Theorien konstruiert werden (mit Hilfe des Eichprinzips, an
dieser Stelle noch nicht versténdlich) ...

— ... manchmal ist Eichfreiheit hilfreich, indem man gem#$ (195)) von einem gegebenem
A zu einem eichiiquivalenten A’ iibergeht, mit dem das physikalische Problem
mathematisch leichter zu l6sen ist ...
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3.4

— ... meistens (insbesondere in Quantenfeldtheorie) bereitet die Eichfreiheit jedoch ma-
thematische Schwierigkeiten.

Eichfixierung:

— Gelegentlich stellt man zusétzliche Bedingungen an A, die die Beziehung zwischen A
und B eindeutig(er) machen (die moglichen A werden eingeschrénkt, nicht aber die
moglichen B).

— Beispiel Coulomb-Eichung, zusitzliche Bedingung

VA(r) = 0. (196)
— FEinsetzen von
VA(r) :v/d%j |+AA():
1
_ 3,/ _
= C/d’l“J( )V|r_r|+AA(r) =
1 3./ Yy 1
= - [d (vJ(r )) —+AAr) = AAX) = 0 (197)
c |r — 1/
=0

(am Rand des Integrationsvolumens [z.B. im Unendlichen] wurden verschwindende
Stréome angenommen).

— Bei Coulomb-Eichung also in (194) nur noch Funktionen A erlaubt, die AA =
erfiillen, ebenso in (195)).

Feldgleichungen

Mit ([187]) l4sst sich fiir gegebene Stromdichte B-Feld berechnen.

Zusétzlich zu diesem Integralausdruck ist dquivalente DGl wiinschenswert, eine Feldglei-
chung.

Zunéchst Berechnung von V x B in Komponenten:

(V X B(r)) = (V X (V X A(r)>>j = €rOk€imnOmAn(r) =

(5Jm5kn 5]n5km)aka An(r) = 0p0;Au(r) — OpORA;(x) =
= (v _AA(r )) (198)

J
Einsetzen von (194) liefert die Feldgleichung,
VxB(r) =

— } 3 s ) ]' o 1/ 3 Ses/ 1
= V(Vc/drj(r)|r_r/|> AC er(r)’r_r,‘

=0 (Gleichung (197)))
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_ s 1 _ A,
= C/d r'j(r) A|r—r’| = CJ(r). (199)
—_——
=—4n§(r—r’)
o Auflerdem
VB(r) = v(v x A(r)) = Ojeude Ay(r) = 0. (200)
=0

e Zentrale Gleichungen der Magnetostatik, die Beziehung zwischen Stromdichte und B-Feld
herstellen:

VB(r) = 0 , VxB@) = %j(r) (201)
bzw.
divB(r) = 0 , rotB(r) = 4%Tt](r) (202)

(analog zu und in Elektrostatik; Teil eines Satzes von Gleichungen, die wir spéter
als Maxwell-Gleichungen kennenlernen werden).

e Integrale Formen von (201)) bzw. (202)) mit Satz von Gaufl bzw. Satz von Stokes:

= r) = 3 r) =
By = yidAB() /Vd VB(r) = 0 (203)
%drB(r) - /dAVxB(r) = LA = e a (204)
C A C Ja c

— Analog zu und in Elektrostatik.
— &, wird als magnetischer Fluss bezeichnet, daher auch B als magnetische Flussdichte.

— (203)): Es gibt keine Endpunkte fiir magnetische Feldlinien, d.h. keine magnetischen
Ladungen (= magnetische Monopole).

— (204) wird als Amperesches Gesetz bezeichnet.

e Einsetzen von (|193) in rechte Gleichung von (201)):

AAE) - V(VAR) = —(r) (205)

bzw. falls man Coulomb-Eichung fordert, VA = 0,
4,
AAE) = i) (206)

(drei Poisson-Gleichungen mit zusétzlicher Bedingung VA = 0; analog zu in Elektro-
statik).
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¢ RWPs und RBs:

— Mathematik wie bei Elektrostatik: Eindeutige Losung der Feldgleichungen erfordert
Vorgabe geeigneter RBs.

— Physikalisch schwieriger zu motivieren (eventuell spéter eine entsprechende Diskussi-
on).

— Betrachte momentan triviale RBs, d.h. unendlich ausgedehneter Raum mit B(r —
00) = 0.

3.5 Gegeniiberstellung: Elektrostatik <> Magnetostatik
e Die folgende Gegeniiberstellung soll nicht nur als Formelsammlung dienen, sondern zeigen,

wie dhnlich Elektrostatik und Magnetostatik sind (spédter werden beide Theorien zur ED
kombiniert).

Ladungen und Strome (im Wesentlichen < (186)):

dg = drp <« dlds = d°rj. (207)

Definition des elektrischen und magnetischen Feldes (im Wesentlichen < (183))):
1

dF = dgE +« dF = -dsxB. (208)
c

e Elektrische und magnetische Kraft auf Punktladung ((27) « (188)):

F(r) = ¢E(r) « F(r,r) = quB(r). (209)

Beziehung zwischen Feldern und Potentialen (([44)) > (193)):

E(r) = —-V®(r) <« B(r) = VxA(r). (210)

Potentiale aus Ladungen/Stromen (([48) < (194)):

o(r) = /d31“'p(r/)|r_lr/| 6 Al = i/d3r’j(r’)|r_1r,|+VA(r). (211)

Feldgleichungen ( > ):
VE(r) = 4mp(r) , VxE(x) = 0 <+
<~ VB(r) = 0 , VxB() = —j). (212)
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e Integrale Formen der Feldgleichungen , < (203), (204)):

%dAE(T) = 4T Ginnerhalb von V jl{drE(r) =0
A c

4
N jq{dAB(r) -0 ]{drB(r) = T wen A. (213)
A c ¢
e Feldgleichungen fiir Potentiale ((72)) <> (206)):
AdD(r) = —dmp(r) <«
4
& AAX) = —%j(r) (in Coulomb-Eichung, d.h. fiir VA = 0). (214)

3.6 Multipolentwicklung

e Im Wesentlichen analog zur Multipolentwicklung in Elektrostatik.

e Entwicklung des Vektorpotentials A(r) einer um den Ursprung lokalisierten Stromvertei-
lung j(r) (j(r) = 0 fiir |[r| > R) fiir grofe Absténde, d.h. |r| > R.

o f ) 2z
‘I‘) é (;:/E il & é
T N e N W N
AF0 & ;
2 o ¢
[ 1 _vP x Als)s
O L (T> R)
b
i /
&K s

e Startpunkt ist ((194)),

L[ 1

Ar) = C/d r J(r)]r—r’]' (215)
e Verwende Nebenrechnung ([165)),
1 1 rr’
= |1+ = 'Jr)? 1

o = (S o), (216
damit

_ 1 RN 1 3./ AT 3
Ar) = o a’r'j(r') + 3 a’r' (rr')j(x") + O((1/r)). (217)
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e Erster Term auf rechter Seite in (217)):

1
— [ &) = o. (218)
cr

— Exemplarisch z-Komponente:
/dS’I"]z /dw /dy /dz]x = 0. (219)

— Dabei wurde Satz von Gauf Verwendet,

/dy /dzjw(r) = fdAj(r) = / dr Vjr) = 0. (220)
A v \v-’_o
'3}»: é‘h’r‘ & /
e —
2]
%24
| <
430
1=
e Zweiter Term auf rechter Seite in (217):
— Nebenrechnung:
aj(”k%(lf)) = 0jredj(r) + i 9j5;(r) - = ji(r). (221)
=0
— Damit
/d?’r' k(') = /dgr' r;val’(rﬁgjl(r')) = —/dgr' <8l’r;> () =
~——
=b);
= - / d>r' g (x)). (222)
— Damit
1 3 1 3.0 (s
—5 [ e = o [ (i) —rEe) =
1 3 . 3 r
= 53 dr'rx(3(r’)><r < /d?“I‘XJ ) i (223)
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wobei das magnetische Dipolmoment i definiert wurde.

e Insgesamt

Al) = ‘7:,,‘“+c9((1/r)3). (224)

e Das magnetische Dipolmoment charakterisiert das Fernfeld einer lokalisierten Stromdichte
(analog zu Gesamtladung und elektrischem Dipolmoment, die das Fernfeld einer lokalisier-
ten Ladungsverteilung charakterisieren).

e Magnetischer Punktdipol: Hausaufgabe.
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4 Spezielle Relativitidtstheorie (Wiederholung)

e Siehe “Theoretische Physik 2 — Klassische Mechanik” im Sommersemester 2020, Kapitel 1
(insbesondere Abschnitt 1.2 und Abschnitt 1.3).
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5 Elektrodynamik (Grundlagen)

5.1

e Elektrodynamik (ED): Zeitabhéingige elektrische Felder E(r,¢) und magnetische Felder

B(r,t) sowie Ladungsdichten p(r,?) und Stromdichten j(r, ).

Bis jetzt “historischer Zugang” zu Feldgleichungen: Ausgehend von experimentellen Beob-
achtungen werden Feldgleichungen schrittweise aufgebaut.

Ab jetzt “moderner Zugang” zu Feldgleichungen, Lagrange-Formalismus fiir Felder:

(1) Konstruiere eine mit beobachteten oder vermuteten Symmetrien vertrigliche Langrage-
Dichte L.

(2) Bestimme Feldgleichungen mit Variationsrechnung, d.h. mit Euler-Lagrange-Glei-
chungen.

(3) Prife Vertriglichkeit der Feldgleichungen mit experimentellen Beobachtungen (even-
tuell Nachbesserung bei £ [Schritt (1)] erforderlich, d.h. iterativer Prozess).

Kombination von Elektrostatik und Magnetostatik zur ED mit historischem Zugang pro-
blemlos moglich.

Verwende modernen Zugang aus pidagogischen Griinden: Lagrange-Formalismus fiir Fel-
der unverzichtbar fiir kompliziertere Theorien als ED, z.B. Quantenchromodynamik (QCD),
elektroschwache WW | Standardmodell der Teilchenphysik.

Lagrange-Formalismus fiir Felder

Siehe auch Abschnitt (schwingende Saite).
Gegeben:

— Felder ®%(r,t), a = 1,..., N (®* kann z.B. fiir Potential & und Vektorpotential A
stehen, dann a = 1,...,4).

— Lagrange-Dichte £(0,®%, ®*) (héngt von Feldern und ersten Ableitungen der Felder
ab; Erfahrung zeigt, dass zweite und héhere Ableitungen i.d.R. nicht zu sinnvollen
physikalischen Theorien fiihren).

Wirkung:
Ly

S[@Y] = / dt / dr L0, 0", D). (225)
t;

Prinzip der kleinsten Wirkung: §.5 = 0 legt physikalische Feldkonfigurationen fest,

ts oL oL
0 oS /tz d /d r (9(9#(1)“)5‘% + 5q>a5 >

tr oL tr oL
= dt | d&*rd <5q>“> +/ dt /d3 a(aqw)
/ti / re 8(8()(1)“) t; "o 6(83"1)&)
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oL oL
3 a _
/ dt/d ( “aacba)Jraq) )5(1) B

_ 3
- [ a(aoq) /dtfdA]aMa

oL oL
3 a
/ dat /d ( “a 9, 0%) T 9% >5(I) (226)

-/ d®r ... = 0 aufgrund des Prinzips der kleinsten Wirkung (Feldkonfiguration bei
t =t; und t =ty vorgegeben, daher 609 (t =t;) = 0P (t =ty) = 0).

— ¢$dA; ... = 0 aufgrund der Annahme/Voraussetzung, dass Felder im Unendlichen
hinreichend stark verschwinden, d.h. “®%(|r| — co) = 0” (kénnte man genauer aus-
arbeiten, ist im Folgenden aber nicht von zentraler Bedeutung).

e Es folgen die Feldgleichungen bzw. Euler-Lagrange-Gleichungen der Feldtheorie

aL oL
— = =1,...,N 22
O 510,07~ 5% 0, e=1.., (227)

(gleiche Form, wie Euler-Lagrange-Gleichungen der Mechanik, (d/dt)(0L/0¢’) —0L /¢’ =
0).

5.2 Lagrange-Funktion und Feldgleichungen der Elektrodynamik fiir p = 0
und j =0

e Lagrange-Funktion £ der ED aufgrund von Symmetrien eingeschrénkt.

— ED in jedem Inertialsystem gleich (“Licht bewegt sich immer mit Lichtgeschwindig-
keit, verhilt sich in jedem Inertialsystem gleich”), d.h. relativistische Invarianz der
Feldgleichungen.

xS muss Lorentz-Skalar sein.
x Da d*z = cdtd® = d*az’ = cdt' d®' (Beweis in Hausaufgabe) muss auch £
Lorentz-Skalar sein.
— Fiir relativistische Formulierung sind Felder notwendig, die Viererindizes tragen:

« E(r,t) und B(r,t) sind Dreiervektoren, keine offensichtliche 0-Komponente vor-
handen.

« Potentiale ®(r,t) und A(r,t) bilden naheliegenden Kandidat fiir Vierervektor,
AR (x) = (®(r,t), A(r,t)) (Viererpotential), wobei z = 2 = (2° = ct, r).
x L ist also Funktion von A* und Ableitungen von A*.

— Invarianz der Feldgleichungen unter Raumspiegelung.

% S muss spiegelsymmetrisch sein, d.h. paritétsinvariant (im Experiment beob-
achtet man keine Bevorzugung von links- gegeniiber rechtshindigen Prozessen
oder umgekehrt).

— L muss eichinvariant sein.
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x Aussage kommt nicht aus Experiment, sondern ist méchtiges theoretisches Prin-
zip, das Eichprinzip, das Lagrange-Funktionen fundamentaler Theorien stark
einschrénkt (erlaubt nahezu die Herleitung der Lagrange-Funktionen der unsere
vier fundamentalen Kréfte beschreibenden Theorien).

* Die in Abschnitt [3.3] diskutierte Eichsymmetrie und zugehérigen Eichtransforma-
tionen A’ = A + VA (Gleichung ((195))) werden relativistisch verallgemeinert,

At(z) = AM(z) — O*A(x). (228)
« L muss invariant unter Eichtransformationen (228)) sein.

e Weitere Einschrinkungen bzw. Richtlinien (basieren auf Erfahrungen mit Lagrange-Formalismus
in Mechanik oder mit fehlgeschlagenen Versuchen in Feldtheorie):

— L ist Funktion von A* und ersten Ableitungen von A", hohere Ableitungen treten
dagegen nicht auf, damit £ = £(9,A", A*).

— L enthilt “kinetischen Term”, d.h. Term der quadratisch in ersten Ableitungen der
Felder ist (z.B. in Mechanik mi2/2).

— L hat einfache mathematische Struktur.
e Suche Kandidaten fiir Langrange-Funktion der ED:

— Quadratischer Ausdruck in 0,A” mindestens erforderlich, auerdem muss iiber alle
Viererindizes summiert werden (Lorentz-Invarianz).

— Versuch:
L(O,AY, AF) = #(0,A")? (229)

... nein ... nicht eichinvariant (Nachweis in Hausaufgabe); auflerdem treten nur wenige
Kombinationen von 9, und A* auf, z.B. 9yA°, aber keine Zeitableitungen von A7.

— Versuch:
L(0,A”, A") = #(0,A")(0"A,) (230)
... nein ... nicht eichinvariant (Nachweis in Hausaufgabe).

— Versuch:
LAY A) = #(0,4%)(0,A4") (231)

... nein ... ebenfalls nicht eichinvariant (Nachweis in Hausaufgabe).

— Die antisymmetrische Kombination
FH = QMAY — 9V AV (232)
ist eichinvariant, da
P grA - A = (A= 9A) - o (Ar - 0rA) =
= O'AY —0"A' = FW. (233)
— Versuch:
L(O,A”, AM) = #(F",)*. (234)

* ..nein ... ¥, = 0.
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— Versuch:
L(0, A", Al) = #FMEF,,. (235)

* Lorentz-invariant (offensichtlich, kein offener Viererindex).
* Paritdtsinvariant:
- Paritédt bewirkt 9, = ((1/¢)0;, V) —=p (+(1/c)0;, —V) und A* = (®,A) —p
(+®,—A) (Beweis ist Hausaufgabe).
- Damit FO —p +F0 pik _p 4+ ik ynd FY —p —F0% 30 5 — Fi0,
- Damit FWF,,, —p +FMF,.
« Eichinvariant (offensichtlich, da F*" eichinvariant).
* Auflerdem quadratisch in d,A” und einfach.

Scheint also guter Kandidat zu sein.
e Berechne Feldgleichungen fiir (235), d.h.

1
LA, AY) = = P Ey (236)

(Vorfaktor —1/167 ist Konvention, Feldgleichungen unabhingig davon),

oL oL
0 - =0
"9(0,4,) 0A,
oL 1 0
S = _7Fp0'7 8140—_80—14 ==
7 9(0,4,) 8 8(8MAV)< G )
1 1 1
g —_—— Po — — - wy Vi — - 124
87TF (5W5W 5’“76”’) 8w (F F ) 47TF
S 9™ = 0, v=0,...,3. (237)
e (0-Komponente der Feldgleichungen ([237)):
0 0 i A0 _ A0 4J 10
OuF = OF = 9;(07A—0°47) = —AD--ZVA = 0. (238)
c Ot
e j-Komponenten der Feldgleichungen ([237)):
OuF = 9 FY + O F = 9y F% + 9 (0847 - 9 AF)
10 o -0
e + aﬂv 0 (239)

e (238)) und (239) ergeben fiir zeitunabhingiges ® und A, d.h. fiir zeitunabhéngiges A",
AP = 0 , AA-V(VA) = 0, (240)

die Feldgleichungen der Elektrostatik und Magnetostatik (siehe z.B. und (205)) in
Abwesenheit von Ladungen und Stromen.
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— (238) und (| gelten auch fiir zeitabhéngige Felder, sind in dieser Hinsicht also

allgememer als ) und .

— (|236)) scheint also guter Startpunkt fiir Lagrange-Dichte der ED zu sein (momentan
fehlen allerdings noch Ladungen und Stréme).

e In F'*” finden sich Komponenten des E-Feldes E und des B-Feldes B:
— FM antisymmetrisch, d.h. F* = —F"F daher F0 = F11 = 22 — 33 — 0,
— 0-j-Komponenten:

- 80Aj—8jA0 — ,§A+V<I) = —FE;, (241)
c ot ; ’

.. = —FEj; ist als verallgemeinerte Definition der Beziehung zwischen Potentialen und
elektrischem Feld zu verstehen, gilt auch fiir zeitabhéngiges A, ist konsistent mit
E = -V fiir zeitunabhéngiges A (Index j von Ej ist kein kovarianter Index, also
keine Unterscheidung zwischen unterem und oberem Index).

— j-k-Komponenten:

%) %)
F2 = 9'4%2 - p°Al —— A, + A, = -B, 242
0 5} B y+ay (242)
F13 = 9'4%3 - 934" = aaA + ; A, = +B, (243)
F2 = 5243 -934% = aa A, + 68 A, = -B, (244)
1
— B = ——euF" (245)

2
(Index j von Bj und Indizes von e sind keine kovarianten Indizes).

— Nach F7* aufgeloste Version von (245) hiufig hilfreich:
1 1 A
eimbB = —§6jkz€lmnFm” = -5 (5jm5kn - 5jn5km> Fm = ik, (246)

— F* wird als Feldstédrketensor bezeichnet.
— F* in Matrixschreibweise:
0O —-E, —-FE, —FE,
+E, 0 -B, +B,
+E, +B. 0 —-B,
+E. -B, +B, 0

e Feldgleichungen fiir zeitabhéingige Potentiale (238) und (239) kénnen nun durch ebenfalls
zeitabhéngige E-Felder und B-Felder ausgedriickt werden:

FH (247)

: d
0, F" = 9;F° = 558 =0
— VE(r,t) = 0 (248)
OuF" = QyFY + 9pF¥ = 18E'+i<—ek»lBl) =
" ot 7 Ozk J
10 d

= CatE +€Jkla kBl = 0

S vxBmt) -t 2Ewy = o (249)

c Ot
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(249) ist Erweiterung von V x B = 0 fiir zeitabhéngige em Felder (noch immer fiir p = 0
und j = 0).

e Was ist mit Erweiterung der Gleichungen V x E = 0 und VB = 0 fiir zeitabhingige em
Felder?

— Definiere total antisymmetrischen Tensor €,,,, via
* €0123 = +1,
* Vertauschung benachbarter Indizes kehrt Vorzeichen um

(damit z.B. €1023 = —1, €goo3 = 0, )

— Vergabe von Viererindizes an €,,,, sinnvoll, da €,,,, Lorentz-invariant, d.h. € =

uvpo
€uvpo (Beweis in Hausaufgabe).
— Betrachte
1
SCuped FP = 0 (250)
(ergibt 0 wegen e-Tensor und doppelt auftretendem 0, [d.h. ist mathematische Iden-
titdt], nicht aufgrund von Prinzip der kleinsten Wirkung).

* (0-Komponente:

1 1 0 0

kl
0 = el B = —saug 5 = 555
— VB(r,t) = 0. (251)
* j-Komponenten:
1
0 = Eejl,pgal’Fpa = ... (Rechnung ist Hausaufgabe)
10
— VxE(r,t)—i—EaB(r,t) = 0. (252)

(252) ist Erweiterung von V x E = 0 fiir zeitabhéingige em Felder.
— FM = (1/2)e"P? F,, nennt man dualen Feldstiirketensor.
— Damit lisst sich (250 kompakter schreiben,
oM = 0. (253)
e Zusammenfassung der Feldgleichungen der ED fiir p =0 und j = 0:
— Kovariante Form:
OuF"™(x) = 0 , 9, F"™(x) = 0. (254)

— Ausgedriickt durch E-Feld und B-Feld:

VE(r,t) = 0 | VxB(r,t)—igtE(r,t) ~ 0 (255)
VBt = 0 , VxE(r,t)—kigtB(r,t) _— (256)
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5.3 Lagrange-Funktion und Feldgleichungen der Elektrodynamik fiir p # 0
und/oder j #0

e Naheliegender Kandidat fiir Vierervektor, der Ladungsdichte und Stromdichte enthélt:
g (x) = (p(r,t)c,j(r,t)) (Viererstrom).

— Exemplarischer Nachweis, dass sich j# unter Lorentz-Transformation wie Vierervektor
verhélt in Hausaufgabe.

e Komponenten von j# treten in Feldgleichungen der Elektrostatik und Magnetostatik linear
als Inhomogenitét auf, legt Erweiterung von £ geméf

1
LAY A") = = P o + #54 Ay (257)

nahe.
e Zusatzterm #j+ A, erfiillt geforderte Symmetrien fiir £ bzw. S:

— Lorentz-invariant (offensichtlich, kein offener Viererindex).
— Paritétsinvariant:
« Paritdt bewirkt j# = (pc,j) —p (+pc,—j) und A* = (¢, A) —p (+¢,—A)
(Beweis ist Hausaufgabe).
* Damit j*A, —p +j*A,.

— Eichinvariant (nur S, nicht £):

/ d'ejr A, = / dio (A, = 0u0) =

= /d%j“Au /d4x8u(j“A)+/d4x (Oui") A = /d%j“Au (258)
N——— -0
=§ dn,, j#A=0 -

(Oberflichenterm § dn,j*A = 0, z.B. wenn A* am Rand vorgegeben ist und da-
her dort A = 0 gilt und/oder j* auf dem Rand verschwindet; 0,j* = 0 [Konti-
nuitétsgleichung)); in vollstédndiger quantenfeldtheoretischer Beschreibung, d.h. wenn
Ladungstriager ebenfalls durch Felder représentiert werden, ist auch £ eichinvariant
(siehe Vorlesung “Einfiithrung in die Quantenfeldtheorie und das Standardmodell der
Teilchenphysik” ).

Scheint also guter Kandidat zu sein.

e FEuler-Lagrange-Gleichungen

oc  oc
_ — 2
Onpondy oA, ~ ° (259)

liefern Feldgleichungen

1
O —#)Y = 0 r=0,..3. (260)

73



e GemiB (248) und (249) sind diese #quivalent zu

5.4

VE(r,t) = —4n#p(r,t)c
VxB(ri) ~ L OBl = —dr#i(ro)

wobei Vergleich mit den Feldgleichungen der Elektrostatik und Magnetostatik (212)) (

4drp und V x B = (47 /c)j) den Vorfaktor # = —1/c festlegt.

Zusammenfassung und Diskussion der Feldgleichungen

Langrange-Dichte und Wirkung der ED:

1 1
LOA"AY) = = F"Ey — "4, SlA] = / d'z £(0, A", A

mit Feldstirketensor

0 -E, —E, —E.
+E, 0 —B. +B,
+E, +B. 0 —B,
+E, —-B, +B, 0

N

— Kovariante Form:

v 4m v
— Ausgedriickt durch E-Feld und B-Feld:
VE(r,t) = 4mp(r,t)
10 47
B ———E = —j .
V x B(r,t) =5 (r,t) . j(r,t)

e Homogene Feldgleichungen (nennt man auch homogene Maxwellgleichungen):

— Kovariante Form:

o FH = 0.
— Ausgedriickt durch E-Feld und B-Feld:
VB(r,t) = 0
VX E@m )+ OBEy = 0
’ cot -

e Interpretation:

Elektrische Ladungen sind Anfangs- und Endpunkte elektrischer Feldlinien.
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(262)

VE =

(263)

(264)

e Inhomogene Feldgleichungen (nennt man auch inhomogene Maxwellgleichungen):

(265)

(266)
(267)

(268)

(269)
(270)



— ([269):
E?gibt keine magnetischen Ladungen, magnetische Feldlinien haben keine Anfangs-
und Endpunkte.
Zeitlich verénderliche elektrische Felder fithren zu magnetischen Wirbelfeldern und
umgekehrt.

Zeitlich verdnderliche magnetische Felder fithren zu elektrischen Wirbelfeldern und

umgekehrt.
* Satz von Stokes:
U = fdrE(r o 18/dAB(r = 19 (271)
- C ’ - c@t A ’ - 06t m

d.h. verindert sich der magnetische Fluss ®,,, durch eine Leiterschleife, wird eine
Spannung U induziert; die Spannung bewirkt einen Strom, dieser ein B-Feld, das
B(r,t) entgegen gerichtet ist (Lenzsche Regel).

o

2 | PR
Da LA U S50
g, e M S SR, M
f 2
| //] 3
& = y ;
: L€ te j’. / 2 c
£) '
( _.’ﬂ
\ V4 B Felol
i o
/ = e il /
Vesoimole % sich A AG e et Dc.'(\/_.ﬁ ; Tlw5S J(a Ve L
Heilers :.fi_"\_ﬁf__t-__(,-.u__ﬂ {z. B. fj‘_, R . .0 o ) # (.\,Hr?'.-/
(’\'n( Lrnns Lo ’f,{ e clere A
o

x In ist C' eine fest vorgegebene, d.h. sich zeitlich nicht verdndernde geschlos-
sene Kurve, d.h. U = —(1/¢)(0/0;)®,, wurde fiir ruhende Leiterschleifen gezeigt.

* gilt auch fiir sich bewegende Kurven C' und Leiterschleifen (kann man
zeigen), wird als Faradaysches Gesetz bezeichnet.

5.5 Energie und Impuls des em Feldes

e Betrachte Vakuum, d.h. j# = 0.
e Noether-Theorem fiir Felder (speziell fiir ED)

0 0L(0,AY, A¥ x) DA (s)
9 v M _ i
'C(aMA (s), A¥(s), ) — aﬂ< a(apAg) Os

Os

3:()) (272)
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mit Transformation A*(z) — A¥(s,x), wobei A*(0,z) = A¥(z), und Notation
AF(s) = AF(s,x) und A* = AF(x).

— Herleitung ist freiwillige Hausaufgabe (analog zur Herleitung in “Theoretische Physik
2 — Klassische Mechanik [SoSe 2020]”, Abschnitt 2.7.2).
— Zum Vergleich: Noether-Theorem fiir Mechanik,

Pl d (0L ¢.1) 94 (s)
0s gk 0s

L(¢(s), ¢’ (). 1)

s=0 dt

520). (273)

Mit den vier Transformationen A*(x) — AH(s,z) = AF(se, + x), v = 0,...,3 (e, be-
zeichnet den v-ten Einheitsvektor, z.B. ¢g = (1,0,0,0), e; = (0,1,0,0)) lassen sich vier
Kontinuitédtsgleichungen herleiten,

9,T" = 0 (274)

(analog zur Herleitung der Energieerhaltung aus der Translation in der Zeit in “Theo-
retische Physik 2 — Klassische Mechanik [SoSe 2020]”, Abschnitt 2.7.2; ein detaillierte
Rechnung findet sich aulerdem in Anhang .

TH wird als Energie-Impuls-Tensor bezeichnet, er hat die Form

1 1
T = 4W(W’pr477“”1WF,W>. (275)

Fiir im Unendlichen verschwindendes E-Feld und B-Feld (F*(|r| — oo) = 0) ergeben sich
mit Satz von Gaufl vier Erhaltungsgrofien,

/ d*r 9, = / Br7® - / d3r 7%
1% t=t2

— E = /dBTTOO = const (277)

= 0 (276)

t=t1

(Interpretation als Gesamtenergie des em Feldes, da Transformation Translation in der
Zeit) und analog

- Pl = /d3rToj = const (278)

(Interpretation als Gesamtimpuls des em Feldes, da Transformation Translation im
Raum).
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e Ausdriicken der Komponenten von T durch E-Feld und B-Feld und Interpretation:

— T%: Energiedichte,
1
T = 8—(E2(r,t) —|—B2(r,t)) (279)
™
(konsistent mit Ergebnis aus Elekrostatik, & = (1/87)E? [Gleichung [92)).
— ¢T79: Energiestromdichte,
T = S E(r,t) x B(r,1). (280)
a7
— T79°%/¢c: Impulsdichte.
70 /¢: Impulsdich
— T7%: Impulsstromdichte.

e Nachrechnen bzw. Herleiten aller der in diesem Abschnitt angegebenen Beziehungen ist
gutes Training fiir Umgang mit Viererindizes (freiwillige Hausaufgabe).
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6 Elektrodynamik (Anwendungen)

6.1 Allgemeine Losung der Maxwell-Gleichungen

e Vorgehen dhnlich wie in Elektrostatik, Abschnitt Abschnitt und Abschnitt
(Losung der Poisson-Gleichung).

e Driicke inhomogene Maxwell-Gleichungen in kovarianter Form durch Viererpotentiale aus:

dr

0" = 3M(8“A”—8”A“> = DA 004" = — " (281)

— O0=09,0" = (1/c*)(8?/0t*) — A nennt man d’Alembert-Operator.
— Homogene Maxwell-Gleichungen sind mathematische Identitéiten, die von beliebigen

Viererpotentialen A* erfiillt werden, miissen also nur beriicksichtigt werden, wenn
man mit E-Feld und B-Feld rechnet.

— Wesentliche Schwierigkeit bei Losung: 4 gekoppelte DGls.
e Entkopplung durch Eichfixierung, Lorenz-Eichung,
A" = 0 (282)

(zuléissige Bedingung, da E und B nicht eingeschrinkt werden [kann man zeigen, siehe
Abschnitt ; dhnlich zu Coulomb-Eichung VA = 0 in Magnetostatik), damit

4
04y = v, (283)
C

d.h. 4 entkoppelte DGIs identischer Form (gleiche Struktur wie Poisson-Gleichung
AD = —4mp).

e v =0 (Losung der anderen drei Gleichungen analog):
L& o) = drpr.) (284)
c2 Ot? ’ = ALY

e Inhomogene lineare DGI, daher allgemeine Lisung

(I)(I', t) = <I>partiku1éir(ra t) + <I>homogen(r, t) (285)
(benotigt wird beliebige Partikulérlosung und allgemeine Losung der homogenen DGI).

e Losung der homogenen Gleichung:

— Separationsansatz
Phomogen(r, 1) = T(H)X (2)Y (y)Z(2) (286)
fithrt auf 4 gewohnliche DGLs
0? 0? 0?
gaX@) = “KX@ . Y0 = -KYM) . 52() = -KZ()
g;T(t) = —WT(t) mit w’=(ki+k +k) (287)
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6.2

— Losungen sind jeweils komplexe Exponentialfunktionen,
T(t) = e:l:iwt ’ X(x) — e:l:ikg;:v ’ Y(y) _ e:tikyy , Z(Z) — e:l:ikzz'
(288)

— Damit allgemeine reelle Losung der homogenen DGI
@homogen(r’t) _ /dSk (a(k)e+i(wt—kr) + (a(k))*e—i(wt—kr)) (289)

mit d*k = dk, dk, dk,, k = (kg ky, k), w = Vk2c = |k|c und beliebiger komplexer
Funktion a(k).

— Vorgabe von RBs (wie bei Diskussion der Poisson-Gleichung) und ABs (z.B. ®(t =
0,r) und ®(t = 0,r) [analog zu z(t = 0) und &(t = 0) in Mechanik]) legt a(k)
eindeutig fest.

e Partikularlosung: Fiir Konstruktion wird Wissen iiber Fourier-Transformation und Green-

sche Funktionen benotigt.

Fourier-Transformation

In Abschnitt [2.14.4] (“Vollstdndige Orthonormalsysteme”) wurde eine Funktion f(x), defi-
niert auf einem endlichen Intervall = € [a, b] mit periodischen RBs, als Summe komplexer
Exponentialfunktionen dargestellt,

1 , 1 [ .
f(l‘) — ﬁZAne+27rznx/L . A, = \/E/ dxe—Zmnac/Lf(:E) (290)

mit L = b — a (Fourier-Reihe, Gleichung (130))).
Betrachte nun Limes a - —o0, b — 4o0:

— Definiere k(n) = 2mn/L.
Damit Ak = k(n+1)—k(n) = 2n/L — dk, d.h. infinitesimal kleiner Abstand zwischen
zwei benachbarten k, betrachte k daher als kontinuierliche Variable.

Damit A,, — A(k).
Damit Y., = (1/Ak) >, Ak — (L/27) [ dk.
Einsetzen in (290)):

\/z ikx — 1 —ikw
f@) = %/dkA(k)e““ LA = \E/dxe k2 f (). (291)

Durch Umdefinition von A(k) — f(k) = \/L/2nA(k) kann v/L eliminiert werden und eine
im Vorfaktor symmetrische Form erzeugt werden,

1 ikx r _ L xe—ix "
f@) = o= [aefwm) o f) = = [are ). (292)

(292) nennt man Fourier-Transformation, f(k) die Fourier-Transformierte von f(z).

Anschaulich f (k) gibt an, wie stark die Schwingung mit “Frequenz” k, d.h. et™? in f(z)
vertreten ist.
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6.3 Greensche Funktionen

e Gegeben ist inhomogene lineare DGI

D) f(x) = g(x) (293)

(x = (21,...,2n); D(x): Differentialoperator, enthédlt nicht nur x;, sondern auch 9/0x;;
f(x): gesuchte Losung der DGI; g(x): vorgegebene Inhomogenitét).

e Greensche Funktion G(x,x’) des Differentialoperators D(x) ist definiert als Losung von
D(x)G(x,x') = §(x—x). (294)

e Ist Greensche Funktion G(x,x’) bekannt, kann fiir beliebige Inhomogenitét g(x) eine Par-
tikuldrlosung von (293)) als Integralausdruck angegeben werden:

D(x)/d"m’g(x’)G(x,x’) = /d”x'g(x’)D(x)G(x,x’) = /d"m’g(x’)é(x—x’) =

- f(x) = /d"a:'g(x’)G(x,X'). (295)

e Beispiel: Elektrostatik, Poisson-Gleichung,
AdD(r) = —4dmp(r). (296)

- A=D, d=f, —drp=g.
— Greensche Funktion von A bekannt,
1 1
A — - / — 2
e f(r—r') — G(r,rx) e (297)
(siche Gleichung (65))).
— Partikulédrlosung von (296]) damit
/
O(r) — / &3 ( - 47rp(r’))G(r, ) = / i P ),| (298)

r —r

(ist bekannte Gleichung , wurde in Kapitel [2| ausgehend von experimentellen
Ergebnissen aufgestellt, nun als Losung der Poisson-Gleichung mit Hilfe der bekannten
Greenschen Funktion von A angegeben).

6.4 Allgemeine Losung der Maxwell-Gleichungen (Fortsetzung)

e Partikuldrlésung:

— Fourier-Transformation von ®partikular (T, ) und p(r,t) beziiglich ¢:

1 —_
Bpmtoin(r,t) = = [ Ao Bpin(r.) (299)
1 i ~
p(r,t) = \/ﬂ/dweJr Lo(r,w). (300)
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— Einsetzen in DGI (284)):
ia—2 AN dw e ctar (T, w) = 471 [ dweT™5(r,w)
2 atQ partikular\t, - P\,
. 2 ~ .
- / dw et <c;)2 + A) Qpartikular (T, w) = /dw et mp(r, w)

w? - .
— <02 + A) P partikular (T, w) = —47wp(r,w). (301)

— Nebenrechnung:
* Die bekannte Beziehung A(1/r) = —47d(r) kann auf

(2 +2) < - e;i) — 5. (302)

erweitert werden.

- Rechnung ist freiwillige Hausaufgabe.

- Rechnung z.B. auch in Fliebach, “Elektrodynamik”, Kapitel 3.

- Alternative Diskussion mit Residuensatz z.B. im Vorlesungsskript von Dirk
Rischke, “Theoretische Physik I1I: Elektrodynamik”, Abschnitt 4.2.1
(https://itp.uni-frankfurt.de/~drischke/
Skript_Elektrodynamik.pdf).

* Damit
w2 etiwlr—r'|/c ,
d.h.
o ) eiiw|r7r’|/c 204
(r,r') = —m (304)

ist Greensche Funktion von w?/c? + A.

- i)partikular(r,w) in 1) kann damit als Integral angegeben werden,
partlkular(ra w) = /d37'/ ( — 47Tﬁ(1'/, W))G(I‘7 I'/) =

+iwlr—r'|/c
= [ &, w) <e> (305)

r — /|
O artikular (T, ) ergibt sich aus (299)),

q)partikuléir(ra t) = \/%/vd@‘)6 partlkular(r W) =

_ 1 dwet@t [ a3 5 w) eFilr—rl/e _
 Vor ’ v —r/| B
_ [t

T

(306)

x (1306]) ist eine mogliche Partikulérlosung; durch Addition von Lésungen der homo-
genen DGI lassen sich unendlich viele unterschiedliche Partikulédrlésungen kon-
struieren; hier aber eine beliebige ausreichend.

* Wahl von Vorzeichen — im Zeitargument von p, d.h. Zeitargument ¢t — |r — r'| /c:
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6.5

. Ubliche Wahl.

- Eine zeitliche Veréinderung von p bei r’ zum Zeitpunkt ¢ wird damit bei r
erst zum Zeitpunkt ¢ + |r — r’|/c sichtbar.

- Der Effekt der Verdnderung breitet sich damit mit Lichtgeschwindigkeit ¢
aus.

- Losung mit Vorzeichen — nennt man aufgrund dieser Verzogerung auch
retardierte Losung.

- Entspricht der Erwartung an eine sinnvolle Theorie fiir E-Felder und B-
Felder, d.h. fiir Photonen.

« Wahl von Vorzeichen + im Zeitargument von p, d.h. Zeitargument ¢ + |r — r'| /c:
- Wahl uniiblich, da i.d.R. unpraktisch.

- Eine zeitliche Verénderung von p bei r’ zum Zeitpunkt ¢ wird damit bei r
bereits zum Zeitpunkt ¢ — |r — r/|/c sichtbar.

- Scheint der Kausalitit zu widersprechen und damit unphysikalisch; ist jedoch
nicht falsch, da homogene Losung fiir typische RBs und ABs sehr kompliziert
und die scheinbaren Widerspriiche korrigiert.

- Losung (306) mit Vorzeichen + nennt man avancierte Lésung.
Allgemeine Losung von ([284]):
O(r,t) =
3,/ p(I‘/, t— |I‘ — I‘/|/C) 3 +i(wt—kr) *  —i(wt—kr)
S + [ &k <a(k)e + (a(k))*e ) (307)

v — 1’|

Allgemeine Losung von ([283)):

A'u(r, t) =
(o - ‘ '
= 1/d37‘/ J (I' )t ’I' r ‘/C) + /dgk (au(k)eJrz(wtfkr) + (a,u(k))*efz(wtfkr)>

c lr —r/|

(308)

mit zusétzlicher Bedingung 0, A" = 0 (Lorenz-Eichung).

Ebene Wellen

Betrachte Vakuum, d.h. j# = 0.
Eichfixierung:

— Starte mit beliebigem Viererpotential A*.
— Lorenz-Eichung:
* Eichtransformation: A" = A* — 9HA.
* Bedingung fiir Lorenz-Eichung: 9, A" = 9,,(A* —0*A) = 0, d.h. wéhle A so, dass
OA = 9,A".
* A existiert (konstruktiver Beweis ist Abschnitt [6.4)).
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* A nicht eindeutig:
- Beliebige Addition von A’ mit OA” = 0 erlaubt (allgemeine Form von A’ kann
angegeben werden, siehe Abschnitt .

- In anderen Worten: Weitere Eichtransformation mit A’ gemif3
At = A" — 9t A" erhélt Lorenz-Eichung, d.h. es gilt 9,A4"" = 0.

— Verwende verbleibende Eichfreiheit, um zusitzlich Bedingung A" = 0 zu erfiillen
(temporale Eichung).

x A’ = A0 — 9PN’ = 0, d.h. wihle A’ so, dass 9°A’ = A",
* Ein solches A’ existiert, da
- im Vakuum in Lorenz-Eichung A = 0 gilt, d.h. A" die in angegebene
Struktur hat,

- OA’ = 0 die einzige Einschrinkung an A’ ist, d.h. A’ die gleiche Struktur wie
(289) hat, und die Struktur von A’ (im Wesentlichen) identisch zur Struktur
von 9°A’ ist, also ebenfalls (289) entspricht.

— Da 9, A" = 0 und A" = 0, gilt auch VA" = 0, d.h. Coulomb-Eichung.
— Gleichzeitig 9,A"* = 0 und A" = 0 erfordert Vakuum.

Maxwell-Gleichungen und Bedingungen aufgrund der Eichfixierung (verwende ab jetzt A*
an Stelle von A”H):

A = 0, DA =0 , VA = 0. (309)

Aus folgt
At = / Pk (a0 1 (a(k)) e K0 (310)

mit w = |klc.

Coulomb-FEichung erfordert
VA(r,t) = / &3k ((—ia(k)k)e“(wt*k”+(—z‘a(k)k)*e*i<wt*kr>) = 0 (311)

d.h. a(k)k = 0 bzw. a(k) L k.

Spezialfall ist monochromatische Welle, nur fiir ein spezielles w, d.h. fiir k| = w/c,
sind a(k) # 0.

Einfachste Feldkonfiguration: Betrachte nur einen Term in (310]), d.h. ein spezielles k,
A(r,t) = a(k)e™@ k) 4 (a(k))*e i Wikr), (312)

— Spezialfall einer monochromatischen Welle.

— Auflerdem ebene Welle, da Ortsabhiingigkeit nur entlang einer rdumlichen Richtung,
der k-Richtung.

83



— E-Feld und B-Feld:

E(r,t) = —%%A(r,t) = —%"a(k)e“(wt—kr) +ce =
= % Z ay(k)é(k) cos(wt — kr + ¢y (k)) (313)
A=1,2
B(r,t) = VxA(r,t) = —ikxak)et @) ce =
= kx Z ax(k)ér(k) cos(wt —kr + ¢y (k) =
A=1,2
- %(al(k)gg(k) cos(wt — kr + ¢1(k)) — aa(k)é (k) cos(wt — kr + sog(k)))7

(314)
d.h. |B| = |E| und B beziiglich E um 7/2 um k-Achse gedreht.

% c.c. steht fiir komplex konjugierten Term (complex conjugate).
* Bei “komplexer Schreibweise” 4 FHGs im komplexen Vektor a(k) (keine 6 FHGs
aufgrund der Einschrénkung a(k)k = 0).
* Bei “reeller Schreibweise” 4 FHGs in rellen Parametern o (k), aa(k), ¢1(k) und
p2(k).
x €1(k), é(k): reelle Einheitsvektoren (Polarisationsvektoren).
- €1(k) beliebiger Einheitsvektor senkrecht zu k, d.h. €1(k) L k.
- &(k) =k x &(k), dh. &(k) Lk, & (k).
— Festes k entspricht einer Welle (einem “Lichtstrahl”) in vorgegebener Richtung k mit
Frequenz f = w/2m = |k|c/2m, Wellenlénge A = 27 /|k| = 27¢/w und Geschwindigkeit
A =c.

¥ F2l
54 €o

e
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— Gewisse Freiheiten auch bei festem k iiber Parameter o (k), az(k), ¢1(k) und ¢2(k):
% Linear polarisiertes Licht:
Oég(k) = 0.
E stets parallel zu € (k), d.h. zeigt immer in die gleiche Richtung.
B stets parallel zu €3(k), d.h. zeigt immer in die gleiche Richtung.

x Zirkular polarisiertes Licht:
ag(k) = ai(k), pa(k) = p1(k) = 7/2 +nm (n € Z),
E(r,t) = %al(k) <€1(k) cos(wt — kr + @i (k)) = é (k) sin(wt — kr + cpl(k))> .
(315)
E und B rotieren mit Kreisfrequenz w um k-Achse, |E| und |B| zeitlich konstant.
x Elliptisch polarisiertes Licht: Mischung der obigen beiden Félle.

Bapd = 0O4H Dsiood - 062
P e S W S o — - S
& 4
i3 i =
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i 45 " F
¥ Scha, (e, 2.
I - | €A
(iR .
L P /E "I'*Eﬂ.f.l‘;a/_{-, S

— Ebene monochromatische Welle transportiert Energie und Impuls (“Photonen be-
wegen sich in k-Richtung”): Energie- und Impulsdichten und -stromdichten kénnen
mit Energie-Impuls-Tensor berechnet werden (siehe Abschnitt Berechnung ist
Hausaufgabe).

e Tageslicht: Lineare Superposition der unendlich vielen moglichen Frequenzen und Polari-
sationen geméfB (310)).
6.6 Hohlraumwellen und Wellenleiter

e Hohlraumwellen: Em Wellen in einem von Metallwinden umgebenen Volumen.
e RBs an der Grenze zum Metall:

— Annahme: Ladungen im Metall bewegen sich so, dass E = B = 0 innerhalb des
Metalls.
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— E| = 0 (folgt aus V x E + B/c = 0 [Gleichung (270)], Annahme von endlichem B
und Satz von Stokes (siehe auch Elektrostatik, Gleichung (97)).

— B, =0 (folgt aus VB = 0 [Gleichung (269)] und Satz von Gau$).

e Betrachte nun Spezialfall eines metallischen Wellenleiters mit quadratischem Querschnitt

(Ausdehung L in z-Richtung und y-Richtung, d.h. 0 < z,y < L, unendlich ausgedehnt in
z-Richtung).
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e Zu losen ist also ein RWP (Maxwell-Gleichungen im Vakuum [Gleichungen (266)) bis (270))]
mit p = 0 und j = 0 und oben angegebene RBs):

— Prinzipielles Vorgehen beim Losen von RWPs umfangreich in Elektrostatik disku-
tiert: Separationsansatz, allgemeine Losung der Feldgleichungen, Anpassen an RBs,

.. (siehe Abschnitt und Abschnitt [2.15)).
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— Vorgehen hier analog.

— Rechnung ist freiwillige Hausaufgabe (siehe auch in Fliebach, “Elektrodynamik”,
Kapitel 21).

e Ergebnis: Zwei Sorten von Wellen.

— Transversale elektrische Welle:

E, = Re(01 cos(lmx/L) sin(mwy/L)ei(Wt_kz)> (316)
E, = Re<02 sin(lmz/L) cos(mwy/L)ei(wt—’fZ>) (317)
E. = 0 (318)
mit

w222 w2m? 1/2
w o= <L2 + I —|—ck> , (319)

kE > 0 (in +z-Richtung laufende Welle) und I,m = 0,1,2,..., wobei Il = m = 0
ausgeschlossen ist.

r) i {
T:}‘I l'? C-'k - C' by 76
s
i ] e (- - A
Earn £ cdazn g o7 i/{_ £ =C ;e 'l
=5
£ v : \,\ | \’ff
4 .i_e_ .:_ B /{l o ~ ~ |
i 4 | F \ l___'--
% 1 = s I 28
— L
N - -
/ / Mede g
! L2
|
., - i rI
g . e \ I Te e LALALAAD | L < ILi eAfanc n_,"( L
& 7 e = n 0
& i o 8
L Mo - = = £ =
2 v & 2
a3 =
\f' I|
< S

x Transversale elektrische Welle, da E, = 0, d.h. Komponente von E entlang des
Wellenleiters verschwindet.

+x Magnetische Felder haben dhnliche Form, allerdings keine transversale magneti-
sche Welle, d.h. B, # 0.

« Untergrenze fiir Frequenz ist wy,in = wc/ L.

— Transversale magnetische Welle:

% Ahnliche Form und Eigenschaften wie transversale elektrische Welle, allerdings

B,=0und F, # 0.

o “Metallischer Schlauch” eignet sich also zum Transport em Wellen und damit zum Uber-
tragen von Information (eng verwandt mit dem hier betrachteten quadratischen Leiter ist
das Koaxialkabel).
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6.7

E-Felder, B-Felder und em Strahlung beschleunigter Ladungen

Beschleunigte Ladungen strahlen em Wellen ab, deren Berechnung in diesem Abschnitt
skizziert wird (— Energieverlust, z.B. interessant/problematisch bei Konstruktion von
Teilchenbeschleunigern).

Ausgangspunkt: Ladungsdichte und Stromdichte einer Punktladung ¢ mit Trajektorie
rQ(t)a

dry(t)

prt) = abr—r () Q1) = ab(r— ()T

(320)

(Gleichung (179) und Gleichung (180)).

Berechnung des Viererpotentials A* durch Einsetzen von (320) in retardierte Losung der
Maxwell-Gleichungen

A‘M(I‘, t) — 1/d37”/ j“(r',t— ‘I‘—I‘/|/C) (321)

c lr —r/|

(Gleichung (308) mit a*(k) = 0).

Berechnung von E-Feld und B-Feld aus A* via E = —(1/¢)(0/0t)A —V®, B =V x A,
allerdings aufwiindig bzw. nicht ganz einfach (siehe z.B. Fliebach, “Elektrodynamik”,
Kapitel 23):

E(I‘,t) _ Q(R — 5_1 + qR x ((R __’6) o B) (322)
R272(1 - BR)?) t=tret CR(l - BR)S t=tret
oclx/rR2 x1/R
B(r,t) = R xE(r,t) (323)

—

(B=14(t)/c, R=r—r4(t), R = |R]), wobei sich die “retardierte Zeit” durch Lésung von

r — rq(tret)|
c

tot = t— (324)

ergibt.
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e Test von (322) und (323) fiir ruhende Ladung, ry(t) = ro = const:

G20, R = r-r — Ery = L= gy — (325)
r —rof®

.. also zumindest nicht offensichtlich falsch.

e Zur Berechnung des Energieverlusts durch em Strahlung ist Energiestromdichte

S = 47rE( t) x B(r, 1) (326)

von Interesse (ergibt sich aus Energie-Impuls-Tensor bzw. Noether-Theorem; siche Ab-
schnitt .

e Energiestrom (= Energie/Zeit = P) pro Raumwinkel durch um die Ladung ¢ zentrierte
Kugelfliche (Radius R):

. dP .
dP = dQR’RS bzw. = R’RS (327)

(fiir groBe Abstéinde R trigt nur zweiter Term (o 1/R) in (322) bei [ist nur = 0, falls § # 0,
d.h. Ladung beschleunigt], erster Term (oc 1/R?) hat verschwindend kleinen Beitrag).
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e Hiufig interessante Grofle ist Energie/retardierde Zeit = P’ (“retardiere Zeit ist Zeit, zu
der em Strahlung die Ladung ¢ verldsst”),

LP - @ dt B . i’f{x((f{_ﬁ)x ;)‘2 (328)
dQ  dQdt.,. 0 4we (1_B’R)5

(laingere Rechnung, Einsetzen von (322)) bis (324]), (326 und (327).

e Spezialfille:

— |B] < 1 (nicht-relativistischer Grenzfall):

ap’ @ 2,
a - 47%6 sin?(0) (329)

(0 = <(R, f) ist Winkel zur Beschleunigungsrichtung).

- 3| 5
. S ()
& " i’ (1= |Fleos(0))? (330)

A~

(0 = <(R, B) = <(R, ) ist Winkel zur Bewegungs- und Beschleunigungsrichtung).

] uf\ f.fﬂ»/t oL Agpan (“.—u
ks r;ﬂ'.&.u_ c ’fc%ﬁim_z—, w

) \D S Yua,
Skadd,. /

e Ahnlich und durch Raumwinkelintegration kénnen die folgenden Spezialfille fiir P (Ver-
lustleistung bei Beschleunigung) berechnet werden:

- B B
2¢* .,
P o= b (331)

(p = myv; |p| entspricht beschleunigender Kraft; z.B. hilfreich zum Abschéitzen von
Energieverlusten in Linearbeschleunigern).

—BJ_E:

P = Lo (332)
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(z.B. hilfreich zum Abschétzen von Energieverlusten in Kreisbeschleunigern; Strah-
lungsverluste sind zentrales Problem bei Kreisbeschleunigern, da P o ~v*; ausgesandte
Strahlung heifit Synchrotronstrahlung; Synchrotronstrahlung auch hilfreich, z.B.
fiir Untersuchungen in Festkorperphysik).

e Details z.B. in Fliebach, “Elektrodynamik”, Kapitel 23.
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7 Elektrodynamik in Materie

e Ziel: ED in Materie formulieren, d.h. innerhalb von Festkorpern, Fliissigkeiten oder Gasen.

e Maxwell-Gleichungen (266)), (267), (269) und (270) gelten auch in Materie.

— Bei direkter Verwendung der Maxwell-Gleichungen miissen die von den einzelnen Pro-
tonen und Elektronen getragenen elektrischen Ladungen in Rechnungen einbezogen
werden.

— Extrem aufwéndig, daher nicht zielfithrend.

— Meist interessiert man sich nur fiir makroskopische Effekte der Materie auf E-Feld
und B-Feld, nicht jedoch fiir mikroskopische Details.

e Durch wenige Annahmen und geeignete Mittelung kann man sogenannte makroskopi-
sche Maxwell-Gleichungen formulieren, in denen Effekte von Materie auf Léngen-
skalen grofler als einige Atomdurchmesser beriicksichtigt sind (makroskopische Maxwell-
Gleichungen sind viel einfacher zu l6sen als mikroskopische Maxwell-Gleichungen).
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7.1 Aufteilung von Feldern und Ladungen (“ungestort”, “extern”, “indu-
ziert”)

e Umbenennung E — Egeg, B = Byges, p — pges, J — Jges (“ges” fiir gesamt), d.h. Maxwell-
Gleichungen lauten

v:Eges(rv t) = 47Tpges(r7 t) (333)
10 4,
V X Bges(r, t) — EaEgES(r,t) = ?_]ges(r,t) (334)
VBges(r,t) = 0 (335)
10
V x Eges(r, t) + EaBges(r, t) = 0. (336)
e Gedankliches Aufteilen der “ges”-Groflen in drei Teile:
Eyoes(r,t) = Eo(r,t) + Eext(r,t) + Eina(r, t) (337)
=E(r,t)
Byes(r,t) = Bo(r,t) + Bext(r,t) + Bina(r, ) (338)
=B(r,t)
pges(ra t) = po (I‘, t) + pext(ra t) + pind(ra t) (339)
=p(r,t)
jges(r, t) = jO(ra t) +jext(ra t) +jind(ra t) . (340)
:j(l‘,t)

e Maxwell-Gleichungen ([333]) bis (336)) sind linear, gelten daher separat fiir jeden der drei

Teile,

VEx(r,t) = 4mpx(r,t) (341)
10 4r,

Vo Bx(r,t) - - Ex(rt) = gjx(r,t) (342)

VBx(r,t) = 0 (343)
1

VXEX(r,t)—i—E%BX(r,t) = 0 (344)

mit X € {0, ext,ind}.
e Physikalische Bedeutung der drei Teile:

— “0”: Felder und Ladungen der ungestérten Materie.

x 7.B. ein Festkorper ohne zusétzliche duflere Felder oder Ladungen, pg und jp sind
damit Ladungs- und Stromdichte der Protonen und Elektronen des Festkorpers,
Eg und By die von ihnen erzeugten E- und B-Felder.

* Typischer Weise starke Variation innerhalb eines Atomabstands.

x Schwer zu berechnen, in diesem Kapitel aber nur von untergeordnetem Interesse.

— “ext”: Zusitzliche duflere Felder oder Ladungen (“ext” fiir extern).
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x 7.B. das E-Feld eines Kondensators oder eine zusétzliche Ansammlung von La-
dungen innerhalb oder aulerhalb der Materie, im obigen Beispiel des Festkorpers.

— “ind”: Induzierte Felder und Ladungen (“ind” fiir induziert).
% ‘“ext”-Felder und -Ladungen verursachen (i.d.R. kleine) Stérungen der Materie,

ihre Ladungs- und Stromdichte wird zu pg + pinga und jo + jind, die zugehorigen
E- und B-Felder sind Eg 4+ Ejg und Bg + Bjyg.
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e E =E. + Ejq, etc. ist Umdefition von E (fritheres E ist jetzt Eiot):

— Sinnvoll, Eg und By von E und B zu separieren, da die Ladungen ungestorter Materie
beschrieben durch pp und jo im Gleichgewicht sind, d.h. Eg und By keine Krifte
auf die Ladungen der ungestorten Materie bewirken und somit pg und jo zeitlich
konstant sind. “0”-Felder und Ladungen verédndern sich also nicht und sind Losung
der Maxwell-Gleichungen bis mit X = 0, kénnen also ignoriert werden.

— E = E¢t + Ejng und B = Byt + Bing liefern dagegen Krifte, die Korrekturen der
Ladungsverteilungen der Materie verursachen, d.h. typischer Weise pinq # 0 und
Jind # 0 erzeugen.

— Aufgrund der Linearitdt der Maxwell-Gleichungen gilt auch

VE(r,t) = Admp(r,t) (345)
VxB(r,t)—%%E(r,t) _ %j(r,t) (346)
VBt = 0 (347)
VxBrO)+ 2 2Bmy = o (348)

c ot
e Von Interesse ist nun Losung von (341) bis :344; mit Indizes X = ext und X = ind

(beziehungsweise dquivalent von (345)) bis (348)).

— Haufig einfach ist Losung von (341]) bis (344) mit Index X = ext (zumindest nicht
schwieriger, als in vorausgegangenen Kapiteln), z.B. Bestimmung des E-Feldes eines
Kondensators.
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7.2

— Problematisch ist Losung von (341]) bis (344]) mit Index X = ind, da

* pind Und jing Reaktion der Materie auf duflere Felder Eext und Beyt beschreiben
und diese Reaktion schwierig zu bestimmen bzw. zu berechnen ist (Details z.B.
in Vorlesungen iiber Festkorperphysik),

% pind Und jing nicht nur von Ee¢yy und Byt sondern auch von E; g und By,q (enste-
hen erst durch Stérung) abhéingen, also (341)) bis (344) mit Index X = ind nicht
fiir vorgegebene rechte Seiten, sondern selbstkonsistent gelost werden miissen.

* Néherungsweise Behandlung der Reaktion von Materie in Abschnitt [7.3] und Ab-
schnitt [7.4l

Ubergang von mikroskopischen zu makroskopischen Grofien

“0”-Groflen und (damit auch) “ind”-GroBen variieren auf Léngenskalen kleiner als ty-
pischer Atomabstand a (im Festkérper z.B. eine Elementarzelle, a ~ 1071%m), d.h. sie
beschreiben mikrokopische Strukturen.

“ext”-Groflen variieren typischer Weise nur auf deutlich gréfleren Léngenskalen.

Hiufig interessiert man sich nicht fiir mikroskopische Strukturen, zur Vereinfachung von
Rechnungen ist es auflerdem zweckméBig, diese loszuwerden.

Dies erreicht man durch Mittelung iiber Bereiche mit Durchmesser b, wobei a < b < A
und A die relevante Langenskala fiir die zu studierenden Phidnomene ist.

Typisches Beispiel fiir Mittelungsvorschrift ist

(A)(r,t) = / B wr)A(r+1',t) , wr) = We—”/%i (349)

d.h. “Gaulkurven-artige Verschmierung” der Gréfle A, mit
A € {Eo, B, o, jo, Eind, Bind; pind, Jind }-
A ist mikroskopische Grofle, (A) ist makroskopische Grofle.

Da Mittelungsvorschrift mit zeitlichen und rdumlichen Ableitungen vertauscht, gelten mi-
kroskopische Maxwell-Gleichungen (333) bis (336)), (341]) bis (344) und (345]) bis (348)
auch fiir makroskopische Gréflen, z.B.

VE)r,l) = 4nlp)(r,) (350)
Vo B)rt) — L OB ) = T ge1) (351)
V(B)(r,t) = 0 (352)
Vx(E)(r,t)jL%%(B)( 1) = 0 (353)

Siehe auch qualitative Diskussion im Rahmen der Elektrostatik in Abschnitt [2.4]
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7.3 Reaktion von Materie, linearer Response

e E;iq (und damit E = E¢y + Ejpq) ist Funktion von Eey, wobei Ejnq = 0 falls Eqyy = 0
(Annahme: Keine Abhéingigkeit von Beyt).

e Hiufig schwache duflere Felder E.y, dann kann E;,q bzw. E als Taylor-Reihe in Eeyt
geschrieben werden,

E( ext,j( )+E1nd]( ) =
/d3 ’/dt Yir(, 't — T py ) Baxn (1 ) + O(|Eexe[?). (354)

— Bei Vernachlissigung der hoheren Ordungen O(|Eqy|?) lineares Response-Modell,
d.h. doppelt so grofie Stoérung in Form des externen E-Feldes bewirkt doppelt so grofies
induziertes E-Feld (vernachléssigte Terme konnen bei starken dufleren Feldern [z.B.
Laserlicht] wichtig werden).

— (e71),x heift mikroskopische Response-Funktion (Bezeichnung ¢! [statt z.B. €]
hat historische Griinde).

— E;uq nicht notwendig parallel zu Eqy, daher Tensorstruktur von (6*1) jk erforderlich
(“(e71)x ist Matrix, nicht nur Zahl”).

— (e7')jx kann vielfiltige Effekte beschreiben, z.B. Stérungen bei (r/, ') konnen Effekte
zu spéteren Zeiten ¢ an anderen Orten r bewirken (aufgrund der Homogenitét der
Zeit nur Argument ¢ — ¢’ moéglich), auBerdem Abhiingigkeit von Temperatur T, Druck
p, etc. moglich (ab jetzt wird T, p, ... nicht mehr notiert).

— (671 = §;x0(r — ¥')3(t — t') bedeutet Eing = 0, d.h. keine Reaktion der Materie.

— Mikroskopische Response-Funktion und deren Berechnung kompliziert (— z.B. Vor-
lesungen iiber Festkorperphysik).

e Im Folgenden eine Reihe von vereinfachenden Annahmen und Umformungen:

— Réumliche Mittelung beziiglich r (wie in (349) definiert),

(Ej)(r,t) = /d3r’/dt’((e—l)jk>(r,r’,t—t’)Eext,k(r’,t’), (355)

wobei ((e7!);;) makroskopische Response-Funktion heifit.

— AbD jetzt immer makroskopische Grofen, d.h. (...) wird weggelassen, also (¢~ 1), =
((e7H)jk), ete.
— Annahme beziiglich r- und r’-Abhéngigkeit von (e™!)

(e_l)jk(r,r',t—t') = (e_l)jk(r,t—t')é(r—r'), (356)

d.h. Stérung durch Eexy i (r/,t") bewirkt nur Reaktionen an gleicher Position r = r/,
nicht aber davon entfernt, d.h. bei irgendeinem r # r’; damit

Ej(r,t) = /dt’(e‘l)jk(r,t—t')Eext7k(r,t'). (357)
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— Verwende Fourier-Transformation beziiglich Zeitargument,

fe) = [ae e s = 5 [detw) (358)

(in diesem Zusammenhang ist Notation bzw. Konvention iiblich, die sich leicht von
(292) unterscheidet), damit

Ej(I‘,(JJ) = /dte+i“’tEj(r,t) =
= /dte““t/dt’ (e )ju(r,t — ) Bexe k(r, ) =
_ / 0t B p(r, ) / dt et (e (r b — ) =

= [ dt e+ (1) i (r,)

= (€ 1)jr(r,w)Fex 1 (r,w) (359)
(im Fourier-Raum wird “Faltungsintegral” (357)) zu ordinérem Produkt).

— Auflésen nach Fey j,

Eext,j(r7w) = Ejk(r7w)Ek(r>w) (360)

(€ bezeichnet inverse Matrix zu (e;x) !, heifit Dielektrizitt).

— Annahme: Eine Sorte von Materie, damit (nach rdumlicher Mittelung) homogen ...
auBerdem (nach rdumlicher Mittelung) isotrop, d.h. keine Richtung ausgezeichnet,

dann
ep(r,w) = €(w)o; (361)
bzw.
Eext(r,w) = €(w)E(r,w). (362)

x Gase und Fliissigkeiten sind isotrop, Festkoérper haben h#ufig durch Kristall-
struktur ausgezeichnete Achsen ... Annahme muss also von Fall zu Fall tiberpriift
werden ... o.k. z.B. bei kubischem Kristallgitter.

* €(w) heiflt dielektrische Funktion, ist Materialeigenschaft, dimensionslos, kann
komplex-wertig sein.

— Dielektrizititskonstante:
e = €ew=0) (363)

(vereinfachender Ubergang von dielektrischer Funktion zu Dielektrizitéitskonstante
sinnvoll, wenn w-Abhéngigkeit schwach, d.h. Materie auf unterschiedliche [“Licht”]-
Frequenzen in gleicher Weise reagiert), dann

Eext(r,t) = €E(r,t). (364)

e Analoge Behandlung des magnetischen Feldes, Ergebnis

B(r,w) = p(w)Bexi(r,w) (365)
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B(I‘, t) = /-LBCxt (I‘, t) (366)

(1 heiBt Response-Funktion bzw. Permeabilitiit).

7.4 Makroskopische Maxwell-Gleichungen

e Betrachte auch in diesem Abschnitt ausschlieflich makrokopische Gréflen, daher wird (.. .)
stets weggelassen.

e Startpunkt sind Maxwell-Gleichungen fiir makroskopische Grofien (350) bis (353)):

— Inhomogene Gleichungen fiir “ext” Groflen:
VEext(ry t) = 47TPext(I', t) (367)

10 4
VX Boxt(r,t) = - 2 Boa(r,t) = —jea(r,) (368)

cot
(Nicht-Betrachten der “ind” Grolen vorteilhaft, da piq und jing unbekannt).

— Homogene Gleichungen fiir Gréflen ohne Index, d.h. fiir “ext-+ind” Groflen:

VB(r,f) = 0 (369)
VxE(r,t)—i—igtB(r,t) ~ 0 (370)

(E und B sind die interessierenden Felder).

— (367)) bis (370) heiBen makrokopische Maxwell-Gleichungen, ebenso wie alle wei-
teren daraus abgeleiteten und in diesem Kapitel diskutierten Versionen der Maxwell-
Gleichungen.

e (367) und (368) darf nicht unabhéngig von (369) und (370) gelost werden, da Eext, Bext

und E, B voneinander abhéingen.

e Bezichung zwischen Eeyg, Bext und E, B in Abschnitt diskutiert und unter vereinfa-
chenden Annahmen berechnet.

e Einfachster Fall ist

Eext(r,t) = €E(r,t) , B(r,t) = pBex(r,t), (371)
dann werden und zZu

VeE(r,t) = A4mpext(r,t) (372)
inB(r,t)—igteE(r,t) _ %jext(r,t). (373)

e Bei Frequenzabhéngigkeit
Exxt(r,w) = e(wE([r,w) , B(r,w) = p(w)Bext(r,w) (374)
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werden (367)) bis (370]) zu

Ve(w)E(r,w) = 47 pext(r,w) (375)
1 W 47,
V x mB(r,w) + ?e(w)E(r,w) = ?‘]ext(l‘, w) (376)
VB(r,w) = 0 (377)
VxE(r,w)—%B(r,w) = 0, (378)
wobei
+iwta 9 +iwt -
dte —Eexi(r,t) = — [dt| —e Eext(r,t) = —iwEeg(r,w) =
ot ot
~———
=tiwetiwt
= —iwe(w)E(r,w) (379)

und analoge Rechnung fiir B-Feld verwendet wurde.

e Hiufig verwendet man Notation D = Egy, (D heifit dielektrische Verschiebung) und
H = Byt (H heifit magnetische Feldstirke); dann lauten (367)) bis (370))

VD(r,t) = 47 pe(r,?) (380)
10 47,

V x H(r,t) — EaD(r,t) = ?_]ext(r,t) (381)

VB(r,t) = 0 (382)
10

V x E(r,t) + EaB(r,t) =0 (383)

(immer giiltig) und z.B. (371)

D(r,t) = €E(r,t) , B(r,t) = pH(r,t) (384)

(nur unter den in Abschnitt diskutierten Annahmen giiltig).
e Beispielanwendung: Dielektrikum im Kondensator.

— Plattenkondensator (zwei unendlich ausgedehnte parallele Platten senkrecht zur z-
Achse) mit vorgegebener Flichenladungsdichte +o und —o.

— Vakuum zwischen Platten:
E-Feld zwischen Platten ist E = 4woe, (leicht mit Satz von Gauf} zu berechnen, siehe
auch Abschnitt [2.13)).

— Homogenes isotropes Dielektrikum zwischen Platten:
Verwende VD = VeE = 47mpeyy statt VE = 47 peyt, sonst bleibt alles gleich ... damit
D = 4noe, bzw. E = (4nc/€)e,, d.h. da € > 1 (experimenteller Befund) reduziert
ein Dielektrikum das elektrische Feld bei vorgegebener Flichenladungsdichte.

— Kapazitit C = Ladung / Spannung, auflerdem Spannung o |E|
— Dielektrikum vergroflert Kapazitéit eines Kondensators, C — €C.
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7.5 Verhalten von E, B, D und H auf Grenzflichen zwischen unterschiedli-
chen Materiesorten

e (371) und (374]) und die daraus folgenden Maxwell-Gleichungen gelten nur unter speziellen
Annahmen, insbesondere Homogenitéit und Isotropie der Materie (siehe Abschnitt .

e Auf Grenzflichen zwischen unterschiedlichen Materiesorten ist Homogenitéit und Isotropie
verletzt, d.h. obige makroskopische Maxwell-Gleichungen gelten innerhalb einer Materie-
sorte, nicht aber auf Grenzflachen.

e Vorgehen bei Berechnung der Felder bei zwei aneinandergesetzten Materiesorten:

— Losen der Maxwell-Gleichungen innerhalb jeder der beiden Materiesorten.

— Zusammensetzen der beiden Losungen, so dass die Gréflen
D, , H , BL , E (385)
stetig sind.

— Stetigkeitsbedingungen lassen sich wie schon zuvor (siche z.B. Abschnitt aus
Maxwell-Gleichungen (380) bis (383 und den Stétzen von GauB und von Stokes
herleiten, z.B.

VD(r,t) = 0 (Annahme: Keine externen Ladungen auf der Grenzfliche.)
5 0 = /d3rVD(r,t) = j[dAD(r,t) - A(DLL—DQ,L>
\%4 A
- D1 = Dy (386)
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e Beispielanwendung: Punktladung und Dielektrikum

— Betrachte Vakuum fiir < 0, Dielektrikum fiir z > 0 (Dielektrizitétskonstante €),
ruhende Punktladung ¢ bei ry = (—d,0,0).
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— Relevante Gleichung der Elektrostatik im Vakuum fiir x < 0 ist

VD(r) = 4mpext(r) — VE(r) = 4ng¢d(r —r,), (387)
Losung ist

q(r —ry)
E(I‘) ’I‘ _ rq’?’ + Ehomogen (r)7 (388)

wobei Epgmogen die allgemeine Losung von VEpomoegen = 0 ist.

— Relevante Gleichung der Elektrostatik im Dielektrikum fiir > 0 ist

VD'(r) = 47mpext(r) — VeE'(r) = 0, (389)
Losung ist

E(r) = Ehomogen(r), (390)
wobei Eﬁomogen die allgemeine Losung von VE{lomOgen = 0 ist.

— Zu l6sendes Problem ist damit: Finde E und E’ so, dass RBs erfiillt, d.h. E,E — 0
fir r — oo sowie D) (x = 0) = D/ (z = 0) (bzw. E(z = 0) = €E' (x = 0)) und
E|(z=0)= E’H(:B =0).

— Ansatz:

/
Ehomogen(r) = W ’ Lomogen(r) = m (391)
x “Bildladungen” @ und @', 16sen homogene Gleichungen, da Ladungen im jeweils
ausgeschlossenen Halbraum z > 0 bzw. x < 0 positioniert sind.
x @' offensichtlich notwendig, z.B. im Fall ¢ = 1 (Dielektrikum wird entfernt) Q' =
qund Q =0.
* @ ermoglicht es, Ey (v = 0) = ¢E' (v = 0) und Ej(z = 0) = Eh(x = 0) zu
erfiillen, da fiir ¢@QQ < 0 die Ladung ) das Feld F| von ¢ verstéirkt und das Feld

E| von ¢ schwiicht (und umgekehrt fiir g@Q > 0).
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— Bestimmung von @ und Q’:
Ei(x=0) = eE| (x=0)
- E(x=0e, = eE(z=0)e,
+qd N —-Qd _ . +Q'd
(y2 +Z2 +d2)3/2 (y2 +Z2 +d2)3/2 (y2 +22 +d2)3/2
= +q—Q=+eQ (392)
bzw. nach analoger Rechnung fiir E| und Eh
- +0+Q=+Q, (393)
damit
e—1 , 2
= —_ = —(. 4
Q il @ o (394)

— D.h. Q <0 (E-Feld im Vakuum wird verzerrt) und 0 < @’ < ¢ (E-Feld im Dielektri-
kum wird lediglich um Faktor 2/(e + 1) schwiécher).

Baked -0S3  ——
g2 LT
4 e

=
"HNL@ u;:cﬁ%{
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Herleitung des Energie-Impuls-Tensors und der zugehdorigen
Kontinuitiatsgleichungen aus dem Noether-Theorem

e Startpunkt ist £ = —(1/167)F*"F,,,, das Noether-Theorem (272},

wobei der doppelt auftretende Index o hoch- bzw. runtergezogen wurde (o in 0/0(0,As)
entspricht einem oberen Index), und die vier Transformationen
At (x) — AP (s,z) = AF(se, + ), v =0,...,3.

SL(0uAY(5), AV(5), )

) (OLOuAY, A7) 04, (s)
=0 9(0pAs) s

e Einige Nebenrechnungen:

— Rechte Seite von Gleichung (395]), erster Term:

OL(0,A”, A*, ) 1 .5 O
L
8(8,A,) 8 0(0,A4,)
1 0 1
= _— 0657 — = _—— QB —_ =
sl 9(0,4,) <8"‘Aﬁ 8/3Aa> &l (5’“505 5/)/35"&)
1 1
= _—_— | FPro _ FOr — ___ Fpo
8T ( ) 47 (396)
— Rechte Seite von Gleichung (395)), zweiter Term:
AU AU @ AO'
0A5(s) 0As(u) du® _ 0A,(u) o = B,A,, (397)
ds  |,—o ou®  0s |, ou® | ~~
:éua
=00 As

wobei der Vierervektor u = se, + x definiert wurde.
— Linke Seite von Gleichung (395)):

0 1 0
- AV AH - __—_ 2 p _
asﬁ(a,u (5)7 (8),.%’) 0 S Os oa,@(s) o
_ —iFQﬁQ(a A5(s) ~Bpda(s))| =
8T ds\ ¢ ¢ s=0
1 1
_ 1 g B _ 1 as _
= —-F (0a0 A5 — 950,40 ) —FP0,Fy
1 1
= of - nopaB
——0,(F*F,) 0 (0 P ) (398)
wobei Gleichung (397)) verwendet wurde.
e Damit ergibt sich aus Gleichung (395))
1
on <4n“VFC“’3Fa5> = 0, (F”"GVAU), (399)
wobei die rechte Seite umgeschrieben werden kann,
a, <FP"8VA(,) = 9, (Fp" (aVA,, - &,Ay)) = 9, (Fp"FW). (400)
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Dabei wurde nach dem ersten Gleichheitszeichen “0” subtrahiert, da

ap(Ffwa,Ay) = (8,F*) 0, A, + FP 9,0, A, = 0 (401)
=0 =0

(der erste Term verschwindet aufgrund der Maxwell-Gleichungen im Vakuum, der zweite
Term aufgrund der Antisymmetrie von F#” und der Symmetrie von 9,0,).

Die Gleichungen (399) und (400 liefern nach Umbenennung von Indizes und einigen klei-

neren Umformungen
1
O <F“pr” + 477“”FPUFW> = 0. (402)

Mit der Definition des Energie-Implus-Tensors (275]) entspricht dies gerade den vier Kon-
tinuitatsgleichungen (274)).
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