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21) Penning-Falle (1+1+3=5 Punkte)

Mit einer Penning-Falle kénnen elektrisch geladene Teilchen mit Hilfe eines elektromagnetischen
Feldes gefangen gehalten werden, d.h. sie bewegen sich aufgrund der auf sie wirkenden elektroma-
gnetischen Kraft nur in einem begrenzten Raumbereich. Im Folgenden soll nur das elektrische Feld
einer Penning-Falle betrachtet werden,

E(r) = a(x,y, —22)
(v = const).

i. Berechne die z-Komponente der Trajektorie eines elektrisch geladenen Teilchens (Ladung ¢ >
0) in diesem elektrischen Feld und zeige damit, dass z(t) beschrénkt ist, dass das Teilchen
also in z-Richtung eingesperrt ist. Anmerkung: Um ein Einsperren in x- und y-Richtung zu
gewdhrleisten, ist das hier nicht betrachtete magnetische Feld erforderlich.

ii. Bestimme das zu E(r) gehorige elektrostatische Potential ®(r).

iii. Das elektrische Feld einer Penning-Falle kann mit drei relativ zueinander isolierten gekriimmten
Metallplatten realisiert werden, an denen die konstanten Potentiale ®;, &5 und ®3 anliegen.
Bestimme mathematische Ausdriicke, die die Form der Metallplatten beschreiben und fertige
eine entsprechende Skizze an. Wie miissen die Potentiale ®1, ®; und ®3 gewahlt werden, damit
das oben angegebene E(r) erzeugt wird und die Falle in z-Richtung einen Mindestdurchmesser
von d hat? Hinweis: Hyperboloid.

22) Fourier-Reihe (3 Punkte)

Berechne die Fourier-Reihe der im Intervall 0 < x < L definierten Funktion

0 sonst,

= const, falls L/4 < x <3L/4,

d. h. bestimme die Koeffizienten A,, in der Darstellung

+oo
f(ﬂf) _ % Z An€+27rin:r/L.

n=—oo

23) Orthonormalitit und Vollstindigkeit komplexer Exponentialfunktionen (3+2+1=6
Punkte)

Betrachte das Funktionensystem
1 )

(n) _ +2minz/L

9" (r) = —=e :

Definitionsbereich = € [0, L], n € Z.



i. Zeige, dass es sich um ein orthonormales Funktionensystem handelt.
ii. Mache plausibel, dass das Funktionensystem vollstéandig ist. Gehe dabei wie folgt vor:

(a) Betrachte zunichst die Vektoren

(n) _ 1 o T2ming/N

J,m=20,1,... N — 1 und zeige, dass

gilt.

(b) Ersetze (j/N)L — x und (k/N)L — y, bilde den Limes N — oo und schliefle aus Deinen
Ergebnissen auf die Vollstéindigkeit des Funktionensystems ¢™.

24) Kreisférmige Randwertprobleme (2+4=6 Punkte)

In der Vorlesung wurde die allgemeine Losung der 2-dimensionalen Laplace-Gleichung in Polarkoor-
dinaten hergeleitet,

Ay In(r/ro) ( 1 ) 1,
d(r, p) = +B + Apr™ 4 B, — | ——eT"%.
() V2 ’ V2T nzﬂ) ' rinl \/271'6

Betrachte nun die beiden folgenden Randwertprobleme:

(RWP1) Das Volumen V ist der gesamte 2-dimensionale Raum bis auf einen im Ursprung zentrierten
Kreis mit Radius R.
Dirichlet-Randbedingungen ®(r = R, ¢) = ®y(p) = acos(2¢) und &(r — oco) = 0.

(RWP2) Das Volumen V ist ein im Ursprung zentrierter Kreisring, innerer Radius R;, duflerer Radius
Rs.
Dirichlet-Randbedingungen ®(r = Ry, ¢) = ®1(p) = S+ cos(¢) und &(r = Ra, p) = $o(p) =
dsin(3¢p).

Lose die folgenden Aufgaben fiir beide Randwertprobleme:

i. Miissen einige der unbekannten Koeffizienten A, und B, aus offensichtlichen Griinden ver-
schwinden? Falls ja, welche?

ii. Gib fiir alle verbleibenden Koeffizienten A,, und B,, Integralausdriicke an, so dass die vorgege-
benen Randbedingungen erfiillt werden, und berechne diese. Gib damit die Losung ®(r, ¢) des
Randwertproblems an.



