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5 Aufgaben mit insgesamt 25 Punkten. Die Klausur ist mit 12% oder mehr Punkten bestanden.

Aufgabe 1 (14+1414+1=4 Punkte)

Gegeben ist der Raumzeitvektor

S O N

im Inertialsystem X.

(a) Berechne den Raumzeitabstand von z# zum Ursprung, d.h. z#z,,.

(b) Das Intertialsystem >’ bewegt sich in ¥ mit Geschwindigkeit v = ¢/2 (c ist die Lichtge-
schwindigkeit) in positive z-Richtung. Gib die Boost-Matrix A#, an, mit der Vierervekto-
ren in ¥ (z.B. 2#) in Vierervektoren in ¥’ (z.B. 2/#") transformiert werden konnen.

(¢) Berechne mit der in (b) angegebenen Matrix 2.

(d) Berechne den Raumzeitabstand von z"* zum Ursprung, d.h. z'#z], .

Aufgabe 2 (14242=5 Punkte)

Betrachte den relativitischen Zerfallsprozess A — B + C, d.h. ein Teilchen A (Masse m4 > 0)
zerféllt in ein Teilchen B (Masse mp > 0) und ein Teilchen C' (Masse m¢ > 0).

(a) Wie lautet die diesem Prozess entsprechende Viererimpulserhaltung? Um wie viele Glei-
chungen handelt es sich?

(b) Betrachte den speziellen Fall 2mp = m¢. Berechne ausgehend von der Viererimpulser-
haltung die Energie Fp und den Impulsbetrag |pg| von Teilchen B im Ruhesystem von
Teilchen A (d.h. Ep und |pp| ausgedriickt durch m4 und mp).



(c) Betrachte den speziellen Fall mp = m¢ sowie Impulsbetrag [pg| = v/3mpc von Teilchen
B im Ruhesystem von Teilchen C. Berechne ausgehend von der Viererimpulserhaltung die
Masse my4 (d.h. m 4 ausgedriickt durch mp).

Aufgabe 3 (14+1414+143=7 Punkte)

Betrachte einen Massenpunkt (Masse m), der sich in 3 Raumdimensionen im Potential V' (r),

r = /2% 4+ y? bewegt.

(a) Gib die Langrange-Funktion in Zylinderkoordinaten (7, ¢, z) an.

(b) Betrachte die Transformation
z(t) = z(s,t) = 2(t) + s
und berechne mit dem Noether-Theorem die zugehorige Erhaltungsgrofle. Um welche phy-
sikalische Grofle handelt es sich?

(c) Betrachte die Transformation
p(t) = ¢(s,t) = p(t) + 5
und berechne mit dem Noether-Theorem die zugehorige Erhaltungsgrofie. Um welche phy-
sikalische Grofle handelt es sich?

(d) Betrachte die Transformation
(1 (), 9(1), 2(8) — (7(5,£), 9(5,1), 2(5,£)) = (r(s + 1), o (5 + 1), 2(5 + 1))
und berechne mit dem Noether-Theorem die zugehorige Erhaltungsgrofie. Um welche phy-
sikalische Grofie handelt es sich?

(e) Vereinfache die Bestimmung der Trajektorie des Massenpunktes mit den in (b), (¢) und

(d) gefundenen Erhaltungsgrofien so weit wie moglich, d.h. fithre die Bestimmung der Tra-
jektorie auf lediglich zwei Integralausdriicke zuriick.
Hinweis: Bestimme zundchst z(t) mit Hilfe der in (b) gewonnenen Erhaltungsgrofe. Ver-
wende dann die Erhaltungsgrofien aus (b), (¢) und (d), um einen Integralausdruck zur
Bestimmung von r(t) und schliefilich einen Integralausdruck zur Bestimmung von o(t)
anzugeben.

Aufgabe 4 (14143=5 Punkte)

Betrachte zwei Massenpunkte (Massen m; = mg = m), die sich in 1 Raumdimension (Koordi-
naten x; beziehungsweise z2) in identischen Potentialen V(1) beziehungsweise V (x2),

Vizj) = A(ac?—a2>2

(A > 0, a > 0), bewegen. Die Massenpunkte sind auflerdem mit einer Feder (geniigt dem
Hookschen Gesetz, Ruheléinge 0, Federkonstante k) gekoppelt.

(a) Gib die Langrange-Funktion an.



(b) Skizziere das Potential V' (x;). Gib fiir dem Fall k£ = 0 (d.h. die Feder wird nicht betrachtet)
samtliche Gleichgewichtslagen des Systems an (sowohl stabil als auch instabil).

(c) Bestimme fiir den Fall & > 0 sémtliche Gleichgewichtslagen des Systems (eine Analyse, ob
die Gleichgewichtslagen stabil oder instabil sind, ist nicht erforderlich).

Aufgabe 5 (14142=4 Punkte)

Ein System von zwei Massenpunkten (Massen m; = mg = m), die sich in 1 Raumdimension
bewegen (Koordinaten x; beziehungsweise ) wird durch die Lagrange-Funktion

k
L = Zaf+2d3— Vo) = Vi) = 5 (a1 —a2)?
2 2 2
beschrieben (k > 0, V(x;) wie in Aufgabe 4 definiert). Betrachte im Folgenden kleine Schwin-
gungen des Systems um die stabile Gleichgewichtslage 1 = zo = 4a. Verwende dazu die
Koordinaten ¢; = z; — a.

(a) Nahere die angegebene Langrange-Funktion quadratisch in den kleinen Auslenkungen g;,
d.h. vernachlissige Terme der Ordnung O(g?).

(b) Wie lautet die Massenmatrix M und die Kraftmatrix K? Wie lauten die Bewegungsglei-
chungen fiir ¢; und g7

(c¢) Bestimme die Normalschwingungen des Systems und gib die allgemeine Lésung der Bewe-
gungsgleichungen an.



Losung 1(a)

e, = o?(4*-2%) = 127

Lo6sung 1(b)
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Losung 1(c)
/ v 2a
= AaY = ay(4-2B,-46+2,0,0) = —(3,0,0,0).
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Losung 1(d)
4 2
'“a:it = %92 = 1222
Losung 2(a)
Py = P+,
d.h. 4 Gleichungen.
Losung 2(b)
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Losung 2(c)

(pa)® = (pB+pc)
(pa)* = (pB)*+ (pc)® + 2pBPC
1/2
mic? = mpA+mi+2Epme = miE +mict + 2(7712364 + \pB\QCZ) me
2 2 2 \1/2 V2
mag = <2mB+2<mB+3mB) mB> = Vémp.

Losung 3(a)

_ L (o 2.0 22
L = 2m<7" +r7p +z> V(r).

Losung 3(b)

Transformation: z(t) — z(s,t) = z(t) + s, lidsst L invariant.
Erhaltungsgrofe:

OL(@, ¢/, t) 9q"(s)

P, = - = m2Z = const.
gk s |,

L6sung 3(c)

Transformation: ¢(t) — ¢(s,t) = p(t) + s, ldsst L invariant.
Erhaltungsgrofe:

OL(¢, ¢/, t) 9" (s)

ST ds

= mr°p = counst.
s=0

Losung 3(d)

Transformation: (r(t), o(t), z(t)) — (r(s,t),o(s,t),z(s,t)) = (r(s+t), (s + t),z(s +t)) mit

0 . : d .
(e J - = — 3 gl
PO PO = GEO K@ = L@,
Erhaltungsgrofe:
L(¢, ¢ k 1
E = 9 (qaq’];] 1) 3(]&28) - - K(t) = §m<7'“2 + r2p? -1—732) +V(r) = const.




Losung 3(e)

mr(t)?
t , lz
= o) —po = /tod mr2(t')
Losung 4(a)
L = it +5d—V(a) = Vw) - 501 - 22)
= 9 Tq 5 To I T2 9 I i)
=—V(z1,z2)

Losung 4(b)

Gleichgewicht fiir z; € {—a,0,+a}, d.h. insgesamt 9 Gleichgewichtslagen.

Lésung 4(c)

Bedingung fiir Gleichgewicht:

0
8—361‘/(351,3:2) = 4/\<x% - a2>a:1 +k(xy—22) = 0 (1)
—8 V(zi,z2) = 4A <x2 — a2>w2 —k(xy —xz2) = 0. (2)
Oza ’ 2

“(1) plus (2)”:
(a:% — a2>x1 + (:c% — a2)x2 = 0,

d.h. 1 = —z9 (Fall 1) oder 1 = x93 = —a bzw. 1 = 9 = Fa (Fall 2).

“Fall 1, einsetzen in (1)”:

4)\(xf — a2)x1 + 2kx1 = 2(2/\ (m% — a2) + k:)xl = 0,



d.h. 1 = 0 und damit z9 = 0 (Gleichgewichtslage 1) oder z1 = Fy/a? — k/2\ und damit
1y = ++/a? — k/2)\ (Gleichgewichtslage 2 und 3, existiert nur fiir a® > k/2), d.h. schwache
Feder).

“Fall 2, einsetzen in (1)”: Erfiillt (1) ohne weitere Bedingung, d.h. 1 = x2 = Fa (Gleichge-
wichtslage 4 und 5).

Lésung 5(a)

2

2 2
V(zj) = A(x?—az) = )x((a—l—yj)Q—aQ) = )\(Qyja+y]2-) = ng_zyjz—i-O(y?)
=a/2
m., M., @ k
- L = 5%+5y§*§y%*§y§*§(ylfyg)2-
Losung 5(b)
m 0 B a+k —k
w= (5 ) = (U0 )

MY +KY = 0 mit Y = (y1,19).

Lésung 5(c)

det(—MwJQ»—}—K) = (mw?)z—2(a—|—k:)(mw]2-)—|—a2—i—2ak: =0
- mw? = a , mwsi = a+k
2
B 2 o —mwji +a+k —k o
( Mw]+K)aj N ( —k —mw? +a+k 3 = 0
o « 1 +1
wp = — a; = —
1 m 1 \/ﬂ +1
N a+k a 1 +1
w = = —_—
2 m 5 2 /72m 1
Y = Zaj (Aj6+zw]t + Bie zw]t)
j=1



