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Aufgabe 1 [Volumen- und Wegintegrale] (1+2+3=6 Pkt.)

(a) Berechne das Integral foa dx fob dy. Diskutiere, von welcher geometrischen
Form dieses Integral dem Flicheninhalt entspricht. Berechne anschlielend
ds Integral fOR dr 02 "dy. Erhilt man dadurch die Fliche eines Kreises
mit Radius R? Uberlege geometrisch, wie der zweite Integrand verindert
werden muss, damit man die Kreisfliche erh&lt? Diskutiere das zugrunde-
liegende Problem geometrisch.

(b) Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer Spiralbahn geméf
r(t) = (Rcos(wt), Rsin(wt), bt),

die Bewegung ist also durch die Zeit ¢ parametrisiert, R, w und b sind kon-
stant. Berechne fiir den Fall b = 0 den in der Zeit von 0 bis T" zuriickgelegten
Weg s, indem Du ein entsprechendes Wegintegral aufstellst und 16st. Wie
andert sich das Ergebnis fiir b # 07

(c) Die Trajektorie eines schiefen Wurfes ist gegeben durch
. 1 5
r(t) = (vot cos(a), vt sin(ar) — igt ,0),

wobel 0 < a < 7/2.

Bestimme analog zu (b) die vom geworfenen Gegenstand zuriickgelegte
Strecke s. Der Wurf beginnt zum Zeitpunkt ¢ = 0 und Hohe y = 0. Er
endet, wenn der Gegenstand erneut bei y = 0 am Boden aufschligt. Wie
viel groBer ist s fiir den weitesten Wurf (o = 45°) im Vergleich zur in
z-Richtung gemessenen Wurfweite?

Hinweis: Benutze f; Va2 + Ade = L(avVa? + A+ Aln(Va? + A+ )%

mit A > 0.

Aufgabe 2 [Richtungsableitung] (2 Pkt.)

Betrachte eine Funktion f(x,y). Zeige, dass die Richtungsableitung von f ma-
ximal wird, wenn die Richtung n parallel zum Gradienten, minimal wenn n
antiparallel zum Gradienten und Null wenn 7 senkrecht zum Gradienten steht.
Welche Werte nimmt die Richtungsableitung jeweils an?

Hinweis: Parametrisiere i als (cos(p),sin(y)) und bestimme die Extrema der
Richtungsableitung beziiglich des Winkels ¢.

ExerciseHandler



Aufgabe 3 [Vektoranalsis II| (1+1+1+1+1+1=6 Pkt.)

Gegeben ist ein Skalarfeld ¢(r), ein Vektorfeld A(r) sowie die Vektoren a, b,
c und d. Beweise die folgenden Relationen. Benutze hierfiir ggf. den e-Tensor
sowie die auf Blatt 1 gezeigten Identitéten.

(a) (@axb)-[(bxec)x(ecxa)=][a-(bxc)?
(b) div(pA) = ¢ div(A) + A - (grad(¢))
rot(¢pA) = ¢ rot(A) + (grad(¢)) x A

(c
(d) Berechne div(r) und div(e,/r?).

)
)
d)
(e) Was ergibt der Ausdruck rot((a x r)/2), wobei a konstant und r der
Ortsvektor ist?

(f) Zeige, dass rot(¢(r)r) = 0 gilt, wobei r = |r|

Aufgabe 4 [Masse der Einheitskugel] (2+2+2=6 Pkt.)

Eine Einheitskugel beschreibt eine Kugel mit Radius R = 1, d.h. das darin
eingeschlossene Volumen V ist definiert durch

24y + 22 < 1.

Die Gesamtmasse, die innerhalb der Einheitskugel eingeschlossen ist, kann iiber

das Volumenintegral
m:/// dedydz p(x,y, z)
1%

bestimmt werden, wobei p(z,y, z) die sog. Massendichte ist. Berechne die Ge-
samtmasse fiir

(a) plz,y,2) =1,
(b) p(z,y,2) = |2,
(©) plz,y,2) = || + [yl + |2].
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