Quantenfeldtheorie 11

Stefano Lottini, Owe Philipsen, Marc Wagner
Goethe-Universitiat Frankfurt am Main — Sommersemester 2013
Version: 16. Juni 2015

Literatur: [1, 2, 3, 4, 5, 6].



rHRFFE 11, April 2012 (1. Vorlesung) *****

*Fkkxk 17. April 2013 (1. Vorlesung) *****

1 Pfadintegrale in der QM

e Pfadintegrale: Formalismus zur Quantisierung, alternativ zur kanonischen Quantisierung
(Kommutatorrelationen, Schrodinger-Gleichung, etc.).

e Hiufig einfachere und systematischere Gestaltung von analytischen Rechnungen.

e Eignet sich (im Gegensatz zum kanonischen Formalismus) zur numerischen Umsetzung
(— Gitterfeldtheorie).

e Grundidee/physikalische Motivation: Doppelspaltexperiment.

— Klassisches Teilchen geht entweder durch den einen oder den anderen Spalt.
— QM Teilchen “geht gleichzeitig durch beide Spalte”.

— Iterieren ...

{ n Doppelspalte — 2" Wege

{ bei unendlich vielen “Unendlichspalten” nimmt
P

ein Teilchen gleichzeitig alle denkbaren Pfade

— Am Ende resultiert der Pfadintegralformalismus: Ein QM Teilchen bewegt sich gleich-
zeitig auf allen denkbaren Trajektorien.

— Originalarbeit: [7] (R. P. Feynman, 1948).

1.1 Die Ubergangsamplitude

e |z): Ortseigenzustand, zugehorige Wellenfunktion ¢ (z) o d(x), also Teilchen am Ort x.
o (x9,to|xy, 1), to > t1: Ubergangsamplitude; beschreibt Uberlapp zweier Zustéinde,

— Ortseigenzustand |z1) zum Zeitpunkt ¢1, der sich bis ¢ in der Zeit entwickelt,

— Ortseigenzustand |z2) zum Zeitpunkt ¢o, der sich bis ¢ in der Zeit entwickelt

(Ubergangsamplitude unabhéngig von t).



e Zeitentwicklung von Zusténden folgt aus der Schrodinger-Gleichung;,

0v(t)) = Hlpt) — |p@) = e T y(t;) (1)
(h =1, ¢ =1 hier und im Folgenden); damit
(@2, tolz1,t1) = ((w2,t2)(®)|(21, 1) (1) = (w2, t2)(t2)le” |2y, 11)(t1)) =

= (wole T M)|gy), (2)

1.1.1 Ubergangsamplitude, freies Teilchen

e Hamilton-Operator: H = p?/2m.

e Ubergangsamplitude:
P
(entlorti) = (aaloxw (— g =) )lo) =
2
= /dp (22|p) eXP<—i%(f2—f1)><P|~"31> =
Zp(:BQ z1) p2
= /dp exp(—zz—(tg —t1)> =
& oo~ ))
= pexp| —i (xg — 1)
27 (t2 — t1
eXp( ( (tz—tl)( 2 1)> >
m(zg — 1)? / t2 — 11 4
= — e Al d 24

wobei (z|p) = €*/\/21 verwendet wurde (Normierung 1/+/27, damit
(klp) = [ dx (k|z)(z|p) = (k — p)).
o Gauf3-Integral:

/+00 dze ™ = V/7/a  (falls Re(a) > 0) (4)

—00

(wird im Folgenden auch fiir Re(a) = 0 verwendet; siehe hierzu Abschnitt 1.3).

e Ubergangsamplitude, Fortsetzung:

m m(zg — 1)?
_ (T — 1) 5
27Ti(t2 — tl) P <+ ! 2(t2 — tl) ) ( )
(scheint unsinnig, da Wy, ., = [{(w2,t2|71,%1)|?, die Wahrscheinlichkeit das zum Zeitpunkt #;

bei z1 praparierte Teilchen zum Zeitpunkt ¢9 bei xo zu finden, unabhéngig von z1 und xo ist
und auBerdem [ dxg Wy, 4, # 1; eine Diskussion dieser Probleme findet sich in Anhang A).



1.1.2 Ubergangsamplitude, Teilchen in einem Potential

e Hamilton-Operator: H = p?/2m + V(z)
e Im Allgemeinen keine geschlossene Losung.

e Betrachte kleine Zeitdifferenzen € = to — #1:

2
emilfle = TV - e‘iv(w)e/QeXp<_1'2]L€>€_W(“”)6/2+0(63)7 (6)
m

=U(e)

wegen “Baker-Campbell-Haussdorff” edef = eATBHABI/24 (| steht fiir dritte und

hohere Potenzen von A und B); es gilt

. 2 ]
<.%'2’U(6)’1‘1> = e—ZV(xg)e/2<x2’ exp ( _ ZQp_m€> ‘.%'1>6_Zv(x1)6/2

_ \/%exp <+ z‘m(@Q; 21)* (Vi) zv<m2))€>. (7)

e Teile Zeitintervall ¢y ...t9 in N kleine Stiicke:

— t2 — tl = Ne.
— emiH(t—t) = (emHON = [7(e)N 4 O(2).

. e—iH(tQ*tl) — limN—>OO U(G)N'

e Ubergangsamplitude:

(w2, tolwr,t1) = (wale T W|ay) = dim (25|U ()N |ar) =
—00
= Jim [ [ [y U GV @) U =

m N/2
li dyn_1 ... | d d
Nl—I>noo<27Tie> /yN ! /y2/ 9

m
exp <+ Zﬂ <(£'32 — yN—1)2 +... 4+ (y2 — yl)2 + (y1 — 561)2)

—ie(V(@2)/2+ Vign-1) + ..+ Viga) + Vim) + v<x1>/2)). (8)

e Exponent:

i(% (yj —Gyﬂ)? Vi) +2v<yj1>>’ ©

J=1

wobei yg = x1 und yy = x2; im betrachteten limpy_,., entspricht dieser Ausdruck der
klassischen Wirkung;:

(B0 -vew) = sk (10



wobel y(t —t1) = Y—t)/e-

Pfadintegral:
— Nach Definition
m \ N2

Dy = A}gnoo (27”.6) dyn—1 ...dy2dy: (11)

gilt fiir die Ubergangsamplitude
y(t2)=z2 .

(z9,talz1, 1) = / Dy Sl (12)
y(t1)=21

nach (z9,ts).
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Entspricht einer Summe/Integration iiber alle denkbaren Trajektorien von (x1,t1)

Ubergangsamplitude im Pfadintegralformalismus enthilt keine Operatoren.

Klassische Physik: Trajektorien erfiillen 65 = 0.

— QM: Summe iiber alle Trajektorien (auch solche mit §S # 0), “gewichtet” mit klas-

sischer Wirkung.

1.2 Beispiel: Die Ubergangsamplitude des HOs

Klassische Wirkung;:

t2 m mw?
Slz] = / dt (—3':2 — —3:2).

N

_ /: du (m(%x(u)) d%a(u _4)

u=to

_ m<d%m(u)>5(u—t) 4

=0 da t;<t<tg

u=ty

(

d

—z(u
du

(13)

— mw?z(u)d(u — t)> -

/: du < — m(dd—;x(u)>5(u —t) — mw’z(u)d(u — t)> = —mi(t) — mw’z(t)

(14)

(nur an dieser Stelle so detailliert, dhnliche Rechnungen im Folgenden eher knapp).
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e Sei z(t) Losung dieser BGl mit RBs zq(t1) = 1 und x(t2) = zo; dann kann ein
beliebiger Pfad x(t) gemiB x(t) = zq(t) + y(t) geschrieben werden mit y(¢;) = 0 und
y(t2) = 0 (y(t) ist also unabhéngig von den RBs); fiir die Wirkung folgt

Slz] =
to T to to 2
= Slzq] + /t dt ii([t)] . /t dt / dt’ 5;5 G y(t)y(t') +
=0 (BGI)
to to / d2 , -

= Slzd] /t1 dt /t1 dt' 6(t —t) ( mw—moﬁ)y(t)y(t) =

= sleal+ [ (a0 - 00 (15)
wobei

525[9U] _ oy —md—2—mw2

ey~ 00~ 1o

oSl =0, n>3 (17)

Sa()ox(t) ... ’
verwendet wurde.
e Ubergangsamplitude:
(T2, t2]21,t1) = /l“(t2)=r2 Dz el = ¢Sl /WQ)ZO Dy S (18)
z(t1)=z1 y(t1)=0
(Abhiingigkeit von den RBs vollstéindig im Vorfaktor e [mcl]).
iS[za].

e Ubergangsamplitude, Vorfaktor e
— Klassische Losung, die RBs erfiillt:

zq(t) = Asin(wt) 4+ B cos(wt) (19)

za(t1) = Asin(wty) + Beos(wt1) = 1 (20)

za(ta) = Asin(wte) + Bceos(wty) = xo; (21)

auflosen nach A und B, einsetzen in (19),

x1sin(wte) — xosin(wty) = B <cos(wt1) sin(wtq) — cos(wts) sin(wtl)) (22)
=+ sin(w(ta—t1))

x1 cos(wty) — zocos(wty) = A (sin(wtl) cos(wtg) — sin(wta) Cos(wtl)) (23)
——sin(w(ta—t1))

xcl(t) =

1 .
= m( - <m1 cos(wtg) — x9 cos(wtl)) sin(wt) +
(xl sin(wty) — x9 sin(wt1)> cos(wt)). (24)



— Einsetzen in die Wirkung;:
o o mw 2 2 . _ _
Skl = = ST <(3:1 + 22) cos(w(ts — 1)) 2901;62) (25)

(langliche Rechnung, benutze z.B. Maple).

e Ubergangsamplitude, Pfadintegral

y(t2)=0 .
F(t1,t2) = / Dy el (26)
y(t1)=0

— Klassische Wirkung, partielle Integration:

t2 m mw? m [t d?
= dt | —g?2 — = 42) = = divl — & _ 2 9
Syl /tl <2y 5 y> 2 ), y< e w>y (27)

(Oberflachenterm verschwindet wegen y(t;) = y(t2) = 0).

— F(t1,1t2) ist GauB-Integral (y tritt quadratisch auf), enthélt allerdings einen Operator,
—(d?/dt?) — w?; entferne Operator durch Entwicklung von y nach entsprechenden
Eigenfunktionen:

+ Eigenfunktionen y; von —(d?/dt?) — w?, die RBs y;(t1) = y;(t2) = 0 erfiillen:

d? 5 [ 2 gt —t1)
_ _ A . , R ; )
< az )y] A 4 to — 11 . < to — 11 (28)

mit Eigenwerten

22

J T 2
P v 7 _ 29
9 (ts—t1)2 (29)
(j=1,2,...).

* Entwicklung von y:
o
y o= > ay; (30)
j=1

* Einsetzen in die Wirkung:

moo 00 Lo d2 ,
Syl = EE:E)W%/ ﬁ%<—a§—w>% =

j=1k=1 t1
m oo 00 to m o)
_ . . - 2y .
= EZZa]ak/t dtyi \eyr = 5 Zaj)\], (31)
j=1k=1 1 j=1
wobei die Orthonormalitét
to
| dtnue = 5, (32)
1

verwendet wurde.
wkdkxk 24, April 2013 (3. Vorlesung) *****

— Transformation der Integrationsvariablen:

Dy — ‘ det<‘9(y(’f1 g(z)ly;;fli)ze) ))

=J (Jacobi-Determinante)

11 da;: (33)
j=1

7



day = >, a;y;, ist dy(t1 + je)/Oay und damit J aj-unabhéngig; da y = >, a;y;
und y; w-unabhingig (Gleichung (28)), ist auch dy(t; + je)/Oaj und damit J w-
unabhéingig; es folgt

F(tl,tg) = J/<Hdaj> exXp <Z% Zai)\k) =
j=1 k=0

Mmooy 27
A “aZ )\ = I | / . 4
le |1 (/da] exp <2 2 aj)\]>> Jj 1 .y (34)

— Bestimme F(t1,t3) ohne J auszurechnen:

* Fiir w = 0 ist die Ubergangsamplitude des HOs identisch zu der des freien Teil-
chens (Gleichung (5) mit 21 = z9 = 0):

Flo—o(t1,t2) 1/27” t2 ) (35)

* Berechne Verhéiltnis:

F(tits) H Gy 721 )‘1/2 ﬁ( tQ—tl) > v
Fu—o(t1,t2) i

t2 1t1)2 Jj=1
(tz - tl)
wobei die w-Unabhéngigkeit von J verwendet wurde.
* Damit
sin(w(te — t1)) —1/2 mw
F(t,ts) = Fy_o(ty,to)| —n2—11 — _ .
(t1,t2) o(t1 2)< ol — 1) > \/2ms1n(w(t2 ) (37)
e Ubergangsamplitude, Endergebnis:
<.%'2,t2’1‘1,t1> = eiS[xCI]F(tl,tQ) =
B mw
B 2misin(w(te — t1))
- mw 2,2 _ _
exp (ZZSin(w(tQ —) <(x1 + z5) cos(w(ta — t1)) 2x1x2>>. (38)
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1.3 Das Euklidische Pfadintegral

e Probleme des in Abschnitt 1.1 eingefiihrten Pfadintegralformalismus:

— Pfadintegral (12) wegen des oszillierenden Integranden e**

einfache Analogie:

+oo . .| +oo
/ dye” = —ie" = 777 (39)

— 00 —00

mathematisch fragwiirdig;



— Eng damit zusammenhéngend: Verwendung von (4) trotz Re(a) = 0; fiir Re(a) = 0
wurde das GauB-Integral gem#f

+oo +oo
/ dze ™ = lim dpe™ (07— iy vr/le+a) = +/m/a (40)
o0 e—=0+ J_ e—0+

definiert.

S

— Pfadintegral (12) wegen des oszillierenden Integranden e*® zur numerischen Auswer-

tung ungeeignet (siche Kapitel 9).
e Losung: Ubergang zu “imaginiirer Zeit” (sogenannte Wick-Rotation):

— Definiere Zeitachse als Gerade in der komplexen Ebene: t = e~ "1, 7 € R.

Im(t)

Re(t)
o / Zeitachse

(parametrisiert durch 7)

— I.d.R. verwendeter Spezialfall: a = 7/2, also t = —i7; 7 wird dann als Euklidische
Zeit bezeichnet, da ztz, = 2¥g,, 2" = 2 —x2 = 72 _x2 = —TEuTE,,, wobei
g, = (7,%x) (bei Ubergang zu Euklidischer Zeit wird die Minkowski-Metrik G ZUT

trivialen Euklidischen Metrik).

e Kuklidisches Pfadintegral:

— Damit
~0: 1) = Hipr) = |pr) = Ty m) (41)
(entspricht Gleichung (1)) und
(2, 72lz1,m1) = (wale”H™7|zy) (42)

(entspricht Gleichung (2)).

— Analog zu Abschnitt 1.1 lisst sich die Beziehung zwischen Euklidischer Ubergang-
samplitude und Euklidischem Pfadintegral,

y(T2)=w2

(xo, To|lx1,71) = / DyefSE[y], (43)
Y

(r1)=m1

herleiten (entspricht Gleichung (12)), wobei

Selyl = /: dr (% <%y>2 + V(y)> (44)

(Euklidische Wirkung, entspricht Gleichung (10)); die zu Beginn dieses Abschnitts
genannten Probleme treten beim Euklidischen Pfadintegral nicht auf.

e Bemerkungen:



— Die Euklidische Ubergangsamplitude beschreibt im Gegensatz zur “Minkowski-Ver-
sion” nicht die physikalische Ausbreitung eines Teilchens von (z1,71) nach (z2,72);
sie ist ein abstraktes Objekt, aus dem jedoch physikalische Informationen (z.B. Dif-
ferenzen von Energieeigenwerten) gewonnen werden kénnen.

— Klassische Pfade (Minima der Euklidischen Wirkung) besitzen starkes Gewicht im
Pfadintegral (Gewichtsfaktor e“F ist grof); Pfade weit entfernt von klassischen Pfa-
den werden stark unterdriickt; deutet die Verbindung von klassischer Physik und
QM an; eine dhnliche Interpretation existiert auch fiir das “Minkowski-Pfadintegral”
(12)): Beitriige von Pfaden weit entfernt von klassischen Pfaden 16schen sich durch
Interferenz weitestgehend aus.

— Das mathematisch fragwiirdige Minkowski-Pfadintegral (12) ist als Limes o — 0+
der “unproblematischen” Pfadintegrale fiir imaginiire Zeiten t = e~*7, 0 < a < 7/2
zu verstehen, also iiber die Wick-Rotation definiert.

1.4 Vakuumerwartungswerte

e |Q2): Vakuumzustand (= Grundzustand).

e In der QFT sind VEVs (Vakuumerwartungswerte) (2|...|Q2) von grofiem Interesse, da
zahlreiche Observablen (z.B. Hadronmassen, Zerfallskonstanten, Formfaktoren) durch VEVs
ausgedriickt werden kénnen.

e VEVs wiederum kénnen haufig durch Pfadintegrale ausgedriickt werden:
— Beispiel: Einerseits gilt fir +7/2 > 7 > 1 > —7/2

(z2, +7/2|2(T2)2(T1) |21, —7/2) =
o <x2|efH(T/QfTQ)xefH(Tngl)xefH(TlJrT/% |x1> —

B / dzx(7) / d(11) (wole™ /27 () (1) (@(r2) e 27 |7y ) Yo (1)

((r)le” MM Dzy) =

y(+7/2)=x2 y(m2)=a(72)
= /daz(Tg) /dx(ﬁ) </ DyeSE[y> </ SE[y})
y(m2)=z(72) y(m1)=z(11)
y(m1)=z(r1)
x(ﬁ)(/ DyesE[y])
y(—7/2)=z1

y(+7/2)=z2

= / Dy y(m)y(r)e SEW), (45)
y(—7/2)=21

*Akkxk 26. April 2013 (4. Vorlesung) *****

andererseits gilt

(29, +7/2)x(m)z(1) |21, —7/2) = (z2le T 2x(r)a(m)e HT/2z) =
= > (wali)e BT (jla(r)z () |kye P (k) =
7.k

10



= T (0]0) Q) r(m) ) (@) (1 -+ O #7)) (46)

(wo, +7/2w1, —7/2) = (wale MTlay) = Y (wali)e P (jlar) =
J
= P (@] Q) (Qlay) (14 O( 7)) (47)
Ao, +7/20x(m)w(Ty) T, —T/2) R
Tlggo (29, 47/2|x1, —7/2) - <Q‘ (2)z( 1)’Q>7 (48)

falls (x1|2) # 0 und (x2|Q?) # 0 (die Grundzustandswellenfunktion verschwindet
weder bei x1 noch bei x9); damit folgt fiir +7/2 > 70 > 7 > —7/2, (21]|Q2) # 0 und

(22[2) # 0

1 [y(F7/2)=z2
(Qz(m)z(m)|Q2) = lim E/ Dyy(ma)y(r)e 52 (49)
7o y(—7/2)=21
y(+7/2)=22
7z = / Dy el (50)
y(=7/2)=z1

KIFFE D0, April 2012 (4. Vorlesung) *****

i.d.R. wahlt man die RBS 27 = 29 = 0 und verwendet dafiir und fiir den Limes
7 — oo die abkiirzende Schreibweise

(Qlz(r)z(m1)|Q2) = %/Dyy(w)y(ﬁ)es'z[y}- (51)

Rechnung lésst sich analog auf j > 2 Operatoren z(7;)...z(m)x(r1) sowie zusam-
mengesetzte Operatoren O;(z(7;)) ... O2(x(12))O1(z(11)) erweitern:

QUT{0;((ry)) ... Oa(a(r2))Or (w(m)) }IQ) =
- %/Dyoj(y(Tj))...Oz(y(rz))Ol(y(Tl))eSE[y]7 (52)

wobei T{...} die Operatoren gem#f ihrer Euklidischen Zeit aufsteigend von rechts
nach links anordnet, z.B.

r{Osam)onen)} = { GEIONY e )

T wird als Zeitordnung bezeichnet.

Eine entsprechende Beziehungen fiir reelle Zeit erhélt man durch Wick-Rotation
t = e "7 im Limes o — 0+:

<QIT{Oj(9c(tj))...OQ(x(tg))Ol(x(tl))}|Q> _
_ %/Dij(y(tj))...O2(y(t2))01(y(7f1))6i5[y} "

((52) entspricht a = 7/2).

11



1.5 Erzeugende Funktionale

e Definition (erzeugendes Funktional):

gy = oo (=Sl + 23 dr i) )
J Dy exp < - SE[y]>

e Ableitungen von Z[j:

. D 1) ex ) T dr ()T
szm) Iy e (= Sell + [T drie) | Qla(r)le)  (56)
1) =0 J Dy exp (- Sely]) j=0

-
el = @ {atr)etm Hio) 67)
5j(7n)_f5f52j[(‘ﬂ2)5j(ﬁ) == e i) (58)

e Ist das erzeugende Funktional Z[j] bekannt, konnen siamtliche “n-Punkt-Funktionen”
QT{x(rn) ... x(12)x(11)}|2) durch Ableiten von Z[j] gewonnen werden.
1.5.1 Systeme mit quadratischer Wirkung

e Beispiele: HO, gekoppelte HOs (z.B. Modell fiir Schwingungen im Kristall), freies em Feld,
String-Theorie.

e l-dimensionale Version des Pfadintegrals in (55) (A > 0):

1 .
/dy exp (— §yAy+Jy> =

1 ) 1. 4. |
= /dyexp(—iyAy%—jy—i]A 1j>exp<+§jA 1]) = ... (59)

:,%(Al/Qy,A—l/Qj)Q

jetzt Variablentransformation y — 2 = A2y — A=1/2j,

B 1 1, 1\
= /dazmexp<—§x>exp<+§j/1 ]> =

27\ 1/ 1. .
= <Z> exp<+§]A 1]). (60)

12



e n-dimensionale Erweiterung (A reell, symmetrisch, positiv definit):

1 .
/d"yeXp<—§yAy+Jy> =
n 1 . 1, 1. 1. —1s
= d™y exp —§yAy+Jy—§JA j | exp —|—§JA il = ... (61)

:_%(Al/Qy_Aqmj)Q

(Wurzel und inverse Wurzel von A iiber Spektraldarstellung definiert,
AFY? = Zj v;vj)\il/Q); jetzt Variablentransformation y — x = A2y — A—1/2j,

B " 1 1, 1, . _

om)/2 1. 4.
iy e (+31475); o

fiir das “n-dimensionale erzeugende Funktional” gilt damit

Jd"y exp ( — 3y Ay +jy 1
Z() = ( 2 - > = exp <+ 5jA—1j>. (63)
Jd"y exp ( - 5yAy>

e QM, HO (ein “co-dimensionales System”):

Selyl = %/dﬁ /dTQy(Tl)A(Tl,ﬁ)y(TQ) (64)
d2
Alr, ) = o(n — 72)m< - d—7'22 + w2> (65)

((65) erhélt man nach partieller Integration und Verwendung von y(+o0) = 0 [spezielle
Wahl der RBs]); damit

: 1 ) _ )
24 = oo (+3 [an [dnieoamimin). (66)
*Akdk*k 3. Mai (5. Vorlesung) *##**

1.5.2 Berechnung des erzeugenden Funktionals des HOs

e Das gesuchte A~! ist Losung von

/dTQA(Tl,TQ)A_l(TQ,Tg) = 5(7’1—7’3). (67)

13



e Einsetzen von (65):

2
m<—d—2+w2>A_1(7'1,7'3) = 0(m —73). (68)
dri

rHIFEE D5, April 2012 (5. Vorlesung) *****

e Fourier-Transformation [ drje™™™ .. .:

m(u2+w2>/dﬁ €+iVT1A_1(Tl,7-3) — e+il/7'3 (69)

=A-1(v,73)

(Forderung A~!(4o00,73) = 0 lisst Oberflichenterme bei partieller Integration verschwin-
den; Forderung ist konsistent mit spiiterem Ergebnis fiir A~! [Gleichung (72)]).

e Auflosen nach A1

~ 1 e+i1/7’3
A~ = — 70
(V77-3) m(u2+w2) ( )
e Fourier-Riicktransformation:
-1 1 —ivry -1 1 e win—m)
A7 (1, m3) = o dve A (v, m3) = 27Tm/dy PR (71)

e Residuensatz (Pole bei v = +iw, bei 71 — 73 > 0 Kontur in der unteren komplexen Halb-
ebene schlieflen, bei 71 — 73 < 0 Kontur in der oberen komplexen Halbebene schlielen):

R A \\\\ Integrationsweg
' S\ firm — 73 <0

7 Integrationsweg

’ fiir 7y — 73 >0
1 e*il/(Tlng)
At = d =
(71,75) 2tm / v (v —iw) (v + iw)
1 o o e—w(n—rg) o o e—w(’rg—n)
= —27rm< (11 — 13)(— m)i—%w +O(r3 — 1) (+ m)i—i—%w > =

e—w\rl—’r3|

2mw
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e Erzeugendes Funktional des HOs:
21 = ep (g [dn [dnitme s im) ). (73)
dmw

Erzeugendes Funktional fiir reelle Zeit

e Wick-Rotation ¢t = e 7, Limes o — 0+.

e Verallgemeinerung von (55) (geeignete Definition, so dass (A) im Limes o — 0+ durch
Funktionalableitungen Minkowski-n-Punkt-Funktionen gewonnen werden kénnen und (B)
fira =7/2 — Gleichung (55)):

Dy e (isl] i [T dei(u()
215} = ; )
| Dy exp <zS[y]>

Slyl = /: dt <% (%y(f))Q - V(y(t))) _
- /: o <e+2m% (%9(7)>2 - V(y(r))> (75)

/ iyt = e / " dr jry(r). (76)

t1 1

e Verallgemeinerung von (66) (Herleitung analog wie zwischen (55) und (66);
a — 0+ — Minkowski-Version [schreibe i.d.R. t; statt 7;];
a=m7/2 — Gleichung (66)):

2] = ew (5 [in [dnima” i) ()
2

d
AT, m) = 5(7'1—7'2)m<6+2w‘—d7_2+w2>. (78)
5

e Verallgemeinerung von (68):

. d?
m<e+2mﬁ + w2> AN, m) = 0(m — ). (79)
Ti

e Verallgemeinerung von (71):

e—il/(Tl—Tg)

1
1 N
A = o [ (30)

e Verallgemeinerung von (72): Pole bei +e~**w und bei —e “®w; bei Wick-Rotation von
Euklidischer zu reeller Zeit wird —iw — 4w und +iw — —w; Integration iiber reelle Achse
muss bei Grenzwertbildung o — 0+ also “unterhalb” von Pol —w und “oberhalb” von Pol
4w verlaufen;
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A Im(v)
QX Integrationsweg
p .
7
.......... o
--------------------- VRe(V)
s
Ve
o
e~ 2ia e*l'l/(Tlng)
A = - : _ =
(71,75) 2m Y (v + e~ W) (v — e~ w)
e 2ia ' efie’mw(Tlng) ' efie’mw(ﬂ-gfn)
= 5 <®(7’1 - 7—3)(_27T1)—+26*i0‘w + O(13 — 1) (+2mi) Ry ) =
Z-efiaefie_iawhlfm\
2mw (81)
e Verallgemeinerung von (73):
B_Qia jo—io
Z[j] = exp < i /d7'1 /dej(ﬁ)@m WTITQJ'(D)); (82)
die Minkowski-Version erhélt man fiir & — 0+ (schreibe i.d.R. t; statt 7;),
21 = ep( - g [ [ e ot (53)
4mw ’
fira=7n/2 — Gleichung (73).

Physikalische Anwendung: Berechnung der Energiedifferenz von Grundzustand und

erstem angeregten Zustand

e Paritiit ist Symmetrie des HOs, da [H, P|] = 0; Energieeigenzustinde kénnen damit nach

ihrer Paritét (P = + oder P = —) klassifiziert werden.

e |j) und |k) bezeichnen in der folgenden Gleichung Energieeigenzustinde des HOs mit

identischer Paritdt; dann gilt

(lalk) = —(j|PT2Plk) = —P*(jlzlk) —(Jlz[k),

woraus (j|z|k) = 0 folgt.

e 2-Punkt-Funktion:

(Qfa(7)2(0)|€) (Qlet2(0)e™72(0)/02)

> |l

J

16
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da (Q[z|j) = 0, falls |j) die gleiche Paritit wie |2) (P = +) hat, kann ), auf Energie-
eigenzustédnde beschrankt werden, die umgekehrte Paritét (P = —) haben; |0) bezeichnet
damit den niedrigsten Energieeigenzustand mit P = — (den ersten angeregten Zustand
des HOs); es gilt

Tim (Qa()e(O)Q) =[]0y e oo, (36)

Die 2-Punkt-Funktion kann durch Ableiten des erzeugenden Funktionals einfach gewonnen
werden (Gleichungen (57) und (73)):

02 Z[j]
6j(r)35(0)

1
e, (87)

Qlz(m)x(0)|Q =
(Ol (r)ar(0)[) T

Die Energiedifferenz zwischen dem Grundzustand und dem niedrigsten Energieeigenzu-
stand umgekehrter Paritdt (die Energiedifferenz zwischen dem Grundzustand und dem

ersten angeregten Zustand) kann bei Vergleich von (86) und (87) abgelesen werden:
EQ - EQ = W.

Dieses Vorgehen entspricht der Berechnung von Hadron-Massen in der QFT/QCD: Be-
rechne die Zweipunktfunktion eines geeigneten Operators (zusammengesetzt aus Quark-
und Gluon-Feldoperatoren), der analog zu x|Q2) Energieeigenzustéinde aus einem durch
Quantenzahlen ausgezeichneten Sektor anregt (fiir das Proton z.B. I = 1/2, J = 1/2,
P = +); die gesuchte Hadron-Masse kann dann aus dem exponentiellen Abfall fiir groe
Zeitseparationen 7 abgelesen werden.

17



rHRIAE 27, April 2012 (6. Vorlesung) *****

2 Pfadintegralquantisierung skalarer Felder

e Skalares Feld ¢ beschreibt Teilchen mit Spin 0 (elementare skalare Teilchen: Higgs-Boson;
zusammengesetzte skalare Teilchen: Mesonen mit Spin 0).

e Feldtheorie entspricht mechanischem System mit unendlich vielen FHGs:

— FHGs eines mechanischen Vielteilchensystems: z(t).

— Ubergang zur Feldtheorie: Identifiziere  — ¢ und j — x; damit zj(t) = d(x,t).

*Akkk 8. Mai (6. Vorlesung) *##**

2.1 Minkowski-Formulierung

e Ubergangsamplitude:

] B(x,t2)=d2(x) )
(f2(x),ta]1(x),t1) = (a(x)|e” HP"|p(x)) = /qb( t1)=¢1(x) Dyet (88)

dabei ist

to
[po = [Tlasw) . sl = [ a [0, (39)
x i1
die Wirkung des zu quantisierenden skalaren Feldes und ¢;(x) und ¢2(x) dessen RBs bei
t = t; und ¢ = to (Herleitung von (88) wie in Kapitel 1).
e VEVs:

(w1, @2, wn) = (QUT{6(@a) .. dla)o(ar) }I0) =
_ % / Dé () ... d(wa)d(1)eS9) (90)

7 _ %/mew (91)

(G, bezeichnet man als n-Punkt-Funktionen oder Greensche Funktionen); dabei steht
| D¢ analog wie in der QM fiir RBs ¢(x,t = —00) = ¢(x,t = +00) = 0 (n-Punkt-
Funktionen liefern physikalische Groflen, z.B. Differenzen von Energieeigenwerten [ent-
sprechen Hadron-Massen, sieche QM Beispiel in Abschnitt 1.5.2] oder S-Matrix-Elemente
[siehe QFT 1, LSZ-Formel]).

e Vorteile des Pfadintegralformalismus (siche auch Kapitel 1):

— In offensichtlicher Weise von QM auf QFT iibertragbar.
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— Héufig einfachere und systematischere Gestaltung von analytischen Rechnungen.

— VEVs (90) kénnen storungstheoretisch berechnet werden, Berechnung ist aber nicht
auf Storungstheorie beschrankt.

— Euklidische Pfadintegrale eignen sich zur numerischen Umsetzung.

e Definition (erzeugendes Funktional):

21 = fD(;S exp <ZS[¢] 44 fd4x J(:U)qb(:v)) (92)
[ D¢ exp (iS [¢])

(J wird hiufig als duleres Feld oder Quelle bezeichnet); damit kénnen n-Punkt-Funktionen
durch Ableiten von Z[J] gewonnen werden:

o 5" Z[.J]
(@1, 22, 520) = (=) 5T (21)0J (22) - 0 (2n) | o (93)
da
5”2[&” _ i nl P T z ei5[¢]
5T@0d(@a) T,y — z/D‘W( n)--- Bx2)p(x1)e” . (94)

e Beispiel: Freies skalares Feld.
— Wirkung;:
2
Sl = [ ate (50000 - 507)
= 5 [ [ty - (00 - m?)ot (9%)

(zugehorige BGI ist die Klein-Gordon-Gleichung (O + m?)¢ = 0).

— Da Theorie quadratisch, ergibt sich fiir das erzeugende Funktional
20) = e (3 [ds [aya@a7 wi0)) (96)

Alz,y) = dx—vy) (D(y) + m2) (97)
(siche Abschnitt 1.5).

— A~ 1 ist Losung von
/ dyo@—y) (O +m?) AN y,2) = (D+m?)A M @,2) = d—2) (98)

(in diesem Kontext hiufig auch Notation Ap = —iA~!, wobei Ap als Feynman-
Propagator bezeichnet wird [warum “Propagator” wird in Kiirze ersichtlich, Glei-
chung (101)]); Fourier-Transformation [ d*z et ... liefert

i(=p+m?)App ) = e, (99)
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Fourier-Riicktransformation

’L’ eiip(mfz)
AF(‘T7 Z) = (27’1’)4 /d4p S 5 =

P2 — m2

i ) e~ Po(z0—20)
(2m)* / Pe PR —m?

e~ po(zo—20)

_ 1 /d?,p 6-|—ip(x—z) /dpo :
(2m)* (po + v/P? + m?)(po — /P* +m?)

Anwendung des Residuensatzes, wobei Pole +4/p2 + m? genau auf dem Integrati-
onsweg (der reellen Achse liegen); eindeutige und sinnvolle Vorschrift, ob Pole in-
nerhalb oder auflerhalb des geschlossenen Integrationswegs liegen (also infinitesimal
oberhalb oder unterhalb der reellen Achse) iiber aus dem Euklidischen kommende
Wick-Rotation (siche Abschnitt 2.2).

— 2-Punkt-Funktion:

(100)

82Z1J] 1 -
5T (@) (12) |,y §(AF(9617962) +Ap(m2,m1)) -
= Ap(x1,29) (101)

Ga(z1,22) = —

(Ap(x1,29) = Ap(x1,x9) ersichtlich aus (100)); Ga(z1,x2) ist beim freien skalaren
Feld die Greensche Funktion des “Klein-Gordon-Operators”

i6(z1 — 20)(0@2) 4+ m?); Ap(zy,22) = Ga(x1, 20) = (QT{d(x1)p(22)}|Q) beschreibt
die Propagation eines ¢-Teilchens vom fritheren Raumzeitpunkt x, oder xo zum spéte-
ren Raumzeitpunkt z oder 21 (genauer: ¢(z)|Q2) erzeugt ein Teilchen bei x [siehe z.B.
3], Ende von Abschnitt 2.3]; Ap(z1,22) ist damit das QFT physikalische Aquivalent
zur QM Ubergangsamplitude (X, to|x1,t1) [falls t; < 5], nicht jedoch das mathema-
tische Aquivalent [das wire (Q|T{x(t1)x(t2)}|Q)]).

2.2 Euklidische Formulierung

e Minkowski- und Euklidische Versionen skalarer QFTs verbunden iiber Wick-Rotation
t = e~"r (Minkowski: Limes a — 07; Euklidisch: a = 7/2); siche auch Abschnitt 1.3.

e Ubergangsamplitude:
&(x,72)=¢2(x)

(a0 min (.7 = {nlle ) = [ pgta

Sl = e /d [ = (e“ia%(aw)?—§<v¢>2—v<¢>), (103)

wobei fiir & = m/2 analog zur QM eine Euklidische Wirkung definiert wird,

—Sgl¢] = iS[¢]

= [T [ (3002 + 5P +v(@). (o

a=m/2
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e VEVs haben die gleiche Form wie im Minkowski-Formalismus (Gleichung (90)),

QUT{6(@n) ... $(@2)(a1) }19)

P(x2)p(z1)e

iS[e].

wobei die “verallgemeinerte Wirkung” (103) zu verwenden ist, z.B. fir o = 7/2
6Z5[¢] — e_SE [(ﬂ .

e Frzeugendes Funktional und n-Punkt-Funktionen:

[ Dé exp (¢5[¢] +ieTie [ diy J(x)¢(m))

J D¢ exp (iS [¢])
g 3T (21)0d (22) - 0J (n) | g’
=1 fiir a=m/2

e Beispiel: Freies skalares Feld.

— Wirkung:
S[¢] _ e—ia/d4x< +2@a ( T(b)
¢’ dz | dyo(x)d(x
wobel fd4x = de fd3:c.

— Erzeugendes Funktional:

Z[] =

Az, y)

(iela
exp B

é(z —y) (€+2m33<y>

— A~ ! ist Losung von

/ dyé(x

= <e+2m83 A m2) ANz, 2) = 8z —2)
(Notation Ap = —ie™®A~1); Fourier-Transformation [ dizet®® ...
et < a2 >AF(]9, Q) = etive

D (et

Fourier—Rﬁcktransformation

Ap(z,2)

(

™)

/ d'z / dty J(z)A

3V - )

_A@+m§.

o—ip(a—2)

+sz Z /

/ e+2wzp -p _m2

— AW 4 m?) ANy, 2)

1(9&?/)%2/))

e—tpo(zo—20)

de D)

by — €

21

—2i (pZ

+ m?2)

- ) ( — et + AW — m2>¢(?/),

liefert

(105)

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)



ie i A e~ tpo(zo—20)
= T /d?’p e-l-zp(x—Z) /dpo : ‘ :
(27‘() (pO + et /p2 + m2)(p0 — el /p2 + m2)

(113)

Anwendung des Residuensatzes, Pole +e~'\/p? + m? fiir a > 0 abseits des Integra-
tionswegs;

A Im(po)

Integrationsweg
'

definiere reelle Zeit als Limes a — 0+, dann auch im “Minkowski-Grenzfall” eindeu-
tige und sinnvolle Vorschrift, ob Pole innerhalb oder auflerhalb des geschlossenen In-

tegrationswegs liegen (Pol ++/p? + m? unterhalb der reellen Achse, Pol —/p? 4+ m?
oberhalb der reellen Achse); man schreibt daher im Minkowski-Grenzfall auch (Aus-

gangspunkt ist die zweite Zeile von (113))

i . e—po(zo—20)
(277)4/ P PO (02 + m?) + i2a(p? + m?)
—_————

=e>0

17 e_ip(x_z)
dp ———— 114
(2m)4 / pp2—m2+ie’ (114)

wobei € eine infinitesimale positive Grofle ist.

wAdkAk*k 15. Mai (7. Vorlesung) **##*

— 2-Punkt-Funktion:
G2($1,$2) == AF(Cﬂl,CCQ). (115)

(die “eigenartige” Definition Ap = —ieT™A~! wurde gewihlt, damit (115) a-unabhingig
ist).
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rHRFFE D, Mai 2012 (7. Vorlesung) *****

3 Storungsentwicklung fiir WW Theorien (am Beispiel von
¢*-Theorie)
e Pfadintegrale fiir WW Theorien sind nicht quadratisch, daher analytisch i.A. nicht zu

losen; verwende Storungstheorie (analytische Niherung, im Folgenden diskutiert) oder
Gitterfeldtheorie (numerische, “exakte” Losung, siehe Kapitel 9).

3.1 Storungsentwicklung von n-Punkt-Funktionen

Umschreiben des erzeugenden Funktionals fiir WW Theorien

e Teile Wirkung in einen analytisch losbaren quadratischen Anteil Sp[¢] und einen WW
Anteil S7[¢] (enthélt kubische und hohere Potenzen von ¢): S[¢] = So[¢| + Sr[¢].

e Im Folgenden ¢*Theorie im Euklidischen:

Sl¢] = %/d4x¢(x)<—ﬂ+m2)¢(x)+i\'/d4xgb( ) (116)

=So[d] =57[¢]

mit [J = 02 + A (ab jetzt “vereinfachte Notation”, ¢ bezeichnet Euklidische Zeit, untere
Indizes g z.B. bei der Wirkung weggelassen, etc.).

e FErzeugendes Funktional:

= i/w:q)(— +/d4xJ ) =
_ <Zl'< 41 >]>exp< /d‘*m(m(x)) _

=0

=—/D¢< (- <‘ix)>)

exp < — So[p] + d4x J(x )

_ %exp<_sf[5/5J])Zo[J] =

= %exp < - S][é/éJ]) exp (% /d4gg /d4y J(m)AF(x,y)J(y)>, (117)

wobei (109) verwendet wurde und
[poe(=siol-sile]) . 2 = [Doexn (sl (118)
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e n-Punkt-Funktionen:

Gn(x1,...,zp) =
ZO 5"

- = 5T, )exp( S[[5/5J]>

exp< /d4 /d4yJ JAp(z,9)J(y )>

Stérungsentwicklung

(119)

J=0

e Entwicklung des Exponentialanteils von (119) in Potenzen der Kopplungskonstante A:
1
exp < — 51[5/5J]) exp <+ §(J7 AFJ)> =
1
= exp <—|— §(J, AFJ)> (1 + AW [J] + NEWo[J] + ... >, (120)
wobei abkiirzend hier und im Folgenden

(b0) = / 0 $(z)(z) (121)

verwendet wird; die ersten beiden “WW-Terme” lauten

W] = —% exp ( - %(J, AFJ)> (/d‘lx (%)3 exp <+ %(J, AFJ)> (122)

_i' Qexp Lary dio () 2exp FART)) =
i 2 57() 2
<_ %)2@@ < ey AFJ)>{ Jexp ( o AFJ)> exp < 50 AFJ)>

(. Jexp <+ S0 AFJ)> _

g hrsra){ (gl Yoo Srsro i

N~ N
DO | =

(123)
e Ableitungen von exp(+3(J, ApJ)):
M‘zm) exp <+ %(J, AFJ)> _
- 3 / a*yr (Ar(e, ) 0) + T () Ar(,2)) exp <+ S0 AFJ)> -
= (/d4y1 Ap(x,yl)J(y1)> exp <+ %(J, AFJ)> (124)
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(7)o (+300800) -

= (2etwn+ [t [t deteAr )00

exp ( + %(J, AFJ)> (125)

<%@)>3exp <—|— %(J, AFJ)> =

= <3Ap(x,x)/d4y1 Ap(x,y1)J (Y1)

w [ [t deten) . Ao ) T) e (+ 50 800))

(126)
( . ij)>4exp (+ L AFJ)> -

= <3<Ap(m,m))2+6AF(m,m)/d4y1 /d4y2 Ap(@,y1)Ap(z,y2)J (y1)J (y2)

+/d4y1 .../d4y4 AF(ﬂc,w)---AF(%Z/4)J(Z/1)---J(Z/4)> eXP<+ %(Jv AFJ))v

(127)
wobel Ap(z,y) = Ar(y,z) verwendet wurde (ersichtlich aus (113)).
e Fiir den WW-Term W folgt
WilJ] =
= —% A4 <3<AF(:U,:U))2

+6AF(m,m)/d4y1 /d4y2 Ap(z,y1)Ar(@,y2)J (y1)J (y2)

+ / dy ... /d4y4 Ap(z,y1) ... Ap(x,ys)J(y1) ... J(y4)>; (128)
diagrammatisch:

- Wl[J]:—%<3 8+6 (D ot ><>

— Faktor J(y;) fiir jeden &ufleren Punkt y;.

— A(yj,yx) fiir jede Linie von y; nach y;, (“Bewegung eines freien ¢-Teilchens von y;
nach yg).

— Integration iiber alle inneren Punkte (hier nur z) und alle &ufleren Punkte y;.

RAkAAK 17. Mai (8. Vorlesung) *****
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— Vorfaktoren auch durch einfache kombinatorische Uberlegungen erhiltlich: Wieviele
Mboglichkeiten gibt es, die unterscheidbaren vier Beine eines WW-Punktes (Vertex)
zu verteilen (duflere Punkte dabei ununterscheidbar)?

* Vakuumdiagramm: 1 mit 2 verbinden (dann folgt zwangsldufig 3 mit 4), 1 mit 3,
1 mit 4, also Faktor 3.

% “2-Punkt-Diagramm”: 1 mit 2 zum “Bubble” verbinden (dann bilden zwangslaufig
3 und 4 die duBeren Linien), 1 mit 3, 1 mit 4, 2 mit 3, 2 mit 4, 3 mit 4, also
Faktor 6.

* “4-Punkt-Diagramm”: Nur eine Moglichkeit, also Faktor 1.

— Bildhafte Schreibweise von Gleichungen zusammen mit mathematischen Uberset-
zungsvorschriften und kombinatorischen Regeln (wie hier exemplarisch gezeigt) wer-
den als Feynman-Regeln bezeichnet.

KIFFE Y. Mai 2012 (8. Vorlesung) *****

e n-Punkt-Funktionen durch Ableiten (Gleichung (119)), z.B.

2
Ga(y1,92) %m exp ( + %(J, AFJ)> (1 + AW [J] + O(A2)> .

- (129)

die Ableitungen wirken entweder beide auf exp(...) oder beide auf (1 + AW1[J] + ...);
relevante Terme:

— Zy/Z (setze J =0 in (117), verwende

(12
% _ (eXp < _ 51[5/&]]) exp <+ %(J, AFJ)>>1

_ <1+)\W1[0]+(’)()\2)>71 = 1422 [t (Ap(en) +O): (130

- Ableltung auf exp

(-
1
exp<—i—§ JAFJ>

(1 + AW (0] + O(A2)> =

5J(y1 5J y2 J=0
= Ap(y1, ) <1 - AI diz (Ap(x,x)>2 + (9(,\2)>; (131)
— Ableitung auf (1 4+ A\Wy[J] +...):
2
exp <+ %(J, AFJ)> m <1 + AW [J] + (9()\2)> -

= —)\%/d‘lx Ap(z,2)Ar(z,y1)Ar(2, y2) + O\?); (132)

— der Normierungsfaktor Z/Z; entfernt hier gerade das in (131) entstandene “Vaku-
umdiagramm”; es gilt allgemein: Z/Z; entfernt sidmtliche Vakuumdiagramme (auch
solche die in Produkten mit Nicht-Vakuumdiagrammen auftreten) in Z[J] und damit
auch in n-Punkt-Funktionen G, bis zu beliebig hoher Ordnung in A (ohne Beweis);

26



OO
X———X — A2, « — A3 +0(\?)
Ga(y1,92) = 2 2

1+>\Z OO +00?)

=7/ %

= X—X _)\% x&erO(A?);

Endergebnis:
1
Ga(y1,v2) = Ar(y1,v2) — >\§ /d49€ Ap(z, ) Ap(z,y1) AR (z,y2) + O(N\?); (133)

“Interpretation”: WW korrigiert freie Bewegung durch Aussenden und Absorbieren eines
¢-Teilchens;

e Einsetzen des Propagators in “Impulsdarstellung” (Gleichung (113), a = 7/2)

A 1 , eiP@=y)

F(m - y) = (271')4 d p p2 + m2 (134)
liefert
Go (y1,y2 =

1 i e~ (y1—y2)
- (2m) / p pPAm?
1 1
A= [ d* Ak ———
2 / * / k2 4+ m?

e—tp1(z—y1) e~ p2(z—y2)

pi+m? (2m) p; +m?
1 :
_ 4 i 4 —1
_ 4/dp16 P11 W)4/dp2€ Pays
1 1 1
4
0 5 — A5 dk5
<( ™) (1 +P2) / (1 +p2)k2+m2p%+m2p%+m2>

N~

=G2(p1,p2)+O(N\2)
+O(N\?), (135)

wobei Gy die 2-Punkt-Funktion im “Impulsraum” ist; oft verwendet man auch Feynman-
Regeln im Impulsraum:

— Diagramme wie in der Abbildung oben.

— Jede Linie muss mit einem Impuls p; beschriftet werden, der eine Richtung besitzt;
liefert

1 1
— | d*p; —. 136
(2m)4 / bi p? + m?2 (136)
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— Jeder WW-Punkt liefert eine impulserhaltende §-Funktion
A
~en'40( ) (137)
J

wobei die p; die einlaufenden Impulse sind.

— Jeder #uBere Punkt y;, liefert e~"i¥%  wobei pj der vom dufleren Punkt weglaufende
Impuls ist.

— Kombinatorische Vorfaktoren analog wie im “Ortsraum”.

e (4 analog wie G,

G4(y15"'ay4) -
= <AF(ZJ1, y2)Ar(y3,y4) + 2 weitere Terme)

1
—)\5 (Ap(yl,yg) / d*z Ap(z,2)Ap(z,y3)Ap(z,ys) + 5 weitere Terme>
- / d*x Ap(z,) ... Ap(z, 1) + O(\?) (138)

bzw. graphisch

Galyr, ... ya) = <: - I I i ><:>
(e d e b )
A >< +O(N).

e Berechnung von WW-Term W5 analog wie von Wy ... nur deutlich aufwéndiger:

— Startpunkt sind (123) und (128):
WolJ] =

- 3 i4! P ( - %(‘]’ AFJ)) { /d%2 <5wa2)>4} o <+ %(J’ AFJ)>

WA lJ] (139)
WilJ] =

- _%/d‘lxl <3<AF(~’61~"31)>2

+6AF($1,€U1)/d4§1 /d4ﬂ2 Ap(x1,71)Ar (21, 92)J (91)J (92)

+/d4g1 /d4g4AF(1‘1,g1)AF(I'l,@l)J(gl)J(g4)> (140)
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— Alle vier 6/§J(x2)-Ableitungen wirken auf exp(...)
— Beitrag zu Ws[J] ist

%(Wl[J])Q - %[——'< 38 o6+ >< )]2 E
_ < %%8 bog6 e 6>xi8 +.n>

((122) wurde verwendet).

kkkdk 22, Mai (9. Vorlesung) **#**

— Drei der vier §/0J(x2)-Ableitungen wirken auf exp(...)
— Beitrag zu Ws[J] ist

1 4
4<_2x4!>/d”€2

<3AF(.%'2, 1‘2) /d4y1 AF(1'27 yl)J(yl)

+/d4y1 ---/d4y3AF(€U2,y1)---AF(Cﬂz,ys)J(w)---J(y3)>

(- %) /d4m1 Ap(a1,29)

<12AF(1‘1, x1) /d4§1 Ap(z1,791)J (91)

+4/d4§1 ---/d4§3AF(~’U1,ﬂ1)---AF(ﬂfl,ﬂs)J(ﬂl)---J(ﬂs)) =

= /d4y1 /d4$1 /d4.%'2 /d4y2
J(W1)Ar(y1, z1)Ap(x1, 21)Ap(z1, 22) AR (22, 2) Ap (T2, Y2)J (Y2)

+zwei weitere “Diagramme (141)

bzw. graphisch

KIFFEY. Mai 2012 (9. Vorlesung) *****

— Zwei, eine und keine der vier 6/.J(x2)-Ableitungen wirken auf exp(...)
— ... (Hausaufgabe).
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— Beitrag (1/2)(W1[J])? liefert nicht-zusammenhiingende Diagramme.

— Alle anderen Beitriige liefern ausschliefllich zusammenhéingende Diagramme (jede
0/6J(x2)-Ableitung angewandt auf Wi [J] liefert Ap(z1,x2) und verbindet damit W;-
Diagramme mit 6" exp(...)/d.J(x2)-Diagrammen).

3.2 Erzeugendes Funktional fiir zusammenhingende Diagramme

o G4(y1,...,v4) (Gleichung (138)) enthélt zwei Klassen von Diagrammen:

— Zusammenhéingende Diagramme, z.B.

—)\/d4xAp(ﬂ:,y1)...Ap(x,y4); (142)

beschreibt “echte” 4-Teilchen-WW.

— Nicht-zusammenhéngende Diagramme, z.B.
Ar(y1,y2)Ar(ys, ya) + 2 weitere Terme; (143)
beschreibt zwei unabhéngige 2-Teilchen-WWs.

e Ist man an zusammenhéngenden n-Punkt-Funktionen G¢ (x4, ..., x,) interessiert, also nur
an Diagrammen, die echte n-Teilchen WWs beschreiben, verwendet man an Stelle von
Z|J] das erzeugende Funktional

W[J] = In (Z[J]); (144)

durch Ableiten erhilt man zusammenhéingende n-Punkt-Funktionen,

SMW[J]

° cey Tp) = . 14
Gul1, s n) 5T(1) - 0T (2n) | 1 (145)
e Beweis bis einschlieBlich O(\?):
— Kombination von (117) und (120)) liefert
Z 1
ZlJ = 7Oexp <+ §(J, AFJ)> <1 + AW [T] + N2 WalJ] +. ) (146)
bzw
Z() 1 2 1 2 3
Wl = In{ — )+ 5(LART) £ AW [J] + X7 WalJ] — §<W1[J]> +O(\°)
(147)

(In(1+¢) = e —€2/2+ O(e%)).
— Ableitungen von W[.J], anschlieend J = 0 (Gleichung (145)):
« In(Zp/Z) ist J-unabhéngig, fillt damit weg.
* %(J, ApJ) tragt nur mit Ap(zi,x2) zu G5(z1,x2) bei, entspricht damit freier
Bewegung eines ¢-Teilchens von 1 nach xa, ist O(\°).
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x AW7[J] enthélt nur zusammenhéngende Diagramme (Gleichung (128)), trigt zu
GS(z1,72) und GS(x1,...,74) bei, ist O(A).

x NX2(Wa[J] — (W1 [J])?) enthélt nur zusammenhéingende Diagramme (siche ab-
schlieende Bemerkungen von Abschnitt 3.1), trigt zu G§(z1, x2), Gi(x1,...,24)
und G§(z1, ..., 76) bei, ist O(A?).

3.3 Erzeugendes Funktional fiir Truncated und Proper Diagrams

e Bisher diskutierte spezielle Diagrammtypen:

— Vakuumdiagramme (keine duferen Linien).

— Zusammenhéngende Diagramme.
e Weitere spezielle Diagrammtypen:

— Truncated Diagrams: Zusammenh#ngende Diagramme, deren duflere Linien (einschlief3-
lich WWs) entfernt wurden (priizise Definition weiter unten).

~
-~
~
~

e dufere Linie miisste entfernt werden

Non-Truncated

Se konnte hier durchschnitten werden

.

-~
~
..
B

“““Truncated aber nicht 1P

Proper

. -

— Proper bzw. 1PI Diagrams (1PI = 1 Particle Irreducible): Zusammenh#ngende Trun-
cated Diagrams, die nach Entfernen einer beliebigen Linie noch immer zusammen-
héngen.

— Proper Functions: 1PI Truncated n-Punkt-Funktionen; bilden fundamentale Baustei-
ne der Storungstheorie (Integrale iiber interne Impulse kénnen in zugehorigen Dia-

31



grammen unabhingig ausgefithrt werden); daher wichtig im Hinblick auf Renormie-
rung (jeder Baustein muss fiir sich “endlich gemacht” werden).

e Legendre-Transformation bekannt aus der Mechanik, Ubergang von der Lagrange-Funktion
zur Hamilton-Funktion:

H(pj q5) = ZQJPJ—L(%,QJ) , pio= %@Z%)- (148)
o Legendre-Transformation von W[J] liefert weiteres erzeugendes Funktional:

el = [doi@e - Wl ele) = G (149)
e Aus

Tle] 1, 0J(y) o - [ gty W OI)

o)~ J s+ = [ S sty = 1

=¢(y)
folgt
Wi = [des@e) -t L Jw) = 52 (151)

d.h. die Legendre-Transformation ist umkehrbar (I'[¢] enthélt also die gleiche Information
wie W[J]) und bildet ihr eigenes Inverses.

o I'[¢] ist das erzeugende Funktional der oben angesprochenen Proper Functions
Lp(z1,. .. xy):
" I[]

Loz, x,) = So(i) . 0p(wn) ¢:0; (152)

warum I',, den Proper Functions entspricht, wird im Folgenden diskutiert.
*AkkAk 24, Mai (10. Vorlesung) *****

e Interpretation von I's:

— 0/d¢(y) ... auf rechte Gleichung in (149):
L 0 WU [ BWL] 8
v = e - e 1o
— Einsetzen von (150):
[ EWUL_ETG)
0.J(2)0.J (z) dp(y)de(2)

(154)
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— Annahme: p(z) =0, falls J(x) = 0 (gilt fiir Theorien mit verschwindendem VEV der
Felder, da

SWJ]

(@) = Tyl = G0 = G = @), (155)
und damit fiir ¢*-Theorie).
— Damit
B B 1, PWIJ| 5°Ty] B 4y G ):
ey = [ 5T(00 (&) |50 ()09 |y [ #=Gate e

(156)

I'y ist also invers zur zusammenhéngenden Zweipunktfunktion G§.
HAFAF 11, Mai 2012 (10. Vorlesung) *****

— LHS von (156):
1 :
Sz —y) = d*pe Py, 157
@=v) = g [ape e (157)
RHS von (156): GS$(z,y) = G5(x —y) und I'y(z,y) = I'a(x — y) (physikalisches Argu-
ment: Translationsinvarianz; mathematisches Argument: (113) und (115)) und damit

/d4zG§(:U,z)F2(z,y) = /d4zG§(az—z)F2(z—y) =

1 (o) - 1 S
= / d'z / d'pe PG5 (p) / d'ke YTy (k) =

(2m)* (2m)*
= ! /d4pe_ip(x_y)éc(p)f’2(p)' (158)
(27‘()4 2 )
folglich ist die “Impulsraumversion” von (156)
1 = Gs(p)T2(p). (159)
— Definition von X(p):
~ 1
Gy(p) = = (160)

p? +m? — X(p)

(3(p) ist damit die durch die WW verursachte Korrektur der zusammenhéingenden 2-
Punkt-Funktion, also des “vollen Propagators”; zur Erinnerung: Ohne WW ég (p) =
Ap(p) = 1/(p* + m?)); B(p) wird als Selbstenergie bezeichnet; I'y entspricht im
Wesentlichen der Selbstenergie,

Ly = p*4+m?—3%(p). (161)

— Reihenentwicklung von ég:

Gsp) = 1 B JR
T R m I -S0) rm?) | P

(5017 )j;m6m

p2_|_m2
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Riicktransformation in den Ortsraum:

GS(p) = /d4ue+ip”G§(u) (163)
I 164
2+m2 ue F(u) (164)
1 1
» —
P2+ m2 (p)p2+m2

= /d4u1 e“p“lAF(ul)/dA‘ug e+ip“22(u2)/d4U3 e+ip“3AF(U3) = ...
(165)

Koordinatentransformation u; = x; — x;_1 (o ist keine Variable sondern eine Kon-
stante), dann Koordinatentransformation zg — z¢ = u:

= /d4963 €+ip(13$°)</d4361 /d4x2 AF(HUO,$1)2($1,$2)AF(9€2,9€3)> =
= /d4ue+ipu </d41‘1 /d4$2 AF(mO,ml)E(ml,xg)AF(mg,m3)> (166)

héngt nur von u=xz3—xg ab, wegen Translationsinvarianz

1 1 1

D) D) = ... 167
P2+ m2 (p)p2+m2 (p)p2+m2 (167)
Interpretation: Y ist die 1PI Truncated 2-Punkt-Funktion bzw. die 2-Punkt Proper
Function; diese Interpretation hiitte bei einer gewissen Erfahrung mit der Ubersetzung
von Ausdriicken vom Impulsraum in den Ortsraum auch direkt aus (162) gewonnen

werden konnen.

O ;-

Verwendung von Feynman-Regeln (hier durch “Analogieschluss” konstruiert) liefert
die entsprechenden Orts-/Impulsraumausdriicke.

e Interpretation von I's:

— Erneutes Ableiten von (153) bzw. (154), §/0p(u) .. .:

0 =

_ /d4z FWJ] 5T [g]
dp(u)dJ ()8 () 6p(y)dp(2)

L PW T
3 / T2 572060 (2) 0(w)oe ()00 (2)

B 1, 1 SBWIJ] §J(v)  8°T[y]
= / a / T S (0167 ()57 () o0 (u) 50(9)00(2)

L / 44z GS(2,2)0s(u,y, 2) =
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= /d4z /d4v G5 (v, z, )T (v, u)a(y, 2) —|—/d4zG§(z,:U)F3(u,y,z). (168)
— Auflésen nach I's mit Hilfe von (156),
I3(21,22,23) =

= —/d4y1 /d4y2 /d4y3G§(’y1,’y2,ys)r2(y1,$1)F2(y2,902)r2(y3,5'33), (169)

/

N~

EGgrunc(xh$27$3)
oder nach Gf,
C
G3($1,$2,5E3) =

= —/d4y1 /d4y2 /d4y3F3(y1,y2,y3)G§(y1,Sﬂl)Gg(yz,m)G%(y&x:&), (170)

zeigt, dass I's das 3-Punkt Truncated Diagram G5 bzw. die 3-Punkt Proper Func-
tion ist (Unterschied erst fiir 4-Punkt, 5-Punkt, ...).

e Interpretation von I'y:

— Analoge Rechnung liefert

P4(.%'1,... ,.%'4) =
= —GUC(zy,. .. ay)

+</d4y1 /d4y2 GE (21, 2, y1) G5 (Y1, Y2) G5 (Yo, 3, 24)
+ “zwei Permutationen”) (171)

(Beweis ist Hausaufgabe).

Iy
+ M + (2 weitere)

Interpretation von I'[p] als effektive Wirkung

Gi

e Klassisches Feld erfiillt bei gegebener Quelle J(z) die BG]

0 (s [ oSl
— o (8- [dwiwew) = £8 - i) (172)
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e Rechte Gleichung in (151) und (155):

0 = —J@) @) = (Qé(x)Q); (173)

der VEV von ¢ erfiillt also eine BGI gleicher Struktur, wobei an Stelle der klassischen Wir-
kung S das erzeugende Funktional I" tritt; I' wird daher als effektive Wirkung bezeichnet;
wichtig z.B. beim Studium von Theorien mit dynamischer Symmetriebrechnung, also von
Theorien mit nicht-verschwindenden VEVs der Felder.
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KHFAE 16. Mai 2012 (11. Vorlesung) *****

*AkHAk 29. Mai (11. Vorlesung) *****

4 Parallelen zur statistischen Physik, QFT bei endlicher
Temperatur

4.1 Parallelen zur statistischen Physik

e Statistische Physik: Thermischer Erwartungswert einer Observable O bei Temperatur
B=1/kpT,

<o>th - %Z:O(s)e—ﬁ%) Lz = e, (174)

S

wobei ) eine Summe iiber alle klassischen Zustidnde oder iiber alle QM/QFT Energieei-
genzustinde beschreibt und E(s) die Energie des Zustands s ist.

e Pfadintegralformalismus in der QFT, Euklidische Formulierung: VEV einer Observable O,
1
@r{ow}liey = 5 [psowe e | z = [Docw (175)

e Mathematische Struktur beider Ausdriicke identisch; Euklidische QFT kann also auch als
statistisches System interpretiert werden; die Felder, z.B. ¢(z), entsprechen dann einer
unendlichen kontinuierlichen Menge von “Spins”, Ableitungen, z.B.
d(x)0u(x) = d(x)(d(x + eey) — o(x)) /€, entsprechen NN-WWs; (QT{O(¢)}|€2) hat aber
nicht die Bedeutung eines QFT thermischen Erwartungswerts (siehe hierzu Abschnitt 4.2),
sondern bei obiger Interpretation die eines thermischen Erwartungswerts eines “4D Spin-
Systems”.

4.2 QFT bei endlicher Temperatur

e QFT thermische Erwartungswerten konnen ebenfalls durch Pfadintegrale ausgedriickt wer-
den.

e Starte mit (174):

r(Oe PH
(0) = %zs:()(s)ew@ _ TTE(Oe—ﬁH)) _— (176)

e “Summiere” iiber alle “Ortseigenzustédnde” |¢p(x,0)) (alle zeitunabhéngigen Feldkonfigu-
rationen, bzw. Feldkonfigurationen bei ¢ = 0):

J Dé(x,0) (6(x,0)|0(¢(x,0))e " |6(x, 0))
[ Dé(x,0) (b(x,0) e |¢(x, 0))

J Do(x,0) O(6(x,0))(d(x,0)le*|d(x, 0))
[ Dé(x,0) (p(x,0) e |¢(x, 0))

(177)
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e Verwende die QFT Ubergangsamplitude (Euklidische Formulierung) (102):

fD¢ X, 0 X 0 f¢( e ¢(XO) (be*S[ﬁb

fD(;SXO f¢>X6 Qz(xo(; qﬁe*S

1 ~
- E/DqﬁO(qﬁ(x,O))e Slel (178)

wobei [ D¢ eine Integration iiber alle zeitperiodischen Feldkonfigurationen beschreibt
(Ausdehnung der periodischen Zeit ist §) und

/ D¢ e S, (179)

e Bildlich: QFT bei endlicher Temperatur entspricht QFT auf einem 4D Raumzeitzylinder

(drei unendlich ausgedehnte rdumliche Richtungen, eine periodische zeitliche Richtung,
Ausdehnung f3).

4 —Zylinderumfang: 8 = ﬁ

....................

t
w Auf dieser Zeitschicht ist die
Observable O lokalisiert
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5 Pfadintegralquantisierung fermionischer Felder

5.1

e Kanonische Quantisierung: Antikommutatoren

{Ya(x. ), 05y, )} = dapd(x—y) (180)
(alx,t), B0y, )} = {¥lxt). 050} = 0 (181)

(A ist ein Spin-Index, kanonisch konjugierte Impulse 7(x) = it)T(z)) realisieren das Pauli-
Prinzip; z.B.

Q... Yalx,t)a(x,t)...|2) = 0 (keine Summe iiber A). (182)

Versuche Pfadintegralformalismus fiir fermionische Felder zu finden, der weitestgehend
analog zu dem fiir skalare Felder ist, z.B.

Q... pax,)a(x,1)...]1Q) = %/szw...sz(x,t)sz(x,t)...e—SWM; (183)

damit dieser Ausdruck konsistent mit dem kanonischen Formalismus verschwindet, muss
auf der rechten Seite ¥4 (x,t)14(x,t) = 0 gelten; fiir gewohnliche Funktionen 4 (x,t) ist
das i.A. nicht erfiillt; verwende daher Grassmann-Variablen fiir fermionische Feldvariablen
im Pfadintegralformalismus (wesentliche Eigenschaft einer Grassmann-Variable v:

Y? =0).
Eigenschaften/Rechenregeln von/fiir Grassmann-Variablen

0 bzw. 0; bezeichnen im Folgenden Grassmann-Variablen.

Wesentliche Eigenschaft:
{0,000 = 0 (184)

daraus folgt 00 + 00 = 0 und damit 62 = 0.

Allgemeine Form von Funktionen von ¢ bzw. ¢;:

f(0) = ao+ba (185)
fO1,...,0,) =
= a0+ Y Opars+ > 0305025+ Y, OO0 (186)
Ji J1<j2 J1<..<Jn

motiviert aus Potenzreihenentwicklung “normaler Funktionen”; da 62 = 0 bzw. 9]2 =0
existieren nur konstante und lineare Terme.
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e Differentiation (Definition):

d d
Gl =0, -0 =1 (187)

also dhnlich zur “normalen Differentiation”; es folgt z.B.

L10) = a (155)

und

191929,1 = +65...0, . i91929n = —005...0,
00
0

—016y...0, = (=1)"0,...0,_1; 189
90, 172 (-1 1 1 (189)

aus

0o 0 0 0

— 0,0 = —1 1 1
90, 09,172 ) + (190)

folgt

o 0

aus

0 0
—05607 = —6 fo—60; = (7] 192
89121 2, 26911 +0- (192)

folgt

0
— = falls j 1
(20} = 0 wsinn )

d.h. Ableitungen nach Grassmann-Variablen besitzen auch die Grassmann-FEigenschaft.

Integration (Definition):

/d@ = 0 |, /d@@ = 1; (194)

Integration also identisch zur Differentiation; auf den ersten Blick eigenartig, dennoch in
gewissen Aspekten dhnlich zu “normalen Rechenregeln”:

— Wenn 6¢; eine Grassmann-Variable ist, sollte auch df; eine Grassmann-Variable sein;
aus

</d9>2 — /d91d92 = —/d92d91 = —</d9>2 (195)

folgt
/d@ = 0. (196)
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— Betrachte [ df als fjoos df und fordere Invarianz unter Translation,

/ o £(0) = / 40 £(6 + b): (197)
dann folgt

/ d9(a0+9a1) - / de(a0+9a1+ba1) (198)
und damit

/ d0ba, = 0 (199)
baw.

/ o = o. (200)

KIFAE D3, Mai 2012 (12. Vorlesung) *****

e Variablenwechsel bei Integration:

— Eine Integrationsvariable: 8 — 6 = b + ¢; wiren 0 und 6 gewohnliche Variablen,
wiirde

/dé = /d@j—g = /deb (201)

gelten; fiir Grassmann-Variablen gilt dagegen

/ dofo) = a (202)
/ o f(8) = / df <a0 + Obay —|—ca1) = bay, (203)
woraus

/ do = / d@% (204)

folgt; die “Jacobi-Determinante” von Grassmann-Variablen ist also gerade invers zu
der von gewdhnlichen Zahlen.

— Mehrere Integrationsvariablen: ¢; — éj = Oibji. + ¢;; dann gilt

~ ~ . 8(517--'70") o =
/dan...del = /d9n---d91<det<a(61,...,0n)>> -

1
= db, ...do ———; 2
/ " det(bjr) (205)
Beweis analog zum 1D-Fall,
/dén . dél f(él, e ,én) = an712___n (206)

/dan...delf(él,...,én) =

= /d&n 2 ( o+ 9j1b1j19j2b2j2 ... Hjnbnjnan,lg___n) =

= €rjpejnD1j102j0 - Opjpan12.m = det(bjr)an 12, m, (207)
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5.2

woraus (205) folgt.

GauB-Integrale mit Grassmann-Variablen

Pfadintegralausdriicke erfordern i.d.R. die Berechnung von Gauf-Integralen (siche z.B.
Abschnitt 1.5); fiir die Behandlung von Fermionen im Pfadintegralformalismus sind also
Gauf3-Integrale mit Grassmann-Variablen zu l6sen.

Yj = a; +ib; bezeichnen im Folgenden “komplexe Grassmann-Variablen”, d.h. a; und b;
sind “reelle Grassmann-Variablen” im Sinn von Abschnitt 5.1.

Ziel: Berechne

/ (H dy; d?ﬁj) e ViR = / ( H da; db]) e~ ViArYl
Y j
= / (H daj dbj) ef(afib)kAkl(aJrib)l’ (208)
J

wobei A eine hermitesche Matrix ist.

1-dimensionale Version:
/ da db e~ (@=iDA@+®) / da db (1 - 2mAb) — 2iA, (209)

wobei die Exponentialfunktion iiber ihre Potenzreihenentwicklung definiert ist und diese
wegen der Grassmann-Variablen nach der 1. Ordnung endet.

n-dimensionale Erweiterung, A = diag(A1,...,\,):
/ (Hdaj dbj>e—<a—ib>kf“kl<a+ib>l - 11 / dagdby (1= 2ia;00;) = (20" ]
J J J
(210)

Analog zum QM bzw. bosonischen Fall kann eine hermetische Matrix A durch eine unitére
Koordinatentransformation U diagonalisiert werden,

(a—ib)Apla+ i)y = ((a—ib)UT), (UAUY), (U(a+ib), (211)

=(a—ib);  diagAi,An)jk =(a+ib)y

wobei A; die Eigenwerte von A sind; unitdre Koordinatentransformationen dndern das
Integrationsmaf nicht (Gleichung (205)), also

/ (H v, d¢j> e~ ViAk / < H da di)j) e_(d_ii))kdiag()\l,...,)\n)kl(fl-i—il;)l
J J

= (2@')"H)\j = (2i)" det(A). (212)
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e Zum Vergleich die analoge bosonische Version fiir reelle ¢;:

—PrAKIPL — (27(')”/2
/<1;[d¢j>e SeApdr R DT (213)

(Gleichung (62)); die Wurzel entsteht, weil ¢; (reell) nur halb so vielen FHGs entspricht wie
1 (komplex); der wesentliche Unterschied liegt darin, dass bei Bosonen die Determinante
im Nenner, bei Fermionen im Zéahler auftritt.

e (212) kann wie im bosonischen Fall um Quellen 7 und n* (werden im Folgenden als un-
abhingige Grassmann-Variablen betrachtet) erweitert werden:

/ <H dv; d&ﬂ.) e~ VAR bRV — (2i)" det(A)e+n; (A=) (214)
J

5.3 Pfadintegralquantisierung fermionischer Felder

e Nicht WW fermionisches Feld (Euklidischer Formalismus),

Sl = [ do @) (30, + m)ute), (215)
Ubergang von endlich vielen FHGs auf eine kontinuierliche unendliche Anzahl von FHGs:
Ziuil = 5 [DoDiew (= sl [t (m0ue) + i) -

= o+ [ [ @A @), (216)
wobei
/sz Dy = /HdaA(x) dba(z) (217)

z,A

und A~! Losung von

[dtyste =) (nop +m)ate) = o) (218)

ist; n-Punkt-Funktionen erhilt man wie gewohnt durch geeignetes Ableiten, z.B.

urf{s@in}in) = (+ 50 ) (- 507 )2

_ TR
o7(x) on(y) A7 (2 (219)

n=n=0

wie beim skalaren Feld definiert man einen freien Propagator Sp(z,y) = A~ (z,y), der im
Impulsraum einfach zu bestimmen ist,

1 4 —ip(o—y) TP+ M
Sp(z,y) = @ /d pe iPE=y) e (220)
=5r(p)
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das zu Beginn dieses Kapitels angesprochene Pauli-Prinzip spiegelt sich auch in der Grass-
mann-Eigenschaft der Ableitungen nach n bzw. 77 (Gleichung (191)) wieder,

(Q\T{ o ba(z)a() . . }ym

 0na(z) ona(z) n=7=0

0 0 (221)

. Zn, 7] = 0.

N——_— ———
=0

WW Theorien kénnen mit Hilfe von Stérungstheorie behandelt werden, wie in Kapitel 3
erldutert; enthélt eine WW Theorie z.B. ein Skalarfeld ¢ und ein fermionisches Feld 1 mit
WW Anteil der Wirkung S7[¢, ¢, 1], dann gilt

2l = 5 exo (= Si8/63,+8/00.~5/0n]) ol (222)
2l = e (4500800 e (+(1.5m). (22

freie erzeugende Funktionale fiir ¢ und v
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KAFAE 5. Mai 2012 (13. Vorlesung) *****

6 Pfadintegralquantisierung von Eichfeldern

6.1 Wesentliche Elemente Abelscher und nicht-Abelscher Eichtheorien

e Abelscher Fall, U(1)-Eichtheorie, Maxwell-Theorie, em Feld, zusammen mit Fermionen

QED:
— Euklidische Wirkung;:

1
S[A] = 1/d4xFuquu 3 F/J,l/ = a,uAl/_al/Ap- (224)

— Eichtransformation: g(z) = ¢**) € U(1) (unabhiingige U(1)-Transformationen an
jedem Raumzeitpunkt),

Auz) — %) = g(x)(Aﬂ(x)—Féa“)gl(x) _ Au(x)Jréa“A(x). (225)

e Nicht-Abelscher Fall, SU(NN)-Eichtheorie, Yang-Mills-Theorie, chromo-elektrisches/-ma-
gnetisches Feld, zusammen mit Fermionen QCD:

— Eichfelder Ajj tragen einen zusitzlichen Farbindex, a =1,..., N 2 1.

— Neben der Komponentenschreibweise Aj, existiert auch eine Matrixschreibweise

A, = AST® (“inverse Beziehung”: A% = 2Tr(A,T?), da Tr(T°T") = 6°/2 [das ist
zumindest die iibliche Normierung]), wobei die Matrizen T® als Erzeugende oder
Generatoren bezeichnet werden; i.d.R. (fiir Eichfelder in der fundamentalen Darstel-
lung) sind die T* N x N-Matrizen, fir SU(2) die Pauli-Matrizen T% = ¢%/2, fiir
SU(3) die Gell-Mann-Matrizen 7% = \%/2; die Erzeugenden erfiillen die Algebra
[T, T% = if®°T°, wobei die total antisymmetrischen f¢ als Strukturkonstanten
bezeichnet werden; fiir SU(2) f¢ = ebe,

— Euklidische Wirkung;:

1 a a a a a aoc C
S[A] = 1 / d'z FS,F, . Fh, = 0,A%—0,A% +gf b AZAV (226)
bzw

1
Sl = 3 / CeT(FuFu) o Fu = 0y — 0,4, —iglAn A (227)

— Eichtransformation: g(z) = ¢"A*®7T* € SU(N) (unabhingige SU(N)-Transformatio-
nen an jedem Raumzeitpunkt),

Ay(z) — Aﬁ(m) = g(x)(Au(x)—i—gBM)gl(x) (228)
bzw.
A%(z) — AY(z) = Al(z)+ f“bcAfL(x)Ac(x)—i—;BMA“(QC)—i—(’)(A?). (229)
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6.2 Schwierigkeiten bei der Quantisierung von Eichtheorien

Kanonischer Formalismus

e Maxwell-Theorie, kanonisch konjugierte Impulse der Felder A,:

Tu(x) = ﬁi(x) = Fou(x). (230)

e Da Fj, = 0, existiert kein kanonisch konjugierter Impuls zu Ay (Ursache liegt in den un-
physikalischen FHGs, d.h. jede physikalische Situation entspricht einer unendlichen Menge
unterschiedlicher aber eichdquivalenter Eichfeldkonfigurationen A,,).

e Ausweg: Eichfixierung, Bedingungen, die jede physikalische Situation zulassen, aber die
Menge der sie beschreibenden Eichfeldkonfigurationen A,, einschrianken bzw. im Idealfall
auf ein Element reduzieren.

e Details: Literatur, z.B. [1, 3], Vorlesung Quantenfeldtheorie I.
Pfadintegralformalismus

e Yang-Mills-Theorie, erzeugendes Funktional:

- % / DA exp ( _S[A] + / 'z J;j(:::)AZ(:::)), (231)

wobel

/ DA = / IT dA(). (232)

€T, ph,a

e Freier (d.h. quadratischer) Anteil der Wirkung und korrespondierendes freies erzeugendes
Funktional:

SolA] = —/ (a A% -9 A“) (a A9 (9,,Afj) -

/ T / 0y A% ()55 (z — )<_ 8,000 +3}(Ly)3£y)) Ab(y); (233)
bei &hnlicher Notation wie im Fall skalarer Felder (Kapitel 2 und 3)
Aley) = 6% —y)( - 6,0 +9,0%)) (234)

2l = e (+ [t [ty @At e to) (235)

46



e Problem: A~ existiert nicht, da

/d4 A“b b (z,9)0,ub(y) = <— 00, — 8MD> w(xz) = 0, (236)

also A Nullmoden 0, w® hat und damit nicht invertierbar ist; auch hier deutet sich an, dass
die Ursache des Problems in den mit Eichtransformationen verkniipften unphysikalischen
FHGs liegt: Aj, = J,w" ist eichdquivalent zu Aj, = 0.

o Ausweg: Schrinke Pfadintegral durch Eichfixierung ein, d.h. behalte Integration {iber
physikalisch unterschiedliche Eichfeldkonfigurationen, integriere nicht iiber eichdquivalente
Eichfeldkonfigurationen.

6.3 Eichfixierung, Faddeev-Popov-Methode, Geistfelder

e Zu Aj gehoriger Eichorbit: Menge aller zu Aj; eichéquivalenten Eichfeldkonfigurationen.

e Prinzipielles Vorgehen: Beschréinke das Pfadintegral auf eine Hyperfliche im Funktionen-
raum der A%, die jeden Eichorbit genau ein Mal schneidet (Eichfixierung); Definition der
Hyperﬂache durch eine Eichbedingung F'*(A) = 0 (z.B. Lorentz-Eichung:

Fe(A) = 9, A} (x)); F'* bildet eine Eichfeldkonfiguration Aj [Indizes: Farbe a, Lorenz 4,
Raumzeit z auf eine Funktion F'* [Indizes: Farbe a, Raumzelt z] ab)l.

Elchorblt
Ay
Aag
g‘\ QA“
F=0 '
e Definition (Faddeev-Popov-Determinante):
1= Aweld) [ DydlF(a7), (237)

wobei

[ps = | [Taste) (238)

Im nicht-Abelschen Fall bereitet es Probleme, Eichbedingungen anzugeben, die Hyperflichen entsprechen, die
jeden Eichorbit genau ein Mal schneiden; es gibt i.d.R. mehrere Schnittpunkte mit einem Eichorbit, sogenannte
Gribov-Kopien; Gribov-Kopien sind im Rahmen der Stérungstheorie jedoch unproblematisch und werden daher
im Folgenden ignoriert; eine weiterfithrende Diskussion findet sich z.B. in [4].
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und dg(x) ein Haarsches Integrationsmafl ist, d.h. fiir beliebige h € SU(N), beliebige f
und die Transformation ¢'(z) = g(z)h

/ do(2) f(g(z)) = / dd' () (9(x)) (239)

gilt (in Worten: Es wird in fairer Weise iiber die Gruppe integriert; z.B. ist [ dg = 02” dA
ein Haarsches MaB fiir U(1), wobei g = ¢'}).

KIFAE 0. Mai 2012 (14. Vorlesung) *****

— App ist eichinvariant, d.h. App[A] = App[AY]; Beweis:

/Dgg F(A9'9)] /Dgg AN =
/ Dy S[F((A9))] = Aph[A? (240)

wobei (239) verwendet wurde.

— App entspricht fiir Eichfeldkonfigurationen A, die die Eichbedingung erfiillen, d.h.
fiir die F'*(A) = 0 gilt, einer Determinante:

/Dg5 F(A9)] = ... (241)

wegen F'%(A) = 0 kann [ Dg auf die Umgebung von g = 1 bzw. A® = 0 beschréinkt
werden; in dieser Umgebung ist ein Haarsches MaB [ dg = [ dAl .. dAN? —1. damit

/DA&[F(Ag /DF‘det <5Fa :0> -

S[F] =
det<5Fa ) , (242)
wobei

SAb
/ DA = / gdAa(x). (243)

In der Literatur wird der Betrag der Determinante kommentarlos weggelassen; ich
sehe kein Argument, warum das an dieser Stelle fiir beliebige FEichbedingungen F®
zuldssig sein sollte; erst im mit 1/Z normierten Pfadintegral bzw. im erzeugenden
Funktional hebt sich ein eventuelles Vorzeichen der Determinante weg (das Vorzei-
chen ist unter der Annahme, dass genau ein Schnittpunkt von F* = 0 mit jedem
FEichorbit existiert, fir jede Fichfeldkonfiguration gleich, also unabhdngig von AZ ).

e Umschreiben des Pfadintegrals durch Einfiigen einer “17:

/DAeS /DAAFP /Dgé (A9)]e— S

/ Dg / DA App|A9)5[F(A9)]e 5147 / Dy / DA App[A]S[F(A))e S,
(244)

wobei [ DA = [ DAY, App[A] = App[A9] und S[A] = S[AY] verwendet wurde;
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— [ DA = [ DAY, da Eichtransformationen Af, lediglich verschieben und dann unitér
rotieren (siehe (228)), und solche Operationen ein Integrationsmafl nicht veréndern;

— App[A] = App[AY9] wurde weiter oben gezeigt;
— die Wirkung einer Eichtheorie wird eichinvariant konstruiert, daher S[A] = S[AY];

| Dg, das “Volumen des Eichorbits”, ist unabhingig von AZ und damit lediglich eine
Konstante; das eigentliche Pfadintegral ist wegen des d-Funktionals auf diejenigen Eich-
feldkonfigurationen beschrinkt, die die Eichbedingung erfiillen; Agp kann damit durch die
Determinante |det(6F®/6A%[y—o)| ersetzt werden.

Erzeugendes Funktional:

ZlJ] = %/DA(S[F(A)]AFP[A] exp (—S[A] +/d4x J;j(x)AZ(x)> (245)

Z7 = / DAa[F(A)]AFp[A]exp<—S[A]); (246)

| Dg tritt aufgrund der Normierung mit 1/Z im erzeugenden Funktional nicht auf; aus
dem gleichen Grund kann der Betrag der Determinante weggelassen werden, also
Arpp — App = det(§F?/5A%|a—o) (sieche Anmerkung unterhalb von (243)).

Bringe Z[J] in die Form

Z1] = % / DA eXp(— SealA] + / d'a JS(m)AZ(m)), (247)

d.h. konstruiere eine effektive Wirkung Seg, die die Eichfixierung 6[F'(A)] und die Faddeev-
Popov-Determinante App[A] enthélt:

— Ersetze F*(A) — F*(A) — B*(x), wobei B*(z) ein beliebiges “Feld” mit Farbindex
ist (Verallgemeinerung der Eichbedingung):

217 = 5 [ DASIF() - BlArsla exp (- S+ [ dta J;@)A;(@). (248)

— Faddeev-Popov-Determinante App[Al:

* Eine Determinante kann als Gaufl-Integral iiber Grassmann-Variablen geschrie-
ben werden (Gleichung (212)).

* Dami
App[il] = /Dch exp(— /d4x /d4y (c“)*(x)Mab(x,y)cb(y)>, (249)
wobei

/ DeDe = / [ dRe(c")(x) dim(c*) () (250)

§(F“(x) = B(x))
SAP(y)

 0F(x)
A=0 B 5Ab(y)

Mab(x,y) = (251)

A=0

49



x Einsetzen ins Pfadintegral bzw. ins erzeugende Funktional:

ZlJ,a, ] =

- —/DA/DcDC(S ]exp( S[A]
/d4 /d4 ()M (z,y)c (y)

+ [ dta (@) Aya) + (@) @e (@) + <ca>*<x>oﬂ<x>)); (252)

das erzeugende Funktional wurde dabei um Quellen o und (a®)= fiir das kom-
plexe Feld ¢* erweitert (notwendig wegen moglicher Kopplung des neuen Feldes
c® an A}, [M @ hingt i.A. von Af, ab] und Behandlung dieser WW mit Hilfe von
Storungstheorie).

x Die dem Feld ¢* entsprechenden Teilchen erfiillen wegen der Grassmann-Eigen-
schaft das Pauli-Prinzip, besitzen aber keinen Spin; sie treten in Observablen
bzw. Feynman-Diagrammen nur in Form innerer Linien auf und werden daher
als Geister bezeichnet.

— Eichfixierung §[F'(A)]:
* “Mittelung” iiber die sich in B® unterscheidenden Eichungen:

ZlJ,a,0"
_ _/DB exp< % d4xBaB“>/DA/Dch5[ (4) - B

eXP< / d'z / d'y () (z)M®(z,y)c" (y)
+/d4x (Je(@) AL (@) + (a%)* (@) (2) + (ca)*(x)aa(x)>> _

— l/DA/DcDaexp<_5[A] 215 d*z F*(A)F(A)

- [t [dty e @mtendo

+ [t (Jm)Az(:c) F0") @) + () (@) @)) ), (253)

V/VOEJG; = / [[aB=); (254)

¢ ist ein noch zu wéhlender Parameter.

— Damit
Z[J, a, "] = %/DA /DcDE exp (-Seﬂ‘[A,C, c*]
+ [t (Jﬁ(z)Aii(m) @) (@) (o) + () (") ) (255)
/ DA / DeDé exp ~ SA, e, c*]> (256)
Set[A, ¢, "] =
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— S+ 15 'z FO(A)Fo( / 'z / dy () (@) M (z, ) (y) . (257)

Sgauge fixing[A] Sghost [A ¢,c ]

6.3.1 Haufig verwendete Eichbedingungen

e Lorentz-Eichung bzw. kovariante Eichung: F'*(A) = J,Aj = 0.

e Coulomb-Eichung: F'*(A4) = 9;Aj = 0.

e Axiale Eichung: F*(A4) = n, A}, = 0 (n, raumartig, hiaufig n, = (0,0,0,1)).
e Temporale Eichung: F*(A) = Af = 0.

HIEFE L. Juni 2012 (15. Vorlesung) *****

6.3.2 Lorentz-Eichung

e Infinitesimale Eichtransformation (Gleichung (229)):
a a a aoc 1 ac c
Al(z) — A%(z) = Al(z)+ <f b AZ(x) + ;6 (%)A (z); (258)

die infinitesimale Version reicht aus, da die Faddeev-Popov-Determinante nur bei A = 0
ins Pfadintegral eingeht (siche z.B. (251)).

e Eichbedingung:

FU(A9) = 9,A%(zx) = 0,A%x)+ <fab6<(a“AZ(x)) + AZ(Q:)(?“) + 55%5) A(x).

(259)
e Operator M (“Faddeev-Popov-Determinante”):
OF*(x)
Mab ,
( y) 5Ab(y) A:O
1
= Sz —y) < — fabc<(a,gy>A;(y)) + A;(y)a,gw) + gaabdw). (260)
o Effektive Wirkung, freier (d.h. quadratischer) Anteil:
SefiolA,c,c’] =
a a 1
— /d4 /d4yA )8 b(S(CC _ )(_ 5‘WD(y) + <1 _ g>a£y)a£y)>142(y)
+ [ [dty(ey @atse - ove), (261)

wobei das Geistfeld geméfl ¢ — ,/gc reskaliert wurde.
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o Effektive Wirkung, WW Anteil:
Seft1[A,c,c*] =
<gfabc a Aa AZ,Alc/ + ig2fab0fadeAzAlc/AZAle/
g fabe(ca)* ((a D) AG + o AC)> (262)

Maxwell-Theorie in Lorentz-Eichung
e Kein Farbindex, entspricht f2¢ = 0; damit S; = 0, d.h. keine Kopplung zwischen Pho-
tonfeld und Geistfeld; Geistfeld trégt lediglich in Form einer Konstante zum Pfadintegral

bei, die sich im erzeugenden Funktional bzw. in Observablen aufgrund der Normierung
mit 1/Z weghebt.

e Der Photonpropagator ergibt sich wie gehabt durch Inversion des Operators im quadrati-
schen Anteil der Wirkung:

1
[ atyste = (= 0,09+ (1= £)o ol ) Drsyly ) =
= <— O+ <1 — g>8 0, )DF,Vp(x,z) = Oupd(x — 2); (263)
Fourier-Transformation liefert

1 ~ )
<5uup2 - (1 - g)]%]h) DF,Vp(pa Z) = e+lpz; (264)

diese Gleichung kann fiir endliche £ nach ﬁp,u,, aufgelost werden:

) o Dby
Drpw(y) — e”y?(%—(l—s) g ); (265)

(£ = oo entspricht dem in Abschnitt 6.2 diskutierten Problemfall ohne Eichfixierung: der
Photonpropagator divergiert fiir £ = oco); damit

1 —ip(z— 1 PuPv
Druw(e.y) = o / d'pe” ™ y’;(@w—u—f) 2 > (266)

e Eine hiufige Wahl ist £ = 1 (Feynman-t’Hooft-Eichung):

1 Cinle 1
Dpyw(z,y) = (27)4/d4pe Pl y)‘suv?- (267)

Yang-Mills-Theorie in Lorentz-Eichung
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Kopplung zwischen Gluonfeld und Geistfeld; das Geistfeld kann also nicht unabhéngig
vom Gluonfeld betrachtet werden; Geister erscheinen in Form innerer Linien in Feynman-
Diagrammen.

Gluonpropagator analog zum Photonpropagator:

1 i (p— 1 PuPv
ab o 4 ip(x ab 1%
DFle/(x7 y) - (271')4 /d pe B y)5 ]? <5MV - (1 a E) p2 ) (268)
Geistpropagator:

1 —ip(x— a 1
G%{)(mvy) - (27T)4/d4p€ p( y)(_(S b?) (269)

Storungstheorie fiir den WW-Anteil der Wirkung Seg,r analog zu Kapitel 3; Vertices sind

direkt aus (262) ablesbar.
: m%
A H abce
v . -9f
() __

z.B. Gluon-Propagator:

\

+¢a{’)ww+&m€“@>+mf>
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7 Quantenchromodynamik (QCD)

7.1 Felder und Wirkung
e QCD ist eine SU(3)-Eichtheorie.
a,(f).
o Quarkfelder ¢, :

— Farbindex a = 1,...,3 (fundamentale Darstellung).
— Dirac-Index bzw. Spinindex A =1,...,4 (Quarks sind Spin-1/2-Teilchen).
— Flavor-Index (f) =1,..., Ny (in der Natur Ny = 6, u-, d-, s-, c-, b- und t-Quarks).

e Gluonfeld AZ:

— Farbindex a = 1,...,8 (adjungierte Darstellung).
— Lorentz-Index = 0,...,3 (Gluonen sind Spin-1-Teilchen).

e Wirkung, Quarkanteil:

Swarih 9 4] = [ e S0 (3,0, 4 mD)ulh)
f
_ / d'e S g5V (w, AB <5abau - igAZ)\C’ab/2> n 5ab5ABm<f>>¢fg(f ), (270)
f

wobei D), = 0, —igA, und A, = AG\?/2.

e Wirkung, Gluonanteil:

1
Samen[d] = 7 / d'z Fl,FY, . Ff, = 0,AL—0,A% + gf*Ab A (271)
bzw.

1
Sguonld] = 3 / d4xTr(FWFW) . Fu o= 0,4, — 0,4, —iglA,, A, (272)

wobei analog zum Gluonfeld Fy,, = Fj,\*/2.
e Vollstindige QCD-Wirkung;:

Sqen[¥, ¥, Al = Squark[¥s ¥, A] + Sgluon 4] (273)
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7.2 Symmetrien

7.2.1 Lokale Symmetrien

e SU(3)-Eichsymmetrie bzw. SU(3)-Farbsymmetrie bzw. SU(3)-Color-Symmetrie, SU(3)

color:
ba) = W) = g@)) | (274)
A) = Al() = g<w>(Au<x>+§aﬂ>g—1<x>; (275)

daraus folgt

Dyp(x) — (Du)!(x) = g(z)Duy(), (276)

d.h. kovariante Ableitungen von Quarkfeldern transformieren unter SU(3)_,,, genau wie
Quarkfelder; die lokale SU(3)-Farbsymmetrie ist die “fundamentale Symmetrie” der QCD;
durch Forderung dieser Symmetrie kann die QCD-Wirkung im Wesentlichen konstruiert
werden.

7.2.2 Globale Symmetrien

o Klassische Physik: Jede (kontinuierliche) Symmetrie, z.B. Translationssymmetrie, liefert
einen erhaltenen Strom, d,j* = 0, und eine zugehérige Erhaltungsgrofe, @ = [ 3z 50,
z.B. Impuls (Noether-Theorem).

KIFFE G, Juni 2012 (16. Vorlesung) *****

e QM/QFT: Jede Symmetrie, z.B. Translationssymmetrie, liefert eine Quantenzahl, z.B.
Impuls, nach der die Eigenzustéinde des Hamilton-Operators klassifiziert werden kénnen;
vertauschen die Generatoren zweier Symmetrien, konnen die zugehorigen Quantenzahlen
gleichzeitig verwendet werden.

o Fiir mM) =m® = ... = mNs) =0 chirale Symmetrie bzw. Flavor-Symmetrie,
SU(N¢)y x SUNf)a x U(1)y x U(1)a:
— SU(Ny)y:
b=y = Ty, (277)
wobei die 7 die Erzeugenden von SU(Ny) sind und 7" im Flavor-Raum wirkt.
+ Realisiert, wenn mM) = m® = . = m®s),

s In der Natur unterscheiden sich die Quarkmassen, d.h. m(® # m(d £ m(s) £
s« m® ~ m@ ist jedoch in guter Niherung erfiillt, daher approximative SU(2)y-
Symmetrie bzw. SU(2)-Isospin-Symmetrie,

Voo ..

o 0 1 0

e T , , .V esu):; (278)
0 1

im “Particle-Data-Booklet” [8] werden Hadronen unter anderem nach ihrem Iso-
spin klassifiziert; z.B. Ny = 2-QCD, JP =0":
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T = ud,
7V = au — dd,
7t =du

(m(n) > m(r ) ~ m(r®) & m(xt).

@) ~ m@ ~ m() ist in grober Niherung erfiillt; die approximative SU(3)y -

x m
Symmetrie wird z.B. in Quarkmodellen verwendet (obiges Triplet wird dann zu
einem Octet).

— SU(Ny)a:

b o= = TRy, (279)

wobei die T* die Erzeugenden von SU(Ny) sind und ¢*T*7%5 im kombinierten Flavor-
Spin-Raum wirkt.

*

*

*

Realisiert, wenn m() = m®@ = .. = mVs) = 0.2

In der Natur verschwinden die Quarkmassen nicht, d.h. m{) = 0.
m® ~ m@ x~ 0 ist jedoch in guter Nitherung erfiillt, daher approximative
SU(2) 4-Symmetrie.

Bei niedrigen Temperaturen spontan gebrochen (chirale Symmetriebrechung).

Jede spontan gebrochene Theorie liefert ein masseloses Goldstone-Boson (Gold-
stone-Theorem); da die nicht-verschwindenden Quarkmassen die SU(2) 4-Symme-
trie bereits schwach explizit brechen, existieren keine masselosen Goldstone-Bo-
sonen, dafiir aber leichte “Mochtegern-Goldstone-Bosonen” (77—, 7%, 7+, mit Ab-
stand die leichtesten QCD-Anregungen).

—U(l)vt
b= Y = ey, (280)

wobei €™ eine komplexe Zahl ist.

*

*

Zugeordnete Quantenzahl “Baryon Number” B (eine historische Bezeichnung,
heute wiirde man es wohl “Quark Number” nennen); im Wesentlichen die Diffe-
renz zwischen Quarkanzahl und Antiquarkanzahl, B = (n, — ng)/3.

Symmetrie liegt auch separat fiir die einzelnen Quarkflavors vor, vertauscht dann
aber nicht mit dem Isospin; wird separat daher i.d.R. nur fiir schwere Quarkflavors
verwendet, z.B. Erhaltung der ¢- oder b-Quarkanzahl (entsprechende Quanten-
zahlen: “Strangeness” S, “Charm” C, “Bottomness” B’, “Topness” T).

’In der chiralen Darstellung setzt sich ein vierkomponentiger Dirac Spinor aus einem zweikomponentigen
linkshéindigen und einem zweikomponentigen rechtshindigen Spinor zusammen, d.h. ¥ = (¢r,¢r), auler-
dem ~s5 = diag(+1,—1); die SU(Ny)a-Symmetrie entspricht also einer entgegengesetzten Rotation links- und
rechtshéndiger Spinoranteile bzw. in Kombination mit SU(Ny)y unabhéngiger Rotationen links- und rechtshandi-
ger Spinoranteile; da im Massenterm der Wirkung links- und rechtshédndige Spinoranteile mischen, d.h.

m gy = m(f)(derd)R - ququL), bricht m) £ 0 die chirale Symmetrie bzw. priziser formuliert die SU(Ny)a-

Symmetrie.

56



7.3

— U(1)4:
vo— Y = Py, (281)
wobei €75 im Spin-Raum wirkt.
+ Klassisch realisiert, wenn m®) = m® = ... = m®r) = .
« Auf Quantenebene gebrochen (U(1)-Anomalie, das Integrationsmafl im Pfadin-

tegral ist nicht invariant unter der Symmetrie); erklirt den grofien Massenunter-
schied zwischen n = @u + dd — 25s und 7' = wu + dd + 3s.

Translationssymmetrie liefert Impulserhaltung.
Rotationssymmetrie liefert Drehimpulserhaltung/Spin (Quantenzahl J).
Diskrete Symmetrien:

— Paritat (Raumspiegelung): Quantenzahl P = +.
— Ladungskonjugation (Vertauschen von Quarks und Antiquarks): Quantenzahl C' = +.

— Zeitumkehr.
Beispiele zur Klassifizierung von Hadronen im “Particle-Data-Booklet” [8]:
— Pion n%: I(JF) =1(07).
— Pion 7% I(JPC) =1(07).
— Proton p, Neutron n: I(JF) =1/2(1/2%).

Eine kurze Diskussion von Helizitdt und deren Zusammenhang mit Chiralitidt im Fall
masseloser Spin-1/2-Teilchen findet sich in Anhang B.

Das statische Quark-Antiquark-Potential in fithrender Ordnung

Im Folgenden soll mit geringem Aufwand und ausschliefllich auf bisher vermitteltem Wis-
sen aufbauend die Berechnung einer wichtigen QCD-Observable, des statischen Quark-
Antiquark-Potentials, in fithrender Ordnung skizziert werden; in der Literatur wird i.d.R.
eleganter vorgegangen (siche z.B. [9] und Referenzen darin).

QM, HO: Berechnung der Energiedifferenz Ey — Eq (|2): Grundzustand, |0) niedrigster
Zustand negativer Paritéit) aus dem exponentiellen Abfall einer geeigneten Korrelations-
funktion,

©le(z(0)]0) = 3 |(@lalj)[ e Br-For (252)
J
Jim (©Qlz(0a(0)]0) = [(@lrjo)|e (oo (283)

(Abschnitt 1.5.2, Gleichung (86)).

KIFFH Q. Juni 2012 (17. Vorlesung) *****
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e Analoges Vorgehen zur Berechnung des statischen Quark-Antiquark-Potentials in der QCD:

— Statisch bedeutet “unendlich schwere Quarks an fester Position, kénnen weder erzeugt
noch vernichtet werden”.

— Statisches Potential Vi,5(r): Energiedifferenz zwischen dem QCD-Vakuum und dem
niedrigsten QCD-Zustand, der genau ein statisches Quark-Antiquark-Paar im Ab-
stand r enthélt sowie leichte Quarks und Gluonen.

e Testzustand |P):

— QM, HO: Paritét ist eine Quantenzahl des HOs; es wurde in Abschnitt 1.5.2 gezeigt,
dass [®) = x|Q2) negative Paritét besitzt; ) ; konnte bzw. kann damit auf Zustinde
|7) mit negativer Paritit beschriankt werden.

— QCD, Vyg(r): die Anzahl der unendlich schweren Quarks/Antiquarks an jedem ein-
zelnen Raumpunkt ist eine Quantenzahl (mit anderen Worten: Ein Zustand, der ein
unendlich schweres Quark bei x enthélt, ist orthogonal zu allen Zusténden, die keine
unendlich schweren Quarks bei x enthalten); damit ist

’(I)> = Q(07 0, _T/Q)’YSAQ(()? 0, —|—7“/2)‘Q> (284)
=—r/2 =+r/2

ein geeigneter Testzustand (75 legt die Spineinstellung fest, orientiert sich an den
pseudoskalaren Meson-Grundzustéinden; das statische Potential ist ohnehin spinun-
abhéngig, die Wahl von 5 in diesem Zusammenhang also von untergeordneter Be-
deutung; die 3 x 3-Matrix A legt die Farbeinstellung fest, wird erst spéter spezifiziert).

e Korrelationsfunktion (®(¢)|®(0)), ¢ > 0:
— Umschreiben von

(@0)[@(0) = —(QUQ(+7/2,1)35ATQ(=r/2.)Q(=1/2,0)75AQ(+r/2,0)[Q2)  (285)

in ein Pfadintegral, Berechnung der Reihenentwicklung des Pfadintegrals in ¢? mit
Hilfe von Storungstheorie.

— Vergleich mit dem asymptotischen Verhalten,

lim (9(£)|®(0)) = lim > e~ FimBa)t  — e Voot (286)
J

2
lim (@15
——
Cj
liefert die Reihenentwicklung des statischen Potentials,
Voo(r) = Vo+g°Va(r) +g*'Va(r) + ... (287)

e Quarkpropagator (Fortsetzung von (220)):

1 iy YD T
S _ dt ip(x—y) HEp _
F(x, y) (271')4 / pe p2 T+ m2
1 A A B L i
- (2m)3 /d?’p ¢~ iP(x=Y) ;= Blzo—yo| =70 —I—;gjp] il m’ (288)

wobei E = \/m? + p2 und £ = + fiir 29 — yp > 0 und £+ = — fiir zg — yo < 0.
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e Freier statischer Quarkpropagator®: Limes m — oo liefert

1 , 1+ 1+
Sp(z,y) = (277)3 /al?;pezp(xy)em:coyo|770 _ 5(X_y)e—m\xofy0\770.

(289)

e Feynman-Regeln der QCD (Lorentz-Eichung, £ = 1):
— Propagatoren: Quarkpropagator (Gleichung (220), statischer Fall Gleichung (289)),
Gluon-Propagator (Gleichung (268)), Geist-Propagator (Gleichung (269)).

— Vertices direkt aus der QCD-Wirkung (273) ablesbar; 3-Gluon, 4-Gluon, Gluon-Geist-
Antigeist bereits in Abschnitt 6.3.2 diskutiert, zusétzlich Gluon-Quark-Antiquark.

A
~g
A
A A
~ ~g
S

— Raumzeitintegrale iiber Vertexpositionen wie gehabt.

— Kombinatorik wie mehrfach in den Ubungen besprochen.
e Ordnung ¢°:

— Feynman-Diagramm:

,,,,,,,,,,,,,,, statische
e Quarklinien
» T ‘
z,
—

r

— Beitrag zur Korrelationsfunktion:

(T (37T Q=r/2,0Q(=7/2,0) A QU+7/2,0Q(+r/2,8) ) ) —

—Sp(—r/2,t;—r/2,0) —Sp(+7r/2,0;—r/2,t)

3In der Literatur wird iiblicher Weise wird nicht der freie sondern der volle statische Propagator verwendet,
der analytisch berechnet werden kann (siehe z.B. [6]).
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o 149 1-
— (6(0))%e™? tTr<75 27075 270>Tr(ATA) =

=2
= 2(5(0))? (1 —omt + ... )Tr (ATA), (290)

/

wobei (...) fiir den entsprechenden Pfadintegralerwartungswert steht.
— Vergleich mit (286) und (287): Cy ist der t-unabhéngige Anteil, d.h.

Co = 2(5(0))2Tr(ATA). (291)
e Ordnung g*:

— Relevanter WW-Term aus (270): —ig&“fyMAZ()\c’“bﬁ)wb.

— Feynman-Diagramme:

~g ~g

1—GIuon—Austausc\

~9

~9

QQ-WW, r-abhingig keine QQ-WW, da r-unabhingig

— Es wird nur der 1-Gluon-Austausch zwischen dem Quark und dem Antiquark berech-
net; ein Gluon, das vom Quark (oder dquivalent vom Antiquark) ausgesendet und
wieder absorbiert wird, tragt nicht zur Quark-Antiquark-WW bei, liefert also einen
r-unabhéngigen und damit uninteressanten Beitrag.

— Beitrag zur Korrelationsfunktion (im Folgenden bereits lim;_,~, damit kann f dxg
und [ dyo als fot dzy und fot dyo betrachtet werden):

—92/d4x /d4y
t A*
Tr(fy5A SF(—r/Q,t;x)’yMESF(m; —r/2,t)

)\b
'Y5ASF(+7°/2,O;y)%ESF(y;+7"/2,0))D%’,’W(x,y) =

1+ 0 1"_'70 1_70 1_,-}/0 a a
2 _—2mt ) T

—_— _!7 e T] i T A A
<’Y5 2 2 gL 2 7 2 : 2 2

=2

[ [ty (i) (st )" ok et

=1/4n2(z—y)?
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_ L 2_—2mt FAT LAY / / o
= 539 (6(0))%e Tr( A 5 A 5 dxo [ dyo o ?
:7rt/7"
_ L eson(i— A A E
= -’ (6(0) (1 2mt + . )Tr<A AT )- (292)
— Vergleich mit (286) und (287):
1 A4\
_ 2 - = T2
CoValr)t = 5P GO)PTr (A AT ) (293)
e Spezielle Wahl der Farbausrichtung:
— Color-Singlet, d.h. A = 1:
Co = 2(5(0))? Tr(ATA) = 6(5(0))? (294)
3
1 AY ANt
~Cog*Va(r)t = —g*(s TATA—:—Q—t 2
Cog“Va(r) 59 (6(0))2 Tr 5 ) Cog -z (295)
ﬁ,_/
=4

also

let 9
VQQg (r) = Vo— 3—r+0( 9'); (296)

Stérungstheorie fiir Vi (r) nur fiir QQ-

Separationen <0.2fm eine verniinftige Nihe-

rung; attraktives Singlet-Potential ist Hinweis auf Mesonbildung.

smglez )

linear : Confinement
. (nicht mit Stérungstheorie berechen!

Gitter—-QCD erforderlich)

/\‘ 0.2i5 fm

" Stérungstheorie gut,
singlet _
Voo =

— Color-Octet, d.h. A = \*/2:
2000002 Tx(ATA) = (6(0))?
———

=1/2

Co
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1

—Cog*Va(r)t = %92(5(0))2 Tr(———_

(jeweils keine Summe iiber a), also

2
Vocj:et - W g O 4.
Q0 (r) 0+ My +0(9%);

repulsives Octet-Potential ist Hinweis auf Farb-Singlet-Bildung.

(298)

(299)

e Zahlreiche Beispiele und Rechentechniken und -tricks zur stérungstheoretischen Berech-
nung von Observablen in der QED, QCD oder schwachen WW finden sich z.B in [10].

XXXXX Potentialberechnung ist nicht korrekt! (Auch wenn Ergebnis stimmt.)

XXXXX
Korrekte Vorgehenweise:
e Expansion der Korrelationsfunktion in Potenzen von g:
Ct) = (eM)|e(0)) = To(t)+¢*Ta(t) + O(g")
mit den berechneten

To(t) = 2(5(0))26’2mtTr<ATA>

1 o @ e\ ¢t

e Zusammenhang zwischen Korrelationsfunktion und statischem Potential:

lim C(t) = ae Veat
t—o00
beziehungsweise
oy — i €O
Yoolr) = = lim &y
o Aus
: 2 9°Ta(t) 4
Ct) = —2m(To(t) +9*To()) + T=22 + 0(gY)
folgt
2
_ T 9 T5(t) 4
Voo(r) = —Jlim <2m o (1) ) +0)
g2Tr<Af(Aa/2)A(Aa/2)) )
= 2m— O(g").
4rTr(ATA)
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e Der Limes t — oo ist bis einschlielich Ordnung g2 nicht nétig (keine t-Abhingigkeit);
er wurde jedoch in gewisser Weise bereits verwendet, da rdumliche Paralleltransporter
ignoriert wurden (beim Vergleich mit Gitteresultaten bei endlichen ¢ miissen diese in der
Gitterrechnung vermutlich weggelassen werden).
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8 Renormierung

8.1 Einfithrendes Beispiel: Federkette in der klassischen Mechanik

e Ziel: Beschreibung der Bewegung eines makroskopischen geschlossenen “Gummibandes”.

e Theoretisches Modell: Federkette, N Massenpunkte (Masse jeweils m, Koordinaten q;)
verbunden durch Federn (Federkonstante jeweils k),

L= > (Zaor-ban -aao)) (307)

J=1

(qo = qn ), d.h. Theorie besitzt zwei Parameter, m und k.

e Ubergang ins Kontinuum, d.h. unendlich viele Massenpunkte, N — oo, AX = 1/N — 0:

3 ; — . 2
b ;“(%@j(t»?—kf(w) A}’“(t)>> .

1 2

m . o kAN (dg(A,t)
R /0 dx <—2 @) - S (7@ . (308)

N——

=q’'(\t)

e BGI:
2

ane - B g0 = o, (309)

d.h. die bekannte “Standard-Wellengleichung”.

e Losung:
qAt) = Fir(A+ovt) + F_(\—ot) (310)

mit der “Wellenausbreitungsgeschwindigkeit” v = y/k/mAX, wobei F und F_ beliebige
Funktionen sind.

e Jetzt Test des theoretischen Modells, d.h. Vergleich mit Experimenten:

— Der Experimentalphysiker misst in seinen “Gummibandstudien” verschiedene Obser-
vablen, z.B.
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* die Masse des Gummibandes My,
* die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Anregungen vexp;

sowohl Mey;, als auch veyp, sind endliche Grofien.

— Der Theoretiker berechnet die gleichen Observablen im Rahmen seines oben disku-
tierten Modells:

x Masse des Gummibandes;

m

N N 1
m m
M — — A - _— = _— 11
jEZlm ;:1 )\A)\ — /0 d\ A AN (311)

x Ausbreitungsgeschwindigkeit von Anregungen:

v = \/EA)\; (312)
m

fiir endliche Werte der Parameter m und k& des Modells folgt wegen A — 0
M — oo und v — 0, in scheinbar offensichtlichem Widerspruch zu den experimentel-
len Ergebnissen.

e Modell ist schlecht? ... Muss verworfen werden? ... Nein.
e Losung: Renormierung der “nackten Parameter” (“bare parameters”) m und k:

— Wahle m so, dass m/AX = Meyp, d.h. schicke den nackten Parameter m in Abhéngig-
keit vom “Regulator” A\ in geeigneter Weise gegen Null,

m = MgpAX — 0. (313)

— Wiéhle k so, dass \/k/mAX = vexp, d.h. schicke den nackten Parameter k in Abhéngig-
keit vom “Regulator” A\ in geeigneter Weise gegen Unendlich,

k = m(vexp)Q/A)\2 = Mexp(vexp)Q/A)\ — 0. (314)

— Lagrange-Funktion des Modells kann durch endliche physikalische Parameter ausge-
driickt werden:

! Mexp . ]\4’exp(vexp)2 /
b= [ (Faonr - il aoun?) (315)

2

e Renormierung in der QFT: Grundprinzip genau wie beim simplen mechanischen Beispiel.

— Setzt man die in der Wirkung auftretenden nackten Parameter (z.B. m und X\ bei
der ¢*-Theorie) auf endliche Werte, erhilt man als Ergebnisse fiir Observablen i.d.R.
Unendlich.

— Erster Schritt: Regularisierung, d.h. Einfiihren eines neuen unphysikalischen Para-
meters (hier A)), der “Nullen” oder “Unendlichkeiten” in den nackten Parametern
und in den Observablen parametrisiert und damit sinnvolles Rechnen mit solchen
Grenzwerten ermoglicht.

— Zweiter Schritt: Renormierung, d.h. schicke die nackten Parameter (hier m und k)
in Abhéngigkeit vom Regulator in geeigneter Weise i.d.R. gegen Null, so dass alle
berechneten Observablen endliche Werte annehmen und damit die Theorie sinnvoll
ist.

KIFFE 15, Juni 2012 (19. Vorlesung) *****
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8.2 Divergenzen in ¢*-Theorie
e Wirkung (Euklidische Version): Siche (116).
e Feynman-Regeln im Impulsraum: Siehe Abschnitt 3.1.

o O()N)-Beitrag zur 2-Punkt-Funktion Ga(x1,z2) (siche auch (135)): Graphisch

1 )

b1 b2
bzw.

1 ) 1 1 ) 1
dip, e~ P11 /d4 e~ WP2w2
<2w>4/ o prm2 et )

duBlere Punkte und Linien (werden im Folgenden meist weggelassen)

1 L1
<—>\§5(P1 +P2)/d km)

1 . 1 , A o
— —>\§6(P1+p2)/d km ~ limo [k ks~ m A (316)

wobei ~ die sogenannte UV-Divergenz (Divergenz fiir groe “Impulse”) anzeigt, hier qua-
dratische Divergenz.

o O(\?)-Beitrag zur 4-Punkt-Funktion Gy(x1,...,z4): Graphisch

X9 D kl T3
2
p3
n D4
X1 ko X4
bzw.
+A21/d4k /d4k 5(pr + pa — k1 + k2)S(ps + pa + kr — ka)—— L
5 1 20(P1 T P2 1 2)0(P3 T P4 1 2 k%+m2k§+m2 =
1 1 1
= +A%=6 d'k ~
* 2 (p1+ —|—p4)/ 1/€%+m2 (k1 + ps + pa)? +m?
A
1
. 3 .
~ Ah_r)]go dklklk—% ~ Ah_r)réoln(A), (317)

also logarithmische Divergenz.

e Mit diesen und #hnlichen weiteren Divergenzen muss in kontrollierter Weise umgegan-
gen werden (verstehen, beseitigen); ansonsten wire ¢*-Theorie nicht sinnvoll bzw. wenig
aussagekriftig.
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e Welche Diagramme liefern Divergenzen und wie stark sind diese Divergenzen?

Allgemeine Betrachtungen fiir ¢"-Theorie in d Raumzeitdimensionen.

Anzahl der inneren Linien: 1.

Anzahl der d&ufleren Linien: FE.

Anzahl der Vertices: n (betrachtet wird also ein Diagramm der Ordnung A\™).

Jede innere Linie liefert 1/p? sowie [d?p (in d Raumzeitdimensionen), also d — 2
Potenzen von p.

Jeder Vertex liefert eine impulserhaltende -Funktion, also —d Potenzen von p; fiir
ein zusammenhéngendes Diagramm mit dufleren Linien (also kein Vakuumdiagramm)
verbleibt nach Integration iiber die Impulse der inneren Linien eine impulserhaltende
d-Funktion 6(p1 + ...+ pg), wobei die p; die Impulse der dufieren Linien sind.

Damit folgt fiir den Grad der Divergenz D eines Diagramms
D = (d-—2)I—d(n-1). (318)

I, E und n erfiillen n = (E + 2I)/r bzw. I = (nr — F)/2; damit kann (318) umge-
schrieben werden:

D = (d—2)(nr—E)/2—dn—1) = ((d/2 1) - d)n —(d/2-1)E +d;
(319)

fiir den héufig betrachteten Fall r = 4 und d = 4 gilt damit

D = 4-E; (320)

diese Gleichung ist konsistent mit den expliziten Beispielrechnungen (316) und (317);
sie deutet auBlerdem an, dass Diagramme mit mehr als vier &ufleren Beinen endlich
sind (stimmt nicht ganz, siche weiter unten).

Wenn der Vorfaktor von n in (319) positiv ist, bedeutet das, dass Ordnung fiir Ord-
nung in A immer mehr divergente Diagramme existieren (fiir jede Anzahl von dufleren
Linien E gibt es ab einer hinreichend hohen Ordnung in A divergente Diagramme); da
die volle Theorie einer unendlichen Reihe in A\ entspricht, ist es aussichtslos, alle Di-
vergenzen zu “entfernen”; solche Theorien nennt man nicht-renormierbar; ein Beispiel
fiir eine nicht-renormierbare Theorie ist ¢%-Theorie in d = 4 Raumzeitdimensionen.

Wenn der Vorfaktor von n in (319) negativ ist, treten Divergenzen nur in niedrigen
Ordnungen in A auf, es gibt also nur eine endliche Zahl divergenter Diagramme; solche
Theorien nennt man super-renormierbar; ein Beispiel fiir eine super-renormierbare
Theorie ist ¢3-Theorie in d = 4 Raumzeitdimensionen.

Wenn der Vorfaktor von n in (319) verschwindet, treten Divergenzen zwar in jeder
Ordnung in A auf, aber nur fiir Diagramme mit wenigen #ufleren Linien (im Ge-
gensatz zu nicht-renormierbaren Theorien verschlechtert sich die Situation nicht mit
zunehmender Ordnung in A); in einem solchen Fall besteht die Hoffnung, dass die
Divergenzen Ordnung fiir Ordnung “entfernt” werden konnen; ist dies méglich, nennt
man die Theorie renormierbar; Beispiel fiir renormierbare Theorien sind ¢*-Theorie
in d = 4 Raumzeitdimensionen sowie QED und QCD.

67



— Bei der Herleitung von (319) wurde von dem “gutartigen” Fall ausgegangen, dass sich
unabhéngig von der Struktur eines Diagramms die “schlechten” positiven Potenzen
von p im Z&hler und die “guten” negativen Potenzen von p im Nenner gegenseitig
ausloschen; dies ist nicht immer der Fall, wie die beiden Beispiele

Dennoch divergent
wegen dieser Subdiagramme

E=6 = D=-2

zeigen; der Grad der Divergenz D ist zwar negativ, wegen divergenten Subdiagram-
men divergieren die Diagramme dennoch (D wird deswegen auch meist als oberflachli-
cher Grad der Divergenz oder Superficial Degree of Divergence bezeichnet).

— Weinbergs Theorem: Ein Diagramm ist endlich, wenn sein Grad der Divergenz D und
die Grade der Divergenz aller Subdiagramme negativ ist (ohne Beweis).

8.3 Regularisierung von ¢*-Theorie in d = 4 Raumzeitdimensionen

e Um storende Unendlichkeiten entfernen zu kénnen, ist es zunéchst erforderlich, mit ihnen
rechnen zu koénnen; dazu dient die Regularisierung.

e Einfaches Beispiel: Cutoff-Regularisierung.

— Ersetze alle Impulsintegrale geméf
‘ﬁ%% d*p:; (321)
Ipl<A

A ist also der maximale Impuls.

— Am Ende einer Rechnung wird der Limes A — oo genommen; physikalische Ergebnisse
sind damit unabhéngig vom eingefiihrten Cutoff A.

— In vielen Fiéllen verursacht Cutoff-Regularisierung neue Probleme, z.B. weil sie die
Eichsymmetrie bricht.

e Elegante Methode: Dimensionale Regularisierung, lege die Anzahl der Raumzeitdimensio-
nen d nicht fest, sondern rechne fiir beliebige d, insbesondere

Lﬁ%%/m, (322)

wobei d € R; betrachte am Ende einer Rechnung den Limes d — 4.

e Wirkung in d Raumzeitdimensionen:

m2 4—d
St = [ ata (G000 + ot + o). (323)

— S muss dimensionslos sein, also [S] = 1.
— 0, hat Einheit Lénge ™!, also [9,] = 1/L.
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— Folglich gilt [¢] = 1/L/?~1.

— Folglich gilt [m] = 1/L (sinnvoll, da Massen in Einheiten inverser Linge ausgedriickt

werden kénnen und umgekehrt).

— Die Kopplungskonstante A soll dimensionslos bleiben; damit muss als Vorfaktor im
¢*-Term ein neuer dimensionsbehafteter Parameter eingefiihrt werden, der die Einheit

L4 besitat; verwende dafiir u*~?, wobei p die Einheit Masse = Linge ™! besitzt.

HIFFE20. Juni 2012 (20. Vorlesung) *****

e Betrachte nun den divergenten Beitrag (316) zur 2-Punkt-Funktion Ga(z1,x2) in d Raum-

zeitdimensionen,
—u4_d)\15(p1 + p2) / de L (324)
2 k2 +m?
Einschub: Integration in d Raumzeitdimensionen
e Ziel: Lose
/ dk ! = (325)
(k% + 2kq + m?)> Y
wobei zunéchst d > 3 und ganzzahlig.
e Umschreiben auf Kugelkoordinaten: k, = (ko,r) — (ko, 7, ¢,61,...,04-3),
+o00 +00 2m =3 .
/ Ak = / dko / drrd=2 / do I / do; sin’ (6;). (326)
— 00 0 0 j=1 0
o Lege die ko-Achse in Richtung g,,, damit g, — (g, 0) sowie
+o00 +o00 rd—2 d=3 .x A
= 271/ dkyg / dr / df; sin’ (0;) = 327
e 0 (kg +r2 4 Qkoq +m2)a ]1;[1 0 J ( ]) ( )
e Im Folgenden hilfreich: Verschiedene Darstellungen der Eulerschen Betafunktion,
1 w/2
B(z,y) = / dtt* N1 -ty = 2/ dt sin®Y 1 (t) cos® 1 (t) =
0 0
+o0o t2a:—1 T T
— 9 / dt e = M’ (328)
0 (1+22)+y I'(z+y)

giiltig fiir Re(z) > 0 und Re(y) > 0; I bezeichnet die Gammafunktion,
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— firz e Ry

I(z) = / dtt*~te (329)
0

eindeutig fortsetzbar auf die komplexe Zahlenebene,
Polstellen bei x =0,—-1,-2, ...,
—firneNy TI'(n)=(mn-1)0.

e Verwende (328) mit 2y — 1 = j und 2z — 1 =0:

. VAT (( + 1)/2)
df sin’ () = , , 330
0 = .
wobei I'(1/2) = /7 verwendet wurde; damit
o (d=1)/2 +o00 +o00 rd—2
= — dk: d = ... 331
I'((d—1)/2) /Oo 0 /0 : (k% + 12 + 2kog + m?)> (331)

ab jetzt kann d beliebige reelle Werte annehmen.

e Variablentransformation p = kg + ¢; damit kg + 2koq = p® — ¢° sowie

or(d—1)/2 +o0 +o0 pd—2
= Td=17/2) d d = .. 332
I'((d—1)/2) /Oo p/o T(p2_|_»,~2_|_m2_q2)a (332)
e Variante von (328):
+o00 t2$—1 1 +00 t2$_1
[Tt = [ @ _ L M@r), 533
0 (AQ + t2)$+y A2y 0 (1 + t2)m+y 2 A2y F(x + y)

verwende diese Beziehung mit 2z — 1 =d — 2, x +y = o« und A% = p> + m? — ¢*

(d—1)/2 _ _ +o00
S Pla—(d-1)/2) dp ! = (334)
I'(a) - (P2 + m2 — g2)a—(d-1)/2

verwende (333) mit 2x —1 =0, x+y =a — (d —1)/2 und A% = m? — ¢*

72T (o — d)2)

Ta) (e — ) )
Endergebnis:
/ i 1 _ 72T (o — d/2) (336)
(kt2 + 2kq + mQ)a F(a)(m2 _ q2)a—d/2'
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e Fortsetzung von (324): Verwende (336) mit o =1 und ¢ = 0,

1 20(1 — d/2
_M4_d)‘§5(p1 +p2)L/) = ..

m2fd
(337)

1

1
4—d d
—H A=0 + d%k ————
2 (P pZ)/ k2 +m?

die Divergenz fiir d = 4 steckt jetzt in I'(1 — d/2) (die Gammafunktion hat, wie bereits
erwihnt, Pole bei 0 und den negativen ganzen Zahlen).

e Das Verhalten der Gammafunktion in der Nahe ihrer Pole ist

M(—n+e = (_n—l,)"<%+¢1(n+1)+0(e)>, (338)
wobei

hin+1) = 1+%+...+%—7 (339)
y = nlggo<1+%+...+%—1n(n)> — 0577215 ... (340)

(v wird als Euler-Mascheroni-Konstante bezeichnet); ein Beweis findet sich z.B. in [1].

e Setze d = 4 — ¢; damit ; damit

2
N1-d/2) = T'(-14¢/2) = ———14+~v+0(¢) (341)
€
sowie
o 1 m22 2
= —M>\§5(P1+p2)ﬁ<—;—1+7+0(6)> =
_ ! 2, 2 p? o2 2 _
= )\25(p1+p2)77m <7rm2> 6—1—1 v+ O0()) =
| —

=1+$1n (%)4’0(62)

= A5 petm? (21— 1 “—2+0() -
= 2291 p2)mm c Y Dwmz € =

222

1
= )\55(]91 + p2) + finite. (342)
e Analoge Behandlung des divergenten Beitrags (317) zur 4-Punkt-Funktion Gy (z1,...,24)
in d Raumzeitdimensionen liefert
21
2

1 1

Sp1+ ...+ /ddk = ... =
(py P4) k2 +m?2 (k + ps + ps)? + m?

+(ptN)

1
= Nouopr ..+ po)r?

(%_7_/016& n (W((Ps +P4)ZZ(21—Z)+m2)>+O(E)> _

=F((p3+pa)?,m,p)
2, €

1 2
= N300+ .+ pa) T o+ fimite (343)
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(— Hausaufgabe; hier kann p¢ = 1 + eln(u) + O(€) nicht verwendet werden, weil p nicht
einheitenlos ist).

e Die in Abschnitt 3.3 eingefithrten Proper Functions I'y(z1,...,x,) enthalten die eben
studierten Unendlichkeiten in elementarer Art und Weise (wie bereits in Abschnitt 3.3
angedeutet ist es ausreichend, im Zug der Renormierung alle Proper Functions endlich zu
machen, da diese die fundamentalen Bausteine der Stérungstheorie bilden).

HHIFFE 22, Juni 2012 (21. Vorlesung) *****

— I's bzw. fg:
* Gleichung (135):
Ga(z1,22) = Gy(w1,22) =

_ (21)d/ddpe—ip(a:1—x2)
s

1 _ 1 a—dy L [ 1 2
p? + m? (1 (2m)d(p? —i—mZ)'u AQ /d g k2 +m? FOAT ). (344)

=G5(p)  (Gleichung (158))

« Gleichung (159):
Da(p) = =

A1+ eln(27) + O(€2))
a 322

<% +1—v+In <7T”—T;> + O(e)> + O(A2)> =
= pP+m? (1 - 3;2 (% +1-7+In (ﬁ;’f) +O(e)> + O(/\2)> =

finite

+ finite + O(A2)> : (345)

= p2 + m2 <1 _
— I'y bzw. f’4;

x Mit Hilfe einiger Gleichungen aus Kapitel 3 folgt

P4(.%'1,...,.%'4) =

A 1 _
- /ddm e 1L @n) /ddp4 e PG (pr 4+ ...+ pa)

<Md—4)\(2ﬂ_)d_ (Md—4)\)2%</ddk 1 1

k2 +m? (k + p3 + ps)? +m?

1672¢




+«m+mwwm+m0+0m+mwwm+m0)+aﬁ0<M®
und damit

f4(p1,"'ap4) =

6

A
= (277)4M65(p1+---+1)4)>\<1 32?<——37 F((ps + pa)*,m, 1)

4Wm+mﬁmw%4Wm+mﬁmM+0@>+WVO -

3
— (277)4M55(p1 4+ ... +p4))\<1 T6m 2

Test durch Betrachtung der Dimensionen:

+ finite + (’)()\2)> (347)

g = L,

waw41=LW%m.

10 = [ <[ dha))r = Lo,
) [F fd4 _ pn(d/2—1)

- Jetzt Verglelch. [Gleichung (347)] = L=<t = L24=* _ konsistent mit [[y]
aus vorheriger Zeile.

8.4 Renormierung von ¢*-Theorie in d = 4 Raumzeitdimensionen

e Setze die Proper Functions auf endliche Werte; richte die Parameter m und A so ein (d.h.
“schicke sie geeignet gegen Unendlich oder Null” [abhéngig von der betrachteten Theorie]),
dass die Proper Functions genau diese endlichen Werte annehmen.

o I's:

— Setze

To(p) = p*+mhp, (348)

wobei mp endlich ist (angenommen, Euklidische ¢*-Theorie wiirde unsere Welt be-
schreiben, dann wére mp die Masse eines ¢-Teilchens, die ein Experimentalphysiker
messen wiirde); mp nennt man renormierte Masse, m nackte Masse.

Identifiziere (345) und (348),

A (2 47t pi?
2 2 2 — 2 2
p*+m ( 327T2< —|—1—’y—i—ln< 3 >>+O(A )) = p°+mhp, (349)
woraus
A (2 47 p?
2 2
m* = <1+322< +1—7 +ln<m%>>+(’)()\)> (350)

folgt; die nackte Masse m ist also unendlich, liefert aber T'a(p) = p? + m% + O(A\?)
und damit eine endliche “physikalische” Masse m%hys =m% + O(\?).
In der Literatur (z.B. [1]) wird beim Renormieren hiufig nur der unendliche Anteil

n (349) betrachtet, also

A
1672¢

p* 4+ m? <1 - + (’)()\2)> = p’+my (351)
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identifiziert, woraus

A

2 2 2

folgt; die nackte Masse m ist also ebenfalls unendlich und liefert eine endliche Proper
2-Punkt-Funktion,

Ta(p) = p2+m%¢<1—32%<1—7+1n <4;’2‘2>> +O(>\2)>; (353)

R

—
—n2
_mpl\ys
die “physikalische” Masse mppys ist aber in weniger offensichtlicher Weise mit der
renormierten Masse mp verbunden.

(349) und (351) nennt man Renormierungsbedingungen; Renormierungsbedingungen
miissen Unendlichkeiten in physikalischen Gréflen beseitigen, sind aber davon abge-
sehen, nicht eindeutig, wie auch die beiden Beispiele (349) und (351) zeigen.

Setze
Ly(pr,...,pa) = (20)*uS(pr + ... pa) AR (354)
p1=...=p4=0 p1=...=p4=0

(u€ sorgt fiir die richtige Dimension; siche Dimensionsbetrachtungen unterhalb von
(347)), wobei Ag endlich ist (angenommen, Euklidische ¢*-Theorie wiirde unsere Welt
beschreiben, dann wére Ap proportional zur WW von ¢-Teilchen mit ein- bzw. aus-
laufenden Impulsen p; = ... = ps = 0, die von einem Experimentalphysiker in einem
Streuexperiment gemessen werden konnte); Az nennt man renormierte Kopplung, A
nackte Kopplung.

HIFFE 2T, Juni 2012 (22. Vorlesung) *****
Identifiziere (347) und (354),

A(l - m(z —v—F(O,m,u)> Lo )) . (355)
woraus
A = AR(l + 2n ( y F(O,m,m) ¥ 0<AR>) (356)

folgt; die nackte Kopplung A ist also unendlich, liefert aber eine endliche impuls-
abhéngige physikalische Kopplung
f4(p1,---,P4)

phys(pl’ ,p4) (27_‘_)4#65(291,”. ’p4)

A (6
= )‘<1 ~ 39,2 (g — 3y — F((p3 + pa)?,m, 1) — F((p2 + pa)®,m, 1)

—F((p +p4)2,m,u)> + (’)()\2)> —
= AR <1 + 3;% <F((P3 +pa)2,m, 1) + F((p2 + pa)*,m, p)
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CF((p + pa)?my ) — 3F<o,m,u>) n OWR)). (357)

— Neben (355) sind auch hier andere Renormierungsbedingungen denkbar, z.B. kénnte
man sich wie in (351) auf den unendlichen Anteil beschrénken, oder die Renormie-
rungsbedingung bei anderen Impulsen p; # 0 formulieren; Ar hétte dann eine andere
physikalische Bedeutung, die Unendlichkeiten héitte man aber ebenfalls entfernt.

— Da die nackte Kopplung A — oo (Gleichung (356)), ist Storungstheorie in A nicht
sinnvoll; stattdessen sollten Stérungsreihen in der renormierten Kopplung Ar oder in
der physikalischen Kopplung Aphys(p1, ..., pa) bei festen Impulsen pq, ..., ps gebildet
werden; Voraussetzung ist natiirlich Ag < 1 bzw. Aphys(p1, - .., p4) < 1; eine Ausnah-
me bildet die niedrigste Ordnung der Stérungstheorie, fiir die A = Agp = Appys gilt; in
diesem Fall kann die “Stérungsreihe” auch im nackten A gebildet werden.

— Die Impulsabhéngigkeit der physikalischen Kopplung (357) deutet an, dass Storungs-
theorie nur in gewissen Impulsbereichen sinnvoll einsetzbar ist (in Bereichen, in denen
Aphys(P1s---5p4) < 1), in anderen Impulsbereichen dagegen nicht (in Bereichen, in
denen Aphys(p1,--.,p4) 2 1); ein Beispiel ist QCD: Die QCD-Kopplungskonstante ist
klein bei grofien Impulsen (— asymptotische Freiheit, Storungstheorie funktioniert
sehr gut), aber grofl bei kleinen Impulsen (— Stérungstheorie ist nicht in der Lage,
niederenergetische QCD-Anregungen [Hadronen] zu beschreiben).

8.4.1 A-Ordnungen versus Loop-Ordnungen, Renormierung in h6heren Ordnungen

o Ist die gezeigte Renormierung systematisch (d.h. Ordnung fiir Ordnung) in A?

— Nein, Unendlichkeit in T'y entspricht O()), Unendlichkeit in Ty entspricht O()\?).

— Systematische Renormierung bis O(A): Nur Massenrenormierung erforderlich, die
nackte Kopplungskonstante A entspricht der physikalischen Appys und ist endlich.

— Systematische Renormierung bis O(\?): Zwei weitere Diagramme miissten mit einbe-
zogen werden.

beide O(A\?)
-

A

e Die gezeigte Renormierung ist systematisch (d.h. Ordnung fiir Ordnung) in der Anzahl
der Loops und damit in A, also eine systematische Entwicklung um die klassische Theorie.
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1-Loop , O(R°)

2-Loop , O(Rh')

— “Wiedereinfiihren” von h:
1
Sl = 25lel; (358)
damit verdndert sich (117) geméf

20 = 5 [Doow (- il - gsitel+ [ des@o)) =

7 1 h
= Do (- gsiosan)en (3 [aa [ays@arenim) @)
jeder Vertex liefert also 1/h, jeder Propagator h; ein Proper Diagramm (ein Dia-
gramm, dessen dufBere Linien entfernt wurden) ist damit proportional zu h/=".

— Kombinatorik: Fiir die Anzahl der Loops L gilt

in—-F-2n-1
L = = 2(” ) B2+ (360)
(zunéchst 4n offene Beine bei n Vertices, E werden fiir &ufiere Linien benétigt, 2(n—1)
um die Vertices zu verbinden, jeweils zwei der {ibrigen offenen Beine bilden einen

Loop); Einsetzen von n = (E + 2I)/4 (Abschnitt 8.2) liefert

L-1 = I—-mn (361)
RE—L

ein Proper Diagramm ist damit proportional zu

e 2-Looop-Renormierung: Unendlichkeiten kénnen nicht mehr vollstédndig durch die nackten
Parameter m und A\ kompensiert werden; eine sogenannte Wellenfunktionsrenormierung
ist erforderlich, ¢p = Z(;l/ 2¢, wobei Zy4 einen &dquivalenten Stellenwert wie m und A
hat; Wellenfunktionsrenormierung entspricht einem zusétzlichen Parameter vor dem kine-
tischen Term (0,¢)(0,¢); im Gegensatz zur QFT ist ein solcher zusétzlicher Parameter
in der klassischen Feldtheorie iiberfliissig (eine BGl kann mit einem geeigneten Faktor
multipliziert werden, so dass der zusétzliche Parameter vor dem kinetischen Term wie-
der verschwindet; nach einer Redefinition von m und A tritt der zusétzliche Parameter
iiberhaupt nicht mehr auf).
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9 QFT auf dem Gitter

e Pfadintegrale in der QM bzw. QFT sind definiert als Grenzwerte endlich dimensionaler
bzw. abzahlbar unendlich dimensionaler Integrale, z.B.

[po =t [ ] doto) (362)

r€aZt

wobei die Raumzeit mit einem hyperkubischen Gitter diskretisiert wird, d.h. € aZ* an
Stelle von z € R*; dabei ist a der Gitterabstand.

e Gitterregularisierung: Fiihre sémtliche Rechnungen mit endlichem Gitterabstand a aus,
bilde erst am Ende den Limes a — 0 (“Kontinuumslimes”), um “Kontinuumsergebnisse”
zu erhalten.

e Mogliche Gitterdiskretisierungen von Integration und Differentiation:

— Integration:
/d4x F(zx) — Za4F(x). (363)

— Differentiation:

x Vorwarts-Gitterableitung:
F(x + aft) — F(x)
OuF(z) = AlF(z) = - , (364)
wobei [ der Einheitsvektor in u-Richtung ist.

x Riickwirts-Gitterableitung:
F(x) — F(x — af)
OuF(x) — AbF(z) = - : (365)
im Limes a — 0 sind Vorwérts- und Riickwérts-Gitterableitung identisch; dieses

Beispiel zeigt, das Gitterdiskretisierungen nicht eindeutig sind.
HIFFE 29, Juni 2012 (23. Vorlesung) *****

x Partielle Integration:

Za4(A£F(:c))G(x) _ Z a4F(90 +ap)G(z) — F(x)G(x) _

a

a

(wie auch meistens im Kontinuum wurde angenommen, dass die Raumzeit peri-
odisch ist bzw. die “Felder” F' und G im Unendlichen verschwinden).
x d’Alembert-Operator:
OF(z) — AJAVF(z) = )
I

F(x +apy) — 2F(x) + F(x — ajt)
5 ;

- (367)

damit

Y ALF@)(AlG@) = ) a'(ALF()(A)G() =

xT

= - d'F(@)(0G() = - a*(OF(x)G(x). (368)
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e Fourier-Transformation:
— Endliches Raumzeitvolumen, periodische RBS, ¢(x+L,ajt) = ¢(x) (L, ist die Anzahl
der Gitterpunkte in p-Richtung; = kann also auf 0 <z, < L,a beschriankt werden).

— Anzahl aller Gitterpunkte: V = LgLqLsL3, wobei i.d.R. T'= Lo und
L =L, =Ly= Ly und damit V = L3T.

— Fourier-Transformation:

2
Z a’ Jﬂme (z) Pp = %n“ oo =01 Ly =1 (369)
x ~d4 "
@) = gy (o) o™ F0) = 5 X e ™o 70
(2t —~\LlaL, TRy
N————

Nd4p

— Limes L, — oo: Impulsdiskretisierung wird feiner, Wertebereich bleibt gleich,
0 < pu < 27/a,

_ L 4 efipzz:~
Flz) = @m4ﬁwqmdp Fp). (371)

— Limes a — 0 liefert die bekannten Ausdriicke fiir die Fourier-Transformation im
Kontinuum und fiir unendlich ausgedehnte Raumzeit.

9.1 Gitteregularisierung skalarer Feldtheorien

e Freies reelles Skalarfeld, Kuklidische Formulierung:

Sl = 5 [das@)(-04m?)oln) -

%§a4¢(m)(—m+mﬂ)¢(x) Z 'Yt P (00 4 m?)oly).

(372)

e Propagator (diskretisierte aber unendlich ausgedehnte Raumzeit):

— Analog zur “Kontinuums-QFT” (siehe Kapitel 2) als Inverses der Matrix des quadra-
tischen Anteils von S definiert,

3 a4%< ~0W 4+ m?)Ap(y2) = (=O+m?)Ap(z) = 5;;. (373)
Yy

— Fourier-Transformation Y _ate*®e .. .

St (e n)arien = L{(-0 ) )anies -

+ipafi _ 9 —ipafi ,
N ( -2 & 2+ - * m2> D atet P Ap(x,2) =
xX

a
I

78



_ <Z2 (1~ cos( pﬂa)) +m2>AF(p,z) _

_ <£ <2s1n pua/2)> m2> Aplp,z) = etivs, (374)
p

wobei 2sin?(2/2) = 1 — cos(z) verwendet wurde.
— Auflésen nach Ap(p, 2):

. etTipz
Ap(p,z) = . (375)

>, (2sin(z;#a/2))2 4 m?

— Fourier-Riicktransformation:

1 o
Ap(z,y) = / dpe P Ap(p,z) =
2m)* Jip,l<n/a
! . dipeP@=y) ! 5 . (376)
(2m)* Jip.<n/a >, <251n(1’;ua/2)> 4 m2
=Ap(p)

— Im Limes a — 0 gilt 2sin(p,a/2)/a — p, und damit Ap(p) — 1/(p? + m?); man
erhélt also im Limes a — 0 das bekannte Kontinuumsergebnis.

— Der Gitterpropagator Ap(z,y) ist eine Matrix, deren Eintrége fiir endliche a eben-
falls alle endlich sind; Divergenzen verursachende Impulsintegrale werden durch den
Gitterabstand a bzw. den “Cutoff” 7/a regularisiert.

e Pfadintegral:

[ps = | [Taoto) (377)

endlich dimensionales Integral, wenn Raumzeitvolumen endlich (i.d.R. periodisch); eignet
sich bei Verwendung der Euklidischen Formulierung meist gut zur numerischen Umsetzung.

e Erzeugendes Funktional:

- % / I;quﬁ(x) exp < — S[g] + ; a4J(:c)¢(:c)> (378)

= [ o) exo - o)) (379)

(378) ist ein endlich dimensionales GauB-Integral, das sich, wie in Abschnitt 1.5.1 gezeigt,
16sen lasst:

1 4 4
Z[J] = exp (5 ;a Ey:a J(:U)AF(:U,y)J(y)> (380)
(entspricht im Limes a — 0 dem bekannten Kontinuumsausdruck (109)).
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9.2 Die Transfermatrix
e Ziele dieses Abschnitts:

— Die Verbindung zwischen dem bekannten Operator-Formalismus der QM und QFT
und einem Gitterpfadintegral deutlich machen.

— Wie kann man Energieeigenwerte aus Gitter-2-Punkt-Funktionen, insbesondere bei

endlicher (periodischer) Zeitausdehnung, bestimmen?

e Definition: ¢, = {¢(x,t) |t = 7}, d.h. eine Feldkonfiguration zu fester Zeit t = 7 bzw. eine
“Zeitschicht”von Feldvariablen.

e Zerlege die Gitterwirkung in Terme, die nicht mehr als zwei benachbarte Zeitschichten
enthalten (hier am Beispiel von ¢*-Theorie):

Sle] = Z aL|ptta, Pt (381)
Llgrra ] = Y a?% <¢(X7 t+ ac)l —¢(x.t) > C %(L1 [6r+a] + L[] (382)
Lo = S d (% i <¢(x + aj?i) - o(x, t)>2 . %2(¢(X7 t))Q . %<¢(x,t)>4>.
X ]:1
(383)

e Definition der Transfermatrix T,
T(pt1a,dt] = exp < — aL[¢tia, ¢t]>, (384)

bzw. des zugeordneten Operators T,

(Gr+alTIdr) = Tlbtta bt : (385)

— “Zeilen- und Spaltenindizes” der Transfermatrix 7" sind Feldkonfigurationen zu fester
Zeit; die Matrix hat also eine unendliche “kontinuierliche” Menge von Zeilen und
Spalten.

— |¢¢) sind “Ortseigenzustéinde”, d.h. QFT-Zusténde, deren Feldauslenkungen fixiert
sind.

— T kann durch Feldoperatoren (ﬁ(x) und kanonisch konjugierte Impulse 7(x) ausge-
driickt werden:

T =

~ exp ( _ ng[q}(x)O / (HdA(x)) exp ( — azx: o3 (AQ(;))2>

X

e ( - D> G306 ) exp (= 5141660 ) (3%6)
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KEAAE Y. Juli 2012 (24. Vorlesung) *****

Beweis:

(GrralTln) =
= /(E[dA(X)>eXp<_azx:a3( )2>
(Dtral exp < - zZa #(x )> |6¢) exp ( - g<L1[¢t+a] n L1[¢t])> _

:<¢(x7t+a)|¢(x7t)+A(x)>
= /(HdA >exp< Za?’%)
<H5 P(x,t + a) — (H(x eXp<—— L1[¢t+a]+L1[¢t]>> _
— exp(—a2a3§< Xt+a) (X,t)> >

exp < - = Ll [t4a) + L1[¢t]>> =
L{¢t1a, 0t ) = T[¢i1a, Pt (387)

= exp

/—\

wobei

exp (=i @H0A) ) o) = [00x.0) + AG) (35%)
verwendet wurde (QM Entsprechung: e P2 |z) = |z + A)).
— Ausfithren des Gauf-Integrals in (386) liefert

T:

— exp ( - ng[é(x)O (%)LB/Q exp (— aZaf’”%(ﬁ(X))Q)

X

exp (= §1al601) =
— (%)LS/Q exp < — a<¥ a?’%(ﬁ(x))Z + L1 [p(x)] +0(a)>>; (389)

=i

H ist dabei der Hamilton-Operator einer raumlich diskretisierten ¢*-Theorie; der der
Transfermatrix zugeordnete Operator T ist also proportional zum Euklidischen Zeit-
entwicklungsoperator e~ um die Zeitdifferenz a bis auf O(a)-Korrekturen; diese
Korrekturen bzw. “Diskretisierungsfehler” haben ihren Ursprung in der im Gitter-
pfadintegral verwendeten Zeitdiskretisierung.
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e Fiir das Gitterpfadintegral gilt

2 = [Tl (1) = 3 [Tt~ Sotioneo) =
— /1;[d¢(x)1;[T[¢t+aa¢t] =

— [ T1d0(@) - (Gr-aalTlr-2)(Grsa Floa) GrmalThons) = Te(T7). (390)

e Fiir Gitter-2-Punkt-Funktionen gilt

(0:000) = 5 [T]dote) 0200010 exp (- 5161) =

(@I 0,100 X lilOaIk) (K|Ou]i) AT N (301)
= = = T ’
Tr(77) 25

wobei O; und Oy Funktionen der zeitunabhingigen Feldvariablen ¢(x) sind und |[j) die

Eigenzusténde und A; die (reellen) Eigenwerte der (hermiteschen) Transfermatrix 7" be-
zeichnen, also T'|7) = \;|j).

— Fiir ein in Zeitrichtung unendlich ausgedehntes Gitter (Limes 7' — co) dominiert der
grofite Eigenwert von T', \q:

(0:00:0)) = @0 o ()" (392)

k

Verwendung von (389) liefert
(0:001(0)) = S (QAOII) (k0112 (exp (= (B — B + (’)(a))a))t/a —
k

= S (Q0s]k) (k]O1]2) exp ( —(Ep — Eq + O(a))t); (393)
k
aus dem exponentiellen Abfall einer Gitter-2-Punkt-Funktion fiir grofle Zeitsepara-
tionen t kann also wie im Kontinuum die Energiedifferenz von Eigenzustdnden des
Hamilton-Operators zum Grundzustand (bis auf kontrollierbare O(a) Diskretisie-
rungsfehler) bestimmt werden.

— Hat das Gitter eine endliche Zeitausdehnung, wie z.B. in numerischen Rechnungen,
konnen mit dhnlichen Uberlegungen Energiedifferenzen extrahiert werden; dabei ist
jedoch die allgemeine kompliziertere Spektralzerlegung (391) zu verwenden.

9.3 Numerische Berechnung von Gitterpfadintegralen

e Storungtheorie ist im Rahmen der Gitterregularisierung moglich, i.d.R. jedoch aufwéndiger
als im Kontinuum (Kapitel 3).
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e Vorteile der Gitterregularisierung gegeniiber Kontinuumsstérungstheorie oder Modellrech-
nungen:

— Euklidische Pfadintegrale auf endlichen Gittern (endlicher Gitterabstand a, endli-
ches Raumzeitvolumen V') eigenen sich in vielen Fillen zur numerischen Auswertung;
Gitterrechnungen sind damit nicht auf kleine Kopplungskonstanten beschréankt und
daher z.B. fiir QCD in beliebigen Impulsbereichen einsetzbar (erméglicht damit die
Berechnung von Hadronmassen, Zerfallskonstanten, etc.).

— Samtliche systematischen Fehler (Fehler aufgrund von endlichem a und V') kénnen
untersucht werden (numerische Rechnungen bei mehreren Werten von a und V') und
mit Hilfe kontrollierter Extrapolationen entfernt werden (asymptotisches Verhalten
von Observablen beziiglich @ und V' kann analytisch bestimmt werden); am Ende
erhélt man “fehlerfreie” Kontinuumsergebnisse.

e Nachteil numerischer Gitterrechnungen: Man erhélt als Ergebnisse keine Gleichungen, son-
dern lediglich Zahlenwerte (eine numerische Gitterrechnung ist eine Art auf dem Computer
simuliertes Experiment).

9.3.1 Monte-Carlo-Simulation von Pfadintegralen

e Betrachte im Folgenden eindimensionale QM auf einem periodischen Zeitgitter (Anzahl
der Gitterpunkte 7', Gitterabstand a, z(t + T'a) = z(t)):

Slz] = Za(% <w>2+V(x(t))> (394)

a

(Os(a(t2))O1(2(h))) = % / [T dz: O2(x(t2)) 01 ((t1))e 517, (395)

wobei t,t1,t2 € {0,a,2a,...,(T —1)a}.
e Ist eine naive numerischen Auswertung des endlich-dimensionalen Integrals (395) moglich?

— 7.B. T =100 Gitterpunkte.

— Diskretisierung der x(0)-, z(a)-, (2a)-, ... z((T'—1)a)-Achsen mit jeweils 100 Abtast-
punkten (numerische Auswertung des Integrals mit Hilfe von “Treppenstufen” oder

ahnlicher Verfahren).

— Damit 100'%° Auswertungen des Integranden erforderlich ... von keinem Computer zu
schaffen.

— Situation verschlechtert sich drastisch beim Ubergang zu QFT: Wegen vierdimensio-
naler Raumzeit sind fiir ein L3 x T = 1004-Gitter bereits 100(100") Auswertungen des
Integranden erforderlich.

44«Fehlerfrei” ist hier im Sinn von “unbiased”, also frei von systematischen Fehlern, zu verstehen und bezieht
sich nicht auf die iiblicher Weise bei Gitterergebnissen vorhandenen statistischen Fehler, deren Ursache in der
Verwendung von Monte-Carlo-Techniken liegt.

83



Ausweg: Numerische Auswertung bzw. Abschétzung von (395) mit stochastischen Metho-
den, sogenannten Monte-Carlo-Simulationen; Ergebnis kommt mit statistischem Fehler, ist
aber unbiased.

KIKFE G, Juli 2012 (25. Vorlesung) *****

Monte-Carlo-Algorithmus: Verfahren, das Pfade x;(t) (in der QM) bzw. Feldkonfiguratio-
nen (z.B. ¢;(x) in der QFT) gem#B der Wahrscheinlichkeitsverteilung e~ /Z generiert; fiir
Erwartungswerte, z.B. fiir Gitter-2-Punkt-Funktionen, gilt dann

<Og(x(t2))01(x(t1))> — Lm

N~>oo

2(j(t2))O1(zj(t1)) (396)

||Mz

bzw. fiir tatséichliche numerische Rechnungen mit einer endlichen Menge von N Pfaden

<02(x(t2))01 (x(t1) > 2(xj(t2))O1(x(t1)) + statistischer Fehler, (397)

uMz

wobei der statistische Fehler mit aus der Experimentalphysik bekannten Standardtechniken
bestimmt werden kann; i.d.R. geniigt eine kleine Menge (N = 100...1000000) von Pfaden
bzw. Feldkonfigurationen, die eine reprisentative Menge bilden.

Monte-Carlo-Simulationen basieren auf Markov-Ketten:

— Eine Markov-Kette besteht aus sogenannten Zustinden, die den moglichen Pfaden
entsprechen, also mit Z;(t), Z2(t), Z3(t), etc. indiziert werden, sowie Ubergangswahr-
scheinlichkeiten pj_, fiir einen Ubergang von Zustand ;(t) zu Zustand Z(t), fiir
die
Sha = 1 (399

k

gelten muss.

— Springe von Zustand zu Zustand gemif der Ubergangswahrscheinlichkeiten Dj—k-
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— Konstruiere p;_,;, so, dass nach hinreichend langer Laufzeit unabhéngig vom Anfangs-
zustand

oSl (0)]
p(Z;(t) = — (399)

gilt, wobei p(z;(t)) die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass sich die Markov-Kette im
Zustand z(t) befindet; dafiir muss fiir p;

P = plE(e) (400)

bzw. nach Einsetzen von (399)

Ze—s[ij(t)]pj_)k — e S[Ek ()] (401)
J
gelten.

— Haufig ist es einfacher, Monte-Carlo-Algorithmen zu konstruieren, die an Stelle von
(400) die stirkere Forderung der “Detailed Balance” erfiillen:

p(Ei(t)pjsk = p(Tk(t))Pr—ys (402)
Beweis, dass (402) Gleichung (400) bedingt: Summiere (402) iiber j,

Zp(jj(t))pj—ﬂc = Zp(fk(t))pmj = P(fk(f))ZPk—m‘ = p(@k(t)). (403)

——
=1

e Metropolis-Algorithmus:

— Ein einfacher vielseitig einsetzbarer Monte-Carlo-Algorithmus; héufig jedoch sehr
langsam, d.h. eine reprisentative Menge von Pfaden z;(t) mit dem Metropolis-Algo-
rithmus zu generieren benotigt deutlich mehr Rechenzeit, als mit anderen spezielleren
Monte-Carlo-Algorithmen.

— n-ter Metropolis Schritt:

* Schlage zuféllig vom aktuellen Pfad x,(t) = Z;(t) ausgehend einen neuen Pfad
Z1,(t) mit Wahrscheinlichkeit W;_,;, vor; hierbei muss unabhéngig von n
Wi, = Wi erfiillt sein (i.d.R. einfach zu erfiillen); Beispiel: Wéhle zufillig
einen Gitterpunkt 7 und veréndere den Wert des Pfads an diesem Gitterpunkt
von z(7) zu (1) + 9, wobei § zufillig im Intervall [—Az, +Ax| gewihlt wird.

x Akzeptiere den neuen Pfad mit Wahrscheinlichkeit
min(1, exp(—(S[Zx(t)]—S[Z;(t)]))), d.h. setze z,,41(t) = Z1(t), andernfalls behalte
den alten Pfad, d.h. setze x,11(t) = Z;(t).

« Nachweis, dass (402) erfiillt ist: Einsetzen der entsprechenden Wahrscheinlichkei-

te_ns[f}i.}(n;}t auf
CWymin (1exp (— (Sla(0)] - Sz;0)]))) =

= iZgzk(t)]‘/Vlc—m‘ min <1’eXP ( B <S[jj(t)] B S[j’“(t)]»); .
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9.3.2

Verwenden von W,_,, = Wj._,; liefert
min (eXp ( - S[gzj(t)]),exp ( - 5[@(15)])) -
= min (exp < - S[ik(t)]> ,exXp < - S[@(t)])) (405)

und zeigt damit, dass Detailed Balance erfiillt ist, d.h. der Metropolis-Algorithmus
Pfade gemiB der Wahrscheinlichkeitsverteilung e 50! /Z generiert.

— Damit der Metropolis-Algorithmus moglichst schnell eine repriasentative Menge von
Pfaden z(t) generiert muss Folgendes gelten:

(A) Der neu vorgeschlagene Pfad Z(t) sollte sich moglichst stark von Z;(t) unter-
scheiden (— schnelle Bewegung durch den Raum aller Pfade).

(B) Der neu vorgeschlagene Pfad 7 (t) darf nicht zu oft abgelehnt werden, sonst
langsame Bewegung durch den Raum aller Pfade; impliziert dhnliche Wirkung
von () und Zy(t) und damit hiufig starke Ahnlichkeit von &;(t) und & (t).

Mit dem Vorschlagen der neuen Pfade Z(t) sollte ein Kompromiss zwischen (A) und
(B) realisiert werden, z.B. durch geeignete Wahl des Parameters Ax.

Anharmonischer Oszillator, numerische Berechnung von Differenzen von
Energieeigenwerten

Betrachte den anharmonischen Oszillator

mw?

V(x) 57 + Azt (406)

Ziel: Bestimme Fy— Eq mit Hilfe einer numerischen Gitterrechnung, wobei Ej die Energie
des niedrigsten Energieeigenzustands mit P = — bezeichnet (Grundzustand |§2) hat
P=+).

Schritt 1:

Driicke alle dimensionsbehafteten Groflen in Einheiten des Gitterabstands a aus, d.h.
a=aj/a=1,1=ux/a,t =t/a; iibliches Vorgehen bei Gitterrechnungen; falls gewiinscht,
kéonnen am Ende dimensionsbehaftete Groflen in einer speziellen physikalischen Einheit,
z.B. Sekunden, ausgedriickt werden, indem man den Gitterabstand entsprechend setzt.

Schritt 2:
Generiere Pfade ; (f) mittels einer Monte-Carlo-Simulation, hier Metropolis-Algorithmus:

— Verwende Parameter
« T =64, m =ma = 0.125, & = wa = 0.125, A = A\a® = 0.0;
% T =64, m =ma = 0.125, & = wa = 0.125, A = Aa® = 0.05 x &°
(Richtlinie fiir die Wahl sinnvoller Parameter: Die inverse zu extrahierende Energie-
differenz 1/(Ey — Eq) ~ 1/& = 8.0 [hat Einheit Linge] sollte sowohl kleiner als das
Gitter sein [1/(Ey — Eq) ~ 8.0 < T = 64] als auch gréfer als der Gitterabstand
[1/(Ey — Eq) =8.0>> a=1]).
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— Starte mit zufilligem “heifien” Pfad, #(f) € [~5.0,45.0]; 1000 Thermalisierungs-
sweeps (jeder Gitterpunkt wird einmal veréndert), um das System ins Gleichgewicht
zu bringen, 1000000 weitere Sweeps (AZ/a = 6.0, liefert fiir beide Parametersétze
etwa eine Akzeptanzrate von 50%, was ein guter Erfahrungswert fiir eine schnelle
Bewegung durch den Raum aller Pfade ist), jeder 10-te Pfad wird zur Observablen-
berechnung verwendet, hinreichend starkes Binning wihrend der Analyse, um Auto-
korrelationen zu entfernen.

— Abbildung 1 zeigt die Thermalisierung wéihrend der Monte-Carlo-Simulation; das
System scheint nach wenigen Schritten im Gleichgewicht zu sein, die 1000 Therma-
lisierungssweeps sind also sehr vorsichtig gewéhlt.

S(# of Monte Carlo sweeps) (m=0.125, w=0.125,A=0.0, ...) S(# of Monte Carlo sweeps) (m=0.125, w=0.125,A=0.0, ...)
50

0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 10 20 30 40 50
# of Monte Carlo sweeps # of Monte Carlo sweeps

Abbildung 1: S als Funktion der Anzahl der Monte-Carlo-Sweeps (A = 0.0).

KIFAE 11, Juli 2012 (26. Vorlesung) *****

Schritt 3:
Berechne die Gitter-2-Punkt-Funktion

) = <:z(£)§;(0)> (407)
via (397); Abbildung 2 zeigt die numerischen Ergebnisse.

Schritt 4:

— Plotte die sogenannte effektive Masse,

(siehe Abbildung 3); aufgrund von lim;, C (t) = Ae—(Bo—Eq)t (Gleichung (393)) gilt
limy s 00 Meftective (£) = Fo — Eq (O(a)-Fehler vernachlissigt, ebenso wie die endliche
periodische Ausdehnung der Zeit).

meffective (tA)

— In der Praxis: Fitte eine Konstante fiir hinreichen grofie Zeitseparationen ¢ an die
effektive Masse, der resultierende Wert der Konstanten entspricht Ey — Fq.
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Abbildung 2: C als Funktion von 7 fiir A = 0.0 (links) und A = 0.05 x &° (rechts).

— Numerische Ergebnisse:
« Fo— Eq = 0.1222 + 0.0019 fiir A = 0 (analytisches Ergebnis Ey — Eq = 0.125),

x Fy— Eq = 0.1372 + 0.0020 fiir A = 0.05 x &° (numerisch exaktes Ergebnis aus
der SG Ey — Eq = 0.140... [11));

die Abweichungen vom analytischen Ergebnis bzw. numerisch exakten Ergebnis liegen
im Rahmen der Fehler; systematische Fehlerquellen (endliches a und T') werden hier
nicht untersucht, haben aber vermutlich ebenfalls nicht-vernachliassighbaren Einfluss.

e Schritt 5:
Extrapoliere mit Hilfe numerischer Ergebnisse fiir Ey — Eq fiir verschiedene Werte von a
(also verschieden feine Gitter) und T'a (also verschieden grofle periodische Zeitausdehnun-
gen) ins Kontinuum und zu unendlicher Zeitausdehnung, d.h. zu @ = 0 und T'a = oo, um
Ergebnisse frei von systematischen Fehlern zu erhalten; hier nicht gemacht.

9.4 Gitterregularisierung von Eichtheorien
9.4.1 Maxwell-Feld

e Grundlage der Konstruktion von Eichtheorien im Kontinuum ist das Eichprinzip:
— Starte z.B. mit einem freien komplexen Skalarfeld ¢:
1 (Lo o m? i
Slg] = d'x 5((9“(?) (@ﬁb) + 7¢ o). (409)
— Fordere Invarianz der Wirkung S unter lokalen U(1)-Transformationen
¢(z) — ¢'(x) = g(x)d(@) (410)
mit g(z) = @) € U(1):

* Der Massenterm (m?/2)¢!¢ ist offensichtlich invariant.

s Der kinetische Term (1/2)(9,6)'(9,¢) ist nicht invariant; Ursache ist das “unschéne”
Transformationsverhalten 0,¢(x) — 0,¢'(x) = g(x)0u () + (Opg(x))P(z).
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Abbildung 3: Mefrective als Funktion von ¢ fiir A=0.0 (links) und A =0.05 x &F (rechts).

* Kin ableitungséhnliches Objekt mit einem “dankbaren” Transformationsverhal-
ten ist die kovariante Ableitung D, ¢(z) — D), ¢'(x) = g(z)D,¢(x), wobei
D, = 0, —ieA,(r) mit dem neu-eingefiihrten Eichfeld A, dem das Transforma-

tionsverhalten

Au(z) — AL(@“)

o) (4u(0) + 10, )1 0)

Ay(z) + éaﬂA(x) (411)

zugewiesen wird; ein invarianter kinetischer Term ist damit (1/2)(D,¢)"(D,¢).

— Das Eichfeld selbst benétigt ebenfalls einen kinetischen Term; die einfachste invariante
Konstruktion ist (1/4)F),, F.,, wobei F,,, = 0,A, — 0,A,.
— Resultierende Gesamtwirkung (komplexes Skalarfeld, U(1)-Eichfeld):

S[¢, Al

e Analoges Vorgehen auf dem Gitter:

2
[t (50,00 D) + 610+ 1 FusB ).

(412)

— Starte z.B. mit einem freien komplexen Skalarfeld, Gitterwirkung analog zu (372),

st = a5

T Iz

89

m2
S (@fote) (o) + 5ol @)o ) ).

(413)



— Fordere Invarianz der Wirkung S unter lokalen U(1)-Transformationen analog zu

(410):
% Der Massenterm (m?/2)¢!(z)¢(z) ist wie im Kontinuum invariant.

* Der kinetische Term

—Z (At (Alo(@) =

_ —Z( w+au ¢z ))*(¢(w+aﬂ)—¢(w)> (414)

a

ist nicht invariant; dies liegt daran, dass Gitterableitungen finiten Differenzen
entsprechen, in die z.B. Feldvariablen ¢(x 4 afi) und ¢(z) eingehen, die sich
unabhingig mit g(x + afi) beziehungsweise g(z) transformieren; im kinetischen
Term verleiben nicht-invariante Terme o< ¢(x + afi)p(x).

x Ein ableitungséhnliches Konstrukt mit dem “dankbaren” Kontinuumstransfor-
mationsverhalten ist die kovariante Gitterableitung

Ulsz + ap)(x + aji) — o(x)

Djg(x) = ; (415)
wobei der neu eingefiihrten Groﬁe U das Transformationsverhalten
Ulzsy) — U'lzsy) = g(@)U(z9)9" (y) (416)

zugewiesen wird; folglich gilt Dﬁgb(:ﬂ) — DLfgb’(x) = g(ﬂ:)Dﬁ(ﬁ(ﬂ:), ein invarianter
kinetischer Term ist damit (1/2)(D£¢)T(D£¢)

* Im Kontinuum l&sst sich eine solche Grofie U(z;y) leicht mit Hilfe des Eichfelds
A,, definieren,

Y
U(z;y) = exp < — ie/ dz, A,Az)), (417)
x
wobei die Integration auf einem beliebigen Pfad von x nach y erfolgen kann;
Beweis, dass U(z;y) das Transformationsverhalten (416) aufweist:

Ulzy) — eXp(—ie/xydzuAL(z)> -

— exp ( —ic /x "z, (AH(Z) + éa@ A(Z)> _

- exp(—ie</mydzuA“(z)+1/ dX dzgiA)a£2>A( (A))) -

e

/

=(d/d\)A(z(\))

— e ( —ie | "4 A,(2) + i A(2(0)) —i A(=(1)) (#:9)9(y)-
’ —Az) =y
(418)

« Kontinuumslimes der kovarianten Gitterableitung (415), wobei der Integrations-
pfad von x nach y in U(x;y) der direkten d.h. geraden Verbindungsline zwischen
x und y entspricht:

r+afl
U(z;x +aji) = exp < — ie/ dz, Ay(z)> =

- exp(—ie/oad)\(Au(m)—i—(’)(a))) _
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= exp ( —iead,(x) + O(a2)> = 1—iead,(r)+ O(a®) (419)

.  Ulasz + ap)le + afi) - d(a)
dmyDiole) = lim, a -
_ il_% <¢($+a/;)_¢($) —zeAM(m)(b(m—i—aﬂ)) _
= (O —iedu(@))olx) = Duo(a); (420)

die kovarianten Gitterableitung (415) ist also die diskrete Entsprechung der be-
kannten kovarianten Ableitung D, ¢(x).

HAFAE 18, Juli 2012 (27. Vorlesung) *****

Auf dem Gitter treten an Stelle des Eichfelds A, die Verbindungen U (z,y) € U(1)
zwischen allen direkt benachbarten Gitterplidtzen; man bezeichnet sie als Links,
Paralleltransporter oder “Connections”.

Eine Diskretisierung des Eichfelds A,, analog zum Skalarfeld, d.h. Feldvariablen
A, (x) an jedem Gitterpunkt x, scheitert, da die Eichsymmetrie verloren geht;
Verlust der Eichsymmetrie liefert i.d.R. numerisch unsinnige Ergebnisse [12].

— Resultierende Gitterwirkung (komplexes Skalarfeld mit Kopplung an U(1)-Eichfeld,
momentan noch ohne kinetischen Term):

sl = S at(S0few)! (Dfo() +

2

W) -
_ Za‘l(%(U(:ﬂ;x + af)o(x + ajt) - ¢<x>>*

(U(x; z+ ap)p(z + af) — d(z)

a

T

)+ ol @o) ). (421)

Das Eichfeld selbst benétigt ebenfalls einen kinetischen Term; die einfachste nicht-
triviale invariante Konstruktion von Links sind sogenannte Plaketten,
PW(x) =
= Ux,z+ap)U(z + afi;z + afi + av)U(x + afi + av; x + aD)U(z + ab; x);
(422)
durch Verwendung von (417) und geeignete Entwicklung kann man
Pu(z) = 1-—ied? ((%Ay(x) - &,Au(x)) +0(aY) = 1—iea’F,(z)+ O(a?)
(423)
ea? 2 6
Re (PW(QU)> = 1- 5 (3,“4,,(38) — &,Au(x)) +0(a’) =
e?at 2
- 1-5- <FW(33)> + 0. (424)

zeigen; Die Gitterwirkung des U(1)-Eichfelds

SemlV] = 53 (1= 5 (P 7)) (425)
P
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geht damit im Kotinuumslimes in die bekannte Kontinuumswirkung iiber,

) . 1 e2at 2 6
Yin Sgange[U] - = }LLI%EQCMV(T(W@) +0(a >> =
1
- / 'z F o (2)F (). (426)

— Resultierende Gittergesamtwirkung (komplexes Skalarfeld, U(1)-Eichfeld):
Slp, U] = S4(0,U] + Sgauge|U]. (427)

e Gitterpfadintegral:

/ DAe~SBAL / DU e 5191, (428)

wobei

/DU = /HdU(a:;x+aﬂ); (429)
T,

die Integration iiber die einzelnen Links hat in fairer Weise, d.h. mit einem Haarschen Maf}
zu erfolgen (siche Abschnitt 6.3); im vorliegenden U(1)-Fall gilt

27
/dU(m; x+ap) = /0 dA(x;x + ajfi) (430)

mit U(z;z + aji) = eM@etai),

e Die Gitterausdriicke zu berechnender Observablen erhélt man durch Einsetzen geeigneter
Entwicklungen (z.B. (423) oder (424)) in entsprechende Kontinuumsausdriicke (Ausdriicke
in ¢, A, und/oder F,,).

9.4.2 SU(N) Yang-Mills-Feld

e Analoges Vorgehen wie beim Maxwell-Feld.
e Starte mit der Wirkung (413), wobei ¢ = (¢1, d2, ..., dN).

e Fordere Invarianz von S unter lokalen SU(N)-Transformationen, d.h. unter

¢z) = ¢'(x) = glx)d(@) (431)

mit g(z) = eM*@T* ¢ SU(N), wobei die N x N-Matrizen T die Erzeugenden der SU(N)
sind.

— Dies erfordert eine kovariante Gitterableitung, die die gleiche Form hat, wie (415),
sowie ein Transformationsverhalten identisch zu (416).
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— Der Paralleltransporter im Kontinuum ist dabei

Ulziy) = P{exp ( g /:, dz, Au(z)> } (432)

wobei P{...} fiir Pfadordnung steht; Pfadordnung bedeutet, dass die endliche Expo-
nentialfunktion in (432) als ein Produkt unendlich vieler infinitesimaler Exponential-
funktionen zu verstehen ist, deren Reihenfolge dem Durchlaufsinn des Integrations-
wegs von x nach y entspricht, also

Ulzsy) = Ulw;21)U(21522)U (223 23) - U(- -3 y), (433)
Zj+1 — #; infinitesimal klein ist und
U(zj;2j41) = exp ( —ig9(zj+1 — %j)u Aﬂ(zj)). (434)
e Die Wirkung des Eichfelds setzt sich ebenfalls aus Plaketten
Pu(x) =
= Tr<U(a:,a: +ap)U(z + afy; x + aft + av)U(z + aft + av; x + av)

Uz + av; m)) (435)

zusammen und lautet

2N

1
Sgauge [U] = ? (1 — ﬁ <Puy + P;ju))’ (436)
P

diese geht im Kontinuumslimes in die bekannte Kontinuumswirkung iiber.

o Alles Weitere wie im U(1)-Fall.
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10 Ausblick

o Wesentlicher Inhalt dieser Vorlesung:

— Pfadintegralformalismus (QM und QFT).
Storungstheorie.
Gitterfeldtheorie.

— Renormierung.

— QCD.

e Weitere, aus Zeitgriinden nicht diskutierte aber in der QFT wesentliche Aspekte:

— Spontane Symmetriebrechung.

— Topologie, topologische Objekte.
e Zahlreiche Richtungen, das erworbene Wissen zu vertiefen bzw. zu erweitern:

— Phinomenologie, Modellrechnungen:

« (H#ufig radikale) Vereinfachung von fundamentalen Theorien (Standardmodell,
QCD, ...) ... fithrt i.d.R. schnell zu Aussagen/Ergebnissen ... diese sind jedoch
mit unbekannten systematischen Fehlern behaftet.

x Effektive Feldtheorien, z.B. chirale Stérungstheorie, ...
x “QM mit Quarks” als grobe Ndherung von QCD.
— Erweiterungen des Standardmodells:
* Supersymimetrie.
* Technicolor.
* Extradimensionen.
*
— Kombination von QFT und Gravitation:
x Zahlreiche existierende konzeptionelle Probleme.
* QFT in gekriimmter Raumzeit.
x Quantisierung der Gravitation, z.B. Loop-Quanten-Gravitationstheorie, ...
— String-Theorie (“Theory of Everything”).
« Einzige nicht offensichtlich falsche/unvollstéindige Theorie, d.h. ein Kandidat fiir
DIE fundamentale Theorie.
* Rechnungen im Vergleich zur QFT ausgesprochen aufwéndig.
— Aus der String-Theorie motivierte effektive Theorien:
x Supergravitation.
x AdS-CFT-Korrespondenz:

- Eine auf zahlreichen Symmetrien basierende Dualitét zwischen einer stark
gekoppelten Super-Yang-Mills-Theorie und einer schwach gekoppelten Gra-
vitationstheorie in einer speziellen gekriimmten Raumzeit.

- Zahlreiche weniger symmetrische Varianten, mit unklarer Giiltigkeit und Aus-
sagekraft.
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A QM Ubergangsamplitude, Probleme
e Gleichung (5) (QM Ubergangsamplitude, freies Teilchen):

m m(zgy — x1)2>;

tolz1,t — '
(w2, tal a1, ta) omi(ts —t1) T (H 2(t2 — t1)

(437)

scheint unsinnig, da W, ., = |(z2,t2|71,t1)|?, die Wahrscheinlichkeit das zum Zeitpunkt
t1 bei z1 praparierte Teilchen zum Zeitpunkt ¢ bei xo zu finden, unabhéingig von x; und
9 ist und auflerdem fdxg Wai5as # 1.

e Ersetze |z1) durch |¢), ein bei x = 0 zentriertes Gaufisches Wellenpaket mit Breite o:

(wa, to|t), t1) = /dp<$2|€_iH(t2_t1)|P><P|¢> =

TR N
_ ipxa ,—i(p?/2m)(ta—t1) —p?0? /2
= /dp 27Tep 2,7UP 2 17T1/46p

o 1/2/d . o?m+i(ta —t1) o i ma3
pr— _— X _— —_— J—
273/2 pexp 2m P 2b 2(o2m +i(ty — t1))
exp | — mas =
2(0‘2m + i(tg — tl))
2

- (ﬁ(UQm f:’;(m - tl))>1/2 o ( - 2(0%m jrnf(iz - tl))>' 1

— Fiir z; = 0 und im Limes 0 — 0 ist (438) mit (437) im Exponentialanteil identisch,
nicht jedoch im Vorfaktor. Dies liegt an der Tatsache, dass der Ortseigenzustand
|z1) = 6(x — 1) nicht normiert ist. Wéhlt man an Stelle des normierten Gaufl-
schen Wellenpakets |1) = (mo2)~1/4¢=%"/20" ¢in nicht-normiertes in dem Sinn, dass
limy_0|¢) = 6(x), also |1p) = (2mo2)~Y2e72*/20"  erhilt (438) einen zusitzlichen
Faktor (2y/70)~'/? und (438) und (437) stimmen im Limes ¢ — 0 iiberein (guter
Test).

— [dry Woszy = 1 mit Wz, = [(22, t2]th, t1)|? erfiillt, falls o behalten wird, also nicht
= 0 gesetzt wird (Problem f dze Wy, sz, 7 1 eng verkniipft mit der Verwendung von
(4) fir Re(a) = 0; Problem tritt nicht auf, bei Rechnung mit GauBschem Wellen-
paket, da dann Re(a) > 0; zeigt also die Gefahr bei Verwendung von Minkowski-
Pfadintegralen).

- W0—>x2 héngt fiir o > 0 von x9 ab, nicht mehr jedoch fiir o = 0 (Interpretation: Ein
perfekter Ortseigenzustand delokalisiert instantan).
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B Helizitdt und Chiralitat

e Helizitédt: h = Sp, also die Projektion des Spins eines Teilchens auf seine Bewegungsrich-
tung.

— Massive Teilchen: Helizitét analog zu S, (wihle z-Achse in Bewegungsrichtung); da-
mit h=-5,-5S+1,...,+5 - 1,+5.

— Masselose Teilchen: h = £5; masselose Teilchen bewegen sich mit Lichtgeschwindig-
keit, in Bewegungsrichtung werden sie folglich “unendlich stark ldngenkontrahiert”,
Rotation ist damit nur in der Ebene senkrecht zur Bewegungsrichtung moglich, redu-
ziert die moglichen Zusténde im Vergleich zum massiven Fall auf £5; Spinrotation
relativ zur Bewegungsrichtung entweder links oder rechts orientiert.

Ruhendes Teilchen Teilchen mit v < ¢ Teilchen mit v = ¢

im Laborsystem im Laborsystem im Laborsystem

S

v

Kugel wird zur Scheibe
langenkontraiert

—
Langenkontraktion

(m>0) (m>0) (m=0)

e Chiralitét (bezieht sich auf Spin-1/2-Teilchen):

— Projektoren auf links- und rechtshéindige Spinoranteile:

1—7° 1+4°
Po= L o= (439)

(erfilllen die Projektoreigenschaften Pr, + Pr = 1 und P, Pr = PrP;, = 0); in der
chiralen Darstellung,

0 +1 } 0 +o; 1 0
" <+1 0) 7 <—aj 0> 7 (0 +1>’

(440)

YL = Py = (¢1,0) und ¢ = Pryp = (0, ¢r).
— Losungen der masselosen Dirac-Gleichung kénnen chiral (d.h. entweder links- oder
rechtshéndig) gewéhlt werden; sei ¢ eine Losung, d.h. i9*9,1 = 0, so ist auch
Y1 r = Pr/ry eine Losung:
<i’Y“8u - m>1/1L/R = ( —iPr/p "0y — Ppyr _m ,)w = —iPpy"op = 0;

=0
(441)

gleichzeitig zeigt die Rechnung, dass Losungen fiir m # 0 keine definierte Chiralitét
besitzen.

e Masselose Spin-1/2-Teilchen, Beziehung zwischen Helizitédt und Chiralitét:

— Fiir masselose Spin-1/2-Teilchen ist Helizitdt und Chiralitét dquivalent.
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— Betrachte einen linkshéndigen masselosen Spinor, Bewegung entlang oder entgegen
der z-Achse: Dirac-Gleichung reduziert sich auf Weyl-Gleichung,

(i@o - 1'0383>¢L - 0 (442)
bzw. im Impulsraum

( — |ps| + 031?3) oL = 0 (443)

ps > 0 erfordert ¢, = (1,0), damit s, = +1/2 und folglich h = +1/2; p3 < 0 erfordert
¢, = (0,1), damit s, = —1/2 und folglich h = +1/2.

— Analog findet man fiir rechtshindige Spinoren h = —1/2.
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