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rAIFAE 2. April 2025 (1. Vorlesung) *****

1 Pfadintegrale in der QM

e Pfadintegrale: Formalismus zur Quantisierung, alternativ zur kanonischen Quantisierung
(Kommutatorrelationen, Schrodinger-Gleichung, etc.).

e Hiaufig einfachere und systematischere Gestaltung von analytischen Rechnungen.

e Eignet sich (im Gegensatz zum kanonischen Formalismus) zur numerischen Umsetzung
(— Gitterfeldtheorie).

e Grundidee/physikalische Motivation: Doppelspaltexperiment.

— Klassisches Teilchen geht entweder durch den einen oder den anderen Spalt.
— QM Teilchen “geht gleichzeitig durch beide Spalte”.

— TIterieren ...

& n Doppelspalte — 2" Wege

& bei unendlich vielen “Unendlichspalten” nimmt
ein Teilchen gleichzeitig alle denkbaren Pfade

— Am Ende resultiert der Pfadintegralformalismus: Ein QM Teilchen bewegt sich gleich-
zeitig auf allen denkbaren Trajektorien.

— Originalarbeit: [7] (R. P. Feynman, 1948).

1.1 Die Ubergangsamplitude

e |z): Ortseigenzustand, zugehorige Wellenfunktion ¢ (x) o d(x), also Teilchen am Ort x.
o (19,ta]x1,11), ta > t1: Ubergangsamplitude, beschreibt Uberlapp zweier Zustinde,

— Ortseigenzustand |z1) zum Zeitpunkt ¢1, der sich bis ¢ in der Zeit entwickelt,

— Ortseigenzustand |z2) zum Zeitpunkt to, der sich bis ¢ in der Zeit entwickelt

(Ubergangsamplitude unabhingig von t).



o Zeitentwicklung von Zustédnden folgt aus der Schrodinger-Gleichung,

) = Hlp@) — @) = e M ty) (1)
(h=1, ¢ =1 hier und im Folgenden). Damit
(wa,tolzr 1) = (w2, ) (D|(@1, 1) (1) = (w2, 1) (2) e "D |(@1, 1) (01)) =

= (wale” M2 |gy). (2)

1.1.1 Ubergangsamplitude, freies Teilchen

e Hamilton-Operator: H = p?/2m.

e Ubergangsamplitude:
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wobei (z|p) = e*/y/271 verwendet wurde (Normierung 1/+/27, damit

(klp) = [ da (k|a)(z[p) = 6(k — p)).

e Gauf-Integral:

/+OO dre ™ = vm/a (falls Re(a) > 0) (4)

—0o0
(wird im Folgenden auch fiir Re(a) = 0 verwendet; siehe hierzu Abschnitt ?7).

e Ubergangsamplitude, Fortsetzung:

m .m(l‘z - 301)2
_ T1)” 5
27Ti(t2 — tl) exXp <+ ! 2(t2 — tl) > ( )
(scheint unsinnig, da Wy, 2, = |(x2,ta2|71,%1)|?, die Wahrscheinlichkeit das zum Zeitpunkt t;

bei x1 préaparierte Teilchen zum Zeitpunkt to bei xo zu finden, unabhéngig von z; und xo ist
und auflerdem f dxo Wy, 5z, # 1. Eine Diskussion dieser Probleme findet sich in Anhang A).



1.1.2 Ubergangsamplitude, Teilchen in einem Potential

e Hamilton-Operator: H = p?/2m + V (x)
e Im Allgemeinen keine geschlossene Losung.

e Betrachte kleine Zeitdifferenzen € = t5 — ¢5:

2
eie _ —ip?/2mAV(2))e _  —iV(2)e/2 exp<_i2p€>e—iV(x)e/2 +(9(e3), (6)
m

=U(e)

wegen “Baker-Campbell-Haussdorfl” edef = eAtBHABl/24 (| steht fiir dritte und

hohere Potenzen von A und B). Es gilt

. 2 )
(x2|U(€)|z1) = e—zV(m)e/2<x2| exp ( . 22176) |xl>e—zV(x1)e/2
m

- \/Eexp <+ im(@z; )’ Vi) J;V(”))E). (7)

o Teile Zeitintervall ¢1...t9 in N kleine Stiicke:

— t2 — t]_ = NE.
. e*iH(tQ*tl) — (efiHe)N —_ U(e)N 4 0(62).
— e tH(t2—t1) = Jimy_, o U(e)N.

e Ubergangsamplitude:

(o, tolzr,tr) = (wae2"Wzy) = (2| U(e)V]a1) =

lim
N—oo

—  fim dyN_1.../dy2/dy1<:U2|U(e)|yN_1>...(yQ\U(e)|y1><y1|U(e)|x1> _

N—oo

m \ N2
= i dyn—1 ... | d d
Ngnoo(Qﬁk) /le /yQ/ o

exp ( + 73%((902 —ynv—1)’ . =)+ (- 961)2>
—ie(V{@2) /24 Vin-) + ..+ V(i) + V) + v<x1>/2)>. ®)

e Exponent:

Zié(f; (yj —eyj—1>2 _ Vi(y)) +2V(yj—1)>7 (9)

J=1

wobei yg = x1 und yy = z2. Im betrachteten limpy_,o, entspricht dieser Ausdruck der
klassischen Wirkung;:

[ (G0 -vew) = s (10



wobei y(t - tl) = y(t—tl)/s'
e Pfadintegral:

— Nach Definition

m \ V2
Dy = [lm <2m.6> dyn—1 ...dyz2dy (11)
gilt fiir die Ubergangsamplitude
y(t2)=w2 ,
(xg,tglwl,tﬁ = / Dy 613[3/]. (12)
y(t1)=x1

Entspricht einer Summe/Integration iiber alle denkbaren Trajektorien von (z1,%;)
nach (z2,t2).

— Ubergangsamplitude im Pfadintegralformalismus enthélt keine Operatoren.
Klassische Physik: Trajektorien erfiillen .5 = 0.

— QM: Summe iiber alle Trajektorien (auch solche mit 65 # 0), “gewichtet” mit klas-
sischer Wirkung.

1.2 Beispiel: Die Ubergangsamplitude des HOs

e Klassische Wirkung:

Slz] = /: dt <Z¢2—7'fx2>. (13)

S (5] ) -
- /t 52 du <m(dczx(u)> 2 (1) — i) - t)> _
- m(dum(u)> sw—t| 4

=0 da t1<t<tg

/tth du ( - m<Cng$(U)>5(U —t) — mw?z(u)d(u — t)> = —mi(t) — mwz(t)
(14)

(nur an dieser Stelle so detailliert, dhnliche Rechnungen im Folgenden eher knapp).

e Sei x.(t) Losung dieser BGl mit RBs (1) = x1 und z(t2) = x2. Dann kann ein
beliebiger Pfad z(t) gemiB x(t) = xa(t) + y(t) geschrieben werden mit y(t;) = 0 und



y(t2) = 0 (y(t) ist also unabhéngig von den RBs). Fiir die Wirkung folgt

Slz] =
to T to to 2 T
- S[xcl]—i-/t dt ‘;igt)] ) y(t)+;/t dt/t dt’m )+
0 (BGI)
to to 2
= Slza] + /t dt/t dt' §(t ( C;‘i,g—mw2>y(t)y(lt’) =
mw2
= sloal+ [ e (0 - "0,
wobei
525[35] . Y, —md—Q w2
Bl = o ”( e )
oSz B .
aoa(ty . 0 =8

verwendet wurde.
e Ubergangsamplitude:
$(t2)=.’zz ) . y(t2):0 .
(xa, talx1, t1) = / Dz dlel = ¢giSleal / Dy el
a(ty)=1 y(t1)=0
(Abhingigkeit von den RBs vollstéindig im Vorfaktor e?Slel),
Z'S[ﬂ:cl] :

e Ubergangsamplitude, Vorfaktor e

— Klassische Losung, die RBs erfiillt:

za(t) = Asin(wt) 4+ B cos(wt)
za(ty) = Asin(wty) + Bceos(wty) =
za(ta) = Asin(wte) + Bceos(wty) = mo.

Auflésen nach A und B, einsetzen in (19),

x1 sin(wty) — xosin(wty) = B <cos(wt1) sin(wty) — cos(wta) sin(wtl))

=+ sin(w(tQ —tl))

x1 cos(wty) — xocos(wty) = A (Sin(wtl) cos(wty) — sin(wty) cos(wtl))

=—sin(w(t2—t1))
Tl (t) =
1

— m( — (:pl cos(wta) — x2 cos(wt1)> sin(wt) +

(xl sin(wta) — 9 sin(wt1)> cos(wt)).
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— Einsetzen in die Wirkung:

S[l’cl]

mw

= <(m% + 22) cos(w(ty — t1)) — 2x1:c2>

2 sin(w(tg — tl))

(lingliche Rechnung, benutze z.B. Maple).

e Ubergangsamplitude, Pfadintegral

F(t1,12)

/y(t2)=
y(t1)=

0

0
Dy Sl

— Klassische Wirkung, partielle Integration:

STy]

to m mwQ
dt [ =2 — T 2) =
[, (5e-50)

m t2 d2
— dty (
5 ),

dt?

(Oberflichenterm verschwindet wegen y(t1) = y(t2) = 0).

w2> y

(25)

(27)

— F(t1,t2) ist GauB-Integral (y tritt quadratisch auf), enthélt allerdings einen Operator,
—(d?/dt?) — w?. Entferne Operator durch Entwicklung von y nach entsprechenden
Eigenfunktionen:

* Eigenfunktionen y; von —(d?/dt?) — w?, die RBs y;(t1) = y;(t2) = 0 erfiillen:

(5

mit Eigenwerten

Aj

(t2

(j=1,2,..
* Entwicklung von y:

o
y = Z a;yj.
j=1

* Einsetzen in die Wirkung:

Syl = %Zzajak

)
J T 2

— )2 —w

).

j=1k=1

j=1k=1 t1
wobei die Orthonormalitét

to
/ dt yjyk = 5]'
t1

verwendet wurde.

— Transformation der Integrationsvariablen:

Dy

‘det(

O(y(ti +¢€) y(ty +2¢) ...)

d(ay a2 ...)

)

=J (Jacobi-Determinante)

jﬂ'(t — tl)

[ 2
2 Yy = )\jyj - Y; = S
lo — 11

/tzd d2 5
ty~<— L >yk _
no T\ at?

m oo 00 to
= 222%%/ dtyj/\kyk =

m o0
2y
EZ%)‘J?

Jj=1

ﬁ daj.
j=1

ty — 1

)

(28)

(29)

(30)



Day = > . a;y;, ist 9y(t1 + je)/day, und damit J a;-unabhéngig. Da y = . a;y;
und y; w-unabhéngig (Gleichung (28)), ist auch Oy(t; + je)/0ar und damit J w-
unabhéngig. Es folgt

F(t1,t2) = J/(Hdaj> exp <122a%)\k) =
j=1 k=0

T ‘ ma N\ T2
= JE(/daj exp<22aj)\]>> = le;[l iy (34)

— Bestimme F'(t1,t2) ohne J auszurechnen:

% Fiir w = 0 ist die Ubergangsamplitude des HOs identisch zu der des freien Teil-
chens (Gleichung (5) mit 1 = x2 = 0):
m
Fo—o(t1,t2) = _— 35
w=o(t1,12) i(ls — 1) (35)
* Berechne Verhiltnis:
2, _
F(t1,t2) H t2 t1 ""> 1/2 ﬁ( t2—t1) > 12 _
F j2m? 2 -
w= O(tlth j=1 (tg tl) j=1 j 7T

(Sln(w(tQ - tl») 1/2, (36)
w(ta —1t1)

wobei die w-Unabhéngigkeit von J verwendet wurde sowie die Produktentwick-

lung des Sinus,

sin(z) = H <1 - ) (37)

7j=1
* Damit
sin(w(ta — t1)) —1/2 mw
F = F,—o(t1, _— = — .
(tlatQ) O(tl t2)< u.)(tQ — tl) ) \/27” SIH(W(tQ _ tl)) (38)
e Ubergangsamplitude, Endergebnis:
(2, talr1,t1) = eCFAR(t ty) =
B mw
N 2misin(w(te — 1))
: mw 2 2 _ _
exp <2251n(w(t2 ) ((1‘1 + x5) cos(w(ta — t1)) 2x1x2>>. (39)
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A QM Ubergangsamplitude, Probleme

e Gleichung (5) (QM Ubergangsamplitude, freies Teilchen):

m .m(xQ - 331)2
t t — - _— . 40
(w2, t2|21, 1) omity — t) exp (+ ! 2(ty — t1) ) .

Scheint unsinnig, da W, sz, = |(z2,ta]21,1)|?, die Wahrscheinlichkeit das zum Zeitpunkt
t1 bei x1 praparierte Teilchen zum Zeitpunkt to bei x9 zu finden, unabhéngig von z; und
Ty ist und auBerdem [ dzo Wy, # 1.

e Ersetze |x1) durch |¢), ein bei z = 0 zentriertes Gaufisches Wellenpaket mit Breite o:

(wa, to|t), t1) = /dp<$2’€iH(t2t1)\P><P|¢> =

1 . .
_ /dp elpxgez(pQ/Zm)(tQtl)ﬁep20'2/2

2T

B o 1/2/d o [ o’m +i(ty — ty) 2 ma3
o\ 2md/2 pexp 2m P 2b 2(o2m +i(te — t1))
exp | — mag =
2(02m +i(ta — t1))

- (v timmm) (- .

— Fiir 1 = 0 und im Limes o — 0 ist (41) mit (40) im Exponentialanteil identisch,
nicht jedoch im Vorfaktor. Dies liegt an der Tatsache, dass der Ortseigenzustand
|z1) = d(z — 1) nicht normiert ist. W&hlt man an Stelle des normierten Gaufl-
schen Wellenpakets 1)) = (r02)~1/4¢=%*/20 ¢in nicht-normiertes in dem Sinn, dass
lim, 0 [¢) = d(x), also |[¢) = (27r02)*1/26*12/2"2, erhélt (41) einen zusétzlichen Fak-
tor (2¢/70) "1/ und (41) und (40) stimmen im Limes o — 0 iiberein (guter Test).

— [ daxo Woosay = 1 mit Wz, = (22, t2]t), t1)|? erfiillt, falls o behalten wird, also nicht
= 0 gesetzt wird (Problem f dxo Wy, sz, # 1 eng verkniipft mit der Verwendung von
(4) fur Re(a) = 0; Problem tritt nicht auf, bei Rechnung mit Gaulschem Wellen-
paket, da dann Re(a) > 0; zeigt also die Gefahr bei Verwendung von Minkowski-
Pfadintegralen ohne “e-Regulator”).

— W0—>z2 héngt fiir o > 0 von 2 ab, nicht mehr jedoch fiir o = 0 (Interpretation: Ein
perfekter Ortseigenzustand delokalisiert instantan).
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