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1 Einleitung

1.1 Motivation, Ziele und Inhalte der Vorlesung

e Quantenfeldtheorie (QFT):

— Formalismus zur Beschreibung quantenmechanischer (QM) Vielteilchensysteme, ins-
besondere von Prozessen, bei denen Teilchen erzeugt und/oder vernichtet werden.

— Z.B. Teilchenkollision in einem Beschleuniger:

x Klassische Mechanik ausreichend? ... Nein! QM Effekte zur korrekten Beschrei-
bung elementarer Teilchen essentiell.

x QM ausreichend? ... Nein! Jedem Teilchen ist eine Wellenfunktion zugeordnet,
konnen daher nicht erzeugt oder vernichtet werden.

x Klassische Feldtheorie ausreichend? ... Nein! Geeignet zur Beschreibung sehr vie-
ler gleichartiger Teilchen (z.B. Photonen im Rahmen des Elektromagnetismus),
nicht geeignet zur Beschreibung einzelner oder weniger Teilchen.

— QFT erforderlich (i.d.R. relativistisch formuliert; beriicksichtigt damit bei der
Teilchenerzeugung /-vernichtung die Aquivalenz von Energie und Masse E = mc?
bzw. E = (m?c* 4+ p?c?)'/?).
— Anwendungen in vielen Teilgebieten der Physik: Teilchenphysik, Festkorperphysik,
Optik, ...

e Teilchenphysik:
— Beschiftigt sich mit den fundamentalen Bausteinen der Materie und deren Wechsel-

wirkungen (WWs).

— Damit wesentliche Unterscheidung von z.B. Festkorperphysik (Ising-Modell, ...),
Stromungslehre, ...

— “.. was die Welt im Innersten zusammenhélt ...” (z.B. Goethe, “Faust”).

Historische Entwicklung:
% 5. Jh. v. Chr.  Demokrit:

Postuliert Atome (“unteilbare Teilchen”).

* 1808  Dalton:
Atomtheorie der chemischen Elemente (Gesetz der multiplen Proportionen; “Bil-
den zwei Elemente miteinander mehrere Verbindungen, so stehen die Massen-
verhéltnisse, mit denen die Elemente in diesen Verbindungen auftreten, zueinan-
der im Verhéltnis kleiner ganzer Zahlen.”).

* 1897  Thomson:
Elektron.

* 1919  Rutherford:

Proton.



1932  Chadwick:

Neutron.

1932 Anderson:

Positron (Antimaterie; theoretisch bereits 1928 von Dirac vorhergesagt).

1937  Anderson, Neddermeyer:

Myon.

Ab ~ 1950:

Teilchenzoo ... Pionen, Kaonen, J/v, ...

1956  Cowan, Reines:

Neutrino (theoretisch bereits 1930 von Pauli vorhergesagt).

1964  Gell-Mann, Zweig:

Quarks, d.h. Substruktur von Nukleonen, etc.

Heute:

Hunderte von Teilchen (i.W. Hadronen = Zweier- und Dreiergruppen von Quarks,
zusammengehalten von Gluonen) bekannt, alle beschrieben durch einige wenige
(nach heutigem Stand des Wissens) fundamentale Teilchen und vier WWs

— Standardmodell der Teilchenphysik.

e Standardmodell der Teilchenphysik:

— Materieteilchen (Abbildung 1):
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Abbildung 1: Das Standardmodell der Teilchenphysik.

x Quarks: (u,d), (¢,s), (t,b) (drei Generationen) + Antiteilchen.



* Leptonen: (ve,e), (v, 1), (vr,7) (drei Generationen) + Antiteilchen.

* Antiteilchen: Gleiche Masse, gleicher Spin, entgegengesetzte Ladung (e~ <> et
U 4> W), ...

— WWs iiber Kraftfelder; Quantisierung liefert Austauschteilchen.

Kraft Phénomene Reichweite | relative | Austausch-
Stéarke teilchen
Starke WW | Bindet Quarks zu Sehr kurz 1 Gluonen
(QCD) Nukleonen und (= 10719 m)

diese zu Kernen
Elektro- Elektrizitit, Licht, | unendlich 1072 Photonen

magnetische Atomkrifte, ...
WW (QED)
Schwache Radioaktiver Extrem kurz | 1071 W- und
WWwW Zerfall (< 10715 m) Z-Bosonen
Gravitative Erdanziehung, unendlich 10~* | Gravitonen
Ww Planetenbewegung,
Kosmologie, ...

— Higgs-Boson: Verantwortlich fiir die Massen der Materieteilchen.

— Alle anderen Teilchen, z.B. Proton, Neutron, etc. sind aus obigen zusammengesetzt.
e Der “Teilchenzoo”:

— Offizielle Liste der bekannten Teilchen: Particle Data Group (http://pdg.1bl.gov/).
— Klassifizierung;:

* Masse.
x Zerfallsrate bzw. Lebensdauer.
x Zerfallskanéle.
* Quantenzahlen (beschreiben innere Struktur; Liste nicht vollsténdig):
- Spin bzw. Gesamtdrehimpuls J (Bosonen: J =0, 1,2, ...; Fermionen
J=1/2,3/2,5/2,...).
- Elektrische Ladung.
- Paritdt P = +1.
- Ladungskonjugation C' = +1.
- Flavor-Quantenzahlen:
Isospin: I, = +1/2 (u), I, = —1/2 (d).
Strangeness: S = —1 (s), S =
Charm: C = +1 (¢), C = -1 (¢).
Bottomness: B’ = —1 (b), B’ = +1 (b).
Topness: T = +1 (t), T = —1 (¢).
- Leptonenzahl L = +1 fiir e, u, 7, Ve, vy, V7.
- Baryonenzahl B = 1/3 fiir u, d, ¢, s, t, b.

— Hadronen (bilden sich auf Grund der starken WW):



*

Quarks treten nie isoliert auf, sondern immer in gebunden Zusténden (Hadronen)
— Confinement.

* Mesonen: gg-Paare.
* Baryonen: qqq oder ¢qq.
* Beispiele:

- Pion: 7t =ud (J=0,P=—,1=1,1,=+1).
- Proton: p=wud (J=1/2, P=+,1=1/2, I, = +1/2).
- Neutron: n =wudd (J =1/2, P=+,1=1/2, 1, = —1/2).
e Ungeklirte Fragen im Zusammenhang mit dem Standardmodell:
— Es existieren gegenwiirtig keine Experimente, die Standardmodell-Vorhersagen wider-
sprechen, aber ...

— Keine Quantengravitation.

Radikal unterschiedliche Kopplungsstérken ...7

Asthetik: Viele Parameter (> 18) ... gibt es eine fundamentalere Theorie, die diese
Parameter vorhersagt?

— Dunkle Materie ...7

Baryonen Asymmetrie ...7

e Mogliche Auswege/Erweiterungen des Standardmodells:

— Grofle Vereinheitlichte Theorie (grofere Symmetriegruppen bei hohen Energien, die
vier fundamentalen Kréfte verschmelzen zu einer einzigen Kraft).

Supersymmetrie (Symmetrie zwischen Bosonen und Fermionen, jedes Boson erhélt
einen fermionischen Partner gleicher Masse).

Stringtheorie (alle Elementarteilchen besitzen die selbe Stringsubstruktur, Art der
Oszillation bestimmt das beobachtete “Elementarteilchen”).

1.2 Einheiten in der Teilchenphysik

e Energie F:
— [E] =J =kgm?/s? = VC.

— Typische Energien einzelner Teilchen: Winzige Bruchteile von J.
— Verwende in der Teilchenphysik daher eV:

* 1eV: Energiezuwachs/-verlust einer Elementarladung e nach Durchlaufen einer
Potentialdifferenz von 1V.

* 1eV =1.602...x 1071 J.

* 1MeV =10%eV.

* 1GeV =10%eV.



Masse m, Impuls p:
— [m] = kg, [p] = kgm/s (spiegelt sich in der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung
wider, E2 = m2c¢* + p2c?).
— Verwende in der Teilchenphysik fiir Massen MeV /c?, fiir Impulse MeV /c.
— Natiirliche Einheiten: Definiere ¢ = 1 (¢ = 2.997...x1078 m/s hat lediglich historische
Griinde); damit [m] = [p] = MeV.
Zeit t:

— [t] =s.

— Plancksches Wirkungsquantum h = 6.582...x 10716 eV s; stellt Verbindung zwischen
Energie und Zeit her.

— Verwende in der Teilchenphysik fiir Zeiten h/MeV.
— Natiirliche Einheiten: Definiere & = 1; damit [t] = 1/MeV.

Lénge L:

— [L] = m.

— Lichtgeschwindigkeit ¢ stellt Verbindung zwischen Zeit und Lénge her.
— Verwende in der Teilchenphysik fiir Langen hic/MeV.

Natiirliche Einheiten: [L] = 1/MeV.

Temperatur 7"

— [T] =K.

— Boltzmann-Konstante kg = 8.617...x 107° eV K; stellt Verbindung zwischen Energie
und Temperatur her.

— Verwende in der Teilchenphysik fiir Temperaturen MeV /kp.
— Natiirliche Einheiten: Definiere kg = 1; damit [T] = MeV.

In natiirlichen Einheiten wird jede dimensionsbehaftete Grofle in Potenzen von MeV an-
gegeben.

Gebriuchlich ist auch die Verwendung von fm an Stelle von MeV:

— 1fm =10"%m.
— Umrechnung zwischen fm und MeV mittels ic = 197.326... MeV fm.
— Damit: [L] = [t| = fm, [E] = [m] = [p] = [T] = 1/fm, ...
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2 Teilchen in der klassischen Mechanik und QM

2.1 Teilchen in der klassischen Mechanik

e Masse m, Position r.
e Bewegung im i.d.R. zeitunabhéngigen Potential V (r).

e Trajektorie r(t) ist Losung der Newtonschen BGI
mi(t) = —VV(r). (1)

Eindeutige Losung erfordert Angabe von Anfangsbedingungen (ABs) von z.B. r(t = 0)
und (¢t = 0).

2.1.1 Lagrange-Formalismus

e Lagrange-Funktion:

(T kinetische Energie).

e Wirkung:
ty
Stil = [ arLes), (3)
t;

e Hamiltonsches Prinzip (Prinzip der kleinsten Wirkung):

— Die physikalische Trajektorie r(¢) mit Randbedingungen r(¢;) = r; und r(ty) = ry
minimiert S, also 5 = 0 bei Variation der Trajektorie um dr(#).

— Variationsrechnung fithrt auf Euler-Lagrange-Gleichungen
d OL oL
o= 2= 4
dt Or Or (4)
Diese sind identisch zur Newtonschen BGI.

e Vorteil: Der Lagrange-Formalismus ist (im Gegensatz zu den Newtonschen BGIs) leicht

auf die Feldtheorie iibertragbar, da er in offensichtlicherer Weise die Symmetrien einer
Theorie wiederspiegelt.



2.1.2 Hamilton-Formalismus

2.2

e Legendre-Transformation von L(r, ) bzgl. i:

— Kanonisch konjugierte Impulse:

pirs) = 2H0E) o)

— Auflésen von (5) nach
—  r(p,r).

— Hamilton-Funktion:
H(p,I‘) = pI‘(p,I’) - L(I‘,f'(p,l‘)) = T+V (6)
(in H darf kein 1 auftreten). H entspricht der Gesamtenergie.

Hamiltonsche BGls:

. o0H ) 0H

Diese sind identisch zu den Euler-Lagrange-Gleichungen.

Vorteil: Hamilton-Formalismus ermdglicht den direkten Ubergang zur QM.

Teilchen in der QM (kanonische Quantisierung)

Vorgehensweise:

— Ersetze klassische Observablen durch hermitesche Operatoren:
* Ort: r — 1.
* Impuls: p — p.
« Energie: E = H(r,p) — H(#,p) (Hamilton-Operator).

— Operatoren sind i.A. nicht vertauschbar, d.h. erfiillen spezielle Kommutatorrelatio-
nen.

— Fordere fiir kanonisch konjugierte Variablen A und p4 die Kommutatorrelation
[A,pal = Apa — paA =i, 2.B. [}, pr] = i0p..
— Ersetze klassischen Zustand (r, 1) durch QM Zustand |¢)).

Eine sehr gingige Darstellung von Orts- und Impulsoperator, die die geforderten Kommu-
tatorrelationen [7;, px| = i, [7j, 7x] = [Pj, Px] = O erfiillt, ist die Ortsdarstellung,

0
ooy, B o= - (%)
J J j or;
Fine andere mogliche Darstellung ist die Impulsdarstellung,
0
7, = +i=— , Dj = pj. 9
/ 8]9]- J J ( )



e Wichtiges Hilfsmittel: Eigenwerte \; und Eigenzustdnde |);) eines Operators O. Diese
erfiillen

OlN) = Ao (10)

Fiir O = H (Hamilton-Operator) und bei Verwendung der Ortsdarstellung (8) ist dies die
bekannte stationire Schrédinger-Gleichung (SG),

( L8y V(r)>¢j(r) = Bjiy(r). (11)

2m

e Messung einer Observablen O im Zustand [¢)):

(a) Wahrscheinlichkeit fiir Messergebnis A; ist |[(|A;)]?.
(b) Erwartungswert: (O) = (|O) (folgt aus (a)).
(¢) Streuung (Varianz) der Messergebnisse: AO? = (1)|(O — (0))2|y) (folgt aus (a)).

e Falls [A, B] #0:

— Es existiert keine Basis, deren Zustdnde sowohl Eigenzustinde von A als auch von B
sind.

— Es existiert eine Unschérferelation beziiglich A und B:
1 ~ A
AAAB > |wlld, Bl (12)
Bekanntes Beispiel ist AxAp, > h/2.

e Ortseigenzustinde:
— tlg) = dlq).
— |q) beschreibt ein Teilchen am Ort q.
— Orthogonalitét: (qi|q2) = d(q1 — q2)-
— Vollstéindigkeit: [ d3q|q)(q| = 1.
— Schrodingersche Wellenfunktion in der Ortsdarstellung: ¥ (r) = (r|).

e Impulseigenzusténde:

- plk) =k[k).
— |k) beschreibt Teilchen mit Impuls k.

— Orthogonalitdat und Vollsténdigkeit analog zu Ortseigenzusténden.



2.2.1 Zeitentwicklung

e Schrodinger-Bild:

— Zusténde [1)(t)) zeitabhingig, Operatoren O zeitunabhingig.

— Zeitentwicklung von Zusténden durch die SG bestimmt:
() = H|():;
Losung ist
W) = e MU yy)
bei Anfangsbedingung [¢(to)) = |10).

(13)

(14)
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— (13) in Ortsdarstellung liefert die Kontinuitétsgleichung
8tp(r, t) + Vj(I‘, t) =0

mit der Aufenthaltswahrscheinlichkeit

p = Y

und dem Wahrscheinlichkeitsstrom
e _ .
i= g (0T - ().

(15)

(16)

(17)

Die Existenz einer Kontinuitdtsgleichung ist essentiell, um *vy als Aufenthaltswahr-

scheinlichkeit interpretieren zu konnen.
e Heisenberg-Bild (wird in der QFT héufig verwendet):

— Zusténde |¢g) zeitunabhingig, Operatoren OH(t) zeitabhéngig.

— Zeitabhingiger Erwartungswert verdeutlicht Ubergang zwischen Schrodinger- und

Heisenberg-Bild:
WE)O[(B) = (W(to)] 10 Qe HE—t0) (1)) .

R S~——
=m| =0m(t) =[vu)
— Opg(t) erfiillt die Heisenbergsche BGI:
d A A
Sou(t) = ilH,0n(n)
— Beispiel: Fiir Op =+t
g, _ o8
- 0p
und fir Oy = p
dy _ _9H
a® T T ar

was den Hamiltonschen BGls (7) aus der klassischen Mechanik entspricht.

10

(18)



2.2.2 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren am Beispiel des 1-dimensionalen

harmonischen Oszillators

e Hamilton-Operator:

A2 242

2 p mw-q
H = —
QmjL 2
e Definiere
R mwur./ I
a = —q+ iy —p.
2 a mep
Es folgt
At mw, 1
al = —q— i\ —
2 1 2mwp
sowie
- : ata o L 7ot ot T4
[a,a'] = 1 , H = aa+§ w , [H,a'] = +wa' , [H,a] =

e Interpretation von G und a als Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

— Sei |n) ein Eigenzustand von H, d.h.

Hln) = Ey,n).
— Aus
Hafln) = (a'H + [H.a])ln) = (B.+w)alln)
folgt, dass a' ein Energiequant der Grofie w erzeugt.
— Aus
Haln) = (aﬁ + A, a]) n) = (En - w)d|n);

folgt, dass a ein Energiequant der Gréfle w vernichtet.

— Probleme: (1) Unendlich groe negative Energien ...7 (2) Auflerdem gilt
E, = (n|H|n) = |a|y)|?w + w/2 > w/2.

— Ausweg: Betrachte

NN s H 1 E,
| = it - mKw—me - u

[t

11

(22)

(23)

(24)

(28)



Fiir E,, = w/2 folgt |ajn)|? = 0 und damit an) = 0. Definiere den Grundzustand
|0) als Zustand mit Ey = w/2 (damit a|0) = 0, unendlich grofle negative Energi-
en sind ausgeschlossen). Konstruiere alle weiteren Zustéinde durch Anwendung von

Erzeugungsoperatoren,

1
atlloy = 1) , E = (1+2>w (30)
Ly = . B o= (n+i)e (31)
\/m - 9 n - 2

(Normierung 1/+/n! ergibt sich durch Uberlegungen analog zu (29)). Dabei ergibt sich
alln) = Vn+1ln+1) , an) = Van-—1) (32)
sowie

dlafn) = nln) (33)
=N

(N bezeichnet man als Besetzungszahloperator).

Im Folgenden werden Dicher auf Operatoren stets weggelassen.
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3 Relativistische Wellen-/Feldgleichungen

3.1 Spezielle Relativititstheorie

o Ziel:

Relativistische Formulierung von QFTs (solche QFTs beschreiben z.B. das Stan-

dardmodell, QED, QCD). Daher im Folgenden eine kurze Wiederholung der speziellen
Relativitétstheorie.

3.1.1 “Herleitung”, Lorentz- und Poincare-Transformationen

e Raumzeitvektor 2# = (2%, 21, 22, 23) = (t,z,y, 2) = (t,%).

82

Betrachte den “Abstand” zweier Raumzeitvektoren z# und y*,

— (xo—y0)2—(xl—yl)Q—(xz—y2)2—(:c?’—y3)2. (34)

=50 =s! =52 =3

e Sind z* und y* iiber ein Lichtsignal verbunden, gilt s* = 0.
e Experimente:
— Licht breitet sich in allen Inertialsystemen mit der gleichen Geschwindigkeit aus;
damit gilt fiir zwei Inertialsysteme ¥ und ¥/  s2=0 ¢« s2=0.
— §2 =352,
e Notation: Unterscheide zwischen oberen und unteren Indizes.

Kontravarianter Vektor: z*.

Kovarianter Vektor: z, = (x¢, 1, 22, 23) = (t, —x, -y, —2) = (t, —x).

Ubergang zwischen kontra- und kovarianten Vektoren/Indizes mit Hilfe des metri-
schen Tensors/der Minkowski-Metrik 7, z.B. z, = nua” bzw. 2# = n*x,, wobei
N =N = diag(+1, -1, -1, -1).

: 2 _ v __
Damit s = s, s” = st's,,.

e Welche Koordinatentransformationen verbinden Inertialsysteme?

Homogenitét von Raum- und Zeit bedingt inhomogene lineare Transformationen,
'* = AP, z¥ + at.

s? = §2 fithrt auf

s’ = AMQSQT]#VAVb?SB = so‘na/gsﬁ. (35)
Da s* beliebig sein kann, folgt

Aoy nuwh’s = N  — ATpA = n  (Matrixform) (36)
-~

=(AT)ak

(“A ist also eine Art orthogonale Transformation.”). Transformationen A, die (36)
erfiillen, werden als Lorentz-Transformationen bezeichnet.

13
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e Klassifikation von Groflen geméf ihres Transformationsverhaltens unter Lorentz-Transfor-
mationen:
— 2 =x — Skalar.
— P = Aty  —  (kontravarianter) Vektor.
— 2 = AP, Az —  (kontravarianter) Tensor (2-ter Stufe).

— 2P = NG AY AP —  (kontravarianter) Tensor 3-ter Stufe.

e Ableitungen transformieren kovariant:

— 0y = (04, 0z,0y,0,) = (01, V).
— Es folgt 0" = (0, =0y, —0y, —0-).
— D’Alembert-Operator: O = 949, = 97 — 92 — 05 — 02 =07 - A.

e Spezielle Lorentz-Transformationen:

— (1) Rotationen:

A = <(1”2L> (37)

wobei R eine Rotationsmatrix ist, also RTR = 1 und det(R) = 1. Damit ¢ = ¢ und
x' = Rx.

— (2) Boost in z-Richtung (analog in y- oder z-Richtung):

v +y8 0 0
_ 8 v 0 0 B 1
A - 0 0 1 0 9 B - v 9 fy - m? (38)
0 0 01

wobei sich die beiden Inertialsysteme relativ zueinander in z-Richtung mit Geschwin-
digkeit v bewegen. Damit (¢, 2,4y, 2") = (v(t £ fx),v(x £ t),y, 2).

— (3) Zeitumkehr:

-1 0 0 O
o 41 0 o0
A= 0 0 +1 O (39)
0 0 0 +1
— (4) Paritit (Raumspiegelung):
+1 0 0 O
N L (40)

0 0 -1 0
0o o0 0 -1

— Jede Lorentz-Transformation ldsst sich als Kombination von (1), (2), (3) und (4)
schreiben.

14



— Klassifikation:

* AOO >0

—  orthochrone Lorentz-Transformationen (Zeitrichtung wird nicht umgekehrt).
* A% det(A) >0

—  orientierungstreue Lorentz-Transformationen (Raum wird nicht gespiegelt).
* AOO >0, det(A) =1

—  eigentliche Lorentz-Transformationen (orthochron und orientierungstreu).

Inhomogene Lorentz-Transformationen (Poincare-Transformationen): Lorentz-Transforma-
tionen + Translation, d.h.

), = A’ 4 at (41)

Standardmodellphysik in allen Inertialsystemen gleich, die durch eigentliche inhomogene
Lorentz-Transformationen verbunden sind.

3.1.2 Enmergie und Impuls relativistischer Teilchen

Weltlinie eines Teilchens in einem beliebigen Inertialsystem X: x#(t) = (¢, x(t)).
Im Ruhesystem ¥’ des Teilchens: dz'* = (dr,0).

(dr)? = (d2')? gilt, obwohl ¥’ im Allgemeinen kein Inertialsystem ist, da fiir eine infin-
tesimale Zeitspanne die Geschwindigkeit des Teilchens in 3 konstant ist. Damit kann das
Teilchen zum Zeitpunkt ¢ als in einem Intertialsystem ruhend betrachtet werden, das sich
mit konstanter Geschwindigkeit v(¢) = dx(t)/dt relativ zu ¥ bewegt.

Es folgt dm? = dt? — dx? = dt*(1 — v?).

Eigenzeit:
ty

T = / dt 1 —v? (42)
t;

(Zeit die im Ruhesystem ¥’ des Teilchens vergangen ist, wihrend der Zeitspanne t;...tf
im Inertialsystem ).

Vierergeschwindigkeit:

dz# 1

wo— 2 L (1)) (43)
dr Vi—v2 \ |V
—_———

=

Viererimpuls: p* = mut.
— ¥ = mu® = my = m +mv?/2 + O((v?)?); legt Interpretation als Gesamtenergie

nahe, also p° = E.
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— p =myv =mv + O(|v|?); entspricht also fiir kleine Geschwindigkeiten dem nichtre-
lativistischen Impuls mv.

e Lorentz-Invariante p:

— Im Inertialsystem ¥: p? = E? — p2.

— Im Ruhesystem ¥': p2 = m?.

— Auf Grund von p? = p?  E? = m? + p? (relativistische Energie-Impuls-Beziehung).

3.2 Die Klein-Gordon-Gleichung

e Ziel: Aufstellen einer relativistischen Version der SG.
o (Nicht-relativistische) SG:

— Starte mit der nicht-relativistischen Energie-Impuls-Beziehung E = p?/2m + V (r).

— Korrespondenzprinzip £ — 9, p — —iV und Anwenden der resultierenden Opera-
toren auf eine Wellenfunktion 1) liefert

0 t) = ( _ %A + V(r)>1/1(r, ). (44)

e Analoges Vorgehen im relativistischen Fall:
— Relativistische Energie-Impuls-Beziehung: F = /m? + p2.
— Korrespondenzprinzip:
iat¢(r> t) =V m? — AQS(I" t); (45)

Probleme verursachen die Ableitungen A unter der Wurzel. Entwicklung fiithrt zu
unendlich hohen Ableitungen. Gleichung daher ungeeignet.

o Weiterer Versuch:

— Starte mit E? = m? + p2.
— Korrespondenzprinzip liefert die sogenannte Klein-Gordon-Gleichung (KGG):

_92p(r,t) = (mQ—A>¢(r,t) (46)
bzw.
(8“8M+m2)¢(x) = 0 (47)

diese Gleichung ist forminvariant unter Lorentz-Transformationen von Y nach X'
* 010y, = 00,
* ¢(x) = ¢/(2') (das Transformationsverhalten eines Skalarfelds).

* Damit
(a'ﬂa;+m2>¢’(x'> ) (48)

KEAEX 30, Oktober 2024 (5. Vorlesung) *****
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e Losung der KGG:
— Ansatz: Ebene Welle, ¢(z) = e~
(8/‘8“ +m2) o) = (_ Ky +m2) p(x) = 0, (49)

also —kHk,, +m? =0 bzw. —(k°)? + k? + m? = 0 bzw. k° = £v/m? + k2.
— Korrespondenzprinzip: k° entspricht der Energle k dem Impuls; k° = +vm?2 + k2.
Die KGG erlaubt damit negative Energien ...7 (1. Problem der KGG)

— Allgemeine Losung der KGG durch lineare Superposition:
o(r) = /d3k (N_i_(k)efi(JrE(k)tka) LN (k)efi(fE(k)tka)>
_ /d3k <N+(k)e—i(E(k)t—kx) + N_(_k)e—l—i(E(k)t—kx)) - (50)
mit E(k) = v/m? + k2. Die Definition/Konvention
1 1 .
eonemw ™ - N0 = GanEgt® (51)
fithrt auf (Fortsetzung von (50))
d*k —ikx * +ikx)
_ /( T (ali)e=* 4+ b (e ) (52)

(hier & = (E(k), k)).
— Reelles ¢: b(k) = a(k).
— Komplexes ¢: a(k) und b(k) unabhéngig.

Ni(k) =

e Es existiert eine Kontinuitédtsgleichung d;p + Vj = 0 bzw. 9,j# = 0 mit

o= pd) e = #i(e@0) - @99) 5 o= —i(¢"(Ve) - (Ve)e).
(53)

j hat dieselbe Form wie der nicht-relativistische Wahrscheinlichkeitsstrom (17). Die Inter-
pretation von p als Wahrscheinlichkeitsdichte scheidet jedoch aus, da p negativ sein kann
(¢ muss lediglich die KGG erfiillen, eine Differentialgleichung (DGI) 2. Ordnung. Dies er-
laubt die beliebige Vorgabe von ABs ¢(x,t = t;) und é(x,t = t;), z.B. so, dass p negativ
ist) ...7 (2. Problem der KGG)

e Zusammenfassung: Die KGG fiihrt zu Problemen,

(1) negative Energien,

(2) keine Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion (Ursache: KGG ist DGI
2. Ordnung),

(3) Teilchenerzeugung/-vernichtung nicht beschreibbar (siehe Abschnitt 1.1).

e Ausblick: ¢ beschreibt nicht die Wellenfunktion eines einzelnen Teilchens sondern im Rah-
men der QFT ein Feld, dessen angeregte Quanten skalaren Teilchen (z.B. das Higgs-Boson)
entsprechen.
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3.3 Die Dirac-Gleichung
o Ziel: Aufstellen einer relativistischen Version der SG, die eine DGI 1. Ordnung ist (in der

Hoffnung, zumindest das Problem mit der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellen-
funktion zu lésen), also

iop(z) = Huy(x), (54)
wobei H linear in den réumlichen Ableitungen 0; ist.

e Ansatz:

o) = (-0 + om ) (o) (59

e Beistimmung der Koeffizienten o, 3:

— Ableiten mit iJp und Einsetzen des Ansatzes (55):
—ORp(x) = <Z a;(—i0;) + 5m> i0g(x) =
J

= (Sasio+om) (Sant-ia) +om)uta) -

J k
= ( - Z a?@? + [32m2>w(m)

J
1 )
_ (2 Z (Ozjak + akaj>0j8k + zmz (Oéjﬂ + ,304j)8j)¢($). (56)
J

JF#k

— Korrespondenzprinzip idy — E und —id; — p’ fiihrt auf

E*(z) = <Za§(p">2+52m2>w<w)

+<;Z (ajak+akaj>pjpk+mz (ajﬁ+5aj)pj>¢($)- (57)

J#k
Diese Gleichung sollte der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung entsprechen. Da-
her
of = B =1, ojaptopeyy; = 0 firj#k , ajf+Ba; = 0. (58)

Diese Bedingungen kénnen nicht von vertauschbaren Zahlen erfiillt werden. Verwende
daher Matrizen o; und .

— Zusitzliche Bedingung: H hermitesch, also H = HY, erfordert o = oz; und g = jf.
— Weitere Eigenschaften:

x Auf Grund von a? = 32 = 1 sind die Eigenwerte von aj, 8 £1.

* Tr(ay) = Tr(a;8%) = Tr( &Oij/ B) = —Tr(a;), also Tr(a;) = 0.

——a;,8
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* Analog Tr(5) = 0.
* Tr = Summe der Eigenwerte, daher gerade Dimension von «;, 3.

— Mit 2 x 2-Matrizen sind obige Bedingungen nicht zu erfiillen, aber mit 4 x 4-Matrizen

0 +Hoj +1 0
Ozj:<_|_0_j OJ),B=<O_1> (59)

mit den Pauli-Matrizen

0 +1 (0 = (410
Die Wahl (59) (“Standarddarstellung”) ist nicht eindeutig.

e Die Gleichung (55) mit den Matrizen (59) wird als Dirac-Gleichung (DG) bezeichnet. 1)
hat vier Komponenten, ist aber kein Vierervektor, sondern ein “(Dirac-)Spinor” (anderes
spezielles Transformationsverhalten unter Lorentz-Transformationen).

KXFFE (1. November 2024 (6. Vorlesung) *****

e Kovariante Form der DG:

— Definition:

S N v} oy

—0j
— Eigenschaften der v-Matrizen:

O S (e A 7 S A G0 LI G CR) LN ()
— Multiplikation von (55) mit S fiihrt auf

iBavb(x) = (Zﬁaj<—iaj>+m)w<x> (63)
J

bzw.
(i'yuau - m)dj(az) =0 (64)

(die y-Matrizen Verdndern sich nicht bei Lorentz-Transformation, auch wenn sie einen
Viererindex tragen; mehr dazu in Abschnitt 3.3.5).

e Losung der DG:
— Die DG enthilt die KGG, d.h. ein Spinor % der die DG erfiillt, muss auch die KGG
erfiillen (die DG wurde so konstruiert; siehe (56) und (58)).

— Benutze daher den Ansatz

Y@) = < o > FEOT) B = m? (63)
(fiir Vorzeichen et entspricht das positive F(k) dem Betrag der negativen
Energie und k entspricht dem negativen Impuls, d.h. Impuls p = —k [Korrespon-
denzprinzip)).

E(k)t—kx)
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— Einsetzen des Ansatzes in die DG (64) fiihrt auf
(E(k) ¥ m)e(k) —dkx(k) = 0 (66)
(B(k) % m)x(k) — Fko(k) = 0. (67)

— Obere Vorzeichen, 1) o e~ {(EH)t—kx)

* Umstellen von (67):

, d.h. positive Energie:

R ] (65)
* Einsetzen in (66):
F 2
(00— m - g Yol = o (69)
-0

wobei (k)? = k? = E(k)? —m? = (E(k) +m)(E(k) —m) verwendet wurde, d.h.
jedes beliebige ¢ ist moglich, also zwei linear unabhéngige Losungen

v1 = N(1,0) und w2 = N(0,1) (Hinweis auf “Spin up” und “Spin down”; mehr
dazu in Abschnitt 3.3.2).

* Spinoren mit positiver Energie:

Ui(@) = upp(k)e PRI (70)
1
k 0
mi = (A ) = N e ()
E(k)+m9"1( ) E(k)+m
+k! +ik?
E(k)+m
0
k 1
ug(k) = 552( ) Kk = N| +r1-i2 |. (72)
E(k)+m¢2( ) E(k;f-é-m
ER)+m

— Untere Vorzeichen, ¢ o eti(EK)i—kx)

* Umstellen von (66):

, d.h. negative Energie:

ok
k) = —x(k).
) = g (73)
* Einsetzen in (67):
(6k)?
Ek)—m-— ——F"— k) =0 74
(B0 —m - %)) = o ()
=0
d.h. jedes beliebige x ist moglich, also zwei linear unabhéngige Losungen
X1 = N(O7 1) und x2 = N(LO)
* Spinoren mit negativer Energie:
Uia(m) = vp(k)etFIOTI) (75)
+k—ik?
ak k E(kgg’:m
Ul(k) — E’(k)+mX1( ) = N E(k)+m (76)
x1(k) 0
1
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+k?

ok o (k fl(clff'z?;
w) = [ mome® ) Hgi | (77)
x2(k) 1
0
— Normierung N = /FE(k) +m (Konvention). Damit ui(k)us(k) = 2E(k)d,s und

vl (K)vs (k) = 2E(K)6ps.

— Fiir kleine Impulse |k| < E(k) (nicht- bzw. schwach relativistischer Bereich) domi-
nieren fiir positive Energien die oberen beiden Komponenten, fiir negative Energien
die unteren beiden Komponenten.

— Allgemeine Losung der DG durch lineare Superposition:
d®k , 4
— br k . k —ikx d* (k \ k —I—Zk:r)
0@ = [ oy 3, (09006 + 09009 (78)
(hier k* = (E(k), k)).
e Es existiert eine Kontinuitétsgleichung d;p + Vj = 0 bzw. 95" = 0 mit

gH = apTyOytah = ipytap, wobei p = 1140 (adjungierter Spinor). Da
p =47 =T > 0ist eine Interpretation von p als Wahrscheinlichkeitsdichte denkbar, d.h.
die DG ist diesbeziiglich der KG {iberlegen.

e Ausblick: 1 beschreibt nicht die Wellenfunktion eines einzelnen Teilchens sondern im Rah-
men der QFT ein Feld, dessen angeregte Quanten fermionischen Spin-1/2-Teilchen (z.B.
Elektronen, Quarks) entsprechen.

3.3.1 Losungen mit negativer Energie

e Teilchen mit beliebig grofien negativen Energien —FE(k) = —v/m? + k? konnen nicht exi-
stieren (Energiegewinn durch “Abrutschen” zu immer negativeren Energien).

e Ignorieren/Wegwerfen der Losungen mit negativer Energie? ... Fragwiirdig! Schlechte Theo-
rie!

Ausweg (1): Dirac-See.

e Pauli-Prinzip: Zwei gleichartige Fermionen (z.B. Elektronen) kénnen nicht im selben Zu-
stand sein.

e Vakuum: Alle negativen Energieniveaus sind besetzt, alle positiven unbesetzt.
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e Einzelnes Elektron mit Impuls k: Energieniveau E(k) = v/m? + k? ist zusitzlich besetzt.

e Elektron-Positron-Paarerzeugung: Ein Elektron mit negativer Energie wird auf ein posi-
tives Energieniveau gehoben (dafiir minimal notwendige Energie: 2m); das entstandene
Loch entspricht einer fehlenden Ladung und verhélt sich daher wie ein Positron.

— Vorhersage von Antiteilchen.

e Betrachtungsweise in der Festkorpertheorie erfolgreich, scheitert jedoch fiir Bosonen.

Ausweg (2): Feynman-Stiickelberg-Interpretation.

e Literatur: [6], Kapitel 3.1.

e Wesentliche Idee: Teilchen mit negativer Energie laufen riickwérts in der Zeit, entsprechen
Antiteilchen, die vorwérts in der Zeit laufen und positive Energie haben:

— Teilchen mit negativer Energie:
P1.0(x) = vy 9(k)etH BRIk

— Umkehren der Zeitrichtung durch ¢ — —t:
n 2(33) = 2(k)e+i(E(k)(ft)ka) = Q(k)efi(E(k)t&kx);
Energie damit positiv.

e Damit konnen vier scheinbar unterschiedliche Prozesse (Teilchen-Streuung, Antiteilchen-
Streuung, Paarerzeugung und Paarvernichtung) als ein Phénomen verstanden werden.
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e Vorteil gegeniiber dem Dirac-See: Auch auf Bosonen anwendbar, z.B. Pionen 7+, 7.

e Problem negativer Energien also nicht nur fiir die DG, sondern auch fiir die KGG gelost.

3.3.2 Spin

e Die DG beschreibt ein freies Teilchen, also ein rotationsinvariantes System. Bei solchen
Systemen ist der Gesamtdrehimpuls J (Summe aus Bahndrehimpulsen und Spins) erhalten.

e Die Verwendung der Pauli-Matrizen als Bausteine der v-Matrizen und die Existenz von
jeweils zwei Losungen mit gleichem Impuls sowohl fiir Teilchen/Antiteilchen legt nahe,
dass die DG Teilchen mit Spin beschreibt.

e Erwartung: Der Bahndrehimpuls L = r X p ist keine Erhaltungsgrofle,
[L,H] = [rxp,adp+pfm] = [rdp]xp = idxp. (79)

Erwartung damit bestétigt.

e Gesucht: Spinoperator S. Dieser muss
JH =0 , J = L+S (80)

erfiillen.
KKFAH 6. November 2024 (7. Vorlesung) **#**

e Drehimpulse und Spins erfiillen die Drehimpulsalgebra, z.B. [S}, Si] = i€ S;. Diese wird
auch von den Pauli-Matrizen erfiillt, [0;/2, 01/2] = i€jp107/2.
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e Versuch:

1= = g 0 . - . -
S = 52 ., Y = < 0 & > = —imazd = —iv'y2%7. (81)
Es folgt
1 . 1 K . K o
15, Hl = 3[Epap+pml = g[Ealp® = dguptar = —i(@xp)j, (82)

wobei [}, ag] = 2iejp0q und [}, ] = 0 verwendet wurde. (80) ist erfiillt, S scheint damit
der Spinoperator zu sein.

e Eigenwerte s; von S; sind +1/2 (Eigenwerte der Pauli-Matrizen sind +1). Eigenwerte

s(s+1) von
1= 3/ 1 0
2 2 2
§* = -8 4<0 1) (83)

sind 3/4, damit s = 1/2. Die DG beschreibt also Fermionen mit Spin 1/2.
e Spineinstellung der Losungen der DG:

— (82) zeigt, dass die Spinkomponente parallel zum Impuls erhalten ist. Wéhle daher
0.B.d.A. p = (0,0,p?) und betrachte S3.

— Teilchen (siehe (70)):

1
1 /03 0 0 i _ 1
S + - = N i(B(k)t-kx) _ 4= + 84
wit) = 5 (T )| e | i) (s
0
0
1/ 02 0 1 < 1
+ _ (o3 —i(B(k)t-kx) _ _ L.+
st = 3 (F )V o | S CINC
—k
E(k)+m
— Antiteilchen (siehe (75)) analog,
_ 1 _ 1 _
Ssipy (z) = _iwl () , Sz, (z) = +§1/12 (). (86)

3.3.3 Lorentz-Kovarianz der DG, Transformationsverhalten von Spinoren unter
Lorentz-Transformationen

e Als relativistische Gleichung muss die DG forminvariant unter Lorentz-Transformationen
sein, d.h. in jedem Inertialsystem gleich aussehen. Die beiden Gleichungen

(i’y“ﬁu—m>w(x) = 0 , (i’y“(?;—m)w’(x') =0 (87)

miissen also die gleiche Information beinhalten, d.h. durch Lorentz-Transformation in-
einander iiberfithrbar sein. Dies legt das Transformationsverhalten von Spinoren unter
Lorentz-Transformationen fest.
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o oM — g/t = AF 2V,

e Spinoren miissen auf Grund der Linearitit der DG linear transformieren, d.h.

U(x) = ' (@) = S(A)Y(z).
e Gesucht: Die im Spin-Raum wirkende 4 x 4-Matrix S(A).

— Rechte Gleichung in (87):

0 = (iv0, —m)v') = (i7"0, —m)S(A)(w). (88)
— Linke Gleichung in (87):
0 = ("0 —m)v(e) = (V"0 —m)u(), (89)

wobei 0, = (9z""/dx*)9, = AY,0, verwendet wurde. Multipliziere mit S(A) (um
“Rechte Gleichung” und “Linke Gleichung” vergleichen zu kénnen),

0 = S(A)(W‘Al’u@/f—m>571(/\)5(1\)¢($) =

= (iS5 WA, = m) S(A)u(a). (90)
— Vergleich von (88) und (90) ergibt die Bestimmungsgleichung fiir S(A),
7= SAHSTHAA,. (91)
— Fiir infinitestimale Lorentz-Transformationen, A#, = n#,+¢e", mit e = —e”* | ergibt
sich
i i
S(A) = 1- Zeu Ouwv » O = 5[7}177u]; (92)
endliche Lorentz-Transformationen kénnen aus infinitesimalen zusammengesetzt wer-
den,
S(A) = exp < - ieu’jaw> (93)

(limpy oo (1 +2/N)N = e%).

e Analoges Vorgehen zeigt, dass sich die Losungen der KGG unter Lorentz-Transformation
nicht verdndern, also sogenannte Lorentz-Skalare sind:

— Die beiden Gleichungen
(8”8M+m2)¢>(x) -0 , (8’”8L+m2>¢'(x') ~- 0 (94)

miissen die gleiche Information beinhalten, d.h. durch Lorentz-Transformation inein-
ander tiberfithrbar sein.

— Rechte Gleichung in (94):
0 = (a’ua,g + m2><b'(x') - (aua# + m2)¢>’(x'). (95)

— Vergleich der linken Gleichung in (94) und (95) ergibt ¢(x) — ¢'(2') = ¢(x).
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3.3.4 Transformationsverhalten von Spinoren unter Paritiat und
Ladungskonjugation

Paritiat P:

e Paritéit entspricht der speziellen Lorentz-Transformation (40).

e Die entsprechende Spinortransformationsmatrix S(A) muss (91) erfiillen:

v=0 —p ¥ = +SA)N’ST(A) (96)
v=j —p 7 = =SSN (97)

dies fithrt auf S(A) = €Y wobei €'® eine beliebige Phase ist (hiufig, wie auch im
Folgenden, wird e'® = 1 gewihlt).

e Damit transformieren sich Spinoren unter Paritit geméaf
b@) —p W) = ). (98)
xHR*XE 8. November 2024 (8. Vorlesung) *****

Ladungskonjugation C':

e Als Ladungskonjugation bezeichnet man den Ubergang zwischen Teilchen und Antiteil-
chen.

e Die Spinoren fiir Teilchen (70) und Antiteilchen (75) gehen (bis auf irrelevante Phasen-

faktoren) durch Komplexkonjugation und Anwenden der Matrix e’“y? ineinander iiber

(hiufig, wie auch im Folgenden, wird e® = i gewihlt),

up (k)e i(BMt=kx) i’y2<u1(k)e’i(E(k)t’kx)>* — oy (ke i)k (99)

us(K)e BN i,y2<u2(k)e—i(E(k)t—kx))* = (ke tiBM)kx) (100)
bzw. allgemein
Y(z) —c Pz) = iy’ (a). (101)

e Bestétigung der Transformation (101) als Ladungskonjugation durch Betrachten der DG
fiir ein Teilchen im elektromagnetischen (em) Feld:

— Einfiihren des em Felds durch minimale Substitution (wie in der nicht-relativistischen
QM): p#* — p* — eA* bzw. 0, — 0, — ieA, ergibt

(i’y“(@u—ieAu)—m>1/J(a:) _— (102)
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— Erwartung: Erfiillt ein Spinor ¢ die DG (102) erfiillt der ladungskonjugierte Spinor
in?* ebenfalls (102) mit e — —e,

(iv“(@u +ieA,) — m) 2t (z) =
= (0 @ —ied) —m) () 0@) =

*

= =i ((~ (20" A0 —ieA) = (7P m)e)) =

:—'yN =1
- —i72<(iv“(@u—ieAu)—m>w(:v)> _— (103)
=0
wobei (7013)* = 44013 und (12)* = —~? verwendet wurde. Erwartung damit

bestétigt.

3.3.5 Bilineare Kovarianten

Zwei Spin-1/2-Teilchen lassen sich durch geeignete Linearkombination zu Gesamtspin
S =0und S =1 koppeln (Clebsch-Gordan-Kopplung):

— (1) = 14)/V2 = S =0 (Singlet).
= [, (M) +1I)/V2, [ W) — S =1 (Triplet).

Der Singlet-Zustand ist rotationsinvariant.

Die drei Triplet-Zustéinde transformieren (nach erneuter geeigneter Linearkombination)
unter Rotationen wie die drei Komponenten des Ortsvektors (z,y, z) (Analogie: Die Ku-
gelflichenfunktionen Yj ,,, die Bahndrehimpuls L = 1 entsprechen, sind in kartesischen
Koordinaten proportional zu = + iy, z, x — iy).

Ziel /Fragestellung dieses Abschnitts: Welche Linearkombinationen zweier Spinoren Pp@)
und ) transformieren wie Skalare (“entsprechen Gesamtspin S = 0”), welche wie Vek-
toren (“entsprechen Gesamtspin S = 17).

Starte mit der infinitesimalen eigentlichen Lorentz-Transformation eines Spinors (92). Es
folgt

1
S(A) = T4 ey (104)
1 1
STA) = 14 oehll]l = 1- gl (105)
1 1 _
P8I = 1= 2y A0 = 1= o] = STHA. (106)

Adjungierter Spinor: 1) = ¥~ Dieser transformiert unter Lorentz-Transformation gemf

P o= P = Y0 = (ST = ¢iST(A)RY = ¥T0408T(A)°0 =
——
=5 =5
= $STHA). (107)
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e Damit ist /(M3 offensichtlich ein Lorentz-Skalar, d.h.

PO @) (@) = W (@)@ = PO (@) (@) (108)

(im weiteren Verlauf dieses Abschnitts wird das Raumzeitargument der Spinoren wegge-
lassen).

e Definition von ~°:
. 0 +1
5 _ 01,23 _
7 o= vyt = <+1 0>. (109)

Es folgen die Beziehungen (7°)2 = 1, {y#,7°} =0, v° = (v°).

e Damit ist /(1453 ebenfalls Lorentz-invariant, denn

PP @ WP = ST A) P 5(A) 9@ = A, (110)
5
=S(A)y

e Beachte das unterschiedliche Transformationsverhalten von ¥y und ¢yM~%43 unter
Paritét:
— W@ 5 p MR = (D40~ 04(2) = 4 4)(1)g(2) (“Skalar”).
— G s p GOPY = G054 C) = G5y (“Pseudoskalar”).

e (91) ist dquivalent zu
STHANWS(A) =AM (111)
Damit folgt

PWApyp@ L Gy = G0 G AESA) @ = AR GDAYp@ (112)
—_—

:Alel/yV

d.h. MA@ transformiert unter Lorentz-Transformation wie ein Vierervektor. Unter
Paritét
1&(1)7%,(2) —p @(1)’7(.)1#(2)' = +1§(1)’Y?¢<2)
Wi 5 p h WD) = (Vi g(2) (“Vektor”).
e Mit analogen Uberlegungen erhilt man
— W pnep(2) s h (D mpnSap (D)7 = AR oh (D 5e)(2)
D WDA0A5H2) s h (11407545207 — (1) 4054)(2)
YW@ = p WPy @) = (4IP3 (“Pseudovektor”).
— W) 5 p (1) ghve(2)r — AMQAVBQE(DU&/?M?)
M g0igp(D) 5 p p(1)/ 507 (2)7 = (1) 507)5(2)
W aikep(D) 5 p (N gk = 44h(1) g7k (2) (“antisymmetrischer Tensor”;
o = i[y#,7"]/2 [siche (92)).
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3.4

e Die sechzehn Matrizen 1, 7°, v, ¥#+® und ¢ sind linear unabhiingig und bilden eine

héufig gewidhlte Basis der 4 x 4-Matrizen im Spin-Raum. Jede beliebige Bilinearkombinati-
on von ) und ¢ lisst sich damit als Linearkombination der oben diskutierten sechzehn
bilinearen Kovarianten schreiben. Damit lésst sich einfach das Transformationverhalten un-
ter Lorentz-Transformation und Paritéit ablesen und z.B. der Gesamtspin angeben (wie in
der Einleitung dieses Abschnitts angedeutet).

KHIFAH 14. November 2012 (9. Vorlesung) *****

An Stelle eines adjungierten (d.h. komplex konjugierten) Spinors ¢ (spiter in der QFT ein
“Antiteilchen” ) kann auch it)T24? (spiter in der QFT ein “Teilchen”) verwendet werden
(der ladungskonjugierte adjungierte Spinor, d.h. 1 —¢ ipT~24%; siehe (101)), da dieser
das gleiche Transformationsverhalten unter Lorentz-Transformation besitzt:

W' = Ty = iyTy?097 (M) (113)

(Rechnung analog zu (104) bis (107) liefert erst —y%y2ST(A)y24Y = S_l_(A) und dann
(113)). Beachte jedoch das unterschiedliche Transformationsverhalten von 1 und i)’72~°
unter Paritét:

— ¢ —=p ¢ ="
= Wy —p )Ty = —(T?90)y".
Beispiele:

— Betrachte im Folgenden Quarks, Notation u, d an Stelle von w(l), w(z).

— dvPu ist ein Pseudoskalar, hat also S = 0 und P = —; kann die Wellenfunktion des
Pions 7t beschreiben [7].

— (1 +9%u (uT4*9%95d) hat also S = 1/2 und P = +; kann die Wellenfunktion des
N—— —m—m—m—

S=1/2, P= S=0, P=+
Protons beschreiben [7].
Die Weyl-Gleichung
Betrachte die DG im Spezialfall m = 0:
() = 0 (114)
ist mit ¥ (x) = (¢(z), x(z)) dquivalent zu

Fidhp(a) + io,0x(a) = 0 (115)
—i0ox(x) —i0;0;p(x) = O. (116)

Linearkombination ¢r(z) = ¢(x)+x(x) und ¢1.(z) = ¢(x)— x(z) entkoppelt die masselose
DG in zwei unabhéingige Gleichungen,

(i80+i0j3j)gbR(:I:) - 0 (117)
(iao—iajaj)¢L(x) ~ 0, (118)
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die jeweils als Weyl-Gleichung (WG) bezeichnet werden. Die zugehorigen zweikomponen-
tigen Spinoren ¢r und ¢, heilen Weyl-Spinoren.

e Wihrend massive Spin-1/2-Fermionen durch vierkomponentige Dirac-Spinoren und die
DG beschrieben werden, ist fiir masselose Spin-1/2-Fermionen entweder ein rechts- oder
ein linkshéndiger zweikomponentiger Weyl-Spinor ¢ bzw. ¢, ausreichend.

e Losung der rechtshéndigen WG:
— Ansatz ¢p(x) = (¢1(k), p2(k))eFERIHRX mit B(k) = VK2 = |k| liefert

) = 0. (119)

— O.B.d.A. k = (0,0, k%) mit k% > 0 (also Bewegung in positiver z-Richtung). Damit
k)
+ k% — o3k’ (‘bl( ) = 0 120
( 78 ) 2(K) (120)

damit (¢1(k), p2(k)) = (1,0) fiir “positive Energie” (e~*#®?) und
(61(k), p2(k)) = (0, 1) fiir “negative Energie” (et?F)),
(

— Umschreiben von (119):
ak (¢i(k) | _ é1(K)
k| < ¢2(k) > B i( o (k) > (121)

h = &k/2|k|, die Projektion des Spins auf die Bewegungsrichtung, wird als Heli-
zitit bezeichnet (tritt bei masselosen Teilchen an Stelle des Spins [mechanische Ana-
logie: ein rotierendes Objekt, das sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegt, wird un-
endlich stark ldngenkontrahiert, seine Rotationsachse kann daher nur parallel oder
antiparallel zur Bewegungsrichtung sein]). Spin-1/2-Teilchen (positive Energie), die
durch die rechtshédndige Weyl-Gleichung beschrieben werden, haben positive Heli-
zitét h = +1/2, Spin-1/2-Antiteilchen (negative Energie), die durch die rechtshéndige
Weyl-Gleichung beschrieben werden, haben negative Helizitdt h = —1/2.

e Losung der linkshidndigen WG analog.

e Paritét: 0; - —0;, damit geht die rechtshindige WG (117) in die linkshéndige WG (118)
iiber und umgekehrt. Eine Paritétsverletzung tritt damit auf, wenn rechts- und linkshéndi-
ge Weyl-Spinoren in unterschiedlicher Art und Weise in einer Theorie auftreten (z.B. Neu-
trinos im Standardmodell).

3.5 Die Maxwell-Gleichungen

e Maxwell-Gleichungen (MGs):

— Inhomogene Gleichungen:
VE(r,t) = p(r,t) , VxB(rt)—0E(t) = jr,t) (122)
mit der elektrischen Ladungsdichte p und der elektrischen Stromdichte j.
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— Homogene Gleichungen:
VB(r,t) = 0 , VxE(rt)+0B(r,t) = 0. (123)

Definiere dabei die elektrische Feldkonstante ¢ = 1. Damit magnetische Feldkonstante
o = 1/€oc? = 1. folglich [E] = [B] = MeV? bzw. [E] = [B] = 1/fm? (natiirliche Einheiten;
siche Abschnitt 1.2).

e Kovariante Form der MGs:
— Verwende Vektorpotential A* = (¢, A) an Stelle von E und B:
E(z) = —0A(x)—Ve¢(z) , B(r) = VxA(z). (124)
— Feldstarketensor: F* = Ot AY — 9V AF. Damit Ej = FI9 und Bj = —ejlekl/Q bzw.

0 -E, —-E, —-E,
+E, 0 —-B., +B,

pv —
F¥(z) YE, +B. 0 -B, (125)
+E, -B, +B, 0
— Mit j* = (p,j) ist (122) dquivalent zu
P (z) = () (126)
und (123) dquivalent zu
EﬂupoaprU(x) = 0 (127)

(123 = +1).

— Die homogenen MGs (127) werden bei Verwendung von Vektorpotentialen automa-
tisch erfiillt:

P, o (z) = e“”paay<8pAU(x)—8gAp(x)) ~ 0 (128)
e Eichfreiheit:

— Die Beziehung zwischen A" und E, B (124) ist nicht eindeutig. Eine gegebene em
Feldkonfiguration E, B wird durch unendlich viele verschiedene A* beschrieben.

— Messbar, d.h. von direkter physikalischer Bedeutung sind E, B (z.B. iiber die auf eine
Testladung ¢ ausgeiibte Kraft F = ¢(E + v x B)). A,, enthilt daher unphysikalische
Freiheitsgrade (FHGs), sogenannte Eichfreiheitsgrade.

— Eichtransformation:
Aua) = Aya) = Aue) - 9. (). (129)
Der Feldstérketensor F'*¥ (und damit E, B) verdndert sich dabei nicht:
F¥(z) — F™(z) = oMrAY(z)—9"AM(z) =
- 8“<A”(x)—8”f(a:)) —6”(A“(m)—6“f(x)> = P(g). (130)

— Eichfixierung: Zusétzliche Bedingungen an A*, die die Eichfreiheitsgrade reduzieren,
nicht aber die physikalischen FHGs (d.h. keine “physikalische em Feldkonfiguration”
darf durch die Eichfixierung ausgeschlossen werden).
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— Lorenz-Eichung: Fordere 0,A4* = 0. Damit werden die inhomogenen MGs (126) zu
0 F"(z) = 0, (8“A”(:n) - 6”A“(x)) = O4%z) = 5%(z) (131)
(vier unabhéngige masselose KGs).

— Coulomb-Eichung: Fordere VA = (0. Damit
plr) = VE@) = V(-0A@)-Vee) = -Lo() (132)

(Poisson-Gleichung). Im Vakuum (j# = 0) und bei Wahl geeigneter RBs (A* = 0 im
Unendlichen) folgt ¢ = A° = 0.
e Losung der MGs im Vakuum (in Coulomb-Eichung):

- ¢=A"=0.
— Verbleibende Gleichungen:

8, F1i(z) = 8, (8“Aj (z) — 8jA“(x)) — OA4@) = o (133)
(drei unabhéngige masselose KGs) und VA = 0.
— Die KGs werden durch
Alz) = / L DAY (a,\(k)e_ikm + ai(k)eﬂ"m)) (134)
(2m)32E(k) Nyt
gelost (siehe Abschnitt 3.2), wobei €/()\), A = 1,2, 3 orthonormale Vektoren sind.
€

— Die Eichfixierung liefert kje/(A\) = 0 (e()\) steht also senkrecht zum Impuls, muss
also k-abhiingig sein, also ¢/(\) — ¢/(\ k), A = 1,2). Z.B. fiir k = (0,0,%?)
e (1,k) = (1,0,0) und €/(2,k) = (0, 1,0).

— Endergebnis:
Az) = 0 (135)
. 3 . . .
A(x) = / (275?{22(1@ 3 e]()\,k)<a)\(k)e_m—I—aj(k)e”’“‘)). (136)

A=1,2
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*HFAE 15, November 2024 (10. Vorlesung) *****

4 Klassische Feldtheorie

4.1 Mechanische Analogie zur Feldtheorie: Federkette

o Federkette, N Massenpunkte (Masse jeweils m, Koordinaten ¢;) verbunden durch Federn
(Federkonstante k), zusétzlich jeweils mit einer Feder (Federkonstante a) mit ¢; = 0 ver-
bunden:

N m k 2 q
L(gj,45) = z; <2(q'j(7f))2 - §<Qj(t) - qgel(t)) - 5(%‘ (t))2>, (137)
RBs g9 =0, gy = 0.

e Ubergang ins Kontinuum, d.h. unendlich viele Massenpunkte, N — oo, diskreter Index j
wird zu “kontinuierlichem Index” x € [0,d], damit Az = d/N — 0:

N U 2
Lapd) = 3 ae(g@or -5 (POZ) L wor) -

d m a
— Llg,¢.¢] = /0 dx (m(Q(%t))Q - T(q/(ﬂfat))Q - M(Q(ﬂfat))Q) (138)

(die Lagrange-Funktion L(gj, ;) [eine Funktion von vielen Variablen ¢;] wird zu einem
Funktional L[q, q,q'] [bildet Funktionen von x auf eine Zahl ab, d.h. L[q,q, ¢'] ist x-un-
abhingig]).

e Wihle k = m/(Ax)?, auBerdem Umbenennung /m/Axq(z,t) — ¢(x,t), a/m — m?:

d m2
L] = [ do (50002 - 300 - o)) (139)
bzw.

d m2
Lol = [ o (50600000 - 5 (0(e0)?) (140)

(“Viererindex” p = 0,1; kann jedoch im Rahmen der mechanischen Analogie auch auf
w=0,1,2 erweitert werden [Federnetz| oder auf p = 0,1, 2,3 [Massenpunkte und Federn
fiillen in kubischer Anordnung den 3-dimensionalen (3D) Raum aus]).

e Hiufig verwendet man auch die sogenannte Lagrange-Dichte

L(,0u0) = %(3%(%))(3@(%))—7(<Z>(fv))2, (141)

wobei ab jetzt = (¢,r) wieder den Raumzeitvektor bezeichnet.
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e Die zugehorige Wirkung ist

m2
Si.0,0] = [ ds (5@ 60,06 - - (01)?) (142)

wobei die Integrationsgrenzen von [ d*z i.d.R. weggelassen werden und sich aus dem je-
weiligen Kontext ergeben.

4.2 BGls

e BGlIs fiir relativistische Feldtheorien sollen forminvariant unter Lorentz-Transformation
sein, d.h. in allen Inertialsystemen gleich aussehen
— Wirkung muss Lorentz-invariant sein, d.h. z.B. S[¢, d,¢] = S[¢’, 9,¢'].
— Raumzeitintegration:

It
/ dtz’ = / d*z | det (gﬁy)‘ = / d%(det (A“y) = / d*z, (143)

wobei 2# = A", x” + a* und det(A*,) = +1 (folgt aus (36)) verwendet wurde.

— Damit muss die Lagrange-Dichte ein Lorentz-Skalar sein, d.h. z.B.
L(),0u¢) = L(¢',0u¢) = L(&,0u9).

— Bedingungen erfiillt fiir z.B. (141) und (142), wenn ¢ — ¢' = ¢ (dieses Verhalten
unter Lorentz-Transformation wird fiir ¢ vorgegeben bzw. gefordert).

e BGIs ergeben sich aus dem Hamiltonschen Prinzip (siehe auch Abschnitt 2.1.1).

— Die physikalische Zeitentwicklung einer Feldkonfiguration ¢(x) mit Randbedingungen
¢(z € Rand) = ¢o(z € Rand) (haufig ¢(|r| = o0,t) =0, ¢(r,t;) = do(r),
o(r,tf) = ¢o¢(r)) minimiert S, also 05 = 0 bei Variation der Feldkonfiguration um
do(x).

— Variationsrechnung fiithrt auf Euler-Lagrange-Gleichungen:
= S[6,0u0] + / d'a 55 0519 0udl 541y 4 / gtz 510008 55 0

o¢(x) 50,¢(x)
[(bv ,ud)] =
= [t AT 5 / ta 2E0L2). ?; @ ))8u5¢(x) -
[ (L) 0,0(x) ) DL
- / ! ( oo(e) " aauQs 09(=
. (OL(6(x), 0,6(x)
+ faten (G gotn) ) (144)
m =0 fiir zeRand
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mit Nebenrechnungen

5S[p, 0.0 _ 0L(¢(x),0u9(x))

o) T T oolw) (145)
5S[6, 0] _ OL(#(), 0uo ()

oy T 35,5(r) (146)
doup(x) = ... = 0u0¢(x); (147)
da d¢(x) beliebig, folgt

oL oL

875_6“@ = 0. (148)

— Rechnung geradlinig auf beliebig viele Felder erweiterbar: mit ¢ — ¢% lauten die
Euler-Lagrange-Gleichungen

oL oL
— = 0. 14
09° Ou 00,9° 0 (149)

4.2.1 Lagrange-Dichte und BGI eines reellen Skalarfelds, Hamilton-Formalismus
fiir Felder

e Lagrange-Dichte (141).

e FKuler-Lagrange-Gleichungen:

oL oc e

3 = m2¢ a“iaam = 9,0"¢; (150)
damit

<8H8”+m2>¢ = 0. (151)

Die KGG ist also die BGI eines reellen skalaren Felds.

e Der Feldauslenkung ¢ an jedem Raumpunkt x wird ein kanonisch konjugierter Impuls
zugeordnet, d.h. unendlich viele kanonisch konjugierte Impulse; Definition wie in der Me-
chanik (siche Abschnitt 2.1.2):

I
W) = soh = ann = (152)

Die kanonisch konjugierten Impulse haben nichts mit dem vom Feld ¢ “getragenen” Impuls
zu tun (siehe Abschnitt 4.3.3).

KFAFX20. November 2024 (11. Vorlesung) *****
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e Legendre-Transformation der Lagrange-Dichte liefert die Hamilton-Dichte:

. 2

H(m¢) = w(2)(z) — L(9,0u0) = %(w(x»?+§<V¢(:c>>2+m7<¢(z)>2- (153)

Die Hamilton-Funktion lautet

Hlr, ¢] = /d37“7-[(7r,¢>). (154)

e Hiufig bewegt sich das Feld ¢ in einem Potential V(¢), z.B. V(¢) = A¢*. Damit

L(#,0u0) — L(#,0u0) —V(9), (155)
was in der BGI

(aua“ + m2)¢ + C”;(f) = 0 (156)

resultiert.

4.2.2 Lagrange-Dichte und BGI eines komplexen Skalarfelds
e Komplexes Skalarfeld ¢ = (A +iB)/v2, ¢ € C, A, B € R,
e Lagrange-Dichte:
L(¢,0u0) = (0"9)"(9uo) —m*¢*¢ =

m? m?
_ (;(am)@m - 2A2> + <;<8“B><8MB) - 2Bz>, (157)

entspricht also der Lagrange-Dichte zweier unabhéngiger, d.h. nicht-WW reeller Skalarfel-
der. Diese Lagrange-Dichte ist reell (damit reelle Wirkung).

e BGIs fiir A und B:
(00" +m*)a = 0, (80" +m*)B = 0. (158)
Diese kénnen zu einer “komplexen BGI” zusammengefasst werden:

(8M8“+m2)¢ _— (159)
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4.2.3 Lagrange-Dichte und BGI eines Spin-1/2-Felds (Dirac-Feld)

e Spin-1/2-Feld ¢ € C, hat vier Komponenten, ist ein Dirac-Spinor.

e Lagrange-Dichte:
L(,0u) = JJ(W@M - m)zb- (160)

Diese Lagrange-Dichte ist reell (Siamit reelle Wirkung), auflerdem ein Lorentz-Skalar, da
Wy*) wie ein Vierervektor und 1) wie ein Skalar unter Lorentz-Tranformation transfor-
mieren (sieche Abschnitt 3.3.5).

e BGI:

—Yvp=A+iB,veC, A, BeR.
— Euler-Lagrange-Gleichung fiir A:

gfj = —mp+ 0 — Y 3u£i4 = i(0u¥)7"; (161)

damit

Q) + mp — iy "o +may = 0. (162)
— Euler-Lagrange-Gleichung fiir B analog:

i(z’(@,ﬂﬁ)v“ + m@) - z( — i1 0, + m701/1> = 0. (163)
— Geeignete Linearkombinationen von (162) und (163) ergeben

O —mp = 0, —i(@u)y" —mi; (164)

diese Gleichungen sind dquivalent (lassen sich mittels Komplexkonjugation ineinander
iiberfithren). Die DG ist also die BGI eines Spin-1/2-Felds.

4.2.4 Lagrange-Dichte und BGls des Maxwell-Felds

e Maxwell-Feld A* € R, hat vier Komponenten, ist ein Vierervektor.

e Lagrange-Dichte:
1
L(A*,0,A") = _ZFWFW , FHo= grAY — 9V AH, (165)

diese Lagrange-Dichte ist reell (damit reelle Wirkung), auBerdem ein Lorentz-Skalar.

e FEuler-Lagrange-Gleichungen:

88/5, = 0 , aﬂaii = =0, " (166)
damit
o F" =0 (167)
(MGs).
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4.3 Symmetrien und Erhaltungsgrofien

e Kontinuierlichen Symmetrien der Wirkung bzw. der Lagrange-Funktion bedingen Konti-
nuitétsgleichungen, die wiederum Erhaltungsgréofien zur Folge haben.

e Noether-Theorem: Ermoglicht bei gegebener Symmetrietransformation die zugehorige Kon-
tinuitatsgleichung bzw. Erhaltungsgrofie auszurechnen.

4.3.1 Herleitung des Noether-Theorems

e Ausgangspunkt:

— Lagrange-Dichte L(¢%, 0,¢%).
— Transformation der Felder: ¢%(x) — ¢%(s,x) mit ¢?(0,x) = ¢*(x).

o Es gilt

S (5,0, 0,075, 0)) =
aﬁ(ﬁf?a(S, LE), 8M¢a(87 SU)) 8¢b(87 l‘) + 8£(¢a(3’ ‘T)v aﬂ¢a(57 m)) 68,,@55(5, 5U)

AP (s, x) ds 00,¢° (s, x) ds
<3£(¢a(873€),3y¢“(8,$)) B <8 85(45“(8,96)73@“(8,36))) 9¢°(s, z)
Db (s, ) v 00,9 (s, ) ds

(Euler-Lagrange-Gleichungen)

OL(¢" (s, ), 0u9" (5, %)) DP"(s,x)
+0, < 861,<Z>b(s!jx) 0s > '

(168)

Erfiillen die Feldkonfigurationen ¢%(x) die BGls, folgt

O (625, 2), 0,0 (5, 2))

_ IL(¢"(x), 0ug™ () DY’ (s, )
ds - a”(

00, ¢t () ds

s:o) (169)

s=0
(Noether-Theorem).

e Lisst die Transformation der Felder die Lagrange-Dichte invariant, d.h.

L(¢%(s,2), 0ud"(s,2)) = L(¢%(x),0u0"(x)) (170)
bzw.

8 a a

%‘C((b (S7x)7aﬂ¢ (va)) = 0, (171)

folgt eine Kontinuitétsgleichung,

OL($"(x), 040" (x)) 99°(s, )

ayju(w) = 0 ) ]V(x) aay¢b(x) 0s _0.

(172)

38



o Ist z.B. j(|r| — oco) = 0 ldsst sich mit dem Satz von Gauf eine Erhaltungsgrofie angeben:

0 = /d4x8Mj“(x) = }l{dnuj”(x) = /d3rj0(t1,r)—/d3rj0(t0,r) (173)

liefert

Q = /d3rj0(t,r) = konstant. (174)

4.3.2 Energie-Impuls-Tensor

e Transformation der Felder: ¢%(x) — ¢%(s,x) = ¢*(s+x) (hier ist s kein einzelner Parame-
ter, sondern ein Vierervektor s# mit vier unabhéngigen Eintrégen). Diese Transformation
lasst die Lagrange-Dichte nicht invariant. Dennoch lassen sich Kontinuitétsgleichungen

herleiten.
e Es gilt
9 0
asyﬁ((ba(sw)?ama(s,x)) _ — 88V£(¢“(s+x),8“¢a(s+x)) - =
= 0,L(¢%(x), 80" (). (175)

e Kombination mit (169) liefert

OL(pM(x), 0,0%(x)) (s, z)
v — a , a 1
o ( 00, 6"(x) 9sp |, 0pL(¢"(2), 0ug” () (176)
:8p¢b($)
bzw. in kompakter Schreibweise
oL
vp = vp — _ = Aap b_ vp .
&/T 0 ) T aay¢ba (;5 n ;C, (177)

TH wird als Energie-Impuls-Tensor bezeichnet (Begriindung im néchsten Abschnitt).

4.3.3 Anwendungsbeispiele des Noether-Theorems

Komplexes Skalarfeld, Multiplikation mit einer Phase:

e Komplexes Skalarfeld ¢ = (A +iB)/v2, ¢ € C, A, B € R,

e Lagrange-Dichte:

L= (0"0)(0u0) - m*¢*p =
= (Yoo, - a2) 4 (Lormyo,m) - B
= (300 - 5 a) + (3O B0 - 5 (179
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e Transformation der Felder: ¢(z) — ¢(s,x) = e**¢(x) lisst die Lagrange-Dichte invariant.
Damit A(s,z) = A(x) — sB(z) + O(s?), B(s,x) = B(z) + sB(x) + O(s?).

o Mit
OL(D(x), Oup(x))  _ 1., 9A(s, x) _
(93,,14(?6) = 5(9 A(z) s L —B(x) (179)
OL(P(x),0.0(x)) 1, IB(s,x)
90, B(x) = 5(“) B(z) s . +A(x) (180)
liefert das Noether-Theorem (172) den Viererstrom
@) = 5~ @ A@)BE) + (@ Ba)AW) =
= (@6 @)o(@) - 6" (@)(0"6()) ): (181)

bis auf einen irrelevanten Faktor entspricht dieser Viererstrom gerade der im Rahmen
der KGG diskutierten Kontinuitéitsgleichung (siehe Abschnitt 3.2). Nach der Quantisie-
rung des komplexen Skalarfelds wird klar werden, dass es sich bei j° um die elektrische
Ladungsdichte und bei j um die elektrische Stromdichte handelt.

e Physikalische Konsequenz: Die elektrische Ladung kann sich zwar umverteilen, ist in Sum-
me aber erhalten.

Mechanik, rdumliche Translation:

e “Lagrange-Dichte”:

L = %jﬂ. (182)

e Transformation des “Felds”: z(t) — z(s,t) = z(t) + s lésst die Lagrange-Dichte invariant.
o Mit

OL(x(t), i(t))

550 = mi(t) = 1 (183)

liefert das Noether-Theorem (172)
oj°t) = 0 , o) = mi(t) (184)

bzw. in einer in der Mechanik iiblicheren Notation

d

Zp(t) = 0, p = mi(t). (185)

R&umliche Translationen liefern also im Fall freier Teilchen die Impulserhaltung.
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Mechanik, zeitliche Translation:

e “Lagrange-Dichte”:

L = %:tz—vm). (186)

e Transformation des “Felds”: z(t) — xz(s,t) = z(s + t).
o Mit

OL

5 = m (187)

liefert das Noether-Theorem (177)

8HT® = 0 , T = mii—L = %j:2+V(yc) (188)

bzw. in einer in der Mechanik iiblicheren Notation

d m
—F = E = —j? . 1
g 0o , 5% + V(x) (189)

Zeitliche Translationen liefern also die Energieerhaltung.
Reelles Skalarfeld, Raumzeittranslationen:

e Lagrange-Dichte:
1 " m? 9
L= S(0"0)0u0) - 0" (190)

e Transformation des Felds: ¢(z) — ¢(s,z) = ¢(s + ). An Hand obiger Uberlegungen im
Rahmen der Mechanik sollte s = (s",0) die Energieerhaltung und s = (0,s) die Impul-
serhaltung liefern. Beide Erhaltungssétze werden durch den bereits hergeleiteten Energie-
Impuls-Tensor und dessen zugehorige Kontinuitétsgleichung (177) beschrieben.

o Mit

oL
90, ¢

= 0"¢ (191)
lautet der Energie-Impuls-Tensor

T = 0"¢d°¢ —n"PL; (192)
dabei entspricht

T = S8+ (V) + e (193)
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der Energiedichte (konsistent mit der in Abschnitt 4.2.1 abgeleiteten Hamilton-Dichte
(153), d.h. H = T) und

P’ = /d3r 7% = konstant (194)
der vom Feld getragenen und erhaltenen Energie. Analog entspricht

% = (3°¢)(0"¢) (195)
der Impulsdichte und

Pl = /d3rT0j = konstant (196)

dem vom Feld getragenen und erhaltenen Impuls. Dieser “physikalische Impuls” hat, wie
in Absc}_lnitt 4.2.1 bereits erwahnt, nichts mit den kanonisch konjugierten Impulsen
7(r) = ¢(r) der Feldvariablen ¢(r) zu tun (Gleichung (152)).
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