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Aufgabenblatt 10
Zur Besprechung in den Tutorien am 21.01.25 und 23.01.25.

Aufgabe 1 [Feynman-Propagator des skalaren Felds.)

Betrachte die inhomogene Klein-Gordon-Gleichung
(0,0" +m*)p(x) = j(x), (1)

welche ein skalares Feld ¢(z) beschreibt, das mit einer externen Quelle j(x)
wechselwirkt (j(z) kann z.B. ein anderes Feld beschreiben). Die Losung dieser
Gleichung lasst sich formal schreiben als

$(x) = dolz) - / dty G(x — y)j(z), @)

wobei ¢g(x) die homogene Losung der Klein-Gordon-Gleichung ist und G(z —y)
eine Greensche Funktion, definiert durch

(00" +m*) Gz —y) = =60 (x —y). (3)

(i) Stelle ausgehend von Gl. (3)) eine Gleichung fiir G(k), die Fourier-Transformierte

von G(z — y), auf und zeige, dass G(k) durch

~ 1

G(k) = g (4)

gegeben ist.

(ii) Der erhaltene Ausdruck

- d*k —ik(z—y) 1
G(I y) - / (27T)4€ k2 _ ’ITL2 (5)
hat Pole bei k2 = m?, d.h. bei k° = +F(k). Um das Integral in GL
eindeutig zu machen, verschiebt man die Pole gemif k° = +E(k) — k¥ =
+FE(k) F ie entlang der imagindren Achse, wobei € eine infinitesimale po-
sitive Zahl ist. Zeige, dass dies zum Feynman-Propagator im Impulsraum
fiihrt, d.h.

~ 1

Ap(k) = B oI (6)

(iii) Betrachte nun den Feynman-Propagator im Ortsraum,

d*k . 1
A —q) = —ik(z—y) ]
r(z—y) / (27r)4e k2 —m?2 +ie (™)
1
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Verwende den Residuensatz, um das Integral iiber k° zu lésen und zeige,
dass sich Ap(x — y) schreiben lisst als

d3k

Arle =) = =i [ G (0 —y)e ) 4 0y — o)),

(8)
wobei 0(x) die Heavyside-Funktion ist. Interpretiere das Ergebnis.

Bemerkung: In der Literatur werden Ap(z —y) und Ap(k) manchmal mit
einem zusitzlichen Faktor ¢ definiert, d.h. Ap(k) = womit das
—i vor dem Integral in GI. verschwindet.

i
k2 —m2+ie’

(iv) Zeige, dass der Feynman-Propagator im Ortsraum gleich dem Erwartungs-
wert des zeitgeordneten Produkt zweier komplexer skalarer Felder ist, also

(01 To(x)¢' (y) 10) = iAp(z —y), 9)
mit
z)pt ir o
ro@ott) = {00 T 7Y (10)
Hinweis: Fiige auf der linken Seite von Gl. @[) explizit
3 . .
o(z) = / (27;;2’;(@ (a(k)e™ ™" 4 bl (k)et ™) (11)

ein. Verwende die bekannten Kommutatorrelationen der Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren, sowie ihre Eigenschaften beim Wirken auf Mehr-
teilchenzusténde |n), n =0,1,2....

Bemerkung: Tm Falle reeller skalarer Felder erhélt man (0| T¢(x)é(y) [0) =
iAp(x —y).

Bemerkung: Anstelle der Green’s-Funktion Gl. (3) kann man den Feynman-
Propagator auch als den Erwartungswert Gl. (9) definieren. Dann fiihrt
man die Schritte in dieser Aufgabe in umgekehrter Reihenfolge aus und
erhélt so die Interpretation des Feynman-Propagators als die Greensche-
Funktion der Klein-Gordon-Gleichung.

Aufgabe 2 [Feynman-Propagator des Dirac-Felds.]

Der Feynman-Propagator des Dirac-Feldes lautet
Sp(z —y) = (0] Ty (x)y(y) [0)
4 )
- / (d p_MPEM) _ ipta (12)

2m)4 p? — m? + ie

mit
. +p(@)(y) fir 20 >0,
Ty(x = - .. 13
vty = { T s Y (13)
Zeige, dass der Integralausdruck in der zweiten Zeile von GI. aus der De-
finition in der ersten Zeile von GL folgt. Fiihre dazu analoge Schritte wie

in Aufgabe 1 oder im Vorlesungsskript aus. Hebe dabei die Unterschiede zum
skalaren Feld hervor.
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