EINFUHRUNG IN DIE QUANTENFELDTHEORIE
WISE 2024-2025 — PROF. MARC WAGNER
MARC WINSTEL: winstel@itp.uni-frankfurt.de

Aufgabenblatt 5

Zur Besprechung in den Tutorien am 26.11 und 28.11.24

Aufgabe 1 [Eichfreiheit und Mazwell-Gleichungen)

Wir betrachten die kovariante Formulierung der Maxwell-Gleichungen
OuF™ =j", 0,F" =0 (1)

mit dem dualen Feldstirketensor FH” = %6“575F75, dem elektromagnetischen
Viererstrom j* = (p,j) sowie dem Feldstirketensor F*¥ = g* A¥ — 9” A*. Dabei
wird statt dem elektrischen Feld E und dem magnetischen Feld das Vektorpo-
tential AY = (¢, A) verwendet.

(i) Es gibt eine sogenannte Eichfreiheit des Vektorpotentials A”. Recherchiere
diesen Begriff im Kontext des elektromagnetischen Viererpotentials und
erldutere dessen Bedeutung kurz. Warum ist die Wahl von A" nicht ein-
deutig durch die Maxwell-Gleichungen bei Vorgabe von p und j festgelegt?

(ii) Gib die allgemeine Form einer Eichtransformation von A” an und zeige,
dass diese die Maxwell-Gleichungen invariant ldsst

(iii) Verwende nun die sogenannte Coulomb-Eichung VA = 0. Welche bekann-
te Gleichung aus der Elektrostatik erhélt man direkt unter Verwendung
dieser Eichung? Unter welchen (Rand-) Bedingungen folgt in Coulomb-
Eichung, dass A° = ¢ = 0?

Betrachte im Folgenden die Maxwell-Gleichungen (1) in Lorenz-Eichung 9, A" =
0.

(iv) Welche aus der Vorlesung bekannte Form nehmen die inhomogenen Maxwell-
Gleichungen nun an ?
Hinweis: Man kann bei der Betrachtung zundchst j¥ vernachldssigen.

(v) Finde die allgemeine Losung A” (¢,x) der Maxwell-Gleichungen in Lorenz-
Eichung im Vakuum. Betrachte dann speziell eine ebene Welle in z-Richtung
und gib die drei moglichen Polarisationsrichtungen explizit an. Zeige, dass
eine davon physikalisch bedeutungslos ist.

Aufgabe 2 [Proca Gleichung]
Betrachte die Maxwell Lagrangedichte mit Quellen

1
L= P Fu - "4, (2)
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(i) Leite aus den Euler-Lagrange Gleichungen (siehe Kapitel 4.2) die inhomo-
genen Maxwell-Gleichungen her. Nutze dein Wissen aus dem Skript sowie
Aufgabe 1, um zu erldutern warum die homogenen Maxwell-Gleichungen
ebenfalls erfiillt sind.

Betrachte nun die sogenannte Proca Lagrangedichte

1 1
L= —ZF‘“’FW + imQAMA“ (3)

fiir massive Spin-1 Teilchen. Diese ist equivalent zu GI. mit j# = 0 und
einem zusétzlichen “Massenterm” fiir das Vektorpotential.

(ii) Zeige, dass nicht mehr invariant unter Eichtransformationen ist.

(iii) Berechne mit Hilfe der Euler-Lagrange Gleichungen die zu gehorigen
Feldgleichungen.

(iv) Kontrahiere 9, mit den in (iii) erhaltenen Feldgleichungen. An welche
Eichfixierung erinnert dein Ergebnis? Wie vereinfacht diese Bedingung
die Feldgleichungen?

Aufgabe 3 [Variationsrechnung]
Betrachte im Folgenden die Wirkung

S(6.0,0] = [ate (5 0"6(0)) (0,0(0)) - - (6(0)")

mit Randbedingungen ¢(r,t;) = ¢i(r), ¢(r,t5) = ¢5(r) und ¢(|r| — oo,t) = 0.
Nach dem Hamilton’schen Prinzip wird S von der physikalisch realisierten Feld-
konfiguration ¢(z) minimiert, d.h. es gilt 65 = 0 bei Variation dieser Feld-
konfiguration um d¢(z) = 0. Fiihre die Variationsrechnung zur Herleitung der
Euler-Lagrange-Gleichung der obigen Feldtheorie durch:

(i) Driicke dazu .S zunéchst durch S, %, % sowie die Feldvariationen d¢
B
und 60,,¢ aus.
Hinweis: §S ist durch eine Differenz der Wirkung nach der Variation und

der Wirkung vor der Variation gegeben. Entwickle den erhaltenen Aus-
druck in 0¢ und 0,¢.

(ii) Verwende, dass
6S oL 08 oL

56 99 60,6 9(0.9)

(4)
sowie 60,¢ = 0,0¢.
(iii) Leite die Euler-Lagrange Gleichungen fiir ¢

oL, oL
0p " 0(0ue)

aus der Forderung 65 = 0 ab.

=0.

Hinweis: Verwende den gaufischen Integralsatz. Die RBs liefern zudem
eine Bedingung an d¢(x) fiir x € Rand.
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(iv) Sind die hergeleiteten Euler-Lagrange Gleichungen auch giiltig, wenn S
von zweiten oder hoheren Ableitungen nach ¢ abhingt? Finde ein physi-
kalisch relevantes Beispiel, bei dem eine solche Abhéngigkeit vorliegt und
gib das zu minimierende Funktional an.

Hinweis: Das zu findende Beispiel ist eine typische Aufgabe zur Ubung der
Variationsrechnung in der Mechanik.
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