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Aufgabenblatt 4
Zur Besprechung in den Tutorien am 19.11 und 21.11.24

Aufgabe 1 [Lorentz-Transformation von Spinoren (1)]

Zeige, dass die infinitesimalen Lorentz-Transformationen fiir Spinoren ((92) im
Skript)
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S(A)=1- ieﬂu%, O = 5

ihre Bestimmungsgleichung ((91) im Skript)
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erfiillen.

Aufgabe 2 [Lorentz- Transformationen von Spinoren (2)]

In der Vorlesung wurden infinitesimale Lorentz-Transformationen fiir Vierervek-
toren als

A, =k, + e,

mit e’ = —e”* angegeben.

(i)

Begriinde, dass jede infintesimale Lorentz-Transformation in dieser Form
geschrieben werden kann.

Betrachte im Folgenden sechs elementare Lorentz-Transformationen, Rotationen
um die kartesischen Achsen mit Drehwinkeln o, a, und a, sowie Boosts entlang
der kartesischen Achsen mit Relativgeschwindigkeiten v,, v, und v,.

(i)

(i)

Driicke fiir jede dieser sechs Transformationen fiir infinitesimale Drehwin-
kel und Relativgeschwindigkeiten sowohl €*, als auch €*” durch oy, oy,
0, Vg, Uy und v, aus.

Begriinde oder zeige mathematisch, dass eine Rotation um den Winkel
« dquivalent zu N hintereinander ausgefiihrten Rotationen um den Win-
kel a/N ist. Gilt dies auch fiir Boosts und Relativgeschwindigkeiten, d.h.
ist ein Boost mit Relativgeschwindigkeit v dquivalent zu N hintereinan-
der ausgefiihrten Boosts mit Relativgeschwindigkeit v/N? Durch welche
eng mit der Geschwindigkeit verwandte Grofie miissen Boosts ausgedriickt
werden, damit die Hintereinanderausfithrung von Boosts ein dhnlich offen-
sichtliches und einfaches Ergebnis liefert, wie das bei Rotationen der Fall
ist?

Hinweis: Recherchiere gegebenenfalls “Relativistische Addition von Ge-
schwindigkeiten” sowie “Rapiditdt” in Deinem bevorzugten Buch zur Me-
chanik.
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Betrachte nun erneut die oben genannten sechs elementaren Lorentz-Transform-
ationen, diesmal fiir endliche Drehwinkel und Relativgeschwindigkeiten. In der
Vorlesung wurde angegeben, dass sich diese Transformationen in der Form

S(A) = exp < - ie“”aw)

fiir Spinoren schreiben lassen. Driicke nun mit Deinem in dieser Aufgabe erar-
beiteten Wissen sowohl €/, als auch ¢*” durch oy, oy, o, ¢z, ¢y, ¢z, Vg, vy
und v, aus (hierbei bezeichnen ¢; Rapiditéten).

Aufgabe 3 [Chiralitit, vs Matriz]
Wir betrachten die in der Vorlesung definierte Matrix
7’ =iy 1)
(a) Zeige, dass 7° hermitesch und selbstinvers ist.
(b) Zeige, dass v° mit den Matrizen v anti-kommutiert, d.h. dass
{"?7"} =0 (2)
gilt.

(c) Betrachte die Operatoren Pg/; = %(]l + 5). Zeige zunéchst, dass Pr/p,
Projektionsmatrizen sind, indem du

Pi=Pp, P?=P,, PrPL,=P,Pr=0, P,+Pr=1 (3)

verifizierst. Wende Pg/, auf die Lésungen der Dirac-Gleichung + an. Ver-
wende dabei einmal die Standarddarstellung und einmal die chirale Dar-
stellung.

(d) Betrachte die Dirac-Gleichung in der chiralen Darstellung fiir ¢ = (¢, ¢ R)T,

wobei tr,; zweikomponentige Spinoren, auch Weyl-Spinoren genannt,
sind. Setze fiir ¢r,; eine ebene Welle ein und analysiere die resultie-
rende Gleichung fiir den ultra-relativistischen Fall m = 0. Zu welchem
Operator h sind g/, Eigenvektoren? Interpretiere dein Resultat im Rah-
men der speziellen Relativitdtstheorie, wobei du von ultra-relativistischen
Geschwindigkeiten v = |v| & ¢ ausgehen kannst. Welche Unterschiede er-
geben sich fiir dhnliche Betrachtungen fiir m # 0 im nicht- oder schwach-
relativistischen Fall?

Hinweis: Es ist hilfreich, p° = E = \/p2 + m?2 zu verwenden.

Aufgabe 4 [Chiralitit in 2 Raumzeitdimensionen)

Betrachte die Dirac-Gleichung in 2 Raumzeitdimensionen. Verwende die chirale
Basis der v-Matrizen, gegeben durch

70 =01,9" =ios. (4)

Die Losung der Dirac-Gleichung ¢ = (¢, 9 R)T besteht aus zwei Komponenten,
d.h. ¥, beschreiben jeweils 1 Spinorkomponente.
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(a) Gib die Matrix y*? an, welche das 2-dimensionale Analogon zur dem Ope-
rator 7° in 4 Raumzeitdimensionen darstellt. Beachte dabei, dass "
selbstinvers und hermitesch sein soll.

(b) Analysiere die Dirac-Gleichung fiir m = 0. Gib eine Interpretation der
Subskripte R/L der Spinorkomponenten an.
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