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1 Wiederholung grundegender Konzepte der Quantenmechanik

1.1

(QM)

Kapitel dient zur Erinnerung an “Theoretische Physik 4 — Quantenmechanik”.
Keine liickenlose oder vollstédndige Darstellung.

Grundlagen, die notwendige (aber nicht hinreichende) Voraussetzungen zum Verstidndnis
der in dieser Vorlesung diskutierten fortgeschrittenen Konzepte der QM sind.

“There was a time when the newspapers said that only twelve men understood the theory
of relativity. I do not believe there ever was such a time. ... On the other hand, I think I
can safely say that nobody understands quantum mechanics.” (Richard Feynman, 1965)

Ubergang von klassischer Mechanik zur QM

Ausgangspunkt: Lagrange-Funktion eines mechanischen Systems ausgedriickt durch gene-
ralisierte Koordinaten ¢/,

L, ¢) = T-V (1)
(z.B. ¢/ = () oder ¢/ = (r,9,¢) oder ¢/ = (r1,r2,...)).

Kanonisch konjugierte Impulse:

OL(¢’,¢)

o ©

(damit konnen generalisierte Geschwindigkeiten ¢/ durch p; und ¢’ ausgedriickt werden).

Hamilton-Funktion (entspricht Gesamtenergie):
H(pj,¢) = Y md"(pj,d) — L& (), @), &) (3)
k

(Ubergang von L zu H heiBt Legendre-Transformation).
Wesentliche Schritte des Ubergangs von klassischer Physik zur Quantenphysik:

(1) Ersetze generalisierte Koordinaten und kanonisch konjugierte Impulse durch entspre-

chende hermitesche Operatoren,

¢ — @, p — b (4)
fiir Observablen, die Funktionen von p; und ¢’ sind, folgt z.B.

H(p;,¢’) — H = H(p;,¢’) (Gesamtenergie) (5)
L = rxp — L = #xp (Drechimpuls cines Teilchens). (6)



1.2

(2) Fordere kanonische Vertauschungsrelationen,
(@' o] = ihd [l = [¢.d"] = 0 (7)
(erinnern stark an die Poisson-Klammern der Hamiltonschen Mechanik).

e Operatoren wirken nach rechts (bzw. links) auf Zusténde, die durch “bra’s |X) (bzw.
“ket”s (X|) notiert werden. X ist dabei ein Label (nicht eine Formel oder ein mathemati-
scher Ausdruck), der den Zustand beschreibt, z.B.

Zn)y , (p=0,7|H , (Grundzustand|L|Teilchen am Ort z). (8)

Rechnungen mit Hilfe von Darstellungen

e Um Rechnungen im Rahmen der QM ausfithren zu koénnen, benttigt man héufig Darstel-
lungen von Operatoren und Zusténden.

— Operatoren: Mathematische Objekte, die die Vertauschungsrelationen erfiillen; i.d.R.
Ausdriicke, die Variablen und Ableitungen nach diesen Variablen enthalten, oder
Matrizen.

— Zustidnde: Mathematische Objekte, auf die die Darstellungen der Operatoren in sinn-
voller Weise wirken.

e Beispiel: Qm Teilchen in 1 Dimension im Potential V' (z).

— Lagrange-Funktion:

.2
Lig,x) = “——V(). (9)
— Kanonisch konjugierter Impuls:
oL(4
= (827@ = m& — i(px) = % (10)
— Hamilton-Funktion:
2
. . p
Hp,2) = pilpa) — L)) = 2+ V(a). (1)

— Darstellung von Orts- und Impulsoperator, die kanonische Vertauschungsrelation
[Z,p] = th erfiillt, ist

d
p = —ih% , T = (12)
weil
N od. d d .
[z,p] = [a?,—zh%] = zh(wdx dxx> = ih. (13)

— Diese Darstellung der Operatoren durch x und —ihd/dx wirkt auf Funktionen von x,
also werden Zustédnde durch Wellenfunktionen v (x) dargestellt.



1.3

1.4

— Z.B. ergibt sich fiir Eigenwertgleichung des Hamilton-Operators
- n? d?
(fe) = Bl0)) = (- gz + V@ )ot0) = B0@), (1)
die stationédre Schrodinger-Gleichung (SG; ist also keine fundamentale Gleichung,
sondern kann “hergeleitet” werden).

- Darstellung nicht eindeutig, ebenso z.B.
T (4
p p ]

moglich.

Eigenwerte von Operatoren, Messung von Observablen

e Eigenwerte )\, eines Operators O definiert durch Eigenwertgleichung

Oln) = An|n). (16)

Misst man zum Operator O gehdrige Observable eines qm Systems im Zustand |1y, erhélt
man als Messergebnis einen der Eigenwerte \,, wobei entsprechende Wahrscheinlichkeiten

:

o= |lw) (17)

betragen; System befindet sich danach im Zustand |n), Messung zerstort also Zustand [1).
(Im Fall nicht-entarteter Eigenwerte; geradlinig auf entartete Eigenwerte erweiterbar.)

Daraus ergibt sich Erwartungswert oder Mittelwert einer Messung (Mittelung iiber Mess-
ergebnisse bei Messung an unendlich vielen identischen, d.h. im Zustand |¢)) préparierten
Systemen):

WO[) = > @lmAn(nly) = > padn (18)

n

(Rechnung zeigt, dass <¢|O[¢> Erwartungswert entspricht).

*rEFX 18, April 2019 (2. Vorlesung) *****

Zeitentwicklung

Dynamik eines qm Systems wird durch SG
L d .
iho [0(t)) = H[p(?)), (19)

d.h. durch Hamilton-Operator H bestimmt.



e Fiir zeitunabhéingiges H folgt
[e(e) = e T My(ty)). (20)
e Berechnen von |¢(t)) durch Einfiigen einer “Energie-17:

Z!n (e MU0 Mp(to)) = Y OB (nly(to)) n). (21)

n zeltabhanglge Phase Konstante



2 Time-dependent perturbation theory

2.1

In this section: no ~ on top of operators; A = 1.

Basics

Starting point:
— Hamiltonian: Hy + AH;(t).

— Schrédinger equation Hy|n) = E,|n) solved or solvable, i.e. eigenstates |n) of Hy and
corresponding eigenvalues are known or can be calculated.

— AH;(t) is a weak perturbation of the system. (The perturbative expansions will be
power series in \.)

Problem:

— System at time ¢ = 0 in state |3).

— Calculate the probability to find the system at ¢ > 0 in state |f) (this probability is
called transition probability and denoted by Pi_, (t)).

Time evolution via the Schrédinger equation,

(1)) = Hly(t)), (22)
with initial condition [¢(t = 0)) = [i).

Then

Pty = |l (23

To solve eq. (22)), expand |¢(¢)) in terms of eigenstates of Hy,

[W(8) = > ealt)e P n). (24)

n

— It is convenient to split the coefficient in front of |n) into an unknown t-dependent
coefficient ¢, (t) and a phase e~*Fnt,

— Reason: ¢, (t) = d0;,, for A = 0.
Left hand side of eq. (22):

iy (1) = z@thn T ) =3 (i0ea(t) + Baca(t) ) e ). (25)

n

Right hand side of eq. (22):

Hp(t) = Hch Je~iBt|p) = Z(Encn(t)+)\cn(t)H1(t))e_iE"t|n>. (26)

n

8



e Thus,

iz(atcn(t))e—“fnﬂm = Y Xeu(t)e PtH, (1)) (27)

n

and, after multiplying with (m|,

iOem(t) = AZ Je T Em=E (| H, (1) ). (28)

e To solve this system of coupled differential equations, write ¢, (t) as power series in J, i.e.
o
> NP1, (29)
j=0

e Solution of eq. , order \°:
i0,c9@1) = 0, (30)

ie. cl (t) = const; the initial condition [ (¢ = 0)) = |i) and eq. lead to

e Solution of eq. , order \! (“first order time-dependent perturbation theory”):

i0, e (1) Z Oyt Em=Ent (| Hy (t)|n) = e Em=Edt (| H |i); (32)
the initial condition |¢(t = 0)) = |i) and eq. lead to
t
W) = - / dt’ e En =B (| 1 (1) ). (33)
0
e Transition probability:
2 2 (0) (m) 2|2
Pos®) = |t = || = | @+ 20+ 00| (34)

e Transition probability for i # f:

2

Post = P00 = x| [Car e m men| o0t @)

0

(in the following P;_,¢(t) always for i # f).

e Homework: derive/extend equations for second order time-dependent perturbation theory.

*FAEX 23, April 2019 (3. Vorlesung) *****



2.2 Example: harmonic oscillator and electric field

e Harmonic oscillator:

1 2
Ho = + %1’2.

2m 2 (36)

— Easy to solve and to perform calculations, when using creation and annihilation ope-
rators (see lecture “Theoretische Physik 4 — Quantenmechanik”):

() ) - () ) w

— 2 and p in terms of ¢ and a':

xr = <1> v (aT + a) p = Z(mw) v (aT - a). (38)
2mw ’ 2
— Effect of creation and annihilation operators on energy eigenstates of Hy:
alln) = Vn+1n+1) , aln) = Valn-1), (39)

where

Holn) = Eun) , B, = w<n+;>. (40)

e {-dependent, spatially constant electric field E(t) (i.e. the particle in the harmonic potential
is electrically charged and the electric field is treated as perturbation):

H, = eE(t)x. (41)

e At t =0 system is in state |i).

e Matrix element in P, (t) (eq. .

U = (SeB@e) = Sl(r)(a +a)li) =

= \e/ii% (5f,i+1\/i +1+ 5f,i—1\[i>, (42)

i.e. in first order time-dependent perturbation theory there are only two possible transiti-
ons, |i) — i + 1) and |i) — |i — 1).

e Transition probabilities:

z—i—l iw

Pi_>i+1(t) = 2mw ‘/ dt/ + tE ) +O(63) (43)
€2i t Y ?

Piial) = oo /O dt' e E()| +O(e). (44)

10



e Validity of these results:

— Neglected O(e?) terms must be small.
— Quite often not easy to check.
— Egs. and might be good approximations, if e.g. e, t and/or E(t) are small.

2.3 Fermi’s golden rule

o “In quantum physics, Fermi’s golden rule is a formula that describes the transition rate
(probability of transition per unit time) from one energy eigenstate of a quantum system
to a group of energy eigenstates in a continuum, as a result of a weak perturbation.”
(Wikipedia)

o If [(f|H1(t)|7)| in eq. (35) is t-independent,

2
2| [t ) ,
Progt) = N|(/IH)| ‘ [ eriEnr opd) —
0
2 1 2
_ )\2‘ H.li ‘ ( +i(Ef—Ei)t_1) O3 —
LG +O()
2sin®((Ey — E;)t/2)
:4)\2’ H‘ O3). 45
e The ¢ function can be written as
. sin(z/e)
o) = lm—""— (46)
(see Figure [1)).
e Thus,
. NEK sin((Fr — F;)t/2
lim Pog(t) = amf(si| o(E; - B) “EJ; —PM) o) =
2
= 2mX2|(fIH0)| 8(By — it + O, (47)
i.e. for large t there are only transitions to states |f) with Ef = E;.
e Consider a system, where the spectrum of a subset of the eigenstates of Hy,
F = {[f1),[f2),|f3), ...}, with eigenvalues Ey, ~ Ej; is very dense, i.e. where AFy, =
Efj 1 Efj is very small (eigenvalues are sorted Ey < Ep, < By < ...), or where the
spectrum is even continuous. Moreover, F' does not contain the initial state |i).
e The sum over the subset of eigenstates I’ can be approximated/written as an integral,

Y o= ZAEf].A;f_ ~ /dEp(E) (48)
fi J

Ij

with the density of states p(E) ~ 1/AFE}, with respect to the eigenvalues of H.

11
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12 ¢ £=0.50

0.8 |
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04 r

sin(x/e) / Tx

02 r

-0.2

-0.4

Abbildung 1: Representation of §(z) via lim._,q sin(x/€)/mx.

e Transition probability to the subset of states F' for large t:

Jim Por() = Jim D Prop(t) =
bj
_ o2 / 4E p(E)|(F(B) Eli) [ 6(B — Byt + 0(%) (19)

e If the matrix element |(f|H;|é)| is the same for all energy eigenstates of the subset,

Jm Pp(t) = 2mX[(HIED| p(E + OOY) (50)

/

=T
(T is the transition rate (= transition probability per unit time)).

e Fermi’s golden rule:
2 NE
D= 2|l p(E) (51)
(a widely used expression in many areas of physics).
rERAAR 25, April 2019 (4. Vorlesung) *****

e Necessary conditions for validity:

— Many states of F' located inside the “peak of the ¢ function”, i.e. AEy, < 1/t (the
width of the peak is proportional to 1/t; see Figure .

12



p(E) ~ constant in the region of the “peak of the § function”.

e Sketch of an important example from particle physics:

Decay of a hadron via the weak interaction, e.g. 7 — [ + v (pion decays into a lepton
and the corresponding neutrino).

7, | and v are eigenstates of Hy (“Hamiltonian of QCD and free leptons and neutri-
nos”).

H; describes the weak interaction, in particular the process v+ d — [ + v.
li) = |7(p = 0)), i.e. a pion at rest.
|fj): all |l +v) states.

(f|H1]i) can be calculated using quantum field theory (lattice QCD needed for the
hadronic part [result is the commonly computed “pion decay constant”|; the leptonic
part can be calculated analytically).

Sum over all final states is the sum over all lepton and all neutrino momenta and the
spin orientations,

%: = /dBpe ppe(pe)/d?’pyppu(pu) Yo o= <(2‘;)3>2/d3p8 /d?’p,, 3.

spins spins

(52)

where p,(p;) = V/(27)3, the density of states with respect to the momentum, can be
calculated with techniques from “Theoretische Physik 4 — Quantenmechanik” (free
particle, periodic boundary conditions). This sum over all final states is as useful as

the density of states p(E) (see egs. and (49)).

13



3 Streutheorie

e Streuexperimente von zentraler Bedeutung
— in Teilchenphysik (z.B. Erzeugung neuer Teilchen, fiir Riickschliisse auf die zwischen
Teilchen wirkenden Krifte),
— in Festkorperphysik (z.B. Untersuchung von Aufbau von Materie und Kristallstruk-

turen).

e Darstellung der Streutheorie orientiert sich an F. Schwabl, “Quantenmechanik (QM I)”,
Springer.

3.1 Streuung in 1 Raumdimension

e Mathematik in 1 Raumdimension einfacher als in 3 Raumdimensionen, Abschnitt dient
vorwiegend konzeptionellen Verstéandnis der Streutheorie.

e Betrachte nach rechts laufendes Teilchen bzw. aus solchen Teilchen zusammengesetzten
Teilchenstrahl, der mit Potential wechselwirkt, d.h. daran gestreut wird.

— Wihle endlichen Potentialtopf (dann einfache Mathematik),
- Vo fir —a<z<+a
Viz) = { 0  sonst (53)
(Vo > 0).

— Teilchenstrahl mit Teilchen der Energie F > 0 wird beschrieben durch Wellenfunktion
Aret™* mit k = v/2mE/h (A; legt dabei Teilchendichte fest, ist im Folgenden von
geringer Bedeutung).

XXXXX Bild-001 XXXXX

e Berechne stationéires Problem, d.h. von links laufen kontinuierlich Teilchen ein, diese wer-
den am Potential entweder reflektiert und laufen nach links zuriick oder sie durchdringen
das Potential und laufen nach rechts weiter.

— Lose dazu stationidre SG,

(- g + V(@) Jola) = Ew(o) (54)

mit entsprechenden Randbedingungen (RBs),
x Y(x) = A1et* 4 B1e ™ fiir ¥ — —oco (damit auch fiir x < —a),
x (x) = Azet* fiir  — 400 (damit auch fiir z > +a)
(RBs sind ebenso wichtig wie die SG).
— Losung geradlinig (ist Hausaufgabe), man findet
Ajet®r 4 Bie= T fiir £ < —a

Y(x) =  Aget 4 Bye " fir —a <z < +a (55)
Asetike fir +a<x

14



mit ¢ = /2m(E + Vp)/h, “Input-Parameter” Ay,

Az = A1S(E) (56)
B = A S(E)% <Z - l;) sin(2qa) (57)
=S(E)
e—Qika
s(E) = (59)

cos(2ga) — (1/2)((q/k) + (k/q)) sin(2qa)
und berechenbarem aber hier nicht interessantem A, und Bs.

e Wahrscheinlichkeitsstromdichte ist

dp(a,t) i (a,1)
d

T dzx

o) = (vl

2m

) (59)

(bekannt aus Vorlesung “Theoretische Physik 4 — Quantenmechanik”); damit entspricht
— von links einlaufenden Teilchen
Jin = +hk|Ai]*/m, (60)
— Teilchen, die das Potential durchdrungen haben und nach rechts weiterlaufen,
Jiransmission = +hk|A1[*[S(E)[?/m, (61)
— Teilchen, die am Potential reflektiert worden sind und nach links zuriicklaufen,
Jreflection = —Nk|A1*|S(E)|*/m. (62)

e |S(E)|? beschreibt Prozentsatz transmittierter Teilchen und heit Transmissionskoeffi-
zient; Rechnung ergibt

2 1 sin?(2qa) !
! )

‘S(E) T 1+ (1/4)((q/k) — (k/q))?sin®(2qa) <1+4(E/V0)(1+(E/V0

(63)

e |S(E)|? beschreibt Prozentsatz reflektierter Teilchen und heit Reflektionskoeffizient;
Rechnung ergibt

(64)
(wie erwartet).

KIAFX 30, April 2019 (5. Vorlesung) *****

e Eigenschaften von S(E):

— Maxima von |S(E)|? bei 2ga = nw (aus E > 0 folgt ¢ > /2mVy/h und daraus
2(v2mVy/h)a/m < n).

15



Minima dazwischen, nédherungsweise bei 2ga = (n 4 1/2)m.
Maxima und Minima stark ausgeprégt, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

x E < Vy, d.h. bei kleiner Energie der einlaufenden Teilchen und tiefem Topf.

* Kinige Energiemaxima deutlich unterhalb Vj liegen, also fiir diese Maxima erste
Bedingung erfiillt ist.

XXXXX Bild-002 XXXXX
Maxima von |S(E)|? nennt man Resonanzen (Begriindung folgt unten).

S(F) kann in Umgebung einer Resonanz mit Resonanzenergie Er in F — ER ent-
wickelt werden, Rechnung liefert

iT/2

S(E) ~ (-l)e g (65)
bzw.

2
s = L/2) (66)

(E— B2+ (T/2)2
(Lorentz-Kurve mit Halbwertsbreite I', heifit in diesem Kontext Resonanzbreite)
mit

2h/ER(ER + Vo)
V2ma(2En + Vo)

bzw. bei kleiner Energie der einlaufenden Teilchen und tiefem Topf

2h/ERr
I'/2 =~ = hvgp/a 68
/ v2ma r/ (68)
(vr = \/2ER/m: Geschwindigkeit der von einlaufender Welle beschriebenen Teilchen

bei Resonanzenergie ER).

r/2 (67)

Komplexe Funktion S(E) kann man auch durch Betrag und Phasenfaktor ausdriicken,

S(B) = |S(m)[e2katioe), (69)
* Rechnung

wtransmission(‘f‘a) = A3€+ika = AIS(E)Q‘HIW - AI‘S<E)‘e—ika+i6(E) _

- S(E)‘e“‘s(m%n(—a) (70)

zeigt, dass 0(F) Phasenverschiebung beschreibt, die bei # = —a von links ins

Potential einlaufende Welle vy, = Ajetiae erfihrt, bis sie bei = 4a in Form
VON Yiransmission = Asetiha Potential verldsst und nach rechts weiterlduft.
x Es gilt

m o+2ika
tan(0(E)) = ;egggie”ik“i = ;(Z + I;) tan(2qa) (71)

((58)) wurde verwendet) bzw. in Resonanznéhe
2
IE) =~ arctan(F(E - ER)> (72)

((65) wurde verwendet).

16



e Warum spricht man von Resonanzen?
— (66]) und erinnern an bekannte Resonanzphénomene.
XXXXX Bild-003 XXXXX

— Z.B. angeregter geddmpfter harmonischer Oszillator (siehe “Theoretische Physik 1 —
Mathematische Methoden” ):

* Newtonsche BGI:

B(t) + 20(t) + wix(t) = focos(Qt). (73)
« Partikuldrlosung (bzw. Losung fiir grofle Zeiten):
2(t) = ‘C(Q)‘ cos(Q + arg(C(Q))) (74)
mit ) )
B ’fo‘ B -0 +w
‘C(Q)‘ V(2 W)+ 4022 arg(C(f) = arccot (—20@0>
(75)

— Damit entspricht E <> Q, |S(E)| < |C(Q)], 6(E) <> arg(C(£)).
KIFFE02. Mai 2019 (6. Vorlesung) *****

e Bewegung eines Teilchens mit nahezu Resonanzenergie:

— Von links einlaufendes Teilchen beschrieben durch Wellenpaket,
[o.¢]
djin(% t) _ / dkg(k)e-l—zkm—zEt/h (76)
0

(giiltig fiir z < —a), wobei g reelle, geeignet normierte, nicht-oszillierende, lokalisierte
Funktion ist mit Maximum bei kg, definiert durch E(kg) = (hkg)?/2m = Eg (2.B.
Gauf}-Funktion).

— |t (z, t)| und damit Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens grof}, wenn sich Bei-
trige der k-Integration addieren, nicht aber “weginterferieren”; ist der Fall, wenn sich
Exponent des Phasenfaktors im Bereich des Maximums von ¢ bei Verdnderung von k
nur schwach oder gar nicht veréndert, d.h. wenn = und ¢ ndherungsweise in Beziehung

d
= (+ ke — iBt/h) = iz —ihkpt/m = 0 (77)
stehen (“Stationaritidt der Phase”); dies liefert “Trajektorie” des einlaufenden Teil-
chens,
hk
r = —By¢ (78)
m

wie erwartet Bewegung mit konstantem Impuls hkpr bzw. konstanter Geschwindigkeit
hkgr/m.

— Wellenfunktion des nach rechts weiterlaufenden Teilchens ergibt sich aus , ,
und (76),

wtransmission(-f, t) = /0 dk g(k‘) ‘S(E) )e+ik(z—2a)+i5(E)_iEt/ﬁ (79)

(giiltig fir = > +a).
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Uber Stationaritit der Phase erhiilt man Trajektorie des auslaufenden Teilchens,

4 (+ik(x — 2a) + i6(E) — ift/n)

dk k=kp
d
= +i(z —2a) +i—(F) —ithkpt/m = 0 (80)
d d§(E) dE 2/T R’k
Nebenrechnung: ——6(E) = -——— & - 81
ebenrechnung: - Z-0(F) dE  dk 1+ ((2/TY(E — Eg))? m (81)
2 h2kr  hkg hkr 2h
(in wurde ([72)) verwendet).

Interpretation:

Teilchen bendtigt Zeit 2h/T" um Potential der Breite 2a zu durchlaufen.
2h/T" wird daher als Lebensdauer der Resonanz bezeichnet.

Z.B. fir E <V (siehe (68)), 2h/T = a/vr = a/(kr/m).

Klassisch wiirde man viel kiirzere Zeit erwarten, 2a/(qr/m), da qr > kg.
Teilchen liuft im Potential scheinbar (qr/2kgr)/2 = \/(Er + Vo)/Er/4 =

1+ Vy/ER/4 Mal hin und her.

Resonanzphénomen tritt haufig auf in Kern- und Elementarteilchenphysik:

L

*

x Zwei Teilchen kommen sich z.B. durch Beschuss nahe, bilden fiir gewisse Zeit
gebundenen Zustand, trennen sich dann wieder.

* ZB. 1+ 71— p—om+mm,~T75MeV/c?, T\~ 150 MeV.
* Vielzahl weiterer Beispiele unter http://pdglive.1lbl.gov.

e Resonanzen und Pole von S(E):

Betrachte S(F) in Form als Funktion einer komplexen Variable E.

S(FE) hat Pole bei E = Er —il'/2.

Resonanzenergien Er und Resonanzbreiten I" kénnen also an Polen von S(FE) abge-
lesen werden.

Héufig in theoretischer Elementarteilchenphysik: Studiere bzw. suche Pole der S-
Matrix (entspricht S(E) in unserem 1-dimensionalen Beispiel), um Resonanzen zu
bestimmen.

Mehr dazu in Hausaufgabe, Blatt 2.

3.2 Streuung in 3 Raumdimensionen

3.2.1 Streuung eines durch ein Wellenpaket beschriebenen Teilchens

e Teilchen (Projektil) wird an Potential (Target) gestreut.

e Potential:

V(r) um Ursprung lokalisiert, d.h. V(r) = 0 fiir |r| > R.
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e Teilchen:

to ist Zeitpunkt vor Streuprozess.

Impuls bei t = ¢ ist hkg.

Teilchen bei ¢t = tg hinreichend weit von Potential entfernt.

Wellenfunktion ¢ (r,t) kann als Wellenpaket geschrieben werden, bei ¢ = t

W, to) = dolr) = (%1)3/2 / L a(l)e (83)

mit folgenden Eigenschaften:

(1) a(k) normiert, d.h. [ d3k|a(k)|? =1,

(2) |a(k)|? hat klar definierten Peak bei k = kg, Breite klein gegeniiber |kol, d.h. fiir
alle k mit a(k) # 0 gilt k = ko und |ko| > |k — ko,

(3) Wellenfunktion 1 (r,tp) hat vernachlissighbaren Uberlapp zu V (r),

(4) a(k) bzw. Wellenfunktion (r,tp) so gewéhlt, dass Teilchen zu spéterem Zeit-
punkt Potential trifft, d.h. Wellenfunktion (r,¢y) in einem Bereich in —kg-
Richtung vom Ursprung entfernt lokalisiert.

XXXXX Bild-004 XXXXX

e Gesucht: Zeitentwicklung von (r,tp), d.h. ¢(r,t), da diese vollstéindige Information iiber
Streuprozess enthélt.

e Dafiir Eigenfunktionen der stationéiren SG benétigt,

2

(-3l VO) ol = E0Iont) (54)

mit E(k) = (hk)?/2m und k = |k|.

Hier noch nicht offensichtlich, dass Wellenzahlvektor k Losungen durchnummeriert.
Geradliniger wire Notation ¢y (r) — ¢, (r), E(k) — E,.
Dass k geeignete Wahl fiir Label ist, wird sich unten zeigen.

Verwende bereits jetzt k, um spéteres Abdndern der Notation zu vermeiden.

e Damit

Blrty) = dolr) = / PEAKG(r) mit Ak) = / &1 g1 (r)io(r) (85)

und Zeitentwicklung

P(rt) = / d*k e ERE0)/0 A (k) gy (r) (86)

(Koeffizienten A(k) werden im Folgenden bestimmt).

KIFFX 0T, Mai 2019 (7. Vorlesung) *****
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e Umschreiben der stationédren SG in Integralgleichung zweckméfig:

— Wellenfunktionen gebundener Zustéinde, d.h. mit F < 0, fallen fiir |r| > R exponenti-
ell ab, haben daher vernachlissigbaren Uberlapp zu 1 (r, tg) = o (r), da Wellenpaket
hinreichend weit von Potential entfernt (Bedingung (3) zu Beginn des Unterkapitels);
suche daher ausschliefllich Lésungen mit £ > 0.

— Umstellen der stationdren SG,

(A +#)onm) = 22VE)on(r). (87
— Verwende Greenschen Funktion von A + k2,

(84 #)Ger) = (), (88)

damit

Pk(r) = @K homogen(r) + 2}% &*r' Go(x =)V (') gi(r), (89)

wobei ¢k,homogen (I‘)

(A + kQ) d)k,homogen(r) = 0 (90)
erfiillt, sonst aber beliebig gewahlt werden kann.

— Losungen von bekannt, ebene Wellen e*™* /(27)3/2 (deshalb wurde oben k als
Label fir Eigenfunktionen ¢y (r) gewihlt); damit vollstdndiger Satz von Losungen

mit £ >0
o) = e G [ GV (). (o)
— Greensche Funktion ist
Golr) = (92)
x r=|r|.

* (G4 (r) beschreibt auslaufende Kugelwelle (kann man zeigen, indem man Strom-
dichte berechnet; ist Hausaufgabe).

* Greensche Funktion nicht eindeutig, da Losung der homogenen Gleichung
addiert werden kann.

* Spezielle Wahl G, (r) fiir einfache Rechnung notwendig (siehe (97)).
— Einsetzen in :

1 .
¢k(r) — e—l—zkr_ m

d3 / e+ik|r7r/|
o
(2m)3/2 21 h? Ir —

o7V 0k, (93)

e Detektoren weit entfernt vom um r = 0 lokalisierten Potential, daher Verhalten von ¢k(r)
fir [r| > R > |r| von speziellem Interesse:

— klr—r'| = kvrZ = 2rr + 12 & kr—k(r/r)r’ = kr—k(k, 9, o)r' mit k(k, 9, ¢) = k(r/r)

(k(k, 0, ¢) ist Wellenzahlvektor mit Betrag k£ und Richtung r).
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— (93) vereinfacht sich damit zu

1 ke etikr
Cbk(r) ~ (27_‘_)3/2 € + Tfk(ﬁa SO) (94)
mit sogenannter Streuamplitude

il = <Y [ g 0 () ) (95)

(im Exponent darf k(k, 9, ¢)r’ nicht vernachlissigt werden, tréigt mit endlicher Phase
bei; im Nenner kann |r — r/| durch r ersetzt werden, Addition eines endlichen Terms
zu einem unendlichen Term veréndert Letzteren nicht).

— Streuamplitude beschreibt Streuprozesse, &hnlich wie S(E) in Abschnitt daher
zentrale Grofle in Streutheorie.

e Bestimmung der Koeffizienten A(k) in Zeitentwicklung (36):

— Ausgangspunkt ist (enthilt a(k)), Einsetzen von (Ziel ist Koeffizientenver-
gleich mit vorzunehmen, enthélt A(k)),

Y(r,to) = to(r) = (27_[_1)3/2 /dgk a(k)eJrikr
3 m 3 /€+ik|r—r’| ) /
= /d ka(k) <¢k(r) t5 s [ A7 er )k (r )). (96)

— Aufgrund von kg = |ko| > |k — ko[ (Bedingung (2) zu Beginn des Unterkapitels) gilt
k= \/(ko +k—ko)? =~ \/k:2 + 2ko(k — ko) = kok (d.h. Winkel zwischen ko und k
vernachléssigbar klein).

— Vertausche Intgrale im 2-ten Term von , betrachte innere Integration,

/ Pk a(k)e Mg () ~ / @k a(k)er Mol g, () =

= @2m)¥ 2 p(kolr — 1|, t0) Pk, (x') = 0 (97)
=0

(bei ~ wurde aulerdem k ~ ko verwendet [Bedingung (2) zu Beginn des Unterkapi-
tels]).
XXXXX Bild-005 XXXXX

— (96) vereinfacht sich damit zu

vet) = ) ~ [ dha®odr) (98)
Koeffizientenvergleich mit liefert A(k) ~ a(k) und wird zu
vlrt) ~ [ dhe OO0 () (99)

KIFFE09. Mai 2019 (8. Vorlesung) *****
e (r,t) fiir grofie Abstdnde vom Potential:
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— Fiir |[r| > R, z.B. im Bereich des Detektors, kann Néherung eingesetzt werden,

+ikr

1 —1 — ] ikr €
1/1(1?7?5) ~ W/d?’ke Bkt towa(k) (6’+k ‘|’fk(19790)> =

1 ) A
= 75 N\3/o d3]{7 a(k)e_ZE(k)(t—to)/ﬁ-‘rzkr
(2m)3/2 /

=Vfrei (rvt)
—iE(K)(t—to) /hikr

(Vgrei(r, t) ist Wellenfunktion bei t die bei tg ¢ (r,t9) = 9o(r) war, wenn V(r) = 0
wire [d.h. freie Entwicklung des Wellenpakets, bis auf iibliches “Zerlaufen” bleibt
Wellenpaket unveréndert]).

— Verwende erneut k ~ Rok und k ~ kq:

o m e 1 - e—iE(k)(t—to) /h+ikkor 9 B
P(r,t) = Ypei(r, )‘i‘w a(k) , Jio (W, 0) =

(IA{OT> t)

= nalrt) + P G ), (101)

* Gestreuter Anteil verhélt sich in radialer Richtung wie ungestreuter Anteil (bis
auf Abschwichung durch Faktor 1/r), hat also Form des einlaufenden Wellenpa-
kets.

x Winkelabhéngigkeit des gestreuten Anteils durch Streuamplitude bestimmt.

(Diese beiden Aussagen und die Definition der Streuamplitude (95]) sind die wesent-
lichen Punkte dieses Abschnitts.)
XXXXX Bild-006 XXXXX

3.2.2 Differentieller und totaler Wirkungsquerschnitt

e Gehe im Folgenden davon aus, dass Naherungen aus vorherigem Abschnitt sehr gut erfiillt
sind, d.h. schreibe “=" statt “x”.

e Definition differentieller Wirkungsquerschnitt:

do Anzahl der gestreuten Teilchen pro Raumwinkelelement
dig(ﬁv 90) =

Anzahl der einlaufenden Teilchen pro Fliche (102)

— Das, was Experimentator misst.

— Das, was Theoretiker berechnen muss, um z.B. seine Theorie zu verfizieren, Riick-
schliisse auf Potential V' (r) zu ziehen, etc.

e Betrachte zunichst kontinuierlichen Teilchenstrahl beschrieben durch einlaufende ebene
Welle mit Implus k bzw. asymptotisch Losung der stationdren SG .

e Anzahl der von ebener Welle beschriebenen einlaufenden Teilchen ist unendlich, daher
“Teilchen pro Flache” in Definition (102)).
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e Stromdichte ist

i) = o= (e (Vo) - (Vi@ v ). (103)

— Fiir einlaufende Teilchen, asymptotisch beschrieben durch et /(27)%/2, ergibt sich
hk

in(r,t) = —— 104

julrt) = o (104)

— Fiir gestreute Teilchen, beschrieben durch et™" fi (1, ) /(2m)3/?r, ergibt sich

: hk 2
Jscatter (1, 1) = W’fk(&@)‘ er. (105)
e Es folgt
do |jscatter(r, t) |7‘2 2
I~ e 1
") Gin(r 1) fil?. ¢) (106)

Totaler Wirkungsquerschnitt durch Raumwinkelintegration,

o = /dQ;{g(ﬂ,go) = /dQ‘fk(ﬁ,w)‘

2
. (107)

Einheit von do/d€? und von o ist Fléche.

Anschauliche Interpretation: Wirkungsquerschnitt ist die Fliache (senkrecht zur Einfalls-
richtung), in der Teilchen iiberhaupt bzw. innerhalb eines bestimmten Raumwinkels ge-
streut werden ( “Mit welcher Fliche muss man Nenner in multiplizieren, um 1 zu
erhalten (100%ige Streuung)?”) ... bzw. Wirkungsquerschnitt ist projizierte Fliche des
Targets.

XXXXX Bild-007 XXXXX

Siehe auch Vorlesungsaufzeichnungen zu “Theoretische Physik 1 — Mathematische Metho-
den”, Abschnitt 8.2, Diskussion von Streuung und Wirkungsquerschnitten in klassischer
Mechanik.

Erweiterung auf einzelne Teilchen (Wellenpakete) geradlinig moglich:
— Es muss iiber Zeit integriert werden, da Teilchen zu frithem Zeitpunkt Quelle verlésst
und zu spitem Zeitpunkt Detektor erreicht.

— Wellenpaket muss breiter als Potential sein, d.h. aus Sicht des Potentials ndherungs-
weise ebene Welle.

— Siehe z.B. F. Schwabl, “Quantenmechanik (QM I)”, Springer, Abschnitt 18.2.
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3.2.3 Wiederholung: Freie stationire SG in Kugelkoordinaten

e Losungen der freien stationédren SG

<A+k2)wn = 0 (108)

sind z.B. ebene Wellen 1, = vy (r) = et /(27)3/2,

Eigenfunktionen nicht eindeutig, Linearkombinationen von Eigenfunktionen mit gleicher
Energie, d.h. mit gleichem |k|, ebenfalls Eigenfunktionen.

Da H, L2 und L. paarweise vertauschen, konnen Eigenfunktionen von H gleichzeitig auch
als Eigenfunktionen von L? und L, gewiihlt werden und mit entsprechenden Quantenzahlen
E (bzw. k = v/2mFE/h), | und m durchnummeriert werden, wobei

Hipm = Etjm (109)
L2Ypm = R+ DYpm (110)
L.Ykim = ©hmiim. (111)

Rechnung ergibt

Vuam(ry0,0) = (Ajulkr) + Bru(kr) ) Yim (9, 0). (112)
— ji(kr): Sphirische Bessel-Funktionen, z.B. jo(z) = +sin(z)/x, j1(z) = +sin(x) /2% —
cos(z)/x.
— ny(kr): Sphirische Neumann-Funktionen, z.B. no(z) = — cos(z)/x, n1(x) = — cos(x) /2%~
sin(z)/x.

— Yim (9, ¢): Kugelflachenfunktionen.

— FEigenfunktion durch k, [ und m nicht eindeutig ausgezeichnet, zwei linear unabhéngi-
ge Losungen.

Beliebige Wellenfunktion ¢(r, 4, ¢) kann geméf

oo+l

o:0.9) = [k S S (Aun(R)ilhr) + Bun(bhn(r)) i (0, ) (113)

=0 m=-1
entwickelt werden.

Eigenfunktion ¢y (r,9, ) von H mit Energie E = (hk)%/2m kann gemiB

[SSII
k(. 0,9) = > S (Aumiilkr) + Bunnu(kr) ) Vi (9, ) (114)
=0 m=-1
entwickelt werden, z.B. in +z-Richtung laufende ebene Welle
et = 372+ 1)y (k) Pi(cos(9)), (115)
=0

wobei
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— z = rcos(¥), damit keine @-Abhéngigkeit, zur Entwicklung tragen nur Kugelflichen-
funktionen Yjo(9, ¢) bei, die ¢p-unabhingig sind,

= Yio(9,) = /(2L + 1) /4m P (cos(V)),

— Pj(x) bezeichnen Legendre-Polynome, Polynome [-ten Grades mit [ Nullstellen im
Intervall [—1,+1], z.B. Py(z) =1, Pi(x) = z, Po(z) = (322 — 1)/2.

KIAFX 14, Mai 2019 (9. Vorlesung) *****

e Oft verwendet man sphérische Hankel-Funktionen statt sphérische Bessel- und Neumann-
Funktionen:

(@) = gle) +im@) , hP@) = V@) = ) — i), (116)

2B. b (@) = —ie*® [z, b (@) = +ie " fx.

e Sphirische Hankel-Funktionen beschreiben asymptotisch auslaufende bzw. einlaufende Ku-
gelwellen (“e*%*"), sphirische Bessel- und Neumann-Funktionen stehende Wellen (“sin(x)
und cos(z)”).

3.2.4 Partialwellen und Streuphasen

e Motivation: “Die Zerlegung einer Streuamplitude in Partialwellen, d.h. eine Reihenent-
wicklung nach Drehimpulsen, ist sinnvoll vor allem bei Wechselwirkungen mit kurzer Reich-
weite, wie z.B. der starken Wechselwirkung. Aufgrund der kurzen Reichweite tragen ndmlich
fiir niedrige Energien nur geringe Drehimpulse zur Streuung bei.” (Wikipedia)

e Betrachte im Folgenden rotationssymmetrisches Potential, d.h. V(r) = V(r).

e Betrachte im Folgenden einlaufende Welle in +2z-Richtung, e*™* mit k = (0,0, k), kann
wie in Abschnitt diskutiert in Figenfunktionen dgs freienA Hamilton-Operators mit
Energie E = (hk)?/2m und der Drehimpulsoperatoren L2 und L, entwickelt werden,

etikr _ otike iil(Ql—f—l)jl(kr)Pl(cos(ﬁ)) -
=0
_ i (2 + 1)% (hl(l)(kr) + hl(2)(kr)>]3l(cos(19)). (117)

=0

e Entwickle den Winkelanteil von ¢y (r) und fx(¥, ¢) durch Kugelflichenfunktionen.

— Beliebige Funktion F(r, v, ¢) kann gemif
oo+l

Fite) = 503 Rin()Yim(9,9) (118)

=0 m=—1

geschrieben werden.
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— Da einlaufende Ebene Welle etik# = ¢+ihrcos(¥) ,, ynabhingig ist, gilt dies auch fiir
¢k = ¢ (sieht man z.B. an (91f), wenn man linke Seite immer wieder in rechte Seite
einsetzt, generiert das ausschliellich p-unabhéingige Terme, da G4 und V' p-unabhéng

sind),
or(r) = n(r9) = Y i'(2+1)Ry(r)P(cos(V)) (119)
=0

mit zunéchst unbestimmten R;(r) ((2/ + 1) nicht notwendig, aber praktisch).
— fx dann ebenfalls ¢-unabhéing (sieht man z.B. an (97)),

o0

fr@0) = fu(®) = Y (21+1)fiFi(cos(9)) (120)

1=0
mit zundchst unbestimmten Partialwellenamplituden f; (R;(r) und f; nicht un-
abhéngig, f; beschreibt R;(r) fiir grofie r [siehe unten]).

e (119) heifit Partialwellenentwicklung (= “Reihenentwicklung nach Eigenfunktionen des
Drehimpulses”).

e Fiir r > R ist V(r) = 0 und damit Wellenfunktion ¢ (r, 1)) die eines freien Teilchens mit
Energie E = (hk)?/2m, folglich

Ri(r) = C(hl(z)(kr)+SZ(E)hl(1)(kr)) (121)

— (' ist E- und [-unabhéngige Konstante, Bestimmung wie folgt:
* Gleichung : by, ist einlaufende ebene Welle et /(27)3/2 (damit Mischung aus
ein- und auslaufenden Kugelwellen; siehe ((117))) plus auslaufende Kugelwelle.

* Gleichungen (119)) und (121)): ¢y ist Mischung aus ein- und auslaufenden Kugel-
wellen, einlaufende Kugelwelle hat Vorfaktor C'.

x Vergleich der einlaufenden Kugelwellen liefert C' = 1/2(27)3/? (also ist C, wie
oben behauptet, F- und [-unabhingig).

— S;(F) ist E-abhingige Funktion, die Streuprozess fiir [-te Partialwelle beschreibt.
e Beweisskizze, dass |S;(E)| = 1:

— Da [H,L? = 0 kann Eigenfunktion ¢ von H mit Energiecigenwert E = (hk)2/2m in
Figenfunktionen von von H mit Energieeigenwert E die gleichzeitig Eigenfunktionen
von L? sind entwickelt werden; dies ist gerade Entwicklung 1| wobei R;(r) fiir

r > R die Form ([121)) hat.
— Nicht nur ¢y ist Losung der stationdren SG, sondern auch jeder Term in (119)).

— Fiir jede Losung v (r) der stationdren SG gilt

%dAj(r) = 0, (122)

wobei j(r) Wahrscheinlichkeitsstromdichte ist (Beweis ist Hausaufgabe).
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— Aus vorherigen beiden Punkten folgt
‘SI(E)‘ =1 (123)
(Beweis ist Hausaufgabe).

e Definition von Streuphasen ¢§;(E):

SI(E) = (B, (124)

e Einsetzen in (|121)):

1 .
R(r) = 5o (nf? (hr) + e E R0 (k) (125)

bzw. asymptotisch fiir r — oo

— i(kr—ln/2+6(E)) _ —i(kr—Im/2+6(E))
Ry(r) T (e e ) (126)

wobei hl(2) (z) = (hl(l)(x))* und hl(l)(x) ~ —(i/z)et"@=m/2) yerwendet wurde.

e Wie schon bei 1D Streuung spiegelt sich Effekt des Potentials in Phasenverschiebungen
0;(E) wieder; ohne Potential, d.h. fiir V(r) = 0, wire S;(E) = 1 und damit §;(E) Vielfaches
von 7.

e Beziehung zwischen Partialwellenamplituden f; = f;(E) und Streuphasen §;(E) kann am
asymptotischen Verhalten von ¢y (r,¥) abgelesen werden:
— ¢r(r, ) ausgedriickt durch fi: Startpunkt ist , dann Einsetzen der Entwicklungen
(117) und (120) sowie h{”(z) = (B (2))* und () (z) ~ —(i/a)eti@=1m/2),

1 A ke
o) = (e ) =

(27) r

1 20+ 1 il P e N
= @ ) oy Pl(cos(ﬁ))<22.(e+ (kr—im/2) _ ,=ilkr—l /2)) L hfetit )
1=0

(127)
— ¢ (r, V) ausgedriickt durch §;(F): Startpunkt ist (119)), dann Einsetzen von ((126)),

op(r, ) = il(2l—|—1)Rl(7")B(cos(19)) =
1=0

1 =2l+1 it _— ik
_ P 9)) — +i6(F) [ +i(kr—lm /246 (F)) i(kr—lm /246 (E)) )
(2n)3? IZ; oy ) (cos( ))21,6 (e e )

(128)
— Vergleich liefert
o H2i0(E) _ 1 et01(E) sin(5,(E))

fi = o = ——p— = - . (129)
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e Streuamplitude (120)) ausgedriickt durch Streuphasen:

_ !

: i 21 4+ 1)etUE) gin(6,(E)) Py (cos(d)). (130)
1=0

e Differentieller Wirkungsquerschnitt (106|) ausgedriickt durch Streuphasen:

W) = )fmf -

= Z (21 + 1) (20 4 1)t O E)=00 (E)) in (5, E)) sin(8y (E)) Py (cos(9)) Py (cos(19)).
LU=
(131)

e Totaler Wirkungsquerschnitt (107)) ausgedriickt durch Streuphasen:
- /de(ﬁ) - ii 20+ 1) ((sin(5(2))) (132)
- o R : ’

wobei fjll dx Py () Py (9) = 26,7 /(21 + 1) verwendet wurde, bzw.

i oy (133)
=0

mit den Partialwellenbeitrigen

4dr

o = el D) (sin((8))) (134)

d.h. Beitriige der Partialwellen addieren sich beim totalen Wirkungsquerschnitt (nicht so,
d.h. komplizierter beim differentiellen Wirkungsquerschnitt).

e Streuphasen 0;(F) % 0 nur fiir | SkR:
— Drehimpuls ist |L| = hy/l(l 4+ 1) = kl bzw. |L| = dp = dhk, wobei d Abstand ist, in

dem Teilchen das Potentialzentrum passiert.

— Damit Teilchen Potential trifft, muss d < R gelten.
— Damit R > d = |L|/hk = [/k bzw. | SkR.

e Partialwellenentwicklung vor allem hilfreich, wenn Potential kurzreichweitig, dann kann
Streuprozess durch wenige Zahlen bzw. Funktionen §;(E) (oder dquivalent f;) charakteri-
siert werden.
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3.2.5 Optisches Theorem

e Aus (130) folgt

Im(f(0)) = (21 + 1) sin(6(E))) Pi(cos(9)) (135)

| =
WE

-~
Il
=)

und fiir ¥ = 0 und unter Verwendung von P;(1) =1, (133) und ((134))

() = 3@+ n(sn@E) = E¥a = 2 (136)
1=0 =0
bzw.
47
o = “im(ji(0)) (137)

(optisches Theorem).

e An der Streuamplitude fiir ¥ = 0 kann unmittelbar totaler Wirkungsquerschnitt abgelesen
werden.

e Durch Messung von o und (do/dQ2)(¢ = 0) (entspricht Messung des Betrags von fi (9 = 0))
kann Phase von f;(9 = 0) gemessen werden.

3.2.6 Bornsche Niherung fiir gesamtes Streuproblem

e Ziel (hier und in folgenden Abschnitten): Berechnung der Streuamplitude und von damit
zusammenhéngenden Groflen und Observablen, z.B. von Wirkungsquerschnitten.

e Starte mit Integralgleichung (93):

1 m 5, etiklr—r']

ok(r) = (271-)3/2 etikr _ 5 r WV(r/)¢k(r/), (138)

e Linke Seite kann sukzessive in rechter Seite eingesetzt werden, ergibt eine unendliche Reihe.

e Falls Effekt des Potentials V' (r) auf ebene Welle schwach (d.h. rechter Term auf rechter Sei-
te von (138)) “klein”), erhilt man gute Approximation, wenn man nach wenigen Schritten
abbricht, d.h. statt vollem ¢y (r) nur ebene Welle et /(27)3/2 rechts einsetzt.

e Sofortiges Abbrechen, d.h. direktes Einsetzen der ebenen Welle e*™* /(27)3/2 in rechter
Seite liefert Bornsche Niherung,

L ik m 5 €Tk L i
R P d’r’ ——V [ 139
oi(r) (2m)32¢ o2 | T e VIO Gy (139)
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e Fiir Streuamlitude entspricht dies

\V2mm _ik o
i) = [ Oy ()
R , NG - -
~ —% a3y eTilek(k DD () —%V(k—k(/@,ﬁ,gp)), (140)

d.h. Streuamplitude ist in Bornscher Ndherung Fourier-Transformierte des Potentials.
e Grobe Abschitzung, wann Bornschen Naherung gut ist:
— In rechter Seite von ([139)) muss zweiter Term klein gegeniiber erstem Term sein (genau
dann ist Effekt des Potentials auf ebene Welle schwach).

— Potential hat starken Einfluss vor allem in Néhe seines Zentrums, d.h. in Gegend von
r~0.

— Betrachte rotationssymmetrisches Potential V' (r) = V(r) und exemplarisch r = 0 und
berechne zweiten Term:
+ikr’

m € ikr’
g | 47 Ve =
. m ood/ 1 +ikr’ / +1 +ikr’ cos(¥)
= = r'r'e V(r') d(cos(¥)) e =
h Jo -1
2 & -
_ th; dr' et * v (+/) sin(kr'), (141)
0

d.h. Bornsche Naherung gut, falls

2m

12k

/ dr' etV (Y sin(kr)
0

< 1, (142)

also fiir grofie Energie der einfallenden Teilchen E = (hk)2/2m und/oder schwaches
Potential V' (r).

3.2.7 Bornsche Niherung fiir Partialwellen

e Ist Bornsche Naherung nicht fiir gesamtes Streuproblem anwendbar, kann sie dennoch fiir
hohere Partialwellen gute Approximation sein.

e Entwicklung ebener Welle in beliebige Richtung (Wellenzahlvektor k) nach Eigenfunktio-
nen des freien Hamilton-Operators mit Energie £ = (hk)?/2m und der Drehimpulsopera-
toren L? und L,:

+1

et — 4N ilikr) S (Ylm(Qk)>*Y}m(Qr) (143)
=0

m=—I

(kann man zeigen; ist Verallgemeinerung von ([117)); Spezialfall ((117) ergibt sich, durch
Einsetzen von k = (0,0,%) und Verwendung von Yjo(¢ = 0,¢) = 20+ 1/v47 und
Yim (¥ = 0,¢) =0 fiir m # 0).
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Startpunkt ist (fiir einlaufende Welle e %2 /(27)3/2 und V' (r) = V(r)), dann Einsetzen

von (T43) und (T19):

V2
fk(ﬁ) _ ﬂ'm/d:;/ —ik( kﬁ)r (T/)¢k(T/,19/) _
1/ m™m *
= /d3 /4772 ]l /6‘7“ Z Yim k(k,9) (Ylm(Qr’)) V("J)
m=—1
> i@ + )Ry (r) Pr(cos(d)) = ... (144)
=0
Verwende
* Vam / * Vam
dQ (Y (QY)) Py 9)) = dQ(Yim () ) Yio(R2) = ——=8dmo-
[ 49 (V@) Peteos(o) = —LE= [ a2 (vin®) Vo) = —LEhuding
(145)
Fortsetzung von ((144)):
2(27)3/2 - )
- —(Wh)zm 3 (@1 + 1)Py(cos(9)) / dr r25,(kr)V (r) Ry (r) (146)
1=0 0
(Integrationsvariable 7’ wurde zwecks einfacher Notation in r umbenannt).
Damit folgt fiir Partialwellenamplituden aus ((120)
2(27)32m [ )
fo= _(}22 /0 dr vy (kr)V (r) Ri(r). (147)

KAFEX 21, Mai 2019 (11. Vorlesung) *****

Falls Potential geringen Einfluss auf Partialwelle besitzt, gilt R;(r) ~ j;(kr)/(2mw)3/? (Gleich-
heit bei V(r) = 0; sieht man durch Vergleich von ((117) und (119))) und Streuphase §; < 1,
damit kann ((129)) genidhert werden,

e+2i61(E) -1 5Z(E)
woraus
2mk [ , 2
5~ _7#/0 arr® (ji(kr)) V() (149)

folgt (Bornsche Nidherung fiir [-te Partialwelle).

Ersetzen von R;(r) durch j;(kr)/(2m)%/? entspricht Ersetzen von ¢y (r) durch et?* /(27)3/2
im vorausgegangen Abschnitt

Bornsche Niaherung fiir I-te Partialwelle gut, wenn [ 2 kR (d.h. wenn Partialwelle kaum
zum Streuprozess beitrégt; siche Diskussion am Ende von Abschnitt |3.2.4)).
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3.2.8 Niherungsfreie Bestimmung von Streuphasen

e Partialwellenentwicklung von ¢ (r,d):

Gr(r,0) = Y i'(2l+ 1) Ri(r)Pi(cos(9)) (150)
=0
(Gleichung (119)).

e Notation:

R(r) fallsr <R

Ru(r) = { Ry (r) fallsr>R (151)
(R ist wie gehabt Reichweite des Potentials).
e Es gilt
RPr) = oo (W2 () + 20RO k) (152)
@)
(Gleichung ([125)).

e Streuphasen §;(E) ergeben sich aus R;(r), miissen so gewiihlt werden, dass ¢y (r, V) stetig
im Funktionswert und erster Ableitung ist, d.h. dass

RER) - Re(r) , O R

153
dr |,_p dr (153)

r=R

e Zwei Bedingungen, legen nicht nur Streuphase §;(F) fest, sondern auch Normierung von
Ry (R); diese wurde aber bereits richtig implementiert durch Anpassen an Normierung
der einlaufenden Welle (siehe Abschnitt ; kombiniere die zwei Bedingungen zu einer
Bestimmungsgleichung fiir §;(E),

(154)

dr r=R dr r=R

(“Gleichheit der logarithmischen Ableitung”).

e Verwende Notation oy = (dln(R;(r))/dr)|,=r, Einsetzen von (152)), geradliniges Umstel-

len,

dny(kr)/dr — aqny(kr)

cot(6(E)) = dji(kr)/dr — ayji(kr)

(155)

r=R

e R(r) und damit oy kann gegebenenfalls mit Computer bestimmt werden (vergleichsweise
einfache Numerik).

32



3.2.9 Beispiel: Streuung an undurchdringlicher Kugel
e Potential einer undurchdringlichen Kugel:

_ +oo fallsr < R
Vir) = { 0 sonst . (156)

e Es muss gelten ¢y (r = R,9) = 0, damit R;~(R) = 0, damit |oy| = co, damit

ny(kR)
cot(6(E)) = ]l’ 5B (157)
e Fiir [ = 0 ergibt sich
do(E) = —kR. (158)

e Es tragen nur Partialwellen mit [ kR bei (siehe Diskussion am Ende von
Abschnitt [3.2.4), d.h. fir kR <1 im Wesentlichen nur 0-te Partialwelle (“reine s-Wellen-

Streung”),
do _ (sin(o(E)))* _  (sin(kR))
)~ e = e 159)

(aus Gleichung (131)), d.h. in diesem Grenzfall ist Streuung isotrop (gleichverteilt in alle
Richtungen), und

. 4w<sin<:§<E>>>2 _ ““;W (160)

o Fiir kR < 1 ergibt sich auflerdem
o ~ 47R?, (161)

das Vierfache des klassischen Streuquerschnitts einer undurchdringlichen Kugel.
KAFEX 23, Mai 2019 (12. Vorlesung) *****
3.2.10 Resonanzstreuung am sphirischen Potentialtopf

e Potential des sphérischen Potentialtopfs:

- —Vy fallsr <R
Vi) = { 0 sonst (162)

(Vo > 0).
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Losung im Inneren, d.h. fiir » < R, ist (150) mit Notation (151} und
Ry(r) = Auilar) (163)

mit ¢ = /2m(E + Vp)/h.

Logarithmische Ableitung ist damit

0~ An(RE(r) _ JileR)g
R A T (164

Betrachte im Folgenden kR < 1, d.h. Spezialfall niedriger Energie.
(155) kann mit Hilfe von

() ~ + x! () ~ CIx3x5x...x(2-1)
I T g xhx ... x@+1) 0 F 2l
falls x < 1 (165)

gendhert werden,

dji(kr)/dr — aygi(kr)
dny(kr)/dr — cqny(kr) |, _p
(20 + 1)(kR)**(I — Ray)
(I1x3xb5x...x(20+1)?2(l+14 R)’

~

tan(d;(E))

(166)

Partialwellenbeitrag o; zum totalen Wirkungsquerschnitt wird maximal fiir 6;(E) = (1/2+
n)mw (Gleichung ((134))), ist der Fall, wenn rechte Seite von (166]) divergiert, d.h. fiir

l+14+ Ry = 0 (167)

(bezeichnet man als Resonanz-Streuung; Ahnlichkeiten zu Streuung in 1 Raumdimen-
sion in Abschnitt dort wurden Resonanzen als Maxima von S(E) definiert).

Abseits von Resonanzen und fiir grofie [ ist Partialwellenbeitrag o; sehr klein, da tan(d;(EF)) o
( k R) 20+1

Betrachte im Folgenden tiefen Potentialtopf (beziiglich gegebenem [), d.h. ¢R > 1,I;
benutze asymptotische Form j;(z) ~ sin(z — In/2)/x sowie jij(x) = ((I — 1)/x)ji—1(x) —

ji_y(x) in (T64) und (167).

ji(gR) Ji+1(gR)
I+1 =—-Royy = —qR= ~ qR=—/———+ = —gRcot(qR —In/2
: Ji(gR) Ji(qR) ( 2
1
—  cot(qR—1n/2) = —l(;%
1
- qR—-In)2 =~ li+(1/2+n)7r. (168)

qR
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e ([168) ist Bestimmungsgleichung fiir Resonanzenergien:

— Eg = (hq)?/2m — Vp mit ¢, das (168) erfiillt.
— ([168)) ist identisch zur Bestimmungsgleichung fiir gebundene Zustinde im Potential-

topf, d.h. mit £ < 0 (siehe z.B. F. Schwabl, “Quantenmechanik (QM I)”, Springer,
Abschnitt 17.4).

— Zeigt, dass gebundene Zustinde beim Ubergang von E < 0 zu E > 0 zu speziel-
len Streuzustinden werden, den Resonanzen, die sich durch maximale Beitrige zum
Wirkungsquerschnitt auszeichnen.

e Betrachtungen dieses Abschnitts geradlinig auf andere Potentiale iibertragbar, tiefer sphéri-
scher Potentialtopf bei niederiger Energie der einfallenden Teilchen nur deshalb gewahlt,
weil analytische Rechnungen moglich.

e J;(E) in Nihe einer Resonanzenergie Eg:

— Zunichst Entwicklung von o;:

do(E)

Roy(E) = Ra(Eg)+R TR (E — Egr) + O((E — Eg)?). (169)
) — e
:OJE(ER)

— Einsetzen in ((166):

n((B)) = (20 + 1)(kR)?+1(I — Rey)

(I1x3x5x...x(2l4+1))%2(I+ 1+ Ry)

B (kR)QH—l B
 (I1x3x5x...x(20—1))?Ra)(ER)(E — ER) (1 +OE - ER))
l
- _Vg“i%);: (1 +O(E - ER)) (170)
mit
vo= - ! = const. (171)

(1x3x5x...x (20l —1))2Raj(ER)
XXXXX Bild-008 XXXXX

e Beitrag der Partialwelle zum totalen Wirkungsquerschnitt in Néhe einer Resonanzenergie

ER:
o = g+ (sm@e)) = f5<2l+”1ia?§l<(a?f§>2 -
N A (’y(k‘R)QH—l)Q
~ B (1 +O(E — Eg) (172)

((134) wurde als Startpunkt verwendet).
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e Streuamplitude f; in Ndhe einer Resonanzenergie Eg:

B eti0i(E) sin(éz(E)) B tan((sl(E))
fi = A ~ k(1 —itan(q(F)))
—y(kR)?+1
¥ wE- El(+ z')v(kR)2z+1) <1 +O(F - ER)) 1

((129) wurde als Startpunkt verwendet).

e Starke Ahnlichkeiten zu den in 1 Raumdimension diskutierten Resonanzen, wenn man
I'/2 = v(kR)?*! ~ const definiert:

— Streuphase ((170|) entspricht :
2
I(E) = arctan(F(E—ER)) (174)

— Beitrag zum totalen Wirkungsquerschnitt (172)) entspricht :
2 I/2)?
‘ S( E)’ (I'/2)

= . 175
(E—EBn) + (127 1)
— Streuamplitude (173 entspricht :
- /2
E ~ 1) —2ika . ) 1
S(E) (=1)" F = Eptil)2 (176)

Diskussion aus Abschnitt im Wesentlichen auch hier in 3 Raumdimensionen giiltig.

e Resonanzen deutlich ausgepréigt, wenn I' klein, d.h. fiir niedrige Energie der einlaufenden
Teilchen E = (hk)?/2m und grofie Drehimpulse .
XXXXX Bild-009 XXXXX

e Verschiedene Moglichkeiten zur Identifikation einer Resonanz (sowohl Energie/Masse Er
als auch Breite/inverse Lebensdauer I'):

— Durch maximalen Beitrag zum totalen Wirkungsquerschnitt (Gleichung ((172))
— Experimentator.

— Durch schnelle Veréinderung der Streuphase von = 0 zu ~ +7 (Gleichung (170)))
— Theoretiker.

— Durch Pol der Streuamplitude in der komplexen Energieebene (entspricht “Pol in der
S-Matrix bzw. der T-Matrix”; (Gleichung (173))
— Theoretiker.
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4 Relativistische QM

4.1 Spezielle Relativitédtstheorie

e Grundlage der relativistischen QM ist spezielle Relativitéitstheorie; daher im Folgenden
kurze Wiederholung.

e Wesentliche Naturkonstanten:

— Lichtgeschwindigkeit: ¢ = 2.997... x 1078 m/s (Verbindet Liingen und Zeiten).

— Plancksches Wirkungsquantum: A = 6.582... x 1076 eVs (Verbindet Energien und
Zeiten).

e Natiirliche Einheiten:

— Definiere ¢ = 1; damit haben Langen und Zeiten gleiche Einheit (“fiir Zeitspanne
wird die Entfernung angegeben, die Licht in dieser Zeitspanne zuriicklegt”), ebenso
Impulse und Energien.

— Definiere i = 1; damit haben Lingen und Zeiten inverse Einheiten von Impulsen und
Energien.

— Typischer Weise gibt man alle dimensionsbehafteten Groflen in entsprechenden Po-
tenzen von entweder fm = 10~ m oder MeV an.

4.1.1 “Herleitung”, Lorentz-Transformationen
e Raumzeitvektor 2# = (2%, 21, 22, 23) = (t,2,y, 2) = (t,%).

e Betrachte “Abstand” zweier Raumzeitvektoren x* und y*,

s = (@ =y =@ -y = (@) - (@® — )% (177)

Sind z* und y* durch Lichtsignal verbunden, gilt s = 0.

e Experimente:
— Licht breitet sich in allen Inertialsystemen mit der gleicher Geschwindigkeit ¢ aus;
damit gilt fiir zwei Inertialsysteme ¥ und ¥/ s> =0 ¢« s2=0.
— §2 =42
e Notation:

— Unterscheide zwischen oberen und unteren Indizes.

Kontravarianter Vektor: z#.

Kovarianter Vektor: z, = (x¢, z1, x2,23) = (t, —x, -y, —2) = (t, —X).
— Ubergang zwischen kontra- und kovarianten Vektoren/Indizes mit Hilfe des metri-

schen Tensors/der Minkowski-Metrik 7,,, z.B. z, = n,a” bzw. 2# = n*"x,, wobei
77,UJ/ = 77“” = dlag(+17 _17 _17 _1)
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o2 _
— Damit s* = st'n,, s" = st's,.
e Welche Koordinatentransformationen verbinden Inertialsysteme?

— Homogenitédt von Raum und Zeit schréinkt auf inhomogene lineare Transformationen
ein, 2'# = A¥,2¥ + at.

— s2 = " fiihrt auf

s s = AP s, A s (178)
da s* beliebig sein kann, folgt
Ao s = nag — ATpA = Matrixf 179
M g Nos U n  (Matrixform) (179)
=(AT)aH

(“A ist also eine Art orthogonale Transformation.”); Transformationen A, die (179)
erfiillen, werden als Lorentz-Transformationen (LTs) bezeichnet.

KHXFE D8, Mai 2019 (13. Vorlesung) *****

e Klassifikation von Groéflen geméf ihres Transformationsverhaltens unter LT's:

—2'=x — Skalar.
— 2P = Ao —  (kontravarianter) Vektor.
— 2 = AP, Az —  (kontravarianter) Tensor (2-ter Stufe).

e Ableitungen transformieren unter LTs kovariant:

— 0y = (04, 04,0y,0,) = (01, V).

— Es folgt 0" = (0, =04, —0y, —0.).

— D’Alembert-Operator: O = 949, = 07 — 92 — 05 — 0?2 =02 - .
e Spezielle LTs:

— (1) Rotationen:

A = <3;> (180)

wobei R eine Rotationsmatrix ist, also RT R = 1 und det(R) = 1; damit #' = ¢ und
x' = Rx.

— (2) Boost in z-Richtung (analog in y- oder z-Richtung):
vy =8 00

=B 4 000 _ _ 1
A - O O 1 0 ) B — v ) /-y - m’ (18]‘)
0 0 01

wobei sich die beiden Inertialsysteme relativ zueinander in z-Richtung mit Geschwin-
digkeit v bewegen; damit (¢, 2',y/,2") = (v(t £ Bx),v(x £+ Bt),y, 2).
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— (3) Zeitumkehr:

-1 0 0 O
0 +1 0 ©
A 0 0 +1 O (182)
0 0 0 +1
— (4) Paritit (Raumspiegelung):
+1 0 0 O
0 -1 0 ©
A = 0 o0 -1 o |- (183)
0 0 0 -1
— Jede LT lésst sich als Kombination von (1), (2), (3) und (4) schreiben.
e Inhomogene LTs (Poincare-Transformationen): LTs + Translation, d.h.
:L';L = A! 2" + at. (184)

e Naturgesetze in allen Inertialsystemen gleich; diese sind durch Poincare-Transformationen
verbunden.
— Fiir relativistische QM Verallgemeinerungen der SG benétigt, die invariant unter
Poincare-Transformationen sind.

4.1.2 Energie und Impuls relativistischer Teilchen

e Weltlinie eines Teilchens in beliebigem Inertialsystem X: z#(t) = (¢,x(t)).
e Im Ruhesystem des Teilchens (Inertialsystem X'): da'# = (dt’,0) = (dr,0).
o (dz)? = (da")? liefert dr? = dt? — dx? = dt*(1 — v?), wobei v = dx/dt.
e Kigenzeit:
ty
o= /t dt/1—v? (185)

(Zeit die im Ruhesystem ¥’ des Teilchens vergangen ist, wihrend der Zeitspanne ¢; ...ty
im Inertialsystem ).

e Vierergeschwindigkeit:
dxt 1 1
b= — = — : 1
U Ir s < v > (186)
—
=y

e Viererimpuls: p* = mu.

— ¥ = mu’ = my = m + mv?/2 + O((v?)?); legt Interpretation als Gesamtenergie
nahe, also p’ = E.
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— p = myv = mv + O(|v[?); entspricht also fiir kleine Geschwindigkeiten dem nicht-
relativistischen Impuls mv.

e Lorentz-Invariante p?:

— Im Inertialsystem X: p? = E? — p2.

— Im Ruhesystem ¥': p2 = m?.

— Auf Grund von p? = p?  E? = m? + p? (relativistische Energie-Impuls-Beziehung).

4.2 Klein-Gordon-Gleichung

e Ziel: Aufstellen einer relativistischen Version der SG.
e (Nicht-relativistische) SG:

— Starte mit nicht-relativistischer Energie-Impuls-Beziehung E = p2?/2m + V(r).

— Korrespondenzprinzip £ — +i0;, p — —iV und Anwenden der resultierenden Ope-
ratoren auf eine Wellenfunktion v liefert

i (x,t) = <_1

2m

A+ V(r))zb(r, t). (187)
e Analoges Vorgehen im relativistischen Fall:

— Relativistische Energie-Impuls-Beziehung: F = /m? + p2.
— Korrespondenzprinzip:
i0p(r,t) = /m?— Ad(r,t); (188)

Probleme verursachen Ableitungen A unter Wurzel; Entwicklung fithrt zu unendlich
hohen Ableitungen; Gleichung daher ungeeignet.

e Weiterer Versuch:

— Starte mit E? = m? + p?.
— Korrespondenzprinzip liefert sogenannte Klein-Gordon-Gleichung (KGG):

_Re(r,t) = (mz—A>q§(r,t) (189)
bzw.
(D—i—m2)¢(:z:) = 0 (190)

(8 = 0"9,, d’Alembert-Operator).
— KGG ist invariant unter Lorentz-Transformationen:
* 010y, = 00,
x ¢ = ¢ (Transformationsverhalten eines Skalarfelds, muss man fordern).

* Damit
(D’+m2)¢’ S (191)

40



e Losung der KGG:
— Ansatz: Ebene Welle, ¢(x) = e~k
(O+m?)o@) = (= Kh+m’)ola) = o (192)

also —k*k, +m? = 0 bzw. —(k°)? + k> + m? = 0 bzw. k¥ = £v/m?2 + k2.

— Korrespondenzprinzip: k? entspricht der Energie, k dem Impuls; k0 = +v/m?2 + k2.
— Damit negative Energien erlaubt ...? (1. Problem der KGG)

KIFFX04. Juni 2019 (14. Vorlesung) *****

— Allgemeine Losung der KGG durch lineare Superposition:

/dgk‘ (N+(k)€_i(+E(k)t_kx) —I—N,(k)e_i(_E(k)t_kx))
— /d3k <N+(k)6*i(E(k)t7kx) + N_(_k)eJri(E'(k)tka)) - (193)

mit F(k) = v/m?2 + k2; die Definition/Konvention
1 1 )
ma(k) , N_(-k) = mb (k) (194)

fithrt auf (Fortsetzung von ({193]))
&’k —ikx * +ikx)
_ /( B (a)e + b (1)) (195)

(hier & = (E(k),k)).
— Reelles ¢: b(k) = a(k).

— Komplexes ¢: a(k) und b(k) unabhéngig.

Ni(k) =

— Losung der KGG eher von geringer Bedeutung fiir relativistische QM, sehr wichtig fiir
Quantenfeldtheorie (KGG ist dann klassische Feldgleichung, analog z.B. zu Maxwell-
Gleichungen).

e Ls existiert eine Kontinuitétsgleichung d;p + Vj = 0 bzw. 9,j# = 0 mit

=0 e = Hi(@0) - @99) 5 o= —i(¢"(Ve) - (Ve)e).

(196)
— Beweis:
(O+m?)e = 0
- (D + m2)¢>* =0
0 = ¢o'(O+m?)o—o(0+m?)s" = ¢’ 000" =
= (00— 00re") = it (197)
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— j hat gleiche Form wie nicht-relativistische Wahrscheinlichkeitsstromdichte (59)).

— Interpretation von p als Wahrscheinlichkeitsdichte scheidet allerdings aus, da p nega-
tiv sein kann (¢ muss lediglich die KGG erfiillen, eine Differentialgleichung 2. Ord-
nung; dies erlaubt beliebige Vorgabe von ABs ¢(x,t = t;) und ¢(x,t = t;), z.B. so
dass p negativ ist) ...7 (2. Problem der KGG)

e Zusammenfassung: KGG fiihrt zu Problemen,

4.3

(1) negative Energien,
(2) keine Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion (Ursache: KGG ist DGI
2. Ordnung),

(3) Teilchenerzeugung/-vernichtung auflerdem nicht beschreibbar (z.B. bei Teilchenbe-
schleunigern beobachtetes Phdnomen, wenn Teilchen mit relativistischen Geschwin-
digkeiten kollidieren).

Ausblick: ¢ beschreibt nicht die Wellenfunktion eines einzelnen Teilchens sondern im Rah-
men der Quantenfeldtheorie ein Feld, dessen Anregungsquanten skalaren Teilchen ent-
sprechen (z.B. Higgs-Boson); p ist nicht Wahrscheinlichkeitsdichte, sondern elektrische
Ladungsdichte.

Dirac-Gleichung

Ziel: Aufstellen einer relativistischen Version der SG, die DGI 1. Ordnung ist (mit Hoffnung,
zumindest Problem mit Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion zu lésen),
also

iOp(z) = Hy(x), (198)
wobei H linear in rdumlichen Ableitungen 0; ist.

Ansatz:

e (Z% +/3m>w< ) (199)

Beistimmung der Koeffizienten o, 3:

— Ableiten mit ¢Jy und Einsetzen von ((199)):
—831&( = <Z Oéj(—iaj) + Bm) 180@/;(95) =

= (Z i(—10;) —i—ﬁm)(Zak (—10k) +6m>1p( ) =
J

= ( a507 + B°m >¢(1’)
1 .

_ <2 Z (ajak + akaj>8j8k + Zmz <C¥j6 + ,BCtj)a])w(x). (200)
Jj#k J
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— Korrespondenzprinzip idy — p° und —id; — p’ fithrt auf

) = <Za§(ﬁ7)2+ﬁ2m2>!¢>
J

1 AT A i
+<2Z (ajak+akaj>p7pk+mz (ajﬁ—i-/@’aj)p])w), (201)
Jj#k j
sollte relativistischer Energie-Impuls-Beziehung entsprechen; daher
o = B2 = 1, ojaptare; = 0 firj£k , of+Ba; = 0;(202)

Bedingungen kénnen nicht von vertauschbaren “Zahlen” erfiillt werden; verwende
daher Matrizen o und 3.

— Zusétzliche Bedingung: H hermitesch, also H = HT, erfordert aj = Oz; und 3 = jf.
— Weitere Eigenschaften:

x Auf Grund von a]z = (%2 =1 und = a;f., B = /1 sind die Eigenwerte von aj, B
+1.

* Tr(ay) = Tr(o;8%) = Tr( By B) = —Tr(a;j), also Tr(a;) = 0.
~~

:—ajﬂ
* Analog Tr(8) = 0.

* Tr = Summe der Eigenwerte, daher gerade Dimension von «;, (.

— Mit 2 x 2-Matrizen sind obige Bedingungen nicht zu erfiillen, aber mit 4 x 4-Matrizen:

- 0 +o, +1 0
w= (4 0) o= (V5) (a0

mit Pauli-Matrizen

(0 41 (0 i (41 0\,
"1(+1 0) ’ U2<+z’ 0) ’ "3<0 —1>’<204)
Wahl (203]) (“Standarddarstellung” oder “Dirac-Darstellung”) nicht eindeutig.

o Gleichung (199)) mit den Matrizen (203) wird als Dirac-Gleichung (DG) bezeichnet; 1)
hat vier Komponenten, ist aber kein Vierervektor, sondern ein “(Dirac-)Spinor” (anderes
spezielles Transformationsverhalten unter LT's).

e Kovariante Form der DG:

— Definition:

V=8, 4 = Ba = ( 0 +gj>. (205)

—0;
— Eigenschaften der v-Matrizen:

(") = A = 2 Y = (00T A = —()T (206)
— Multiplikation von mit S fithrt auf

isons(e) = (X Bay(-i0) +m ) (o) (207)
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bzw.

(i’y“&u - m)w(:c) - 0 (208)
(die y-Matrizen Verdndern sich nicht bei LT, auch wenn sie Viererindex tragen; mehr
in Abschnitt |4.3.4)).

KIFFX06. Juni 2019 (15. Vorlesung) *****

e Losung der DG:

— “DG enthélt KGG”, d.h. ein Spinor v, der DG erfiillt, muss auch KGG erfiillen (DG
wurde so konstruiert; siehe (200)) und (202)).

— Benutze daher Ansatz

(k) 7 t—kx
blr) = (i(k))e:F(E(k) k) Bk = Vmiik? (209)

(fiir Vorzeichen et entspricht positives E(k) Betrag der negativen Energie
und k entspricht negativem Impuls, d.h. Impuls p = —k [Korrespondenzprinzip)).

— Einsetzen des Ansatzes in DG (208)):
(E(k) ¥ m)e(k) —dkx(k) = 0 (210)
(E(k) £ m)x(k) — dkp(k) = 0. (211)

E(k)t—kx)

i(B(K)t—kx)

— Obere Vorzeichen, ¢ o« e™ , d.h. positive Energie:

* Umstellen von (211)):
ok

x(k) = m@(k)- (212)
* Einsetzen in :
(ok)*
<E(k) —m — E(k)+m) k) = 0, (213)

-0
wobei (7k)? = k? = E(k)2 —m? = (E(k) +m)(E(k) —m) verwendet wurde, d.h.
jedes beliebige ¢ ist moglich, also zwei linear unabhéngige Losungen
©1 = N(1,0) und p2 = N(0,1) (Hinweis auf “Spin Up” und “Spin Down”; mehr

dazu in Abschnitt .
* Spinoren positiver Energie:
Ula(e) = wp(k)e (IO (214)
1
k 0
up(k) = 5751( ) y = N| 4 (215)
E(k)+m901( ) E(k)+m
+k!+ik?
E(k)+m
0
k 1
ur(k) = 552( ) y = N| w2 |. (216)
w0 rm P2(K) B m
Ex)+m
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— Untere Vorzeichen, ¢ o< e™ i(E(k)t—kx)

* Umstellen von (210)):

, d.h. negative Energie:

P10 = gtk (217
+ Einsetzen in (211)):
(7’
<E(k) —m— E(k)+m> k) = 0, (218)
=0

d.h. jedes beliebige x ist moglich, also zwei linear unabhéngige Losungen
X1 = N(O’ 1) und X2 = N(170)

* Spinoren negativer Energie:

Viple) = via(k)et B (219)
4k —ik?
2k E(k;:srm
v(k) = 20k 7 X1 (K) = N| EX®+m (220)
x1(k) 0
1
+k3
ok o (k fi(glf):'z?%
(k) = 70k 7 X2 (K) = N| E®+m |. (221)
x2(k) 1
0
— Normierung N = /E(k) +m (Konvention); damit u}(k)us(k) = 2E(k)d.s und

0H(K)vs(K) = 2E(K)6,.
— Fiir kleine Impulse |k| < E(k) (nicht- bzw. schwach relativistischer Bereich) domi-

nieren fiir positive Energien obere beiden Komponenten, fiir negative Energien untere
beiden Komponenten.

— Allgemeine Losung der DG durch lineare Superposition:

3 . .
Y(x) = /(271_)(;2]2(1{) Z (br(k)ur(k)eﬂkm_’_d:(k)vr(k)eﬂkx) (222)

r=1,2
(hier k* = (E(k), k)).
e Es existiert Kontinuitétsgleichung d;p + Vj = 0 bzw. 9, j* = 0 mit
G* = iy Oqtaeh = opytah mit 1) = 1pT70 (adjungierter Spinor); da
p=j° =Ty > 0 ist Interpretation von p als Wahrscheinlichkeitsdichte denkbar, d.h. DG
ist diesbeziiglich KG iiberlegen.

e Ausblick: 1 beschreibt nicht die Wellenfunktion eines einzelnen Teilchens sondern im Rah-
men der Quantenfeldtheorie ein Feld, dessen Anregungsquanten fermionischen Spin-1/2-
Teilchen entsprechen (z.B. Elektronen, Quarks).

4.3.1 Lo6sungen mit negativer Energie

e Teilchen mit beliebig grofien negativen Energien —FE(k) = —v/m?2 + k? kénnen nicht exi-
stieren (Energiegewinn durch “Abrutschen” zu immer negativeren Energien).
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e Ignorieren/Wegwerfen der Losungen mit negativer Energie? ... Fragwiirdig, schlechte Theo-
rie.

e Ausweg: Dirac-See.

— Pauli-Prinzip: Zwei gleichartige Fermionen (z.B. Elektronen) kénnen nicht im selben
Zustand sein.
— Vakuum: Alle negativen Energieniveaus sind besetzt, alle positiven unbesetzt.

— Einzelnes Elektron mit Impuls k:
Energieniveau +F (k) = +vm? + k? ist zusiitzlich besetzt.

— Einzelnes Positron mit Impuls k:
Energieniveau —FE(k) = —v/m? + k? ist nicht besetzt (“Loch” im Dirac-See erhsht
Gesamtenergie, hat also positive Energie; Ladung des Lochs hat umgekehrtes Vorzei-
chen, wie Ladung des Elektrons; Loch beschreibt also Antiteilchen).

— Elektron-Positron-Paarerzeugung: Elektron mit negativer Energie wird auf positives
Energieniveau gehoben (dafiir minimal notwendige Energie: 2m).

— Dirac-See erklirt Existenz von Antiteilchen.

— Betrachtungsweise z.B. in Festkorpertheorie erfolgreich; scheitert jedoch fiir Bosonen.

XXXXX Bild-010 XXXXX

4.3.2 Spin

e DG beschreibt freies Teilchen, also rotationsinvariantes System.
— Gesamtdrehimpuls J (Summe aus Bahndrehimpulsen und Spins) ist Erhaltungsgrofie.

e Verwendung der Pauli-Matrizen als Bausteine der y-Matrizen und Existenz von jeweils
zwei Losungen mit gleichem Impuls sowohl fiir Teilchen als auch Antiteilchen legt nahe,
dass DG Teilchen mit Spin 1/2 beschreibt.

e Erwartung: Bahndrehimpuls L = r X p ist keine Erhaltungsgrofle,
[L,H] = [rxp,dp+pm] = [r,dp]|xp = idxp, (223)
Erwartung damit bestétigt.

KIFAE L1, Juni 2019 (16. Vorlesung) *****

e Gesucht: Spinoperator S, muss
J,H = 0 , J = L+S (224)

erfiillen.

e Drehimpulse und Spins erfiillen Drehimpulsalgebra, z.B. [S}, Si] = i€ S;; Drehimpulsal-
gebra wird von Pauli-Matrizen erfiillt, [0;/2, 0 /2] = i€jp07/2.
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4.3.3

Versuch:

1. . .
S = 52 , X = ( g g > = —imagazd = —iy'*y%. (225)
Es folgt

1 o 1 L . k N
[S;,H] = E[Zj,ap—i—ﬂm] = i[Ej,ak]p = igup . = —i(d xp)j, (226)

wobei [X;, ag] = 2i€jioq und [¥;, 8] = 0 verwendet wurde; (224)) erfiillt, S scheint damit

der Spinoperator zu sein.

Eigenwerte s; von S; sind +1/2 (Eigenwerte der Pauli-Matrizen sind +1); Eigenwerte
s(s+1) von

= 310
2 _ tge _ 2
S° = 42 = 4(0 1) (227)

sind 3/4, damit s = 1/2; DG beschreibt also Fermionen mit Spin 1/2.
Spineinstellung der Losungen der DG:

— (|226)) zeigt, dass nur Spinkomponente parallel zum Impuls erhalten ist; wihle daher
0.B.d.A. p = (0,0, p?) und betrachte S3.

— Teilchen (siehe (214])):

1
1 /o3 0 0 i _ 1
Saaht _ = N (Bk)t-kx) _ + oot 298
wit) = 5 (T )| e | i) (229)
0
0
103 0 1 ; 1
+ _ 1f o3 —i(B(k)t-kx) _ 14
swi = 3 (5 o)W o |° = ). (@)
—k
E(k)+m
— Antiteilchen (siehe (219))) analog,
_ 1 _ _ 1 _
Seui (@) = —3Ur(a) . Swi(e) = +5u5(@) (230)

Lorentz-Kovarianz der DG, Transformationsverhalten von Spinoren

Als relativistische Gleichung muss DG invariant unter LTs sein, d.h. in jedem Inertialsy-
stem gleich aussehen; Gleichungen

o, —mly = 0 | ivto, —my = 0 (231)
CRAD QAL

miissen also gleiche Information beinhalten, d.h. durch LTs ineinander iiberfithrbar sein;
legt Transformationsverhalten von Spinoren unter LTs fest.
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e Spinoren miissen auf Grund der Linearitit der DG linear transformieren, d.h.

=Y =5(A).
e Gesucht: Im Spin-Raum wirkende 4 x 4-Matrix S(A).

— Aus ot — 2/t = AV, 2" folgt 0, = (02 /0xt)0, = A¥,,0,,.
— Rechte Gleichung in (231)):

0 = (i’y”@,’, — m) P o= (z”y”@L — m)S(A)w.
— Linke Gleichung in :
0 = (i’y”@u — m)l/; = (iv“A”ua; — m)w;
multipliziere mit S(A), um mit “rechter Gleichung” vergleichen zu konnen,
0 = S()(9"A%0, —m)STHA)S (M) =
= (iS5 WA, = m) S(A)u(a).
— Vergleich von und ergibt die Bestimmungsgleichung fiir S(A),
7= SANMSTHAA,.

— Fiir infinitestimale LTs, A¥, = n*, 4+ €/, mit e*¥ = —e”#, ergibt sich
i
2

— Endliche LTs kénnen aus infinitesimalen zusammengesetzt werden,
i
S(A) = exp < - 46‘“’0/“,>

(Mmoo (1 +2/N)N = e7).

’L. v
S(A) = 1—16# O » Ow = [Yias Vo)

(232)

(233)

(234)

(235)

(236)

(237)

KIFAE LS. Juni 2019 (17. Vorlesung) *****

4.3.4 Bilineare Kovarianten

e Man kann zeigen: ¥y*1) transformiert sich unter LTs wie Vierervektor.
e Erklédrt die Verwendung des Viererindex p an konstanten 4 x 4-Matrizen v*.

e Beweis in Hausaufgabe.

4.3.5 Relativistisches Fermion im elektromagnetischen Feld

e Ziel: Beschreibung eines relativistischen Fermions (Spin 1/2) im elektromagnetischen (em)

Feld, d.h. Formulierung der DG in Anwesenheit eines em Felds.

48



e Elektrodynamik: Hamilton-Funktion eines nicht-relativistischen Teilchens im em Feld,

1

2
H(p,r) = %<p—eA(r7t)> +eo(r,t) (238)

mit Viererpotential A* = (¢, A).

e Kopplung an em Feld also durch Ersetzung H — H — e¢p und p — p — €A bzw. in
relativistischer Schreibweise p#* — p# — e A¥.

e SG eines nicht-relativistischen Teilchens im em Feld wie gewohnt iiber Korrespondenzprin-

zip, H — +i0;, p — —iV,

O, t) = (1

2m

( — iV — eA(r, t))2 +ed(r, t)>¢(r, ). (239)

e Analoges Vorgehen, um DG in Anwesenheit eines em Felds zu erhalten, i0% — i0* — e A¥,

(mﬂ (au v ieAu(x)) - m)w(x) - 0 (240)
bzw.
iO(r,t) = (Z aj( —id; — eAl(x, t)) + Bm + ed(r, t)> b(r,1). (241)

J

e Losen dieser Gleichung z.B. fiir Coulomb-Potential A* = (—Ze/r,0,0,0) liefert fiir Z =1
relativistische Korrekturen fiir das Wasserstoffatom (“Feinstruktur”); Rechnung z.B. in F.
Schwabl, “Quantenmechanik fiir Fortgeschrittene (QM II)”, Springer, Abschnitt 8.2.

4.3.6 Nicht-relativistischer Grenzfall eines Fermions im elektromagnetischen Feld,
Pauli-Gleichung, gyromagnetischer Faktor des Elektrons

e Studiere nicht-relativistischen Grenzfall der DG mit em Feld, Gleichung (240]) bzw. (241));
muss SG mit em Feld ergeben, Gleichung (239)), die zusitzlich Spin enthélt.

e Betrachte Losungen mit positiver Energie, d.h. Teilchen (Behandlung von Antiteilchen
analog).

e Splitte DG (241)) in zwei obere und zwei untere Gleichungen auf, ¥(z) = (¢(z), x(z)) (wie
beim freien relativistischen Fermion sind auch hier zwei grofie und zwei vernachléssigbare
Spinkomponenten zu erwarten):

i0pp(r,t) = Z Uj( —i0; — eAl(r, t))x(r, t) + mep(r,t) + ep(r,t)p(r,t) (242)
J
iOx(e,t) = Doy (= i0; - edd(1,))plr,t) — mx(x, 1) + e(r, )x(r, ). (243)

J
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e Im nicht-relativistischen Grenzfall ist m (bzw. mc?) die grofte im System vorhandene
Energie; Losung wird sich auflerdem #hnlich zur Losung der freien DG mit positiver Ener-

gie verhalten, ¥ e~ UEKE-Kr)). ghalte daher stark oszillierenden Anteil der Losung ab,

P(@) = (p(@), x(2)) = e (B(x), X(2)),

i0p(r,t) = Z O'j( —i0; — eAl(r, t))fc(r, t) + ep(r,t)p(r,t) (244)
J
(e, = > aj( —i0; — e Al (r, t)) B(r,t) — 2my(r, t) + ep(r, )X (x, ). (245)

J

e Da m groite im System vorhandene Energie ist, kann in (245)) i0;x und e¢px gegeniiber
2my vernachléssigt werden,

1

Ut = o -aj(—iﬁj—eAj(r,t))gé(r,t) (246)

(ob Vernachléssigen der beiden Terme tatséchlich gerechtfertigt ist, kann am Ende einer
Rechnung sicherheitshalber gepriift werden).

e Einsetzen von (246|) in (244) und Umbenennen ¢ — ¢ = (¢1,12),

i0p(r,t) = (2171 < Z O'j( —1i0; — eAl(r, t))>2 + eg(r, t)>¢(r, t) =
_ (211n< — iV — eA(r, t))2 _ %EB(r, £) + ed(r, t)>¢(r, t), (247)

wobei
. 2 2
<Z aj( —i0; —eAl(r, t))) = ( — iV — eA(r, t)) — edB(r,t) (248)
J
(Nachrechnen ist Hausaufgabe) und B = rot A verwendet wurde.
o (247) wird als Pauli-Gleichung bezeichnet (SG mit em Feld, die zusétzlich Spin enthilt).

e Betrachte nun rdumlich und zeitlich konstantes magnetisches Feld, B = const bzw. A =
B xr/2.

e Verwende Spinoperator S = &/2 (Definition mit Faktor 1/2 nicht willkiirlich, nur S = /2
erfiillt Drehimpulsalgebra [S;, Sk] = i€ S;, nicht z.B. S = 7).

e Nebenrechnung:
2 € ? 2 2 2
(—iV—eA(r)) = <—iV— §B X r> = p°—eLB+e“(A(r)) (249)
mit L =r x p und p = —iV (Nachrechnen ist Hausaufgabe).
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e Damit wird (247)) zu

2
L 2_°

i0b(r,t) = <2mp - (L—|—2S>B+;(A(r))2+e¢(r,t)>w(r,t). (250)

e Spin koppelt doppelt so stark an magnetisches Feld, wie von einem Bahndrehimplus er-
wartet (Interpretation des Spins eines elementaren Fermions, z.B. eines Elektrons, als
Eigendrehimpuls somit fragwiirdig).

— Magnetisches Moment:

ﬁ = ﬁBahn + /zSpin % (L + QS) (251)
mit

. e R e

HUBahn = %L y  MSpin = %gsa (252)

wobei g der gyromagnetische Faktor ist.

— Fir Elektronen (elementare Fermionen) misst man g = 2.002... (Abweichung von
g = 2 aufgrund der Quantenelektrodynamik), dies kommt automatisch aus der DG
heraus, DG erklart also gyromagnetischen Faktor des Elektrons.
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5.1

5.2

KIFAE 8. Juni 2019 (18. Vorlesung) *****

Ausgewihlte Grundlagen und Anwendungen der Gruppen-
theorie und von Symmetrien in der Quantenmechanik

e Vorgabe von Symmetrien (z.B. Translations-Invarianz, Rotations-Invarianz, Lorentz-Inva-

rianz, Supersymmetrie, ...) schrinkt mogliche Theorien bzw. Naturgesetze stark ein.
Symmetrieoperationen kénnen i.d.R. durch Gruppen beschrieben werden.

Symmetrieiiberlegungen und Gruppentheorie daher wesentliche Werkzeuge in der Physik
und auch in der QM.

Gruppen

Gruppe: “Fine Menge von Elementen G zusammen mit einer Verkniipfung o, die je zwei
Elementen aus G ein drittes Element aus G zuordnet und dabei drei Bedingungen, die
Gruppenaziome, erfillt: das Assoziativgesetz, die Existenz eines neutralen Elements und
die Ezistenz von inversen Elementen.” (Wikipedia)

— Assoziativgesetz: a o (boc) = (aob)oc fiir alle a,b,c € G.

— Es gibt ein neutrales Element e € G, mit dem fiir alle a € G aoce =eoa = a erfiillt
ist.

— 7Zu jedem a € G existiert ein a™! € G, mit dem aoa™' = a~! 0 a = e erfiillt ist.

Abelsche Gruppe: Eine Gruppe fiir die zusétzlich das Kommutativgesetz erfiillt ist.
— Kommutativgesetz: a o b = bo a fiir alle a,b € G.
Beispiele fiir Gruppen:

— Gangze Zahlen mit Verkniipfung “Addition” (Abelsche Gruppe).

— Rotationsmatrizen in 2 Dimensionen mit Verkniipfung “Matrixmultiplikation” (Abel-
sche Gruppe).

— Rotationsmatrizen in 3 Dimensionen mit Verkniipfung “Matrixmultiplikation” (nicht-
Abelsche Gruppe).

Symmetrien bzw. Symmetrieoperationen lassen sich i.d.R. durch Gruppen beschreiben,
z.B. Rotationssymmetrie durch die eben genannten Gruppen der Rotationen in 2 oder 3
Dimensionen.

Lie-Gruppen

“Fine Lie-Gruppe ... ist eine mathematische Struktur, die zur Beschreibung von konti-
nuierlichen Symmetrien verwendet wird. Lie-Gruppen sind in fast allen Teilen der heuti-
gen Mathematik sowie in der theoretischen Physik, vor allem der Teilchenphysik, wichtige
Werkzeuge.” (Wikipedia)
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o “Fine Lie-Gruppe ist eine glatte reelle Mannigfaltigkeit, die zusdtzlich die Struktur einer
Gruppe besitzt, so dass die Gruppenverknipfung und die Inversion beliebig oft differenzier-
bar sind. Die Dimension der Lie-Gruppe ist die Dimension der unterliegenden Mannigfal-
tigkeit. Ist diese endlich, so ist die unterliegende Mannigfaltigkeit automatisch analytisch
und die Gruppenmultiplikation und Inversion sind analytische Funktionen.” (Wikipedia)

Fiir uns bzw. im Rahmen dieser Vorlesung ist eine Lie-Gruppe eine Beschreibung kontinu-

ierlicher Transformationen (z.B. Rotationen, Boosts, Translationen, etc.), d.h. Transforma-
tionen die durch kontinuierliche Parameter charakterisiert werden; keine strenge Definition,
Verstandnis anhand von Beispielen.

5.2.1 Beispiel: Gruppe der Rotationen in 3 Dimensionen

e Rotationsmatrizen in 3 Dimensionen sind 3 x 3-Matrizen mit R R = 1 und det(R) = 1.

speziell, d.h. det(R) = 1).

Diese Matrizen bilden Gruppe SO(3) (“O” fiir orthogonal, d.h. RTR = 1; “S” fiir

RTR =1 entspricht (RT) xRy = Rij Rk = 6;; (6 Bedingungen).
det(R) = £1 damit erfiillt (kann man zeigen).
det(R) = 1 also keine “zusétzliche Bedingung”, die Anzahl der Parameter reduziert,

schlieft lediglich Spiegelungen aus.

— Rotationsmatrizen in 3 Dimensionen bzw. SO(3)-Matrizen werden durch 3 kontinuier-
liche Parameter beschrieben (9 Matrixeintrége, 6 Bedingungen).

e Rotationsmatrizen um 2-, y- und z-Achse:

1 0 0
R.(a) = 0 +cos(a) +sin(a)
0 —sin(a) +cos(a)
+cos(a) 0 —sin(a)

Ry(a) = o 1 0
+sin(a) 0 +cos(a)
+cos(a) +sin(a) 0
R.(a) = —sin(a) +cos(a) 0
0 0 1

(253)

(254)

(255)

e Infinitesimale Rotationsmatrizen um z-, y- und z-Achse, d.h. Winkel « infintesimal:

Ry(a) = 1+4iad, , Jy
Ry(a) = 1+4iad, , Jy
R. (o) = 1+iad, , J,

—1

—1

—1

0 0 0
dRal)l g 0 41 (256)
do oo 0 —1 0
0 0 -1
d
P;ly(a) Y (257)
@ la=o +10 0
0 +1 0
dR.
i)l [ S0 o (258)
do oo 0 0 0
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— Jg, Jy und J, nennt man Erzeugende (Englisch: Generators).

— Jz, Jy und J; linear unabhingig; daher bilden infinitesimale Drehwinkel um Koor-
dinatenachsen geeignete mogliche Wahl der 3 Parameter, die infinitesimale SO(3)-
Matrizen beschreiben.

— Wahl der 3 Parameter und der zugehdrigen Erzeugenden nicht eindeutig.

e Interessant vor allem: “Kann man zwei Rotationen vertauschen? Bzw. was passiert, wenn
man zwei Rotationen in umgekehrter Reihenfolge ausfiihrt?”

— Antwort charakterisiert Struktur der Lie-Gruppe SO(3).
— Z.B.
Ry(0)Ry(0) = Ry(@)Ro(0) = a?(udy = JyJs) + O(a®) =
= a*[Js, Jy] +0O(a?), (259)
d.h. Kommutatoren der Erzeugenden beschreiben Struktur einer Lie-Gruppe.
— Man kann leicht
i, Je] = ie€jmd (260)
nachrechnen, d.h. Erzeugende der SO(3)-Matrizen erfiillen Drehimpulsalgebra.

— Anschaulich: Rotiert man einen Vektor zunichst um z-Achse, dann um y-Achse ...
und den gleichen Vektor zunéchst um y-Achse, dann um x-Achse ... entspricht die
Differenz beider Ergebnisse einer Rotation um z-Achse.

e Nicht-infinitesimale SO(3)-Matrizen kénnen gemés
R(@) = etiadi (261)

geschrieben werden, d.h. durch Drehwinkel & = (a1, ag, @3) um Koordinatenachsen und
Erzeugende ausgedriickt werden.

KHAAX 25, Juni 2019 (19. Vorlesung) *****

5.2.2 Beispiel: Gruppe der “komplexen Rotationen” in 2 Dimensionen

e Komplexe Verallgemeinerung von Rotationsmatrizen in 2 Dimensionen sind komplexe 2 x 2-
Matrizen mit RTR = 1 und det(R) = 1.

Diese Matrizen bilden Gruppe SU(2) (“U” fiir unitér, d.h. RTR = 1; “S” fiir speziell,
d.h. det(R) =1).

R'R = 1 entspricht (RT)ijkl = RZijl = d;1 (4 Bedingungen).

— Lediglich |det(R)| = 1 damit erfiillt (kann man zeigen).

det(R) =1 also “zusitzliche Bedingung”, die Anzahl der Parameter um 1 reduziert.

— SU(2)-Matrizen werden durch 3 kontinuierliche reelle Parameter beschrieben
(8 Matrixeintriage, 5 Bedingungen).
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Infinitesimale SU(2)-Matrizen mit linear unabhéngigen Erzeugenden:

Ro(@) = 1+iad, , Jo = ;(fl 461) -z (262)
Ry(a) = 1+iad, , J, = ;<+OZ Oi> = % (263)
R.(a) = 1+iad, , J, = ;(Bl _01) -z (264)
(Beweis, dass es sich dabei um SU(2)-Matrizen handelt, ist Hausaufgabe).

Man kann leicht

[T, Je) = e (265)

nachrechnen, d.h. Erzeugende der SU(2)-Matrizen erfiillen ebenfalls Drehimpulsalgebra.
Nicht-infinitesimale SU(2)-Matrizen konnen gemés

R(&) etiajJj (266)

geschrieben werden, d.h. analog zu (261]) durch Drehwinkel & = (a1, ag, a3) und Erzeu-
gende ausgedriickt werden.

5.2.3 Gruppe versus Algebra

(260)) und (265)) nennt man Algebra oder Lie-Algebra.
Gruppen SO(3) und SU(2) haben dieselbe Algebra (Drehimpulsalgebra).

Grundlegende mathematische Struktur und einige wichtige Eigenschaften werden durch
Algebra festgelegt, SO(3)-Matrizen und SU(2)-Matrizen verhalten sich daher sehr #hnlich.

Weitere Darstellung der Drehimpulsalgebra (ein Satz von Erzeugenden, angegeben in Form
mathematischer Objekte, die Drehimpulsalgebra erfiillen) ist

J; = L , L r X p. (267)
Durch Exponentieren einer Darstellungen der Drehimpulsalgebra gemif et/ erhélt
man Darstellung der zugehorigen Gruppe; solche Gruppendarstellungen wirken auf unter-

schiedliche Objekte, z.B.

— SO(3)-Matrizen auf 3-komponentige Vektoren,
— SU(2)-Matrizen auf 2-komponentige Vektoren,

— etioils it ﬁj geméf li auf Zusténde |¢), bzw. nach Anwenden des Korrespon-
denzprinzips auf Wellenfunktionen v (r).
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e Identische Algebra dieser drei Gruppendarstellungen garantiert fiir Objekte auf die sie
wirken konsistentes und sinnvolles Transformationsverhalten beziiglich Rotationen:

— Fiir SO(3)-Matrizen offensichtlich (SO(3)-Matrizen beschreiben Rotationen 3-komponentiger
Vektoren; Drehimpulsalgebra wurde durch Analyse von SO(3)-Matrizen gefunden).

— etli d.h. Exponentieren von Drehimpulsoperatoren:

*x Rotation einer Wellenfunktion kann durch Drehimpulsoperatoren geschrieben
werden,

R@)(v(r) = etbywr) = w(R@r) (268)
mit L; = €;p7:(—i0;) (kann man zeigen).
x Nachweis anhand eines Beispiels, Rotation um z-Achse:

RO,0,0)(¥(r) = e hpr) = Py, g) =

o0

al 994
- Z f7(7'719780) = ¢(7”>1974P + a) = w(R<07O7O‘)r>7 (269)
per AL
wobei L, = —i0, verwendet wurde.

— SU(2)-Matrizen beschreiben Rotationen 2-komponentiger komplexer Spinoren, z.B.
wie sie in Pauli-Gleichung (247)) auftreten.

e Wesentliche Idee und Anwendung in Physik:

— Konstruktion sinnvoller physikalischer Theorien oder Gleichungen erfordert Bausteine
(Felder, Wellenfunktionen, Spinoren, ...), die in geeigneter konsistenter Weise trans-
formieren.

— Wichtige Transformationen sind dabei diejenigen, die den Symmetrien der Theorien
entsprechen, typischer Weise LTs und Poincare-Transformationen, Erweiterungen da-
von (z.B. Supersymmetrie) und interne Symmetrien (z.B. Farb- oder Flavorsymmetrie

der QCD).
— Mehr dazu in Abschnitt 5.4

KIFAE DT, Juni 2019 (20. Vorlesung) *****

5.3 Lorentz- und Poincare-Gruppe

e Wie in Abschnitt diskutiert, miissen physikalisch sinnvolle Wellen- oder Feldgleichun-
gen invariant unter LTs bzw. Poincare-Transformationen sein.

e LTs A*, (Boosts und Rotationen; siehe Abschnitt [4.1.1]) sowie Poincare-Transformationen
(LTs und Translationen) bilden Gruppe.

e Lorentz- und Poincare-Gruppe daher wichtige Gruppen insbesondere in Elementarteilchen-
physik.
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5.3.1 Lorentz-Gruppe

e Erzeugende von Rotationen:

— Bereits in Abschnitt im Zusammenhang mit Gruppe SO(3) diskutiert:

00 0 O
oo 0o o
00 -1 0
0 0 0 O
B 0 0 0 —1
W= =ily 0 o0 o (271)
0 +1 0 O
0 0 0 O
o 0o 410
0 0 0 0

— Rotationen um infinitesimalen Winkel a um j-Achse: A#, =1 + i J;.

— Rotationen um endlichen Winkel o um j-Achse: A#, = et/
e Erzeugende von Boosts:

— Rapiditit:
* Bisher Boosts durch Relativgeschwindgkeit v parametrisiert.
x ZweckméBiger ist Verwendung von Rapiditdt n definiert via sinh(n) = 8 =
v/V1— 02
x Es folgt cosh(n) =~v=1/v1—v%
x Wesentlicher Vorteil: Zwei hintereinander ausgefiihrte Boosts entlang einer Achse
mit Rapiditdten n; und 7 entspricht einem Boost mit Rapiditdt n = n; + 12,
d.h. Rapiditéten sind additiv (genau wie Winkel bei Rotationen).
— Boost mit Rapiditit n in z-Richtung:
+cosh(n) +sinh(n) 0
+sinh(n) +cosh(n) 0

0 0 1
0 0 0

A, = , (273)

— o O O

weist nach Parametrisierung durch Rapiditit starke Ahnlichkeit zu Rotationsmatrix
auf.

— Aus Boost mit infinitesimaler Rapiditdt n in z-Richtung,

1 +n 0 0
+n 1 0 0
T
Ay = 0O 0 1 0]’ (274)
0 0 01
ergibt sich wie gehabt via
A, = 14K, (275)
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die zugehorige Erzeugende

0 +1 0 O
. +1 0 0 O
K, = —i o o0 0o | (276)
0 0 00
— Analog:
0 0 +1 0 0 0 0 +1
0 0 0 O 0 00 O
By = =l 00 0 @ B = 7 o 00 o (277)
0 0 0 O +1 0 0 O
e Aus Erzeugenden kann Algebra der Lorentz-Gruppe berechnet werden:
[Jj,Jk] = +i€jkljl , [Kj,Kk} = —iejlil R [Jj,Kk] = +i6jlel. (278)

e Weitere Darstellung der Algebra der Lorentz-Gruppe mit Ableitungsoperatoren geméf3
(1267):

Ji = 6jkl:ck(—i81) , K; = —xo(—iaj)+xj(+i80) (279)

(kann man leicht nachrechnen).

5.3.2 Poincare-Gruppe

e Translation eines Vierervektors x* — x* 4 a* nicht durch Multiplikation von x* mit 4 x 4-
Matrix darstellbar; 4 x 4 Matrixdarstellung der Lorentz-Gruppe eignet sich daher nicht
zur Erweiterung auf Poincare-Gruppe.

e Verwende stattdessen Ableitungsoperatoren passend zu (279)):

— Translation einer Funktion ¢ von z* in der Zeit um endliches a°:

o aO y
op(x® +ax) = Z(ﬂ)]gf(xo,x). (280)

J=0

— Translation einer Funktion ¢ von z* in der Zeit um infinitesimales a°:

oz +a%x) = <1 + z‘aOPo)qﬁ(a?O,x) , Py = —idy, (281)
wobei Py entsprechende Erzeugende ist.

— Analog:
P = —id;. (282)

e Aus Erzeugenden kann Algebra der Poincare-Gruppe berechnet werden:

[Jj,Jk] = +i€jk1Jl , [Kj,Kk} = —iejlil , [Jj,Kk] = +i6jlel (283)
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(die Algebra der Lorentz-Gruppe) sowie

[Pm PI/] =0
Ji, Po) = 0 , [Jj,P] = Hieub
[Kj, PO] = —in , [Kj, Pk} = —i5jkP0. (284)

5.4 Konstruktion relativistischer Wellen- und Feldgleichungen ausgehend von
Symmetrieiiberlegungen

5.4.1 Wellenfunktionen und Felder

e Wie aus DG oder aus Maxwell-Gleichungen bekannt kénnen Wellenfunktionen und Felder
mehrkomponentige Objekte sein, z.B. Dirac-Spinor ¢ = (91, ¥, 93, 14) oder Viererpoten-
tial A* = (A0, Al A2 A3).

e Solche mehrkomponentigen Objekete miissen sich unter Poincare-Transformationen in kon-
sistenter Weise verédndern:

— FEigenschaften werden durch Poincare-Alegbra und vorgegeben, z.B.

x [Jg, Iy = +iJ,
Rotation (um kleinen Winkel) um y-Achse, dann um z-Achse unterscheidet sich
von Rotation um z-Achse, dann um y-Achse ... Differenz beider Operationen
entspricht Rotation um z-Achse,

* Ky, Kyl = —iJ,
Boost (mit kleiner Relativgeschwindigkeit bzw. Rapiditét) entlang y-Achse, dann
entlang x-Achse unterscheidet sich von Boost entlang z-Achse, dann entlang y-
Achse ... Differenz beider Operationen entspricht Rotation um z-Achse.

— Wellenfunktionen und Felder kénnen beliebige Anzahl von Komponenten aufweisen,
aber ihr Transformationsverhalten muss die von Poincare-Algebra festgelegten Eigen-
schaften erfiillen; dann konnen sie als Bausteine relativistisch sinnvoller Wellen- oder
Feldgleichungen dienen.

— Finde also Matrixdarstellungen der Poincare-Algebra; gefundene N x N-Darstellung
stellt N-komponentige Wellenfunktion bzw. N-komponentiges Feld als Baustein zur
Verfiigung und legt Transformationsverhalten beziiglich Poincare-Transformationen
fest.

1-komponentige Wellenfunktionen und Felder
e Nur eine mogliche 1 x 1-Matrixdarstellung:

Jji = 0, K; = 0. (285)

e Wirkt auf 1-komponentige Wellenfunktion bzw. 1-komponentiges Feld v, z.B. Lorentz-
Boost mit Rapiditét n in z-Richtung

¢ = etnley — 4 (286)
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e Allgemein: ¢/ = ¢, d.h. ¢ ist Lorentz-Skalar.

e Wellenfunktion ¢ in KGG entspricht dieser Darstellung.

4-komponentige Felder

e Bekanntes Beispiel ist em Viererpotential A* mit J; und K; geméf (270]) bis (272]), (276])
und (277)-

o Da et itni k) = A#, mit Winkel a; und Rapiditéiten 7, folgt

P (287)
KEXFF02. Juli 2019 (21. Vorlesung) *****

2-komponentige Wellenfunktionen und Felder

e Man findet z.B. 2 x 2-Matrixdarstellung
Ji = 0j/2 , K; = +ioj/2. (288)
e Wirkt auf 2-komponentige Wellenfunktion bzw. 2-komponentiges Feld ¢1, = (¢r,1,¢1,2),
¢, = etiulitniKg, (289)

e Weiteres Beispiel fiir 2 x 2-Matrixdarstellung ist

J, = —0z/2 jy = —0y/2 , J, = +o,/2
f{x = _iax/z ) f(y = _iay/Q ) IN{Z = +ZUZ/2 (290)

— Liefert kein neues Transformationsverhalten, da Darstellungen (288 und (290) &dqui-
valent, d.h. Matrix T existiert mit

Jj = TJT | K; = TK;T™! (291)
(Finden der Matrix 7" ist Hausaufgabe).

— Entspricht lediglich der Koordinatentransformation gg . = T'¢r, d.h. Umordnen bzw.
linerarem Kombinieren der internen Freiheitsgrade der Wellenfunktion bzw. des Felds

oL

¢ = 6+i(aij+anj)¢L

- T¢, = Te+i(aij+anj)T—1T¢L _ e+i(ajTJjT*1+anKjT*1)T¢L

S ¢, = etileslitnE)g, (292)

(Nachrechnen der vorletzten Zeile ist Hausaufgabe).
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e Es gibt genau eine weitere nicht-aquivalente 2 x 2-Matrixdarstellung,
Ji = 0;/2 , K; = —ioj/2. (293)
e Wirkt auf 2-komponentige Wellenfunktion bzw. 2-komponentiges Feld ¢r = (¢r1, 0R 2),
o = eI TN KG) (294)

e ¢r und ¢g heiflen links- und rechtshéindige Weyl-Spinoren.

Erweiterung von LTs auf Poincare-Transformationen

e In vorausgegangenen Abschnitten nur Rotationen und Boosts betrachtet, d.h. LTs.

e Erweiterung auf Poincare-Transformationen in allen Féllen trivial, geméf P, = 0.

Ho6her dimensionale Darstellungen, reduzible Darstellungen

e Es lassen sich problemlos Darstellungen mit grofleren Matrizen finden; diese entsprechen
h#ufig Teilchen mit héherem Spin.

e Nicht sinnvoll ist Verwendung reduzibler Darstellungen.

— Reduzible Darstellung: Erzeugende weisen dieselbe Blockdiagonalstruktur auf bzw.
konnen durch Koordinatentransformation, im Fall der Lorentz-Algebra (291)), auf
dieselbe Blockdiagonalstruktur gebracht werden.

— 7Z.B. ist
- Uj/2 0 o +’i0j/2 0
b= ( 0 0;/2 > = < 0 —ioj/2 (295)

reduzible Darstellung (die links- und rechtshindigen 2 x 2-Darstellungen wurden {iber-
einander geschrieben).

— Irreduzible Darstellung kann im Gegensatz dazu nicht vereinfacht werden, d.h. zerfallt
nicht in unabhéngige Blocke und damit Gruppen von Komponenten, liefert funda-
mentalen Baustein fiir relativistisch sinnvolle Wellen- oder Feldgleichungen.

5.4.2 Konstruktion relativistischer Wellen- und Feldgleichungen

e Bausteine fiir relativistische Wellen- und Feldgleichungen:

— Wellenfunktionen und Felder aus Abschnitt z.B. ¢ (1-komponentig), A* (4-
komponentig), ¢7, und ¢ (2-komponentig), ...
— Ableitungen 0,,.

— Konstanten: Zahlen wie z.B. Masse m, aber auch Matrizen wie z.B. v*, ...
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e Wellen- und Feldgleichungen miissen invariant unter Poincare-Transformationen sein, au-
Berdem sollten Ableitungen quadratisch (z.B. KGG, Maxwell-Gleichungen, Newtonsche
BGls) oder linear (z.B. DG) auftreten.

e Natur wird erfahrungsgemé&f durch sehr einfache Gleichungen beschrieben; probiere daher
einfache moégliche Kombinationen obiger Bausteine mit genannten FEinschriankungen, dann
Chance gut, ein Naturgesetz zu “erwischen”.

Gleichung fiir ¢ (1-komponentig)

e Einfacher erster Versuch:
o = 0 (296)
ist invariant unter Poincare-Transformationen, da
e = 0 —= MNOp = 0 — dup = 0, (297)
aber Gleichung mit linearer Ableitung zu primitiv, um interessante Physik zu beschreiben.

e Versuch mit quadratischer Ableitung:
Mo = O = 0 (298)

offensichtlich invariant unter Poincare-Transformationen, ist KGG fiir masseloses skalares
Teilchen.

e Hinzunahme einer Konstante liefert
(D + m2> 6 = 0, (299)
ist KGG fiir massives skalares Teilchen (siehe auch Abschnitt [4.2)).

KIFFX04. Juli 2019 (22. Vorlesung) *****

Gleichungen fiir A* (4-komponentig, Vierervektor)
e Gleichung mit linearer Ableitung
I Ar = 0 (300)

ist invariant unter Poincare-Transformationen, aber zu primitiv, um interessante Physik
zu beschreiben.

e Versuche mit quadratischer Ableitung:
0"o,A¥ = 0A” = 0 , 094" = 0, (301)

beide invariant unter Poincare-Transformationen.
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e Feldgleichung des em Felds wird durch weitere Symmetrie einschrinkt, Eichsymmetrie:

— Eichsymmetrie ist grundlegende Symmetrie der Elementarteilchenphysik, erlaubt “Kon-
struktion bzw. Herleitung der Naturgesetze der vier fundamenatalen Kréfte” (em WW
[Wechselwirkung], starke WW, schwache WW, Gravitation).

— Hier nur kurzer Ausblick.

— Forderung ist, dass Feldgleichung der em WW invariant unter U(1)-Eichsymmetrie ist
(Eichprinzip; zur Gruppe U(1) siehe Aufgabenblatt 11), d.h. die Eichtransformation

@) = o) (4@) + 107 o) (302

darf Feldgleichung nicht verindern; dabei ist g(z) = et*®) ¢ U(1), d.h. komple-
xe an jedem Raumzeitpunkt x unterschiedliche Phase und e Konstante (elektrische
Kopplungskonstante bzw. Ladung).

— Ist zum Beispiel der Fall fiir Feldgleichung
Ou(omar —ovar) = g = 0 (303)

(Maxwell-Gleichungen im Vakuum), nicht jedoch fiir Versuche (301)).

— Neben (303) existiert nur eine weitere denkbare unabhéngige Feldgleichung, die so-
wohl invariant unter Poincare-Transformationen als auch eichinvariant ist (diese zu
finden ist Hausaufgabe).

— FEichsymmetrie ist weiteres wichtiges Beispiel fiir Anwendung von Gruppentheorie und
Symmetrieiiberlegungen (umfangreiche Diskussion in Vorlesung “Quantenfeldtheorie
177 ) .

e Hinzunahme einer Konstante, z.B.
O F" +mA” = 0, (304)

nicht moglich, da dann Eichsymmetrie verletzt.

Gleichungen fiir ¢ und A* (Theorie in der durch ¢ beschriebene Teilchen mit durch
A* beschriebenen Photonen wechselwirken)

e ¢-Gleichung: Vorgehen bereits diskutiert in Abschnitt ersetze auf ¢ wirkende Ablei-
tungen in (299) gemaf +io" — +ioH — e AH,

((a“ +ieAM) (D, +ieA,) + m2>¢> _— (305)

e A*-Gleichungen:

— FErinnerung an Elektrodynamik: Inhomogene Maxwell-Gleichungen,

O = #j" (306)
(j¥: Viererstromdichte der elektrischen Ladungen; #: Konstante, iibliche Konvention
# = 4m).
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— Verwende Viererstromdichte der Wellenfunktion der KGG ([196)), wobei wie oben auf
¢ wirkende Ableitungen geméfl +i0* — +i0* — e A* ersetzt werden,

9 FM = drie (qs*((aV +ieA)p) — (8¥ + ieA”gZ))*qb). (307)
— Gleichungen (305)) und (307]) offensichtlich forminvarint unter Poincare-Transforma-
tionen.
— Gleichungen (305]) und (307)) eichinvariant, wenn man fiir ¢ Eichtransformation gemaf
¢'(x) = glz)¢() (308)

definiert (Beweis ist Hausaufgabe).

e ¢ kann mit den in Abschnitt diskutierten Einschrénkungen als Wellenfunktion eines Teil-
chens betrachtet werden.

e AM beschreibt jedoch em Feld; beide Gleichungen (305 und (307)) daher sinnvoll im Rah-
men der Quantenfeldtheorie (dort ist ¢ ebenfalls Feld, das elektrisch geladene skalare
Teilchen beschreibt).

Gleichungen fiir ¢; und ¢ (2-komponentig, Weyl-Spinoren)

e Einfacher erster Versuch:
ouor = 0 (309)

— Gleichung mit linearer Ableitung im Fall von Weyl-Spinoren nicht zu primitiv, um
interessante Physik zu beschreiben (z.B. auch der Fall bei DG).

— Gleichung invariant unter Poincare-Transformationen.

— Aber: Gleichungen fiir Komponenten ®7, 1 und ®;, o entkoppeln,

Ouprn = 0 , Oudre = 0. (310)

x Spezielles Transformationsverhalten von ¢y, unter Poincare-Transformation
nicht notwendig fiir Forminvarianz von (309)).

* ®r 1 und 7, 5 konnten auch invariant unter Poincare-Transformationen sein, d.h.
zwei unabhéngige skalare Groéflen mit ¢’L71 = ¢r,1 und (;S’L,Z = ¢L2, wére
dann noch immer invariant unter Poincare-Transformationen.

*x Nur wenn spezielles Transformationsverhalten geméfl geforderter Poincare-Sym-
metrie notwendig fiir Invarianz der Gleichung ist, ist eine solche Gleichung mit
entsprechendem Transformationsverhalten der Wellenfunktion bzw. Felder ein
guter Kandidat zur Beschreibung von Naturgesetzen. (Einfach ausgedriickt: “Ver-
wende sich kompliziert transformierende Bausteine, nur wenn erforderlich.”)

* Komponenten von ¢y, und von d,, miissen so kombiniert werden, dass Transforma-
tionsverhalten fiir Invarianz unter Poincare-Transformationen erforderlich
ist.
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e Transformationsverhalten von ¢, und von 9, unter Poincare-Transformationen:

¢ = Spor , Sy = efiditmiKy)  — otiagoi/2=n05/2 (311)

e Man kann zeigen:
A (SL)olS, = oY (313)
mit of = (1, —35).

e Damit
ooy, = 0 (314)
invariant unter Poincare-Transformationen, da

oo, = 0 — ofANSOSLer = 0 = (S0l 9,Sé = 0 —
—  ohouer = 0. (315)

e (314)) beschreibt linkshindiges masseloses Spin-1/2 Fermion (Gleichung zur Beschreibung
von Neutrinos).

e Analog beschreibt
ohOudr = 0 (316)

mit o, = (1, +7) rechtshiindiges masseloses Spin-1/2 Fermion.
KIAFX09. Juli 2019 (23. Vorlesung) *****

e Erweiterung von (314) auf massives Spin-1/2 Fermion:
— Versuch: Addition von m¢y, (orientiert an DG),
050H¢L+md>L = 0. (317)
— Poincare-Transformation von o 9,¢1:
ot = (S))'otdubr = Spolduér, (318)
wobei Rechenschritte wie in (315) sowie Sg = et (®i/i—mKi) = ¢+ie;oi/24n;95/2 ynd
(5’2)*1 = ((e“aﬂj/?*nﬂj/?)T) B <e*iaj0j/2*nj<7j/2) B
eTi0y03/24n05/2 = g, (319)

verwendet wurden.
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— Poincare-Transformation von mer,:
me¢y, = mSLor. (320)
— 0 9,¢1 und m¢y, weisen unterschiedliches Transformationsverhalten auf, damit ((317))
nicht invariant unter Poincare-Transformationen.

— Analog kann man
by = (SH)oRdudr = Siohdudr , mek = mSroér (321)
zeigen.

— Damit folgende Gleichungen invariant unter Poincare-Transformationen:
iUZ8u¢L - m¢R = 0 y 7;07%8“¢R — m¢L =0 (322)

(Vorfaktoren ¢ und m nicht durch Symmetrien vorgegeben, stellen sich am Ende durch
Abgleich mit bekannten theoretischen Ergebnissen oder Experimenten als geeignete
Wahl heraus, z.B. entspricht m Masse des Teilchens).

— Nur eine der beiden Gleichungen zu verwenden zu primitiv, um interessante Physik
zu beschreiben (sowohl ¢ als auch ¢ sollten in Ableitungsterm auftreten).

— Verwende daher beide Gleichungen, kénnen in einer Zeile geschrieben werden,

(w#au—m)z; — 0 (323)
mit

T oL o 0 o

o) v ()

— (323)) ist identisch zur DG (208)), allerdings mit anderen 4 x 4-Matrizen #* # ~*.

— (208) dquivalent zu (323]), lediglich andere Linearkombination der vier Gleichungen
bzw. Spinorkomponenten:

* Man kann leicht nachrechnen

1 1
P o= — 1+ ") = (1= 4% 325
y 2( 77)7\/5( 7°) (325)

1 1
1 = —(14+49%%)—(1-~%5 326
ﬂ( vv)ﬂ( 7°) (326)
mit 75 = i’yofyl’y2’y3

* Damit

(i’y“aﬂ—m)& — 0 &
1 1 -
& ﬁ(1+’y°'y5)<w’“‘3u—m>72(1—'y°’f’)¢ =0 ©
o (i’y“@u—m>w ~- 0 (327)
mit
1 -
¥ o= —(1-=7"9"). (328)

— (323)) und (324)) nennt man “chirale Darstellung” oder “Weyl-Darstellung” ((205) und
208) dagegen “Standarddarstellung” oder “Dirac-Darstellung”).
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5.5

— Einfaches Ausrechnen

L(l _ A0 = \2( ii J—i ) (329)

zeigt, dass grofie und kleine Komponenten (fiir kleine Impulse) der Standard-Dar-
stellung 50% /50%-Kombinationen von links- und rechtshindigen Weyl-Spinoren sind
bzw. links- und rechtshindige Weyl-Spinoren der chiralen Darstellung 50%/50%-
Kombinationen von groflen und kleine Komponenten sind.

— Transformationsverhalten von ) unter Poincare-Transformationen ergibt sich direkt
aus Transformationsverhalten der links- und rechtshéindigen Weyl-Spinoren (289) und

(294),
- etiajoj/2—n;jo;/2 0 .
vo= 0 eTiajo;/24njo;/2 ¥, (330)

ist dquivalent zu (237) (Beweis ist Hausaufgabe).

Zusammenfassung

In diesem Kapitel ein spezielles Beispiel, wie méchtig Symmetrieiiberlegungen und Grup-
pentheorie in Physik sind.

DG auf vollig anderem Weg als in Kapitel [4.3] erhalten, ausschliefilich mit Hilfe von Sym-
metrieiiberlegungen.

Symmetrien schrianken mégliche Naturgesetze nicht vollsténdig aber sehr stark ein.
Einfachste aufgrund von Symmetrien erlaubte Gleichungen bilden offenbar Naturgesetze.

In (Quanten-)Feldtheorie finden solche Uberlegungen iiblicher Weise auf Ebene der Lagrange-
Funktion statt; etwas praktischer und tibersichtlicher als auf Ebene der Wellen- oder Feld-
gleichungen, Idee und Ergebnisse allerdings identisch.

Standardmodell (em WW, starke WW, schwache WW) ist U(1)xSU(2)xSU(3) Eichtheorie
mit Poincaresymmetrie, aulerdem approximative SU(2) bzw. SU(3) Flavorsymmetrie der
Quarks.

Neben erlernten Techniken (Gruppentheorie, Lie-Gruppen, Anwendung auf Physik) vor al-
lem wichtige Aussage dieses Kapitels: Symmetrien schrinken mégliche Naturgesetze
radikal ein, sind damit wichtigestes Hilfsmittel der (Elementarteilchen-)Physik,
ohne Symmetrien kaum eine Chance, physikalisch komplizierte Gleichungen
oder Theorien zu finden.
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6 Vielteilchensysteme

6.1

Grundlagen zur Behandlung ununterscheidbarer Teilchen

6.1.1 Eigenschaften von Zustinden und Operatoren bei Teilchenvertauschung

Betrachte Systeme mit N > 2 Teilchen.

Unterscheidbare Teilchen, z.B. Wasserstoffatom bestehend aus Proton und Elektron, d.h.
N =2:

— Bereits bekannt, konzeptionell geradlinig ...
— ... Wellenfunktion ¢(ry,r2,...) (Notation im Folgenden ¥(1,2,...)), ...
... Hamilton-Operator H(p1,p2,.-.,r1,r2,...) (Notation im Folgenden H(1,2,...)),

— ... dann Losen der zugehorigen Schrodinger-Gleichung in 3N Variablen.

Interessant daher im Folgenden ununterscheidbare Teilchen, z.B. Mehrelektronensysteme
(Atomhiille von Atomen jenseits des Wasserstoffatoms, Elektronen im Festkorper,...).

Betrachte im Weiteren Fall, dass alle N Teilchen identisch sind.
Permutationsoperator Pj:

— Pj, vertauscht Teilchen j mit Teilchen &, d.h.

Piudb(... d, .. ko) = (. k). (331)
— Da (Pj)? = 1, sind Eigenwerte von Pjy, +1.

Fiir jede Observable O muss fiir zugehorigen Operator und jeden Zustand [t))
WOW) = (W|PjrOP[) (332)

gelten, sonst wiren Teilchen unterscheidbar (Pj, = Pka wurde verwendet, kann man zei-
gen).

KRKXE 1. Juli 2019 (24. Vorlesung) *****

Damit folgt Pj,OPj, = O bzw. [Pj, O] = 0.
Da Gesamtenergie Observable, folgt [Pj, H] = 0.

Deswegen und weil [P}, P,] = 0 kénnen Eigenzustdnde von H auch als Eigenzusténde
zu allen N (N — 1)/2 Permutationsoperatoren Pjj, gew#hlt werden.

Da [Pji, H] = 0, ist ein solcher Zustand auch zu spéterer Zeit Eigenzustand zu allen
N(N —1)/2 Permutationsoperatoren Pj, mit gleichen Eigenwerten £1 (“Zeitentwicklung
verdndert Eigenschaften eines Zustands beziiglich Teilchenvertauschung nicht.”).
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e In Natur nur vollkommen symmetrische oder vollkommen antisymmetrische Zusténde rea-
lisiert (zeigt sich z.B. durch Abgleich mit Experiment):

— Zustand ununterscheidbarer Bosonen, ganzzahliger Spin (z.B. Pionen, Photo-
nen, ...):

Pigl) = +). (333)

— Zustand ununterscheidbarer Fermionen, halbzahliger Spin (z.B. Elektronen,
Protonen, Quarks, ...):

Pigly) = —|v). (334)

% (331): Pjrptp(... Ty, 85,y Thy Skyen) = (.., Ty Spy oo, T4, S5, ..) (81 Spinein-
stellung, z.B. 2-komponentiger Vektor).

* " ijl/l(...,I'j,Sj,...,I‘k,Sk,...) = —77[)(...,I'j,Sj,...,I'k,Sk,...).

« Damit ¢(...,r,s,...,r,s,...)=—¢(...,r,s,...,r,8,...), d.h.
(... r,8,...,1,8,...) = 0, d.h. Wahrscheinlichkeit zwei identische Fermionen
mit gleicher Spineinstellung am gleichen Ort zu finden verschwindet.
— Pauli-Prinzip ergibt sich als Konsequenz der vollstindigen Antisymmetrie.

6.1.2 Nicht-wechselwirkende Teilchen

e Hamilton-Operator ist Summe aus N identischen 1-Teilchen-Hamilton-Operatoren,
N
H(1L,2,..) = Y Hi(j). (335)
j=1

e Eigenzustinde von H(1,2,...) sind Produkte von Eigenzusténden der 1-Teilchen-Hamil-
tonoperatoren,

(n nummeriert Eigenzustinde des 1-Teilchen-Hamiltonoperators Hy(j), z.B. “n = p” [Im-
puls] bei freiem Teilchen oder “n = (n,l,m)” [Quantenzahlen des Wasserstoffatoms] bei
Coulomb-Potential),

H(1,2,..)%(1,2,..) = E¢(1,2,..)) (337)
O(1,2,..) = én(Dony(2)... , E = Ep, +En,+... (338)

e Zusténde (338]) im Allgemeinen weder total symmetrisch (notwendig fiir ununterscheid-
bare Bosonen) noch total antisymmetrisch (notwendig fiir ununterscheidbare Fermionen)
beziiglich Teilchenvertauschung, wie in Abschnitt gefordert.
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Bosonen

e Aus beliebigem Zustand (338)) fiir 2 Teilchen kann total symmetrischer Zustand konstruiert
werden,

$(1,2) = A(6m (1)602(2) + 0na(1)m,(2) ) (339)
wobei A = 1/2, falls n; = no, bazw. A = 1//2 sonst.
e Verallgemeinerung auf N Teilchen:

¥(1,2,..) = AZP%1 Ybny(2) ..., (340)

wobei ) p Summe iiber alle N! Teilchenpermutationen P bezeichnet und A geeignet zu
wihlende Normierung ist.

Fermionen

e Aus beliebigem Zustand (338) fiir 2 Teilchen kann total antisymmetrischer Zustand kon-
struiert werden,

$(1,2) = —= (6 (1)na(2) = dna(1)6m, (2)). (341)

5l
V2
e (1,2) =0, falls ny = ng, d.h. Fermionen kénnen nicht im gleichen Zustand sein, Pauli-

Prinzip also iiber Antisymmetrie automatisch realisiert.

e Verallgemeinerung auf N Teilchen:
¥(1,2,..) = rzsgn P(én, (1)¢n,(2) - .), (342)

wobei sgn(P) = (—1)# #u vertauschender Teilchenpaare \iorzeichen der Permutation ist.

e (342) kann auch mit sogenannter Slater-Determinante geschrieben werden,

| ()o@ .
6.1.3 Bosonischer und fermionischer Grundzustand beim Potentialtopf
e Betrachte Teilchen in Box mit Kantenlinge L (0 < x,y,z < L).

e 1-Teilchenzustande:

. . . . T
d)ll (]) = # sm(pxx) Sln(pyy) Sln(pzz) ) p = Zn 9 nma ny, Ny = 17 27 e (344)
mit Energien Ey ,, = p?/2m.
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e Bosonischer Grundzustand: Alle N Teilchen im gleichen Zustand (n = (1,1, 1), energetisch
niedrigster 1-Teilchenzustand),

3N 72

_— 4
2L2m (345)

N
Yo(1,2,...) = ¢anVean2)... . Ep = ZEL(I,LI)
=1

e Fermionischer Grundzustand:

— Da sich keine zwei Teilchen im gleichen Zustand befinden kénnen, verteilen sie sich
auf niedrigste N Zusténde.
— Beachte, dass Spin-1/2-Fermionen zwei mogliche Spineinstellungen besitzen.

— 7Z.B. 2-Teilchen-Grundzustand:

1
YPo(1,2) = E<¢(1,1,1,T)(1)¢(1,1,1,¢)(2)—¢(1,1,1,¢)(1)¢(1,1,1,¢)(2)>- (346)

— Z.B. 3-Teilchen-Grundzustand (6-fach entartet, d.h. nur eine von drei Moglichkeiten):

Yo(1,2,3) = \/%ZSgn(P)P(¢(1,1,1,T)(1)¢(1,1,1,¢)(2)¢(2,1,1,¢)(3))~ (347)
P

— Energie des fermionischen Grundzustands fiir N > 3 offensichtlich grofler als die des
bosonischen Grundzustands.

FRRRE 16, Juli 2019 (25. Vorlesung) *****

6.1.4 Helium

e Helium (Kern bestehend aus 2 Protonen, 2 Elektronen) ist einfachstes Mehrelektronen-
atom.

e Verwende folgende Naherungen:

— Im Koordinatenursprung festgehaltener Kern, d.h. nur Elektronen besitzen Dynamik.

— Keine WW zwischen Elektronen.

e Hamilton-Operator:

(p1)?  2¢*  (p2)? 2¢
H(1,2) = - — - . 348
(1,2) 2me r1 + 2Me T (348)

=H1(1) =Hi(2)

e 1-Teilchen-Hamilton-Operatoren entsprechen dem des Wasserstoffatoms mit Kernladungs-
zahl Z = 2, zugehorige Eigenzustinde bekannt, charakterisiert durch Quantenzahlen
(n7 l? m? s)’

— Hauptquantenzahl n =1,2,...,

— Drehimpulsquantenzahl [ = 0,...,n — 1,
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6.2

— magnetische Quantenzahl m = -, -l +1,...,+l — 1,41,
— Spinquantenzahl s =7, |,

Energie Ey (,1.m,s) = —Z%Ry/n? = —4Ry/n?.

Elektronenspins kénnen zu antisymmetrischem Singlet ((| 1/) — | {1))/Vv2, Gesamtspin
S = 0) oder zu symmetrischem Triplet (| 1), (| 1)+ 41))/v2, | 1), Gesamtspin S = 1)

kombiniert werden.

Zustdnde mit S = 0 bezeichnet man als Parahelium, Zustinde mit S = 1 als Orthohe-
lium (historische Griinde).

Grundzustand von Parahelium:

— Da Spin antisymmetrisch, muss Ortswellenfunktion symmetrisch sein.

— Grundzustand damit

Vpara,0(1,2) = \;§¢(1,o,0)(1)¢(1,0,0) (2) <| N) = | ¢T>), (349)

Energie Fpaa0 = —8Ry.

Grundzustand von Orthohelium:

— Da Spin symmetrisch, muss Ortswellenfunktion antisymmetrisch sein.

— Grundzustand damit

Yortho,0(1,2) = \}5(¢(1,0,0)(1)¢(27l,m)(2)_¢(2,l,m)(1)¢(1,0,0)(2))|Spin> ;
spin € {111, (110 + 1 1)/V2 1D | (350)

12-fach entartet, Energie Eorino0 = —5Ry.

e WW zwischen Elektronen kann z.B. mit Hilfe von Stérungstheorie beriicksichtigt werden

(siehe z.B. F. Schwabl, “Quantenmechanik (QM I)”, Springer, Abschnitt 13.2.2).

Hartree-Verfahren

Ziel: Lose Schrodinger-Gleichung fiir wechselwirkendes N-Teilchensystem,

h2
(Z <_ Byt v(rj)> + 3 Vi(Jr; — rk|))¢(l,2, L) = Byl2,..). (351
J J<k
=H1(j)

e 7.B. fiir Elektronenhiille von Atom mit Kernladungszahl Z

Vi) = —2— (352)
wa(lrj—rk\) = +—. (353)
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e Exakte Losung der Schrodinger-Gleichung (351)) selbst numerisch ausgesprochen schwierig,
da partielle DGI in 3N Variablen.

e Hartree-Verfahren ist Methode, um Schrodinger-Gleichung (351)) auch fiir groflere NV

zumindest ndherungsweise zu l6sen.
e Grundidee:

— Ansatz fiir Losung ist

P(1,2,...) = o1(D)e2(2). .., (354)

d.h. Produkt von 1-Teilchen-Wellenfunktionen, ist Naherung, exakte Losung wird i.A.
nicht diese Struktur aufweisen.

— Bestimme 1-Teilchen-Wellenfunktionen ¢;(j) durch (typischer Weise numerisches)
Losen der Hartree-Gleichungen,

K2 . .
< - %Arj + V(I‘j) + VHartree,j (rj)> qu (]) = 6j¢j (]) (355)
mit Hartree-Potentialen
VHartree,j(r]’) = Z/dgrk ¢Z(k)¢k(k) VWW(|rj - rk’) (356)
Wi =pi(ry)

(pi(rg): Wahrscheinlichkeitsdichte, k-tes Teilchen bei ry zu finden).

— Interpretation: j-tes Hartree-Potential fiir j-tes Teilchen ergibt sich aus Aufenthalts-
wahrscheinlichkeiten aller anderen Teilchen k£ # j und der WW dieser Teilchen mit
j-tem Teilchen.

— Hartree-Gleichungen sind iiber Hartree-Potentiale gekoppelt (in jeder der N Glei-
chungen treten alle ¢;(j) auf).

— Sind alle ¢ (k), k # j bekannt bzw. werden diese fest vorgegeben, ist j-te Hartree-
Gleichung vergleichsweise primitive 1-Teilchen-SG (partielle DGl in 3 Variablen), d.h.
numerische Losung unproblematisch.

e Iterativer Algorithmus zur Losung der Hartree-Gleichungen:

(1) Starte mit ndherungsweise korrekten ¢;(j), d.h. verwende z.B. Losungen der Hartree-
Gleichungen (355) mit Viartree,j(r;) = 0.

(2) Berechne alle N Hartree-Potentiale Viartree,j(r;) mit aktuell vorliegenden ¢;(j).

(3) Lose mit in (2) berechneten Hartree-Potentialen Hartree-Gleichungen ([355)); neu ge-
wonnene ¢;(j) ersetzen alte ¢;(j).

(4) Falls neue ¢;(j) identisch zu den alten ¢;(j) sind:
— Beende Hartree-Verfahren, Losung ist mit aktuell vorliegenden ¢;(j).
Sonst:
— Gehe zu (2).

e Iteratives Verfahren, ¢;(j) ndhern sich i.d.R. immer weiter gesuchter Losung an, Konver-
genz jedoch nicht garantiert.
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e Wenn bei Beendigung des Hartree-Verfahrens neue ¢;(j) identisch zu den alten ¢;(j)
sind, spricht man von “selbstkonsistenten Feldern ¢;(j)” (Hartree-Verfahren wird auch als
“Methode der selbstkonsistenten Felder” bezeichnet).

e Zustand nicht total antisymmetrisch beziiglich Teilchenvertauschung, daher Pauli-
Prinzip i.A. nicht realisiert; &hnliches Verfahren, das Pauli-Prinzip beriicksichtigt, ist Har-
tree-Fock-Verfahren (siehe z.B. F. Schwabl, “Quantenmechanik (QM I)”, Springer, Ab-
schnitt 13.3.2).

KIFAE 8. Juli 2019 (26. Vorlesung) *****

6.3 Ausblick: QM Behandlung von Systemen mit verinderlicher Teilchenzahl

e Bisher: Teilchenzahl konstant.

e Ziel: Beschreibung von Prozessen, in denen Teilchen erzeugt oder vernichtet werden.

6.3.1 Fock-Raum

e Starte mit Basis von 1-Teilchenzustéinden |k) (z.B. ebene Wellen, d.h. Zusténde mit defi-
niertem Impuls, “k = p”).

e |k); bezeichnet j-tes Teilchen im 1-Teilchenzustand |k).

e Basiszustdnde eines N-Teilchensystems:

|k1,k2,...> = ’k1>1|]€2>2... (357)

e Betrachte im Folgenden Bosonen, Symmetrisierung beziiglich Teilchenvertauschung gem&fl

S(lk1 ks )) = \/%Zp(ml,kg,...». (358)
P

o ZweckmiBig ist Ubergang zu Besetzungszahldarstellung:

1
|n1,n2,...> = 7S(’k1,k2,...>), (359)
m!ng! .

wobei ny, Anzahl der Teilchen in 1-Teilchenzustand |k) angibt.

— Beispiel: Verwende als Basis von 1-Teilchenzustéinden ebene Wellen, betrachte 5-
Teilchenzustand [¢), bei dem 3 Teilchen Impuls p und 2 Teilchen Impuls q besitzen.

— Notation wie in (358]):
) oc S(lp,p,P:a, ). (360)
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6.3.2

— Besetzungszahldarstellung (359):
[¥) = Inp=3,nq=2) (361)
(iiblicher Weise werden nur von Null verschiedene Besetzungszahlen angegeben).

Zusténde, notiert in Besetzungszahldarstellung (359), mit beliebigen n1,na, ... bilden Ba-
sis fiir Behandlung von Systemen mit verdnderlicher Teilchenzahl, spannen sogenannten
Fock-Raum auf:

— Vakuum: () (alle ny = 0).
— 1-Teilchenzusténde: |n; = 1), |ng = 1), ...
— 2-Teilchenzusténde: |n; = 2), [ng =2), ... [ng =1,npo=1), |ng =1L,nz3=1), ...

Teilchenerzeugung und -vernichtung

Definiere Erzeugungsoperatoren aL und Vernichtungsoperatoren ay:

aL|nk,...) = Vnp+1ng+1,...) (362)

ag|ng,...) = /nglng—1,...) (363)
Gleiches Prinzip wie Erzeugungsoperatoren und Vernichtungsoperatoren beim harmoni-

schen Oszillator (siehe Vorlesung “Theoretische Physik 4 — Quantenmechanik”).

Jeder Operator (z.B. Hamilton-Operator, Gesamtimpulsoperator, ...) kann durch aL und
a ausgedriickt werden.

7.B. Hamilton-Operator freier Bosonen mit Masse m in drei Dimensionen in einem Kasten
mit Kantenlénge L:

k(n)2 t
H = ) 5 Yie(m) Yh(n) (364)

mit k; = (2m/L)n;.

Mit dhnlichen Operatoren, die typischer Weise mehr als zwei Erzeugungs- und/oder Ver-
nichtungsoperatoren enthalten, lassen sich Teilchenwechselwirkungen sowie Ubergénge zwi-
schen Zustédnden mit unterschiedlicher Teilchenzahl beschreiben.

Mehr dazu z.B. in F. Schwabl, “Quantenmechanik fiir Fortgeschrittene (QM II)”, Sprin-
ger, Kapitel 1 bis 4) oder in Vorlesung “Einfiihrung in die Quantenfeldtheorie und das
Standardmodell der Teilchenphysik”).
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