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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die Vier-Tachyon-Tree-Amplitude (Veneziano-Amplitude) mit Methoden
der String-Stérungstheorie berechnet. Aus dem Ergebnis wird das Spektrum der intermediédren
String-Zusténde abgelesen.

1 Zusammenfassung bisheriger Ergebnisse

Die Berechnung der Vier-Tachyon-Tree-Amplitude folgt im Wesentlichen [2]. Dieser Abschnitt
enthélt eine Zusammenfassung einiger Ergebnisse aus [1, 2], die im weiteren Verlauf dieser Aus-
arbeitung Anwendung finden.

Definition der Faddeev-Popov-Determinante:

| = Applh,o] / it / Dyalnb) —hw) T 8D - 69). (1)
4 (e
fF d*t ... Integral iiber alle Moduli.

[ D ... Integral iiber alle Eichtransformationen (Diffeomorphismen und Weyl-Transformation-
en).

h1Yl Die durch die Eichtransformation ~ aus h erzeugte World-Sheet-Metrik.

iL(t) Der aus dem durch die Moduli ¢ bestimmten Eichorbit ausgewihlte Reprisentant (ebenfalls
eine World-Sheet-Metrik).

H(a,z’)e .- Produkt iiber eine Anzahl von Koordinaten auf dem World-Sheet, die der Anzahl
der konformen Killing-Vektoren entspricht (o numeriert die zwei Dimensionen des World-
Sheets, ¢ numeriert Punkte auf dem World-Sheet).



O'Zh]a Die a-te Komponente eines Punktes o; auf dem World-Sheet nach der Eichtransformation
5.

o5 Der eichfixierte Wert der a-ten Komponente eines Punktes o; auf dem World-Sheet.

Polyakov-Wirkung (Euklidisch):

1 Q,
SIX.h = / d*0 VhhP 9, X 05X ,. (2)
Erwartungswerte:
<“Operatoren”> = # Z /DX /Dh eiS[X’hF)‘X<“Operatoren”) =
Topologien
= Z drt App[ﬁ(t),ﬁ]/DX e_S[X’i‘(t)]_)‘X(“Operatoren”) H oo —ai'). (3)
Topologien F (ai)ef

> Topologien - - - Summe iiber alle World-Sheet-Topologien.
[ DX ... Integral iiber alle String-Koordinaten X,,.

x Euler-Charakteristik (y = &= [,, @0 VAR + & | a7 s k; dabei ist R der Ricci-Skalar und k
die geodétische Kriimmung; [2], Seite 82). Kugel y = 2, Torus xy = 0, Scheibe x = 1,
Scheibe mit n Lochern x =1 —n.

A Proportional zu den String-Kopplungskonstanten: ggpen X Gelosed X et

Geistwirkung:

S,lb,e.h] = % / 2o Vb (Pye)as. (1)
P, Ein Differentialoperator: %(VQCB + Vgca — hagV, 7).

Pfadintegral- Ausdruck fiir die Faddeev-Popov-Determinante:

A iL 5 = L DbD 7Sg[b7cvm - i d2 \/Zbﬁ'y iil (= 5
welho] = ce [I 5\ [ @V o)gzhe@)) [] @) ©)
k=1

ngr Ein Symmetriefaktor der nur dann relevant ist, falls die Eichfixierung so gewihlt wurde,
dass die §-Funktionen §(cf* — 6{') an mehr als einem Punkt ungleich null sind.

[ DbDc ... Integral iiber alle Grassmann-wertigen, symmetrischen, spurlosen Felder b und
alle Grassmann-wertigen Felder ¢®.

0/0tF Ableitung nach dem k-ten Moduli.



2 Standarddarstellung von Tree-Level-World-Sheets, Moduli
und konforme Killing-Vektoren

Ausgangspunkt fiir das Berechnen der Tree-Level-Streuamplitude vier offener String-Tachyon-
en ist ein beliebiges World-Sheet-Diagramm ohne Locher mit vier offenen Strings im Unendli-
chen. Durch eine geeignete Symmetrietransformation (eine Kombination aus einer Koordinaten-
und einer Weyl-Transformation) kann eine flache World-Sheet-Metrik erzielt werden, das heifit
h*8 = 698 [1]. Das resultierende World-Sheet-Diagramm kann durch eine Schwarz-Christoffel-
Transformation, eine konforme Abbildung aufler an Ecken des abzubildenden Koordinaten-
gebiets, auf die obere Halbebene H abgebildet werden ([4], Seite 492). Eine weitere Weyl-
Transformation fiithrt zuriick auf die flache World-Sheet-Metrik. Die vier offenen Strings im
Unendlichen entsprechen dann vier Punkten auf der reellen Achse. Dies ist die im weiteren Ver-
lauf dieser Arbeit benutzte Standarddarstellung aller auftretenden Tree-Level-World-Sheets. Im
Folgenden gilt also h*?(t) = h*® = §* (Abbildung 1).
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Abbildung 1: Standarddarstellung von Tree-Level-World-Sheets.

Die obere Halbebene H besitzt keine Moduli ([2], Seite 168).
Die konformen Abbildungen, die H auf sich selbst abbilden, sind durch

az+b
cz+d

—

, a,bec,deR , ad—bec>1 (6)

gegeben (z = o! +i0?; [4], Seite 502). Aus diesen durch drei reelle GroéBen bestimmten Abbil-
dungen kénnen die drei konformen Killing-Vektoren vy, vo und vs von H bestimmt werden. Dazu
betrachtet man drei unabhéingige, infinitesimale Transformationen geméf (6):

z2—z+€e = 1)1:1:<(1)> (7)
ol
z—(1+ez = vgzz:<02> (8)
5 o2 _ (52)2
Z—>€Z+1:Z—622 = v3:z2:<( )2010(2 ) ) 9)



Die drei vorhandenen Freiheitsgrade kénnen dazu verwendet werden, drei Punkte auf der reellen
Achse beliebig festzulegen, im hier vorliegenden Fall die Positionen dreier Vertex-Operatoren.
Hierbei gilt die Einschrankung, dass die zyklische Anordnung der Punkte nicht verdndert werden
darf. Da drei Punkte auf zwei verschiedene Weisen zyklisch angeordnet werden kénnen, besitzt
die obere Halbebene mit drei Punctures einen diskreten Moduli, der zwei verschiedene Werte
annehmen kann ([4], Abschnitt 22.6).

Die obere Halbebene mit vier Punctures besitzt einen diskreten Moduli, der sechs verschiedene
Werte annehmen kann (sechs zyklische Anordnungen von vier Punkten), und einen kontinuier-
lichen Moduli, der die Position der nicht festgehaltenen Puncture angibt (kann jede Position
zwischen den beiden festgehaltenen benachbarten Punctures annehmen).

3 Vier-Tachyon-Tree-Amplitude (Ansatz)

Die Vier-Tachyon-Tree-Amplitude ist durch den Erwartungswert von vier Tachyon-Vertex-Ope-
ratoren gegeben,

4
S(ELEL KK = ighen <H / dy; : € Xn(i0) > . (10)
i=1

Tree

(.. )Tree bedeutet, dass im Pfadintegral nur iiber Tree-Level-World-Sheets integriert wird. : ... :
steht fiir Boundary-Normal-Ordering ([2], Seite 38 und Seite 175). Es gilt

i ) VIR RN )
:ezkuX#(yl,O) - |yz _yi| akukuezkuXu(yZ,O). (11)

Boundary-Normal-Ordering wird gew#hlt um Unendlichkeiten in S zu vermeiden.

Einsetzen von (3) in (10) fiithrt auf
Skl k2 k3 kY =

4 4
. — 7oA VIR N o 7 .y )
= igapene " Arp[h, 9] [ ] / dy; lyi — yi| =Pt / DX e SO TT ethunnlvi.0)
i=1 j=1

3
<<H 6(yr — ??k)) + (i = @2)) : (12)
k=1

Die drei eichfixierten Koordinaten auf dem Worldsheet sind die drei Positionen ¢, g2 und g3
der der durch 1 bis 3 indizierten Vertex-Operatoren auf der reellen Achse. Hierbei wird {iber
beide zyklischen Anordnungen summiert (der (g3 < g2)-Term) . Eine zyklische Anordnung
reicht nicht aus, da es sich um physikalisch nicht-dquivalente World-Sheets handelt (wie in
Abschnitt 2 erwidhnt, hat die obere Halbebene mit drei Punctures einen diskreten Moduli, der
zwel verschiedene Werte annehmen kann).



4 Berechnen des X-Pfadintegrals

Das Ziel dieses Abschnitts ist das Berechnen des X-Pfadintegrals
~ 4 .
/ DX ¢S T ¢ikiXias.0) (13)
i=1

n (12). Es wird {iber alle Felder X,, der oberen Halbebene integriert, die Neumannsche Randbe-
dingungen erfiillen (der Rand besteht aus der reellen Achse und dem unendlich fernen Punkt).
Diese Randbedingungen werden dadurch realisiert, dass nicht nur iiber die obere Halbebene
sondern {iber die gesamte komplexe Zahlenebene mit der Bedingung X,,(2) = X, (Z) integriert
wird.

Zunéchst wird das vom noch nicht néher spezifizierten Strom J abhingende erzeugende Funk-
tional Z berechnet:

Z[J] _ /DX e—S[X,fz]—l—ifdQGJH(a)X,L(U)

= /DX o T [ 20 VP00 X105 Xt [ 207, (9) X (0)

= / DX ey [ 20 VEX,AX,+i [ d207u(0) X, (o) (14)

(die bei der partiellen Integration entstehenden Oberflichenterme verschwinden aufgrund der
Neumannschen Randbedingungen).

Um das Integral in (14) zu l6sen, wird X, in einer Basis aus Eigenfunktionen zu A entwickelt:

Xu(o) = >z, X'(0). (15)
I

Die Basisfunktionen X' werden so gewiihlt, dass

X'(z) = X3 (16)
AXT(o) = —(w)2X1(0) (17)

gilt und auflerdem Orthonormalitédt und Vollstdndigkeit vorliegt:

/dQO'\/ZXI(O')XJ(O') = o/ (18)

S Vix'(o)X'(o") = @0 -o). (19)
I

Fiir das erzeugende Funktional (14) folgt damit

2] = [ [[dal e St Painis, gl —
Ip

. 1 J(0 N2 T 1 JoJ
= /deg 62]2:1:2/ H dxi e Anal 2720 T (W) T+ 3 r 0 ST (20)
H I#0,p



Ji = /dQO'JH(O')XI(O') (21)

(im zweiten Schritt wurde der Nullmode abgespalten, der separat behandelt wird; es gibt genau
einen Nullmode, die konstante Funktion; o' und o? scheiden aufgrund der Randbedingungen
als Nullmoden aus). Das erste Integral liefert eine 6-Funktion, das zweite Integral kann durch
quadratische Ergénzung geltst werden:

I

. —-d/2 ra! gLl
Z1J) = (20?9 (det’( A >> e Z1F0 )2 (22)

420/

(det’ ist die Determinante mit ausgenommenem Nullmode). Einsetzen von (21) fiihrt auf

_A _d/2 ! ! ! !
mit
X)X (o
G'(o,0") = 2#@'2%. (24)
I#0

G’ ist die Greensfunktion zum Laplace-Operator A (mit Ausnahme des fehlenden Nullmodes):

(o) At / / I I/ 1 / 5(2)(‘7 — ) 042
AG (0,0") = =21 Y X'(0)X'(0)) = —27d | ——— - (X")?|. (25)
1#£0 Vh
Eine explizite Form von G’ ist
/

G'(z,7) = —% (Injz — 2| +In|z — Z']). (26)

G’ erfiillt nicht nur die Differentialgleichung (25) (bis auf Terme, die aufgrund von Impulserhal-
tung ohnehin wegfallen; [2], Seite 174) sondern auch die iiber die Basisfunktionen vorgegebenen
Randbedingungen G'(z;, z;) = G'(Zi, z;) und G'(z;, zj) = G' (2, ;).

Einsetzen des Stroms

4
Ju(o) = > k(-0 (27)
=1

(0i = (yi,0)) in (14) beziehungsweise in (23) ergibt

4
21 = / DX e SPOH T et 010 (28)
=1



ds(d) (1.1 2 3 4 _ —d/2 R
Z[J] = (27T) 0 (k(;(]];d tE+E ) <det/ (47T2AO/>> 67%2?:1 Z?:1 kﬁkﬂG (0'1’70']’). (29)

Gleichsetzen von (28) und (29) und Einsetzen von (26) fithrt auf

4
/ DX eSO TT kX (w:.0)
=1

4 4 v
= C¥ @) 6Dk + B+ B+ B T lwe — vl e (30)
i=1j=1

mit

oX - ﬁ(@t’(%))dﬁ. (31)

5 Berechnen der Faddeev-Popov-Determinante

Ziel dieses Abschnitts ist das Berechnen der Faddeev-Popov-Determinante in (12). Da die obere
Halbebene keine Moduli besitzt, reduziert sich (5) auf

3
Applh,6] = / DbDce 5P el (6)). (32)
i=1

Integriert wird iiber alle Grassmann-wertigen, spurlosen, symmetrischen Felder 4*? und alle
Grassmann-wertigen Felder ¢® der oberen Halbebene. Die Felder sollen dabei den Randbedin-
gungen

natph®(c1,0) = b*'(¢1,0) = 0 (33)
nec®(ct,0) = A(',0) = 0 (34)
geniigen (n, = (0,1) ist die Normale des Randes, t, = (1,0) die Tangente des Randes). (33)
entspricht dem Oberflichenterm, der beim Berechnen der klassischen Bewegungsgleichung fiir

b*? entsteht. (34) ist dquivalent zu der Forderung, dass die Koordinatentransformationen das
Parametergebiet, in diesem Fall die obere Halbebene, unverdndert lassen.

Um das Pfadintegral zu l6sen werden die Felder b und ¢® nach speziellen Basisfunktionen B?ﬁ
und Cf' entwickelt:

bP(0) = D By (o) (35)
1

o) = Y erCfo). (36)
I



Diese Basisfunktionen sind Eigenfunktionen zu PlPlJr beziehungsweise zu PIJr P (PlJr ist durch

[d?c \/E(be)o‘ca = [ d?0 VhbP(Pic)ap definiert; es gilt (PlTb)O‘ = —V3b?):

(PLP{B)**(0) = (v1)*B}"(0)
(PIPCH)™(0) = (W)*CP (o).

Auflerdem werden sie orthonormal gewéhlt:
/d% VhBY® By = 61

/ Lo ViCiCra = 61y,

(P C ])O‘B ist Eigenfunktion zu PlPlJr falls C¢* kein Nullmode von P ist:
(PP{(PC))T = (PU(PIPICH)™ = (v))*(PiCD)™.

Nach entsprechender Normierung (und geeigneter Wahl der Basisfunktionen B?‘ﬁ ) gilt

1
_ 3
U—,I(PIC,)O‘B = BY.

Analog ldsst sich

1 T o fe?

—(PBn)* = Cf

vr

zeigen. Ineinander einsetzen von (38), (42) und (43) fiihrt auf
/

vy = vg.

Fiir die Geistwirkung (4) folgt

Sylb.c,h] = %/dQO'\/ZZb]B;w(Pl(ZCOjCOj+ZCJCJ>)QB =
I; J J

—_—
Nullmoden Rest

1 2 ~ 6 1
= %/da\/ﬁ;blB? vjcjBrag = %Ebﬂ)]cl.

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

Die Entwicklungskoeffizienten und die Basisfunktionen der Nullmoden von PlJr P, (die Nullmo-

den von PIJr Py sind gleich den Nullmoden von P;) wurden aus Griinden der Ubersichtlichkeit
umbenannt: ¢; — cpj und C; — Cp;. Die Entwicklungskoeffizienten der Nullmoden tragen zur

Geistwirkung nicht bei.



Einsetzen in (32) und Ausnutzen der Grassmann-Eigenschaften ergibt

3 3
AFP[?L, 5] = /d601 dcoo deps H Z Cojcolj (5‘2) /H dby dey 67i 2y byvgey
I

i=1 j=1

1/2
P/ P /
472 )

= det (Cy;(67)) det ( (46)

Die drei Nullmoden Céj(&i) in der ersten Determinante sind bis auf Orthonormalitidt gerade
die drei konformen Killing-Vektoren vi, v und vz ((7), (8) und (9)). Die Determinante kann
in dieser Basis geschrieben werden wobei ein fiir die Tree-Amplitude irrelevanter Faktor C®¢
auftritt:

11 1 LN/
N ~ P! P
AFp[h,ﬁ] = Cbcdet gl QQ Qg det/< 121> —
9 22 o9 4m
Y Yy Y3
1/2
e PP
= Cbc(yl—yz)(yz—ys)(ys—yl)det,<417T21> =
= C*lg1 — Golli2 — 95|95 — i (47)
mit
1/2
- PP
ch = Chedet’ | 21 (48)
472

(im letzten Schritt wurde die zyklische Anordnung y;y2y3 angenommen).

6 Vier-Tachyon-Tree-Amplitude (Ergebnis und Interpretation)
Nach Einsetzen von (30) und (47) in (12) ergibt sich fiir die Vier-Tachyon-Tree-Amplitude

Sk, k2 k3 kY
= icXotegt e M 2m) Dk + k2 + KB+ KNG — 92|92 — 93|93 — 01

Yopen
4 Y
/dei 1T 1y = wwl ek ((H 6y — Z)l)) + (I < @2)> : (49)
i=1 £k =1

Die Eichfixierung ¢1 = 0, 92 = 1 und g3 = oo erlaubt die Aufspaltung des verbleibenden
ys-Integrals in drei Teile (ffooo dysy ... = fEOO dyy ...+ fol dyy ...+ floo dyy ...), die jeweils un-
terschiedlichen zyklischen Anordnungen von ¢, 92, g3 und y4 entsprechen. Aufgrund von Sym-
metrieargumenten ist es ausreichend, eines der drei Integrale zu betrachten (die anderen beiden



miissen bis auf Indexvertauschung dieselben Ergebnisse liefern):

S(kY, k2, K3, kY
= 0N Ol e 2m) 0D (kY + k2 + P+ kY
1
(‘g3‘2+2a’k2(ki+kﬁ+kﬁ) / dya ’y4‘2a/kikﬁ’1 _ y4’2a’kﬁkﬁ + (]{;Z s /{:J>> =
0

_ iCXCbC 4 ef)\(Qﬂ_)dé‘(d)(kl +]€2 + k3 +]€4)

Yopen
1 20/ k1l k4 20/ k2 k4 ; ;
([ doloPsisiin = ettt (i o 9 ). (50
0
Im letzten Schritt wurde k%%’ = 1/a’ (die ein- und auslaufenden Tachyonen miissen sich auf

der Massenschale befinden) und k' + k% + k3 + k* = 0 (gilt aufgrund der §-Funktion) benutzt.
(k' « k7) steht fiir fiinf dhnliche Terme die durch Indexvertauschung entstehen, wobei zwei
davon jeweils identisch sind.

Die Mandelstam-Variablen sind durch

s = —(K'+ )2, t = (K +EH? , uw = —(k'+EYH? (51)
definiert. Sie entsprechen den Massen der intermedidren String-Zusténde. Es folgt

2a'kiki = —ds—-2 , 2a/kzikzi = —dt—-2 , 2a/kzikzﬁ = —ad'u-2. (52)
Einsetzen in (50) liefert

Sk, k2 k3 kY

— 20X Ctgh e M 2m) D (B + k2 4 K 4 k) (I(s, £) + I(t,u) + I(u, 5)) (53)
mit
! : : [(—a's — )I(—a't — 1)
T _ —a’s—2 1— —a't=2  _ ) 4
(.0 = [ dor =) e s (54)

Analog zur Quantenfeldtheorie konnen auch hier an den Polstellen der Strenamplitude die Mas-
sen der intermedidren Teilchen abgelesen werden. Die Gamma-Funktion hat Polstellen bei null
und bei den negativen ganzen Zahlen. Sie hat keine Nullstellen. Die Funktionen I(s,t), I(t,u)
beziehungsweise I(u,s) haben demnach Polstellen bei

n—1

s = —(K'4+k%)? = — , n=0,1,2.3,... (55)
(6%
—1

= —K R = = n=01,2,3... (56)
«
—1

uw o= (' +k)? = = n=01,23,... (57)
(8%

10



Fiir gerade n treten diese Polstellen auch in der Streuamplitude (53) auf. Zu den intermedidren
String-Zusténde gehoren damit das Tachyon, die erste massive Anregung und alle weiteren
ungeraden massiven Anregungen.

Bei ungeraden n besitzen die Polstellen umgekehrte Vorzeichen und heben sich gerade weg. Zum
Beispiel gilt fiir s = (n — 1)/d/, n ungerade, und ¢ beliebig (u ist durch s +t 4+ u = —4/d/
bestimmt)

I(—dt — 1)t 2
I(s,t) + I(t,u) + I(u,s) = (za (et +n+2) + (“endliche Terme”). (58)

n!

Eine Polstelle und damit ein intermedidrer Zustand entsprechender Masse tritt hier nur bei spe-
zieller Wahl von t auf, das heifit bei fest vorgegebenen Winkeln zwischen ein- und auslaufenden
Teilchen (falls ein solcher Prozess kinematisch iiberhaupt erlaubt ist).

Vergleich des Tachyon-Pols der Vier-Tachyon-Streuamplitude und desselben Pols ein einem aus
zwei Drei-Tachyon-Streuamplituden zusammengesetzten Prozesses liefert den Proportionalitéits-
faktor zwischen ggpen und e:

e)\ — Ck/cv)(c«bc 2 (59)

Yopen

([2], Seite 182). Einsetzen in (53) liefert

.2 2
SO k2 3 ) = ERen (9@ (51 4 g2 4 k3 4 k) (1(s,0) + 18, 0) + I(u,5) ). (60)

Diese Streuamplitude wurde bereits 1968 von Veneziano postuliert, lange bevor die in dieser
Ausarbeitung prisentierte Herleitung und ihre Beziehung zur String-Theorie bekannt war [3].
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