
Bayes-NetzeEine Einf�uhrungMarc Wagnermcwagner@stud.informatik.uni-erlangen.deVortrag im Seminar "Bayes-Netze und Data-Mining\10. Februar 2000ZusammenfassungBayes-Netze stellen eine sehr vielseitig einsetzbare Struktur dar, die in vielen Be-reichen der Informatik Anwendung �ndet. Bayes-Netze dienen der kompakten Spei-cherung und Verarbeitung unsicheren Wissens. Neue Informationen an einer Stelledes Netzes, in Form von Wahrscheinlichkeiten, wirken sich unter Umst�anden aufdas gesamte Netz aus. Dar�uber hinaus existieren Algorithmen, die es Bayes-Netzenerm�oglichen selbstst�andig dazuzulernen. Die vorliegende Arbeit soll anhand voneinfachen Beispielen einen groben �Uberblick �uber die oben angesprochenen Themengeben.1 Wozu Bayes-Netze?Experten sind Personen, die zur Erledigung ihrer Aufgaben ein gewisses Fachwissenben�otigen, zum Beispiel �Arzte, Piloten oder Finanzberater. Die �ubliche Vorgehenswei-se von Experten wird durch Abbildung 1 veranschaulicht. Aufgrund von Beobachtungenwerden Entscheidungen getro�en. Die auf diese Entscheidungen folgenden Aktionen lie-fern gute oder schlechte Resultate aus denen die Experten lernen. Dieses neue Wissenwird dann zur Bew�altigung weiterer Aufgaben eingesetzt.Experten m�ussen Entscheidungen h�au�g aufgrund unvollst�andiger oder sich widerspre-chender Informationen f�allen. In einem solchen Fall sollte, entsprechend den bisherigenErkenntnissen, die wahrscheinlich beste Entscheidung getro�en werden, in der Regel die-jenige, die das Risiko minimiert.Es hat sich jedoch gezeigt, dass Experten in vielen F�allen anders entschieden haben. Manm�ochte daher Computersysteme, sogenannte Expertensysteme, die die Experten durchVorschl�age bei ihrer Arbeit unterst�utzen. Die Vorschl�age sollen zudem auch noch be-gr�undet werden. 1



Beobachten

Lernen EntscheidenAbbildung 1: Die �ubliche Vorgehensweise von ExpertenDerartige Expertensysteme werden heute in den verschiedensten Bereichen eingesetzt.Als Beispiele lassen sich hier Windows 95 Hilfe, �Uberwachung von Antriebssystemen vonRaumschi�en, medizinische Diagnosen oder Wettervorhersage nennen.Eine M�oglichkeit solche Expertensysteme zu realisieren stellen Bayes-Netze dar. Dassneben Expertensystemen eine ganze Reihe weiterer Einsatzm�oglichkeiten f�ur Bayes-Netzebestehen, soll an dieser Stelle nicht verschwiegen werden. Das bisher gesagte sollte aberzur ersten Motivation des Themas ausreichen.2 Wiederholung wichtiger Begri�e und Formeln ausder WahrscheinlichkeitsrechnungUnerl�asslich f�ur das Verst�andnis von Bayes-Netzen sind solide Grundkenntnisse in derWahrscheinlichkeitsrechnung. Die f�ur die weiteren Kapitel wichtigsten Begri�e und For-meln werden im folgenden kurz wiederholt.UnterP (A)versteht man die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.P (AjB)ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A unter der Bedingung des Ereignisses B.Die Formel von Bayes,P (BjA) = P (AjB)P (B)P (A) ; 2



die wohl den Grundstein der theoretischen Basis von Bayes-Netzen bildet, erlaubt dieUmrechnung derWahrscheinlichkeit des EreignissesA unter der Bedingung des EreignissesB in die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B unter der Bedingung des Ereignisses A.Durch die Formel von den totalen Wahrscheinlichkeiten,P (A) =Xi P (AjBi)P (Bi) ;ist es m�oglich die absolute Wahrscheinlichkeit von A aus den bedingten Wahrscheinlich-keiten von A zu berechnen.3 Causal Networks als Vorstufe zu Bayes-NetzenCausal Networks, eine Vorstufe zu Bayes-Netzen, sind ein Formalismus zur Darstellungkausaler Abh�angigkeiten innerhalb gegebener Situationen. Causal Networks bestehen auseiner Menge von Variablen und einer Menge von gerichteten Kanten zwischen diesenVariablen. Variablen repr�asentieren bestimmte Sachverhalte. Sie besitzen eine (eventuellunendliche) Menge von Zust�anden. Variablen be�nden sich stets in genau einem ihrerZust�ande, in welchem kann jedoch unbekannt sein. Eine Kante f�uhrt von einer VariableA zu einer Variable B genau dann, wenn Zust�ande der Variable A unmittelbare Ursachevon Zust�anden der Variable B sein k�onnen.
T (Tom hat Unfall): {ja, nein}

J (Jerry hat Unfall): {ja, nein}

W (Winter): {ja, nein}

G (Glatte Strassen): {ja, nein}

B (Tom betrunken): {ja, nein}
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BAbbildung 2: Ein Beispiel f�ur ein Causal NetworkDas folgende Beispiel soll die obige De�nition verdeutlichen. Die Jahreszeit (Variable W(Winter), Zust�ande fja, neing) hat erheblichen Ein
uss darauf, ob die Strassen glatt sind(Variable G (glatte Strassen), Zust�ande fja, neing). Glatte Strassen ver�andern die Wahr-scheinlichkeit ob die beiden katastrophalen Autofahrer Tom (Variable T (Tom hat Unfall),Zust�ande fja, neing) beziehungsweise Jerry (Variable J (Jerry hat Unfall), Zust�ande fja,neing) einen Autounfall haben. Verst�arkend kommt hinzu, dass Tom h�au�g betrunken ist(Variable B (Tom betrunken), Zust�ande fja, neing). Dieser Situation entspricht das inAbblidung 2 gezeigte Causal Network. 3



Abh�angigkeit und bedingte Abh�angigkeitZwei Variablen A und B eines Causal Networks werden als abh�angig bezeichnet genaudann, wenn die Wahrscheinlichkeiten der Zust�ande der Variable A vom Zustand der Va-riable B abh�angen, und umgekehrt. In Formeln ausgedr�ucktP (A;B) 6= P (A)P (B) :Zwei Variablen A und B eines Causal Networks werden als bedingt abh�angig bezeichnetgenau dann, wenn A und B bei bestimmten Zust�anden Z des Netzes abh�angig und beibestimmten anderen Zust�anden �Z unabh�angig sind. In Formeln ausgedr�ucktP (A;BjZ) 6= P (AjZ)P (BjZ)undP (A;Bj �Z) = P (Aj �Z)P (Bj �Z) :Im folgenden wird anhand von Beispielen gezeigt, bei welchen Zust�anden des Netzes be-dingt abh�angige Variablen abh�angig beziehungsweise unabh�angig sind.Serielle VerbindungenGegeben seien die seriellen Verbindungen aus Abbildung 3. Die Variablen W und J sindunabh�angig genau dann, wenn der Zustand der Variable G bekannt ist. In einfachenWorten ausgedr�uckt, wenn die Strassenverh�altnisse bekannt sind, hat die Jahreszeit keinenEin
uss auf die Wahrscheinlichkeit eines Autounfalls.
W (Winter): {ja, nein}

G (Glatte Strassen): {ja, nein}

G

W

J

J (Jerry hat Unfall): {ja, nein}Abbildung 3: Serielle Verbindungen4



Auseinanderlaufende VerbindungenGegeben seien die auseinanderlaufenden Verbindungen aus Abbildung 4. Die Variablen Tund J sind unabh�angig genau dann, wenn der Zustand der Variable G bekannt ist. In ein-fachen Worten ausgedr�uckt, wenn Tom einen Autounfall hat und die Strassenverh�altnisseunbekannt sind, steigt die Wahrscheinlichkeit f�ur glatte Strassen. Das wiederum erh�ohtdie Wahrscheinlichkeit eines Autounfalls f�ur Jerry.
G (Glatte Strassen): {ja, nein}

T (Tom hat Unfall): {ja, nein}

J (Jerry hat Unfall): {ja, nein}

G

T JAbbildung 4: Auseinanderlaufende VerbindungenZusammenlaufende VerbindungenGegeben seien die zusammenlaufenden Verbindungen aus Abbildung 5. Die VariablenB und G sind abh�angig genau dann, wenn der Zustand der Variable T bekannt ist. Ineinfachen Worten ausgedr�uckt, wenn Tom einen Autounfall hat, die Strassen aber nichtglatt sind, dann ist er sehr wahrscheinlich betrunken.
B G

T
T (Tom hat Unfall): {ja, nein}

G (Glatte Strassen): {ja, nein}

B (Tom betrunken): {ja, nein}Abbildung 5: Zusammenlaufende Verbindungen
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4 Erweiterung von Causal Networks zuBayes-NetzenCausal Networks lassen sich auf einfache Weise zu Bayes-Netzen erweitern. Jeder Va-riable im Netz wird eine Wahrscheinlichkeitstabelle zugeordnet. Hat eine Variable A (mZust�ande) keine Vorg�anger, enth�alt die Tabelle die absoluten Wahrscheinlichkeiten derZust�ande der Variable A. Die Tabelle hat also die FormP (A = a1) = p1P (A = a2) = p2: : :P (A = am) = pm :Hat eine VariableA (m Zust�ande) die Vorg�angerB1 (m1 Zust�ande), ... ,Bn (mn Zust�ande),besteht die Tabelle aus den bedingten Wahrscheinlichkeiten der Zust�ande der Variable A.Als Bedingungen sind alle Kombinationen von Zust�anden von B1, ... , Bn vertreten. DieTabelle hat also die FormP (A = a1jB1 = b1;1; : : : ; Bn = bn;1) = p1;1: : :P (A = a1jB1 = b1;m1; : : : ; Bn = bn;mn) = p1;m1�:::�mnP (A = a2jB1 = b1;1; : : : ; Bn = bn;1) = p2;1: : :P (A = a2jB1 = b1;m1; : : : ; Bn = bn;mn) = p2;m1�:::�mn: : :P (A = amjB1 = b1;1; : : : ; Bn = bn;1) = pm;1: : :P (A = amjB1 = b1;m1; : : : ; Bn = bn;mn) = pm;m1�:::�mn :Der Graph eines Bayes-Netzes darf keine Zyklen enthalten.Abbildung 6 zeigt die Erweiterung des Causal Networks aus Abbildung 2 zu einem Bayes-Netz. Aus der Tabelle der Variable T l�asst sich beispielsweise entnehmen, dass Tom inbetrunkenem Zustand bei glatten Strassen zu 90% einen Unfall baut, in n�uchternemZustand und bei guten Strassenverh�altnissen nur zu 10% und in allen anderen F�allenzu 50%. 6



P(T|B=nein,G=ja) = 0.5/0.5

P(T|B=ja,G=ja) = 0.9/0.1
P(T|B=ja,G=nein) = 0.5/0.5

P(T|B=nein,G=nein) = 0.1/0.9

P(J|G=ja) = 0.5/0.5
P(J|G=nein) = 0.1/0.9

P(G|W=nein) = 0.1/0.9
P(G|W=ja) = 0.7/0.3

P(W) = 0.5/0.5

P(B) = 0.6/0.4

W

GB

T JAbbildung 6: Ein Beispiel f�ur ein Bayes-Netz5 Bayes-Netze zur kompaktenWissensrepr�asentationSei U = fA1; : : : ; Ang eine Menge von Variablen (A1 hat m1 Zust�ande, ... , An hat mnZust�ande). Die Wahrscheinlichkeiten aller Kombinationen von Zust�anden dieser Variablenk�onnen in einer TabelleP (U) = P (A1; : : : ; An)gespeichert werden, die m1 � : : : �mn Eintr�age besitzt, also exponentiell gross ist.Unter der Voraussetzung, dass bestimmte Variablen bedingt unabh�angig sind, lassen sichdie selben Informationen indirekt in einemBayes-Netz speichern. Abh�angig von der Struk-tur des Bayes-Netzes kann die Anzahl der zu speichernden Wahrscheinlichkeitswerte er-heblich sinken. Die urspr�unglichen Wahrscheinlichkeitswerte lassen sich leicht aus den imNetz gespeicherten Werten durch die KettenregelP (U) = P (A1; : : : ; An) = nYi=1P (Aijdirekte Vorfahren von Ai)errechnen. Ein Beweis der Kettenregel �ndet sich zum Beispiel in [Jensen96].Als Beispiel kann das Bayes-Netz aus Abbildung 6 mit den Variablen U = fW;G:B; T; Jg(jeweils 2 Zust�ande) dienen. Im Netz werden 20 Wahrscheinlichkeitswerte gespeichert, wiesich leicht anhand der Abbildung nachz�ahlen l�asst. Speichert man die Informationen ineiner einzigen Tabelle P (U) = P (W;G;B; T; J), erh�oht sich die Anzahl der Eintr�age auf2 � 2 � 2 � 2 � 2 = 25 = 32. 7



ZwischenvariablenIn vielen F�allen l�asst sich die Anzahl der zu speichernden Wahrscheinlichkeitswerte durchdas Einf�ugen sogenannter Zwischenvariablen noch weiter reduzieren. Zwischenvariablenhaben keine Entsprechung in der wirklichen Welt und sind daher nicht beobachtbar. Siedienen lediglich dazu, die Anzahl der direkten Vorg�anger anderer Variablen zu reduzieren.Dadurch werden die Wahrscheinlichkeitstabellen dieser Variablen kleiner, was die Anzahlder insgesamt zu speichernden Werte verringert. Die Tatsache, dass Zwischenvariablennicht beobachtbar sind, bringt jedoch das Problem mit sich, dass manche Wahrscheinlich-keitswerte nur schwer interpretierbar sind.In Abbildung 7 wird die Anzahl der zu speichernden Wahrscheinlichkeitswerte in einemBayes-Netz, in dem jede Variable 2 Zust�ande hat, durch das Einf�ugen der beiden Zwi-schenvariablen Z1 und Z2 von 64 auf 32 reduziert.
F
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2   = 64

2   = 16

2   = 8
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16+8+8 = 32 Einträge64 EinträgeAbbildung 7: Einf�ugen von Zwischenvariablen6 Propagierung von WahrscheinlichkeitenEine der wichtigsten Eigenschaften von Bayes-Netzen ist, dass neue Informationen �ubereine Variable Auswirkungen auf die Wahrscheinlichkeiten der Zust�ande aller anderen Va-riablen haben k�onnen. Die Ver�anderungen an den Wahrscheinlichkeitswerten werden alsodurch das gesamte Netz propagiert. Es ist zu beachten, dass sich auf diesem Weg niemalsdie in den Tabellen gespeicherten bedingten Wahrscheinlichkeiten ver�andern, sondern im-mer nur die absoluten Wahrscheinlichkeiten der Zust�ande der Variablen.Es gibt verschiedene Algorithmen zur Propagierung von Wahrscheinlichkeiten. Der imfolgenden in Grundz�ugen vorgestellte Algorithmus ist detailliert in [Pearl88] beschrieben.F�ur jeden Zustand jeder Variable werden drei Werte, ein �-Wert, ein �-Wert und ein8



BEL-Wert, gespeichert. Die �- beziehungsweise �-Werte stellen ein Mass f�ur die St�arkeder Unterst�utzung des Zustandes durch die Vorg�anger- beziehungsweise Nachfolgervaria-blen dar. Der BEL-Wert entspricht der absoluten Wahrscheinlichkeit des entsprechendenZustands.Vor der Propagierung neuer Informationen m�ussen diese Werte initialisiert werden. DieInitialisierung beginnt bei Variablen ohne Vorg�anger und bewegt sich dann entlang derKanten durch das gesamte Netz.Die �-Werte von Variablen ohne Vorg�anger werden mit den Werten aus den Wahrschein-lichkeitstabellen der entsprechendenVariablen belegt. Die �-Werte aller anderen Variablenwerden mit der Formel von den totalen Wahrscheinlichkeiten berechnet. Zum Beispiel er-gibt sich f�ur den �-Wert des Zustands 'ja' der Variable G des Netzes aus Abbildung 6�(G = ja) == P (G = jajW = ja)BEL(W = ja) + P (G = jajW = nein)BEL(W = nein) == 0:7 � 0:5 + 0:1 � 0:5 = 0:4 :Alle �-Werte werden mit 1.0 initialisiert.Die BEL-Werte lassen sich aus den �- und �-Werten mit der FormelBEL(A = ai) = � � �(A = ai) � �(A = ai)berechnen, wobei � so zu w�ahlen ist, dass die BEL-Werte eine Wahrscheinlichkeitsvertei-lung bilden, alsoXi BEL(A = ai) = 1:0gilt.Abbildung 8 zeigt das vollst�andig initialisierte Bayes-Netz aus Abbildung 6.Liegen nun neue Informationen �uber eine Variable vor, wird diese als erstes aktiviert.Dann werden die �-, �- und BEL-Werte dieser Variable den neuen Informationen entspre-chend aktualisiert. Als n�achstes werden sogenannte �- beziehungsweise �-Nachrichtenan alle Nachfolger- beziehungsweise Vorg�angervariablen geschickt. Eine Ausnahme bil-det eventuell diejenige Variable, die durch eine Nachricht ihrerseits die Aktivierung dermomentan aktiven Variable bewirkte. Zum Schluss wird die Variable wieder deaktiviert.Die verschickten Nachrichten liefern nun neue Informationen �uber andere Variablen undgew�ahrleisten so die Propagierung der ver�anderten Wahrscheinlichkeitswerte durch dasgesamte Netz. Die f�ur die Propagierung notwendigen Formeln, die teilweise sehr kompli-ziert sind, und deren Erl�auterungen sind in [Pearl88] zu �nden. Die Grundlage f�ur dieseFormeln bildet die Formel von Bayes. 9
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BEL = 0.5/0.5
= 1.0/1.0
= 0.5/0.5

= 0.4/0.6
= 1.0/1.0

BEL = 0.26/0.74
= 1.0/1.0
= 0.26/0.74

BEL = 0.6/0.4
= 1.0/1.0
= 0.6/0.4

= 0.5/0.5
= 1.0/1.0

BEL = 0.5/0.5

BEL = 0.4/0.6

������ �� ��Abbildung 8: Das vollst�andig initialisierte Bayes-NetzUm die Auswirkungen der Propagierung von Wahrscheinlichkeiten an einem Beispiel zuzeigen, wird in das initialisierte Netz aus Abbildung 8 die Information 'Jerry hat einenAutounfall' gegeben. Die Wahrscheinlichkeit BEL(J = ja) �andert sich entsprechend zu100% (vorher 50%). Eine an G geschickte �-Nachricht erh�oht die Wahrscheinlichkeit f�urglatte Strassen von 40% auf 77%. Von hier wird nun einerseits eine �-Nachricht an Wgeschickt, andererseits eine �-Nachricht an T . Die Wahrscheinlichkeit, dass gerade Win-ter herrscht, ver�andert sich dadurch zu 73% (vorher 50%), die Wahrscheinlichkeit, dassTom auch einen Autounfall hat, zu 65% (vorher 50%). Obwohl T eine �-Nachricht an Bschickt, ver�andern sich die BEL-Werte des Knotens B nicht. Letzteres ist eine absoluteNotwendigkeit f�ur jeden Algorithmus, der nicht im Widerspruch zu den Abh�angigkeitsbe-trachtungen aus Abschnitt 3 stehen will. Abbildung 9 zeigt das Netz nach Verarbeitungaller verschickten �- und �-Nachrichten.
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BEL = 0.73/0.27
= 0.38/0.14
= 0.5/0.5

= 0.4/0.6
= 0.5/0.1

BEL = 1.0/0.0

= 0.26/0.74

BEL = 0.6/0.4
= 0.26/0.26
= 0.6/0.4

= 1.0/0.0

BEL = 0.77/0.23

BEL = 0.65/0.35
= 1.0/1.0
= 0.17/0.09

�������� ��Abbildung 9: Das Bayes-Netz nach der Propagierung10



7 Automatisches LernenEs gibt zahlreiche Algorithmen zum automatischen Lernen im Zusammenhang mit Bayes-Netzen. Die meisten dieser Algorithmen ben�otigen gr�ossere repr�asentative Datenmengenum verwertbare Ergebnisse erzielen zu k�onnen. Man unterscheidet zwischen qualitativemLernen (betri�t die Struktur von Netzen) und quantitativem Lernen (betri�t die Wahr-scheinlichkeitstabellen von Variablen). Es gibt Algorithmen, die zur Erstellung eines neuenNetzes eingesetzt werden, und solche, die ein bestehendes Netz anpassen.Im folgenden wird nur das Anpassen von Wahrscheinlichkeiten in einem bereits beste-henden Netz n�aher betrachtet. Dieser Fall tritt zum Beispiel auf, wenn das Netz in un-terschiedlichen Umgebungen zum Einsatz kommen soll, oder wenn beim Festlegen derWahrscheinlichkeitswerte Unsicherheit geherrscht hat oder Fehler gemacht wurden.Anpassen durch TypvariablenDas Anpassen von Wahrscheinlichkeitswerten kann durch Einf�ugen neuer Variablen, so-genannter Typvariablen (verschiedene Typen von Einsatzumgebungen), realisiert werden.Typvariablen haben keine Vorg�anger. Wird nun eine neuer Fall in das Netz eingespeist,�andern sich durch Propagierung die BEL-Werte der Typvariablen. Vor Bearbeitung desn�achsten Falls werden die neuen BEL-Werte der Typvariablen in deren Wahrscheinlich-keitstabellen �ubernommen.Abbildung 10 zeigt einen Teil des Beispielnetzes, in den die Typvariable Y eingef�ugtwurde. Sie passt das Netz entsprechend Jerrys F�ahigkeiten als Autofahrer an.
J

J (Jerry hat Unfall)
G (Glatte Strassen)
Y (Typvariable)

J

G G

Y

Abbildung 10: Einf�ugen einer Typvariable Y11



Statistisches AnpassenBeim statistischen Anpassen werden die Wahrscheinlichkeitswerte in den Tabellen st�andiggem�ass den relativen H�au�gkeiten der aufgetretenen F�alle aktualisiert. Die Verwendungdieser Methode ist erst dann sinnvoll, wenn bereits eine gr�ossere Menge von F�allen vorliegt.Das Anpassen der Wahrscheinlichkeitswerte verschiedener Variablen und verschiedenerVorg�angerkon�gurationen geschieht unabh�angig voneinander.Die Funktionsweise dieser Methode wird im folgenden anhand des Netzes aus Abbildung11 verdeutlicht. Die VariableA (3 Zust�ande) habe unter der Bedingung B = bi und C = cjdie WahrscheinlichkeitsverteilungP (Ajbi; cj) = (p1; p2; p3) :Sei nun n die Anzahl der bereits aufgetretenen F�alle mit B = bi und C = cj. Wird nunein neuer Fall mit A = a1, B = bi und C = cj beobachtet, �andert sich obige Wahrschein-lichkeitsverteilung zuP (Ajbi; cj) = �np1 + 1n+ 1 ; np2n+ 1 ; np3n+ 1� :
B C

AAbbildung 11: Der Graph eines Bayes-Netzes8 SchlussbemerkungenBayes-Netze sind aufgrund ihrer vielseitigen Einsatzm�oglichkeiten ein sehr aktuelles For-schungsthema in der Informatik. Als weiterf�uhrende Literatur k�onnen an dieser Stelle dieB�ucher [Jensen96] (behandelt ein breites Spektrum von Themen aus dem Bereich derBayes-Netze) und [Pearl88] (beschreibt ausf�uhrlich den in Abschnitt 6 vorgestellten Algo-rithmus zur Propagierung von Wahrscheinlichkeiten) empfohlen werden. Dar�uber hinausbietet die Internetseite http://bayes.stat.washington.edu/bayes people.html eine lange Li-ste von Links mit Bezug zur Thematik der Bayes-Netze.12
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