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Zusammenfassung

Bayes-Netze stellen eine sehr vielseitig einsetzbare Struktur dar, die in vielen Be-
reichen der Informatik Anwendung findet. Bayes-Netze dienen der kompakten Spei-
cherung und Verarbeitung unsicheren Wissens. Neue Informationen an einer Stelle
des Netzes, in Form von Wahrscheinlichkeiten, wirken sich unter Umstdnden auf
das gesamte Netz aus. Dariiber hinaus existieren Algorithmen, die es Bayes-Netzen
ermoglichen selbststindig dazuzulernen. Die vorliegende Arbeit soll anhand von
einfachen Beispielen einen groben Uberblick iiber die oben angesprochenen Themen
geben.

1 Wozu Bayes-Netze?

Experten sind Personen, die zur Erledigung ihrer Aufgaben ein gewisses Fachwissen
bendtigen, zum Beispiel Arzte, Piloten oder Finanzberater. Die iibliche Vorgehenswei-
se von Experten wird durch Abbildung 1 veranschaulicht. Aufgrund von Beobachtungen
werden Entscheidungen getroffen. Die auf diese Entscheidungen folgenden Aktionen lie-
fern gute oder schlechte Resultate aus denen die Experten lernen. Dieses neue Wissen
wird dann zur Bewéltigung weiterer Aufgaben eingesetzt.

Experten miissen Entscheidungen haufig aufgrund unvollstdndiger oder sich widerspre-
chender Informationen féllen. In einem solchen Fall sollte, entsprechend den bisherigen
Erkenntnissen, die wahrscheinlich beste Entscheidung getroffen werden, in der Regel die-
jenige, die das Risiko minimiert.

Es hat sich jedoch gezeigt, dass Experten in vielen Fillen anders entschieden haben. Man
mochte daher Computersysteme, sogenannte Expertensysteme, die die Experten durch
Vorschldge bei ihrer Arbeit unterstiitzen. Die Vorschlédge sollen zudem auch noch be-
griindet werden.



Beobachten

Lernen Entscheiden

Abbildung 1: Die iibliche Vorgehensweise von Experten

Derartige Expertensysteme werden heute in den verschiedensten Bereichen eingesetzt.
Als Beispiele lassen sich hier Windows 95 Hilfe, Uberwachung von Antriebssystemen von
Raumschiffen, medizinische Diagnosen oder Wettervorhersage nennen.

Eine Moglichkeit solche Expertensysteme zu realisieren stellen Bayes-Netze dar. Dass
neben Expertensystemen eine ganze Reihe weiterer Einsatzmoglichkeiten fiir Bayes-Netze
bestehen, soll an dieser Stelle nicht verschwiegen werden. Das bisher gesagte sollte aber
zur ersten Motivation des Themas ausreichen.

2 Wiederholung wichtiger Begriffe und Formeln aus
der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Unerlésslich fiir das Verstdndnis von Bayes-Netzen sind solide Grundkenntnisse in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die fiir die weiteren Kapitel wichtigsten Begriffe und For-
meln werden im folgenden kurz wiederholt.

Unter
P(A)

versteht man die Wahrscheinlichkeit des FEreignisses A.
P(A|B)

ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A unter der Bedingung des Freignisses B.
Die Formel von Bayes,

P(A|B)P(B)

PBIA = =



die wohl den Grundstein der theoretischen Basis von Bayes-Netzen bildet, erlaubt die
Umrechnung der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A unter der Bedingung des Ereignisses
B in die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B unter der Bedingung des Ereignisses A.

Durch die Formel von den totalen Wahrscheinlichkeiten,
P(4) = Y PAIBIP(B) .

ist es moéglich die absolute Wahrscheinlichkeit von A aus den bedingten Wahrscheinlich-
keiten von A zu berechnen.

3 Causal Networks als Vorstufe zu Bayes-Netzen

Causal Networks, eine Vorstufe zu Bayes-Netzen, sind ein Formalismus zur Darstellung
kausaler Abhangigkeiten innerhalb gegebener Situationen. Causal Networks bestehen aus
einer Menge von Variablen und einer Menge von gerichteten Kanten zwischen diesen
Variablen. Variablen reprasentieren bestimmte Sachverhalte. Sie besitzen eine (eventuell
unendliche) Menge von Zustdnden. Variablen befinden sich stets in genau einem ihrer
Zustande, in welchem kann jedoch unbekannt sein. Eine Kante fithrt von einer Variable
A zu einer Variable B genau dann, wenn Zustinde der Variable A unmittelbare Ursache
von Zustdnden der Variable B sein kénnen.

@ W (Winter): {ja, nein}
G (Glatte Strassen): {ja, nein}
B (Tom betrunken): {ja, nein}

'
@ T (Tom hat Unfall): {ja, nein}
NN

J (Jerry hat Unfall): {ja, nein}

Abbildung 2: Ein Beispiel fiir ein Causal Network

Das folgende Beispiel soll die obige Definition verdeutlichen. Die Jahreszeit (Variable W
(Winter), Zustédnde {ja, nein}) hat erheblichen Einfluss darauf, ob die Strassen glatt sind
(Variable ¢ (glatte Strassen), Zustande {ja, nein}). Glatte Strassen verdndern die Wahr-
scheinlichkeit ob die beiden katastrophalen Autofahrer Tom (Variable T' (Tom hat Unfall),
Zustande {ja, nein}) beziehungsweise Jerry (Variable J (Jerry hat Unfall), Zusténde {ja,
nein}) einen Autounfall haben. Verstarkend kommt hinzu, dass Tom haufig betrunken ist
(Variable B (Tom betrunken), Zustédnde {ja, nein}). Dieser Situation entspricht das in
Abblidung 2 gezeigte Causal Network.



Abhingigkeit und bedingte Abhingigkeit
Zwei Variablen A und B eines Causal Networks werden als abhéngig bezeichnet genau

dann, wenn die Wahrscheinlichkeiten der Zustande der Variable A vom Zustand der Va-
riable B abhédngen, und umgekehrt. In Formeln ausgedriickt

P(A, B) # P(A)P(B)

Zwei Variablen A und B eines Causal Networks werden als bedingt abhangig bezeichnet
genau dann, wenn A und B bei bestimmten Zustidnden Z des Netzes abhéngig und bei
bestimmten anderen Zustinden Z unabhingig sind. In Formeln ausgedriickt

P(A, B|Z)  P(A|Z)P(B|7)
und
P(A,B|Z) = P(A|Z)P(B|Z)

Im folgenden wird anhand von Beispielen gezeigt, bei welchen Zustdanden des Netzes be-
dingt abhéngige Variablen abhdngig beziehungsweise unabhéangig sind.

Serielle Verbindungen

Gegeben seien die seriellen Verbindungen aus Abbildung 3. Die Variablen W und J sind
unabhdngig genau dann, wenn der Zustand der Variable G bekannt ist. In einfachen
Worten ausgedriickt, wenn die Strassenverhéltnisse bekannt sind, hat die Jahreszeit keinen
Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit eines Autounfalls.

@ W (Winter): {ja, nein}
G (Glatte Strassen): {ja, nein}
i J (Jerry hat Unfall): {ja, nein}

Abbildung 3: Serielle Verbindungen



Auseinanderlaufende Verbindungen

Gegeben seien die auseinanderlaufenden Verbindungen aus Abbildung 4. Die Variablen T
und J sind unabhéngig genau dann, wenn der Zustand der Variable G bekannt ist. In ein-
fachen Worten ausgedriickt, wenn Tom einen Autounfall hat und die Strassenverhéltnisse
unbekannt sind, steigt die Wahrscheinlichkeit fiir glatte Strassen. Das wiederum erhoht
die Wahrscheinlichkeit eines Autounfalls fiir Jerry.

@ G (Glatte Strassen): {ja, nein}
T (Tom hat Unfall): {ja, nein}
/ \ J (Jerry hat Unfall): {ja, nein}

@

Abbildung 4: Auseinanderlaufende Verbindungen

Zusammenlaufende Verbindungen

Gegeben seien die zusammenlaufenden Verbindungen aus Abbildung 5. Die Variablen
B und G sind abhéngig genau dann, wenn der Zustand der Variable T bekannt ist. In
einfachen Worten ausgedriickt, wenn Tom einen Autounfall hat, die Strassen aber nicht
glatt sind, dann ist er sehr wahrscheinlich betrunken.

@ G (Glatte Strassen): {ja, nein}
B (Tom betrunken): {ja, nein}
\ / T (Tom hat Unfall): {ja, nein}

Abbildung 5: Zusammenlaufende Verbindungen



4 Erweiterung von Causal Networks zu
Bayes-Netzen

Causal Networks lassen sich auf einfache Weise zu Bayes-Netzen erweitern. Jeder Va-
riable im Netz wird eine Wahrscheinlichkeitstabelle zugeordnet. Hat eine Variable A (m
Zustande) keine Vorgénger, enthélt die Tabelle die absoluten Wahrscheinlichkeiten der
Zustinde der Variable A. Die Tabelle hat also die Form

P(A=an)=pn

Hat eine Variable A (m Zusténde) die Vorganger By (m, Zustande), ..., B, (m, Zustande),
besteht die Tabelle aus den bedingten Wahrscheinlichkeiten der Zustande der Variable A.
Als Bedingungen sind alle Kombinationen von Zusténden von By, ..., B, vertreten. Die

Tabelle hat also die Form
P(A = Cl1|B1 = 6171, ceey Bn = bn,l) = p171

P(A = Cl1|B1 = b]~7m17 ey Bn - bn7mn) = pl,m1~...~mn
P(A = a2|B1 = 51,17 sy D= n,l) = P21

P(A = Cl2|B1 = b]~7m17 ey Bn - bn7mn) = p2,m1~...~mn
P(A:am|B1 :bLl,...,Bn:bn,l):pm,l
P(A = am|B1 = bLml? ceey Bn = bn,mn) - pm,mln.:mn

Der Graph eines Bayes-Netzes darf keine Zyklen enthalten.

Abbildung 6 zeigt die Erweiterung des Causal Networks aus Abbildung 2 zu einem Bayes-
Netz. Aus der Tabelle der Variable T' lasst sich beispielsweise entnehmen, dass Tom in
betrunkenem Zustand bei glatten Strassen zu 90% einen Unfall baut, in niichternem
Zustand und bei guten Strassenverhaltnissen nur zu 10% und in allen anderen Féllen

zu 50%.



(w)
| |
/@\ P(GIWonein) = 0.1/0/9

P(J|G=ja) = 0.5/0.5
@ P(J|G=nein) = 0.1/0.9

P(T|B=ja,G=ja) = 0.9/0.1

P(T|B=ja,G=nein) = 0.5/0.5
P(T|B=nein,G=ja) = 0.5/0.5
P(T|B=nein,G=nein) = 0.1/0.9

Abbildung 6: Ein Beispiel fiir ein Bayes-Netz

5 Bayes-Netze zur kompakten
Wissensreprisentation

Sei U = {A4,..., A} eine Menge von Variablen (A; hat m; Zustande, ... , A, hat m,
Zustande). Die Wahrscheinlichkeiten aller Kombinationen von Zustanden dieser Variablen
konnen in einer Tabelle

P(U) = P(Ay, ..., A,)

gespeichert werden, die my - ... - m, Eintrage besitzt, also exponentiell gross ist.

Unter der Voraussetzung, dass bestimmte Variablen bedingt unabhéngig sind, lassen sich
die selben Informationen indirekt in einem Bayes-Netz speichern. Abhangig von der Struk-
tur des Bayes-Netzes kann die Anzahl der zu speichernden Wahrscheinlichkeitswerte er-
heblich sinken. Die urspriinglichen Wahrscheinlichkeitswerte lassen sich leicht aus den im
Netz gespeicherten Werten durch die Kettenregel

n

P(U) = P(Ay,...,A,) = H P(A;|direkte Vorfahren von A;)

=1
errechnen. Ein Beweis der Kettenregel findet sich zum Beispiel in [Jensen96].

Als Beispiel kann das Bayes-Netz aus Abbildung 6 mit den Variablen U = {W,G.B,T, J}
(jeweils 2 Zustande) dienen. Im Netz werden 20 Wahrscheinlichkeitswerte gespeichert, wie
sich leicht anhand der Abbildung nachzéhlen lésst. Speichert man die Informationen in
einer einzigen Tabelle P(U) = P(W, G, B, T, .J), erhoht sich die Anzahl der Eintrage auf
2:2.2.2.2=2=32.



Zwischenvariablen

In vielen Fallen lédsst sich die Anzahl der zu speichernden Wahrscheinlichkeitswerte durch
das Einfiigen sogenannter Zwischenvariablen noch weiter reduzieren. Zwischenvariablen
haben keine Entsprechung in der wirklichen Welt und sind daher nicht beobachtbar. Sie
dienen lediglich dazu, die Anzahl der direkten Vorgénger anderer Variablen zu reduzieren.
Dadurch werden die Wahrscheinlichkeitstabellen dieser Variablen kleiner, was die Anzahl
der insgesamt zu speichernden Werte verringert. Die Tatsache, dass Zwischenvariablen
nicht beobachtbar sind, bringt jedoch das Problem mit sich, dass manche Wahrscheinlich-
keitswerte nur schwer interpretierbar sind.

In Abbildung 7 wird die Anzahl der zu speichernden Wahrscheinlichkeitswerte in einem
Bayes-Netz, in dem jede Variable 2 Zustande hat, durch das FEinfiigen der beiden Zwi-
schenvariablen Z; und Z, von 64 auf 32 reduziert.

OE@O®E ®@@3§@
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64 Eintrage 16+8+8 = 32 Eintrage
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Abbildung 7: Einfiigen von Zwischenvariablen

6 Propagierung von Wahrscheinlichkeiten

Eine der wichtigsten Eigenschaften von Bayes-Netzen ist, dass neue Informationen iiber
eine Variable Auswirkungen auf die Wahrscheinlichkeiten der Zustdnde aller anderen Va-
riablen haben kénnen. Die Verdnderungen an den Wahrscheinlichkeitswerten werden also
durch das gesamte Netz propagiert. Es ist zu beachten, dass sich auf diesem Weg niemals
die in den Tabellen gespeicherten bedingten Wahrscheinlichkeiten verandern, sondern im-
mer nur die absoluten Wahrscheinlichkeiten der Zustande der Variablen.

Es gibt verschiedene Algorithmen zur Propagierung von Wahrscheinlichkeiten. Der im
folgenden in Grundziigen vorgestellte Algorithmus ist detailliert in [Pearl88] beschrieben.

Fiir jeden Zustand jeder Variable werden drei Werte, ein m-Wert, ein A-Wert und ein
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BEL-Wert, gespeichert. Die - beziehungsweise A-Werte stellen ein Mass fiir die Starke
der Unterstiitzung des Zustandes durch die Vorganger- beziehungsweise Nachfolgervaria-
blen dar. Der BEL-Wert entspricht der absoluten Wahrscheinlichkeit des entsprechenden
Zustands.

Vor der Propagierung neuer Informationen miissen diese Werte initialisiert werden. Die
Initialisierung beginnt bei Variablen ohne Vorganger und bewegt sich dann entlang der
Kanten durch das gesamte Netz.

Die m-Werte von Variablen ohne Vorgidnger werden mit den Werten aus den Wahrschein-
lichkeitstabellen der entsprechenden Variablen belegt. Die m-Werte aller anderen Variablen
werden mit der Formel von den totalen Wahrscheinlichkeiten berechnet. Zum Beispiel er-

gibt sich fiir den m-Wert des Zustands 'ja’ der Variable G des Netzes aus Abbildung 6

(G =ja) =
= P(G =ja|W = ja)BEL(W = ja) + P(G = ja|W = nein)BEL(W = nein) =
=07-05+40.1-05=04

Alle \»-Werte werden mit 1.0 initialisiert.

Die BEL-Werte lassen sich aus den 7- und A-Werten mit der Formel
BEL(A=a;))=a-m(A=a)  MA=uq)

berechnen, wobei « so zu wéhlen ist, dass die BEL-Werte eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung bilden, also

S BEL(A = a;) = 1.0

gilt.
Abbildung 8 zeigt das vollstandig initialisierte Bayes-Netz aus Abbildung 6.

Liegen nun neue Informationen iiber eine Variable vor, wird diese als erstes aktiviert.
Dann werden die 7-, A- und BEL-Werte dieser Variable den neuen Informationen entspre-
chend aktualisiert. Als nédchstes werden sogenannte m- beziehungsweise A-Nachrichten
an alle Nachfolger- beziehungsweise Vorgéngervariablen geschickt. Fine Ausnahme bil-
det eventuell diejenige Variable, die durch eine Nachricht ihrerseits die Aktivierung der
momentan aktiven Variable bewirkte. Zum Schluss wird die Variable wieder deaktiviert.
Die verschickten Nachrichten liefern nun neue Informationen iiber andere Variablen und
gewahrleisten so die Propagierung der verdanderten Wahrscheinlichkeitswerte durch das
gesamte Netz. Die fiir die Propagierung notwendigen Formeln, die teilweise sehr kompli-
ziert sind, und deren Erlauterungen sind in [Pearl88] zu finden. Die Grundlage fiir diese
Formeln bildet die Formel von Bayes.



7 =0.5/0.5
7=0.6/0.4 (W) 327010
A=1.0/1.0 BEL = 0.5/0.5
BEL = 0.6/0.4 i
7 =0.4/0.6
(8) (6) 321010
BEL = 0.4/0.6

AN

4
7=05/05 7= 0.26/0.74
A= LOL0 @ @ Az L0/

D

Abbildung 8: Das vollsténdig initialisierte Bayes-Netz

Um die Auswirkungen der Propagierung von Wahrscheinlichkeiten an einem Beispiel zu
zeigen, wird in das initialisierte Netz aus Abbildung 8 die Information "Jerry hat einen
Autounfall’ gegeben. Die Wahrscheinlichkeit BEL(J = ja) &dndert sich entsprechend zu
100% (vorher 50%). Eine an (& geschickte A-Nachricht erhoht die Wahrscheinlichkeit fiir
glatte Strassen von 40% auf 77%. Von hier wird nun einerseits eine A-Nachricht an W
geschickt, andererseits eine m-Nachricht an T'. Die Wahrscheinlichkeit, dass gerade Win-
ter herrscht, verandert sich dadurch zu 73% (vorher 50%), die Wahrscheinlichkeit, dass
Tom auch einen Autounfall hat, zu 65% (vorher 50%). Obwohl T" eine A-Nachricht an B
schickt, verandern sich die BEL-Werte des Knotens B nicht. Letzteres ist eine absolute
Notwendigkeit fiir jeden Algorithmus, der nicht im Widerspruch zu den Abhéngigkeitsbe-
trachtungen aus Abschnitt 3 stehen will. Abbildung 9 zeigt das Netz nach Verarbeitung
aller verschickten m- und A-Nachrichten.

7 =0.5/0.5
7=0.6/0.4 (W) 3Z038/014
A =0.26/0.26 BEL = 0.73/0.27
BEL = 0.6/0.4 i
7 =0.4/0.6
(6) |3Z0501
\ / \ BEL = 0.77/0.23
7 =0.17/0.09 7 =0.26/0.74
A=1.0/1.0 < > < : > A =1.0/0.0
BEL = 0.65/0.35 BEL =1.0/0.0

Abbildung 9: Das Bayes-Netz nach der Propagierung
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7 Automatisches Lernen

Es gibt zahlreiche Algorithmen zum automatischen Lernen im Zusammenhang mit Bayes-
Netzen. Die meisten dieser Algorithmen benétigen grossere repriasentative Datenmengen
um verwertbare Ergebnisse erzielen zu konnen. Man unterscheidet zwischen qualitativem
Lernen (betrifft die Struktur von Netzen) und quantitativem Lernen (betrifft die Wahr-
scheinlichkeitstabellen von Variablen). Es gibt Algorithmen, die zur Erstellung eines neuen
Netzes eingesetzt werden, und solche, die ein bestehendes Netz anpassen.

Im folgenden wird nur das Anpassen von Wahrscheinlichkeiten in einem bereits beste-
henden Netz ndher betrachtet. Dieser Fall tritt zum Beispiel auf, wenn das Netz in un-
terschiedlichen Umgebungen zum FEinsatz kommen soll, oder wenn beim Festlegen der
Wahrscheinlichkeitswerte Unsicherheit geherrscht hat oder Fehler gemacht wurden.

Anpassen durch Typvariablen

Das Anpassen von Wahrscheinlichkeitswerten kann durch Einfiigen neuer Variablen, so-
genannter Typvariablen (verschiedene Typen von Einsatzumgebungen), realisiert werden.
Typvariablen haben keine Vorganger. Wird nun eine neuer Fall in das Netz eingespeist,
dandern sich durch Propagierung die BEL-Werte der Typvariablen. Vor Bearbeitung des
nachsten Falls werden die neuen BEL-Werte der Typvariablen in deren Wahrscheinlich-
keitstabellen iibernommen.

Abbildung 10 zeigt einen Teil des Beispielnetzes, in den die Typvariable ¥ eingefiigt
wurde. Sie passt das Netz entsprechend Jerrys Fahigkeiten als Autofahrer an.

@ Y (Typvariable)
G (Glatte Strassen)

J (Jerry hat Unfall)
© (e
N\ N\

© @

Abbildung 10: Einfiigen einer Typvariable Y
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Statistisches Anpassen

Beim statistischen Anpassen werden die Wahrscheinlichkeitswerte in den Tabellen standig
gemdss den relativen Héaufigkeiten der aufgetretenen Fille aktualisiert. Die Verwendung
dieser Methode ist erst dann sinnvoll, wenn bereits eine grossere Menge von Féllen vorliegt.
Das Anpassen der Wahrscheinlichkeitswerte verschiedener Variablen und verschiedener
Vorgangerkonfigurationen geschieht unabhéngig voneinander.

Die Funktionsweise dieser Methode wird im folgenden anhand des Netzes aus Abbildung
11 verdeutlicht. Die Variable A (3 Zustande) habe unter der Bedingung B = b; und C' = ¢;
die Wahrscheinlichkeitsverteilung

P(A|b“c]) = (p17p27p3)

Sei nun n die Anzahl der bereits aufgetretenen Félle mit B = b; und €' = ¢;. Wird nun
ein neuer Fall mit A = ay, B = b; und C' = ¢; beobachtet, dndert sich obige Wahrschein-
lichkeitsverteilung zu

o n+1 " n+1"n+1

® ©
N/

®)

Abbildung 11: Der Graph eines Bayes-Netzes

8 Schlussbemerkungen

Bayes-Netze sind aufgrund ihrer vielseitigen Einsatzméglichkeiten ein sehr aktuelles For-
schungsthema in der Informatik. Als weiterfithrende Literatur kénnen an dieser Stelle die
Biicher [Jensen96] (behandelt ein breites Spektrum von Themen aus dem Bereich der
Bayes-Netze) und [Pearl88] (beschreibt ausfiihrlich den in Abschnitt 6 vorgestellten Algo-
rithmus zur Propagierung von Wahrscheinlichkeiten) empfohlen werden. Dartiber hinaus
bietet die Internetseite hitp://bayes.stat.washington.edu/bayes_people.himl eine lange Li-
ste von Links mit Bezug zur Thematik der Bayes-Netze.

12



Literatur

[Jensen96] Jensen, F. (1996). An Introduction to Bayesian Networks. Springer.

[Pearl88]  Pearl, J. (1988). Probabilistic Reasoning in Intelligent Systems. Morgan Kauf-

mani.

13



