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Kapitel 1Einleitung
1.1 Reverse EngineeringIm Gegensatz zum normalen Engineering, bei dem aus einem vorhandenen Computermodellein real existierender Gegenstand gefertigt wird, versuht man beim Reverse-Engineeringaus einem bereits existierenden Gegenstand ein Computermodell zu erzeugen.Reverse-Engineering ist ein Prozess, der in vielen Bereihen der Industrie, der Tehnik undder Medizin Anwendung �ndet. Einige Beispiele daf�ur werden im Folgenden genannt:� Ein bereits existierendes Bauteil, von dem kein Computermodell existiert, soll mit Hilfeeines CAD-Systems verbessert werden.� In vielen Bereihen der Industrie, zum Beispiel der Automobilindustrie, bevorzugenDesigner reale, ma�stabsgetreue Modelle aus beispielsweise Knetmasse gegen�uber vir-tuellen, dreidimensionalen CAD-Modellen. Diese m�ussen dann in eine f�ur den Computerverst�andlihe Beshreibung umgewandelt werden.� In der Medizin ist es h�au�g notwendig, Prothesen an die Form der entsprehendenK�orperteile der Patienten anzupassen. Computermodelle dieser K�orperteile und der Ein-satz von CAD-Software erleihtern diese Aufgabe gewaltig.� Will man Abnutzungsersheinungen an einem gebrauhten Bauteil ermitteln, ist esh�au�g vorteilhaft, ein Computermodell dieses abgenutzten Bauteils zu erzeugen. DiesesModell kann dann eÆzient und pr�azise mit dem Originalmodell verglihen werden.Der Prozess des Reverse-Engineering l�asst sih in in drei wesentlihe Shritte aufteilen. DieseGliederung ist an die �Ubersihtsarbeit [VaMa97℄ zum Thema Reverse-Engineering angelehnt.Datengewinnung: Der Gegenstand, von dem ein Computermodell erzeugt werden soll, wirdmit einem Sanner abgetastet und vermessen. In der Regel erh�alt man dadurh eine Viel-zahl von Punkten auf der Ober�ahe dieses Gegenstandes. Es gibt zahlreihe, teilweise1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNGgrundlegend vershiedene Messtehniken, auf die in dieser Arbeit niht weiter eingegan-gen wird. Informationen zu diesem Thema sind in [VaMa97℄ zu �nden.Segmentierung und Approximation: Die gewonnenen Punkte werden in sinnvolle Teil-mengen zerlegt. Diese Teilmengen werden dann jeweils durh eine glatte (in der RegelC2-stetige) Fl�ahe approximiert. In den meisten F�allen wird die gewonnene Punkte-menge zuerst trianguliert. Dies erleihtert die nahfolgende Segmentierung in sinnvolleTeilmengen und die f�ur die Approximation notwendige Parametrisierung der einzelnenSegmente. Zum Thema Triangulierung von Punktemengen sei auf [Wagn01℄ verwiesen.Auf Segmentierung und Approximation wird kurz in Kapitel 2 eingegengen. DetaillierteInformationen zur Approximation sind in [Horm01℄ zu �nden.Erzeugung des CAD-Modells: Die im letzten Shritt erzeugten Approximationen der ein-zelnen Segmente werden nun zu einer Gesamt�ahe zusammengef�ugt. In der Regel beste-hen L�uken oder �uberstehende R�ander in den Bereihen, in denen die approximierendenFl�ahen, in der Literatur h�au�g als Prim�ar�ahen bezeihnet, zusammensto�en. Umexakte (C0-stetige) �Uberg�ange zu erzielen, m�ussen diese Prim�ar�ahen geeignet erwei-tert beziehungsweise getrimmt werden. M�ohte man sharfe Kanten vollst�andig vermei-den m�ussen sogenannte Sekund�ar�ahen oder Blending-Fl�ahen erzeugt werden,die weihe (mindestens C1-stetige, besser noh C2-stetige) �Uberg�ange zwishen den inder Regel getrimmten Prim�ar�ahen bilden. Dieser letzte Shritt, die Erzeugungeines CAD-Modells aus einer Reihe von approximierenden Ober�ahen, istdas Thema dieser Diplomarbeit.Abbildung 1.1 zeigt den Prozess des Reverse-Engineering an dem einfahen Beispiel einesTetraeders.1.2 Zielsetzung dieser ArbeitDie Zielsetzung dieser Arbeit bestand darin, Methoden zu entwikeln, die aus einem gegebenenDreieksnetz eine glatte C2-stetige Ober�ahe erzeugen. Einige wenige C0-stetige �Uberg�ange,die im Dreieksnetz vorhandenen sharfen Kanten entsprehen, m�ussen auf Wunsh des Be-nutzers in die Gesamt�ahe integriert werden k�onnen.Um die erzeugte Ober�ahe mit Standard-CAD-Software weiterverarbeiten zu k�onnen, mussdiese in B-Spline-Form darstellbar sein (die Standardbeshreibung von Freiform�ahenin kommerziellen CAD-Systemen sind TP-Bezier -Fl�ahen oder TP-B-Spline-Fl�ahen; siehe[Grei00℄). Bei allen verwendeten Teil�ahen muss es sih also um eventuell von Polynomkur-ven getrimmte bivariate Polynome handeln.Diese Arbeit stellt die logishe Fortsetzung von [Horm01℄ dar und wurde auh als solhegeplant. Dazu passend werden im Folgenden die beiden abshlie�enden S�atze von [Horm01℄zitiert:



1.2. ZIELSETZUNG DIESER ARBEIT 3Von einem Sanner geliefertePunkte (liegen auf der Ober�aheeines Tetraeders) Die triangulierte Punktemenge Das segmentierte Dreieksnetz

Die durh glatte Fl�ahenapproximierten Segmente Das fertige CAD-Modell (C0-stetige�Uberg�ange wurden durh geeigneteTrimming-Kurven erzeugt) Das fertige CAD-Modell (C2-stetige�Uberg�ange wurden durh geeigneteTrimming-Kurven und Blending-Fl�ahen erzeugt)Abbildung 1.1: Reverse-Engineering eines Tetraeders
"Espeially in the ontext of smooth surfae �tting, segmentation of the given data leads tothe further question of how to join the single surfae pathes that approximate the individualsubsets of data to give an overall reonstrution surfae. While a non-di�erentiable joint alonga rest line might be realized by trimming two neighbouring surfae pathes along the ommonintersetion urve, blending with a higher order of ontinuity remains an open and unsolvedproblem\.Das Hauptaugenmerk rihtet sih daher auf die Realisierung von C0-stetigen beziehungsweiseC2-stetigen �Uberg�angen zwishen Prim�ar�ahen, die ein gegebenes Dreieksnetz approximie-ren.



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG1.3 Aufbau dieser ArbeitDieses einf�uhrende Kapitel enth�alt eine Zusammenstellung bereits existierender Literatur zudem in dieser Arbeit behandelten Thema, gefolgt von einem kurzen Abshnitt �uber die ver-wendete Notation. Am Ende dieser Einleitung werden vershiedene g�angige Darstellungenvon Polynom�ahen und deren Zusammenh�ange betrahtet.Da es sih bei der automatishen Segmentierung von Dreieksnetzen um ein shwieriges,noh niht befriedigend gel�ostes Problem der Computergraphik handelt, wurde f�ur diesenTeilshritt ein interaktives Tool entwikelt. Zur Parametrisierung und Approximation dereinzelnen Segmente mit C2-stetigen Polynom�ahen wurde weitestgehend auf die Arbeiten[LePe02℄ und [Horm01℄ zur�ukgegri�en. Diese vorbereitenden Shritte, Segmentierung, Para-metrisierung und Approximation, werden in Kapitel 2 behandelt.Wie bereits im letzten Abshnitt erw�ahnt, bestand eines der Ziele dieser Arbeit in der Reali-sierung C0-stetiger �Uberg�ange zwishen approximierenden Polynom�ahen. In Kapitel 3 wirdein numerishes Verfahren pr�asentiert, mit dessen Hilfe eine beliebig genaue Approximationder Shnittkurven zweier Prim�ar�ahen in deren Parametergebieten berehnet werden kann.Verwendet man diese Shnittkurven als Trimming-Kurven, erh�alt man C0-stetige �Uberg�angezwishen diesen Prim�ar�ahen.Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein v�ollig neuartiges Verfahren entwikelt, mit dem dieBerehnung einer C2-stetigen Ober�ahe aus den vorher erzeugten, das Dreieksnetz approxi-mierenden Fl�ahen m�oglih ist. Dabei handelt es sih niht um eine numerishe Berehnung,sondern um eine exakte Konstruktion einer geshlossenen C2-stetigen Ober�ahe (das hei�tdie Teil�ahen und deren erste und zweite Ableitungen sto�en wasserdiht aneinander). DiesesVerfahren wird ausf�uhrlih in Kapitel 4 vorgestellt.Abshlie�end werden in Kapitel 5 die wesentlihen Forshungsergebnisse dieser Diplomarbeitnoh einmal knapp zusammengefasst.1.4 Bisherige ArbeitenObwohl auf dem Gebiet des Reverse-Engineering bereits eine Vielzahl von Arbeiten ver�o�ent-liht wurde, sind bei weitem noh niht alle damit verbundenen Probleme befriedigend gel�ost.Es handelt sih daher um ein brisantes Thema gegenw�artiger Forshungsaktivit�aten. Im Fol-genden wird kurz auf die Ergebnisse einiger bisheriger Arbeiten und die im Zusammenhangdamit noh immer bestehenden Probleme eingegangen.1.4.1 Arbeiten zur Realisierung C0-stetiger �Uberg�angeC0-stetige �Uberg�ange zwishen zwei Prim�ar�ahen werden fast immer durh Berehnung ge-eigneter Trimming-Kurven f�ur diese Fl�ahen realisiert. Diese Trimming-Kurven entsprehenden Shnittkurven dieser Prim�ar�ahen in deren Parametergebieten.



1.4. BISHERIGE ARBEITEN 5Zahlreihe existierende Arbeiten besh�aftigen sih mit der Berehnung oder Approximati-on der Shnittkurven zweier Fl�ahen. Eine m�oglihe Klassi�zierung der darin pr�asentiertenVerfahren wird von [KrMa97℄ vorgenommen.Subdivision Methods: Das urspr�unglihe Problem wird shrittweise in immer kleinere undeinfahere Probleme zerlegt (Berehnung der Shnittkurven zwishen immer kleinerenTeil�ahen), bis ein Abbruhkriterium erreiht wird. Die Einzelprobleme werden meistn�aherungsweise gel�ost und die dabei gewonnenen Teil-Shnittkurven zu den Shnittkur-ven der urspr�unglih betrahteten Fl�ahen zusammengef�ugt. Derartige Ans�atze �ahnelnden in der Algorithmik h�au�g vorkommenden Divide-And-Conquer -Verfahren. DerNahteil dieser Methoden liegt im enormen Rehenaufwand, der bei genauer Bestim-mung der Shnittkurven durh die vielen notwendigen Unterteilungsshritte anf�allt. Bei-spiele f�ur Arbeiten aus diesem Bereih sind [AzBa90℄ und [Figu96℄.Lattie Evaluation Methods: Diese Methoden werten die betre�enden Fl�ahen in re-gelm�a�igen Abst�anden aus. Die so gewonnenen Punkte werden zu einfah zu hand-habenden Strukturen zusammengefasst (zum Beispiel Streken oder Dreieke). Damitwird die Shwierigkeit des zu l�osenden Problems reduziert, da nur noh Shnitte zwi-shen Kurven, Geraden und Ebenen zu bestimmen sind. Da die von diesen Methodenerzielte Genauigkeit stark von der Dihte der berehneten Punkte abh�angt, sind auhdiese Verfahren bei kleinen Fehlertoleranzen sehr langsam.Analyti Methods: Analytishe Methoden liefern zwar exakte Ergebnisse, sind aber aufShnitte zwishen Polynom�ahen niedrigen Grades beshr�ankt. F�ur den allgemeinenFall der Shnittkurven-Berehnung sheiden diese Verfahren daher aus.Marhing Methods: Die Shnittkurve wird ausgehend von einem bekannten Kurvenpunktshrittweise in beide Rihtungen verfolgt. Dazu wird die lokale Geometrie der Fl�aheverwendet (h�au�g wird die Tangente der Shnittkurve aus den Normalen der Tangen-tialebenen der beiden Fl�ahen berehnet). Aus einer durh einen Shritt gewonnenenN�aherung wird mit Hilfe numerisher Verfahren ein weiterer auf der Shnittkurve liegen-der Punkt ermittelt. Bei dieser Tehnik handelt es sih siherlih um die am weitestenverbreitete. Dies liegt vermutlih daran, dass Algorithmen dieser Klasse meistens uni-versell verwendbar, einfah zu implementieren und relativ eÆzient sind. Beispiele f�urArbeiten aus diesem Bereih sind [AbYe96℄, [AbYe97℄, [AzBa90℄, [BaFa87℄, [Muel90℄,[HuMa97℄, [KrMa97℄ und [Wang96℄.Da auh das in dieser Arbeit entwikelte Verfahren auf shrittweisem Verfolgen der Shnitt-kurve beruht, werden kurz die drei Hauptprobleme der als Marhing Methods bezeihnetenMethoden genannt (diese Zusammenstellung entstammt ebenfalls [KrMa97℄):Problem 1: Das numerishe Verfahren (meistens eine Art Newton-Verfahren), mit dem auseiner N�aherung ein auf der Shnittkurve liegender Punkt berehnet wird, konvergiertniht.



6 KAPITEL 1. EINLEITUNGProblem 2: Beim Verfolgen der Shnittkurve wird in eine andere Shnittkurve derselbenFl�ahen gesprungen (zwei Fl�ahen k�onnen selbstverst�andlih mehrere Shnittkurvenbesitzen).Problem 3: Probleme bei der Behandlung von Singularit�aten (es liegt kein ehter Shnittvor, sondern nur eine Ber�uhrung) und Punkten, an denen sih mehrere Shnittkurventre�en.Problem 1 wird in Unterabshnitt 3.4.2 ausf�uhrlih behandelt.Problem 2 ist f�ur die hier vorliegende Aufgabenstellung nur von geringem Interesse, da Start-und Zielpunkt beim Verfolgen einer Shnittkurve bereits zu Beginn bekannt sind. Verl�auft sihdas Verfahren in einer anderen Shnittkurve, wird der Zielpunkt entweder niht erreiht oderes wird eine entsprehend gro�e Ungenauigkeit bei der Berehnung der Trimming-Kurvenregistriert.Bei Problem 3 handelt es sih um selten auftretende Spezialf�alle, auf die in dieser Arbeitkaum eingegangen wird. Diese Spezialf�alle werden durh die in Abshnitt 3.2 gefordertenVoraussetzungen ausgeshlossen.1.4.2 Arbeiten zur Realisierung C1-stetiger oder C2-stetiger �Uberg�angeVerfahren zur Erzeugung glatter �Uberg�ange zwishen Prim�ar�ahen lassen sih grob in zweiKlassen einteilen.Eine dieser beiden Klassen besteht aus Methoden, die das erzeugte Dreieksnetz in sehr vie-le kleine, wenige Punkte (/ 10 Punkte) enthaltende Segmente zerteilen. Bei der Wahl derSegmente wird darauf geahtet, dass ihre Formen grob den Parametergebieten der sie ap-proximierenden Fl�ahen �ahneln (dreiekige Form bei Bezier -Dreieken, rehtekige Form beiTP-Fl�ahen). Die diese Segmente approximierenden Fl�ahen werden so berehnet, dass sieexakt mit ihren Nahbarn zusammensto�en und gewisse Stetigkeitsbedingungen an diesen�Uberg�angen vorliegen. Ein Trimmen dieser Fl�ahen ist also unn�otig. Auf Blending-Fl�ahenkann vollst�andig verzihtet werden. Der Nahteil dieser Methoden liegt in der gro�en Anzahlder f�ur ein Modell ben�otigten Teil�ahen. Die meisten Arbeiten aus dieser Klasse erzielen nurC1-stetige �Uberg�ange, beispielsweise [EHo96℄, [Loop94℄, [WaMe96℄. Eine Ausnahme bildet[Pete01℄. In dieser Arbeit werden C2-stetige Gesamt�ahen erzeugt. Allerdings wird neben denvielen verwendeten Prim�ar�ahen eine noh gr�o�ere Anzahl von Blending-Fl�ahen ben�otigt.Die andere der beiden Klassen besteht aus Methoden, bei denen das erzeugte Dreieksnetzin wenige gro�e, zahlreihe Punkte (' 100 Punkte) enthaltende Segmente zerlegt wird. DieseSegmente werden jeweils durh eine Fl�ahe mit vielen Freiheitsgraden approximiert. H�au�gwerden daf�ur TP-B-Spline-Fl�ahen verwendet. Diese Fl�ahen werden in der N�ahe der Seg-mentr�ander getrimmt und mit geeigneten Blending-Fl�ahen verbunden. Die momentan exi-stierenden, in diese Klasse einzuordnenden Arbeiten besh�aftigen sih nur mit der ErzeugungC1-stetiger Gesamt�ahen. Die �Uberg�ange zwishen den einzelnen Teil�ahen werden nur nu-



1.5. NOTATION 7merish bis zu einer vom Benutzer vorzugebenden Toleranzgrenze berehnet. Beispiele f�urderartige Arbeiten sind [FaSv96℄, [HeKo96℄, [KoMa00℄, [VaBe98℄, [VaHo98℄, [VaRo97℄ und[WeRe99℄.Das im Rahmen dieser Diplomarbeit entwikelte und in Kapitel 4 pr�asentierte Verfahren istin letztere der beiden Klassen einzuordnen. Im Gegensatz zu den meisten bisherigen Metho-den, die nur C1-stetige �Uberg�ange mit numerisher Genauigkeit erzielen, werden von diesemVerfahren C2-stetige Gesamt�ahen erzeugt, deren Teil�ahen und deren erste und zweiteAbleitungen exakt aneinander sto�en.1.5 NotationBei der Benennung von vor allem in Formeln auftretenden Gr�o�en und Operationen wurdeeine einheitlihe Konvention befolgt. Um Missverst�andnissen vorzubeugen, werden Teile dieserKonvention im Folgenden kurz erl�autert.Die Komponenten eines Vektors oder einer vektorwertigen Funktion F werden mit Fi bezeih-net. Es gilt also (F 2 Rn)! (F � (F1; : : : ;Fn)).Die partiellen Ableitungen einer Funktion F(u; v) nah u beziehungsweise v werden durhentsprehend h�au�ges Tiefstellen von u beziehungsweise v abgek�urzt. Dementsprehend giltFu � ��u F, Fv � ��v F, Fuu � �2�u2 F, Fuv � ��u ��v F, : : : .Um eine kompakte Darstellung des Funktionswertes einer Funktion F(u; v) an der Stelle(ui; vi) zu besitzen, wird die Shreibweise Fi � F(ui; vi) verwendet.Die letzten drei Regeln �nden in der hier genannten Reihenfolge Anwendung. Ein diese Regelnverdeutlihendes Beispiel ist F2;u;1. F2;u;1 bezeihnet die zweite Komponente des Vektors��u F(u; v)��(u;v)=(u1;v1).Die erste totale Ableitung einer FunktionC(t) nah t wird durh _C, die zweite totale Ableitungdurh �C abgek�urzt.F�ur das Skalarprodukt zweier Vektoren oder vektorwertiger Funktionen F und G existierenzwei �aquivalente Shreibweisen. In kurzen Ausdr�uken wird meist die kompakte DarstellungFG verwendet, in umfangreiheren Termen die �ubersihtlihere, aber l�angere DarstellunghF ; Gi bevorzugt.Die Euklidshe Norm des Vektors oder der vektorwertigen Funktion F wird mit kFk bezeih-net, die L1-Norm mit kFk1.Folgen von Punkten (Mengen von Punkten bei denen die Reihenfolge wihtig ist) werdenin ekige Klammern geshrieben, beispielsweise [p0; : : : ;pN ℄. Eine �aquivalente Shreibweisebildet [pi℄i=0;:::;N .Der De�nitionsbereih oder das Parametergebiet einer als F(u; v) eingef�uhrten Funktion wirdmit D(u;v) bezeihnet. Diese Indizierung durh die verwendeten Variablen ist mathematish



8 KAPITEL 1. EINLEITUNGgesehen niht ganz korrekt, da es sih bei F(~u; ~v) um die gleihe Funktion handelt. Im weite-ren Verlauf dieser Arbeit ist diese Notation jedoh sehr praktish, da ein De�nitionsbereihmehreren Funktionen mit denselben Variablen zugeordnet ist.Wie in den meisten Arbeiten �ublih, steht Æi;j f�ur das Kroneker -Symbol oder den Deltatensor.1.6 Polynom�ahenIn dieser Arbeit werden vershiedene g�angige Darstellungen von Polynom�ahen verwendet,darunter TP-Bezier -Fl�ahen, Bezier -Dreieke und TP-B-Spline-Fl�ahen. Ein grundlegendesVerst�andnis dieser Darstellungen wird vorausgesetzt und kann, falls niht vorhanden, durhStudium von beispielsweise [Fari96℄ gewonnen werden. Die folgenden drei Unterabshnittedienen lediglih dazu, den Leser mit den verwendeten Shreibweisen vertraut zu mahen.1.6.1 TP-Bezier-Fl�ahenEine TP-Bezier -Fl�ahe F(u; v) vom Grad (m;n) �uber dem rehtekigen ParametergebietD(u;v) = [tu;0; tu;1℄� [tv;0; tv;1℄ hat die FormF(u; v) = mXi=0 nXj=0Bm;[tu;0;tu;1℄i (u)Bn;[tv;0;tv;1℄j (v)bi;j ;wobei die B�;[t0;t1℄� die Bernstein-Polynome �uber dem Intervall [t0; t1℄ und die bi;j die Kon-trollpunkte sind. F�ur die Bernstein-Polynome giltB�;[t0;t1℄� (t) =  �� ! � t� t0t1 � t0�� �1 � t� t0t1 � t0���� :1.6.2 Bezier-DreiekeEin Bezier -Dreiek F(u; v) vom Grad m �uber dem dreiekigen Parametergebiet D(u;v) =�(R;S;T), R 2 R2 , S 2 R2 , T 2 R2 , hat die FormF(u; v) = Xi+j+k=mBmi;j;k(u; v)bi;j;k ;wobei die Bmi;j;k die Bernstein-Polynome �uber dem Dreiek �(R;S;T) und die bi;j;k dieKontrollpunkte sind. F�ur die Bmi;j;k gilt



1.6. POLYNOMFL�ACHEN 9Bmi;j;k(u; v) =  mi j k ! �(u; v)i �(u; v)j �(u; v)k :�(u; v), �(u; v) und �(u; v) sind dabei die baryzentrishen Koordinaten von (u; v) bez�uglihder Punkte R, S und T.1.6.3 TP-B-Spline-Fl�ahenEine TP-B-Spline-Fl�ahe F(u; v) vom Grad (m;n) �uber dem rehtekigen Parameter-gebiet D(u;v) = [tu;m; tu;p℄ � [tv;n; tv;q℄, festgelegt durh die Knotenvektoren U =[tu;0; : : : ; tu;m; : : : ; tu;p; : : : ; tu;p+m℄ und V = [tv;0; : : : ; tv;n; : : : ; tv;q; : : : ; tv;q+n℄, hat die FormF(u; v) = p�1Xi=0 q�1Xj=0Nm;Ui (u)Nn;Vj (v)di;j ; (1.1)wobei die N�;T� die normalisierten B-Spline-Basisfunktionen und die di;j die Kontrollpunktesind. Die N�;T� �uber dem Knotenvektor T = [t0 : : : ; t� ; : : : ; t ; : : : ; t+�℄ sind durhN0;T� (t) = ( 1 falls t 2 [t�; t�+1)0 sonstN�;T� (t) = t� t�t�+� � t� N��1;T� (t) + t�+�+1 � tt�+�+1 � t�+1 N��1;T�+1 (t) ; � > 0de�niert. Da in dieser Arbeit vorwiegend bikubishe TP-B-Spline-Fl�ahen auftreten, derenzugeordneter Knotenvektor klar aus dem jeweiligen Zusammenhang erkennenbar ist, wird imFolgenden die abk�urzende Shreibweise N� � N3;T� verwendet.1.6.4 Konvertieren einer beliebigen Polynom�ahe in TP-B-Spline-DarstellungDa fast alle g�angigen CAD-Systeme TP-B-Spline-Fl�ahen unterst�utzen, kann eine Konvertie-rung der erzeugten Polynom�ahen in diese Darstellung w�unshenswert sein.Jede beliebige bivariate Polynom�ahe vom Grad (m;n) kann als TP-B-Spline-Fl�ahe dar-gestellt werden. Dies liegt an der Tatsahe, dass die in Gleihung 1.1 auftretenden ProdukteNm;Ui (u)Nn;Vj (v) der normalisierten B-Spline-Basisfunktionen eine Basis des bivariaten Po-lynomraums �m � �n bilden.Eine einfahe, aber niht unbedingt eÆziente Methode der Konvertierung ist die Folgende.Die zu konvertierende Polynom�ahe F kann durh Ausmultiplizieren in Binomialdarstellung



10 KAPITEL 1. EINLEITUNGF(u; v) = mXk=0 nXl=0 ak;l uk vl (1.2)gebraht werden. Gleihes Vorgehen f�ur die Produkte der normalisierten B-Spline-Basisfunktionen liefert Nm;Ui (u)Nn;Vj (v) = mXk=0 nXl=0 k;l;i;j uk vl ;wobei als Knotenvektoren U und V beliebige (2m+ 2)-elementige beziehungsweise (2n+ 2)-elementige Knotenvektoren mit tu;m < tu;m+1 beziehungsweise tv;n < tv;n+1 verwendet werdenk�onnen. Einsetzen in Gleihung 1.1 f�uhrt aufF(u; v) = mXk=0 nXl=0 0� mXi=0 nXj=0 k;l;i;j di;j1A uk vl : (1.3)Gleihsetzen von (1.2) und (1.3) und anshlie�ender KoeÆzientenvergleih liefert das eindeutigl�osbare lineare Gleihungssystemak;l = mXi=0 nXj=0 k;l;i;j di;j ; k = 0; : : : ;m ; l = 0; : : : ; nzur Berehnung der gesuhten Kontrollpunkte di;j.Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden f�ur Polynom�ahen die jeweils g�unstigsten Darstel-lungen verwendet. Eine abshlie�ende Konvertierung in TP-B-Spline-Form wird niht mehrvorgenommen, kann aber bei Bedarf nah dem eben pr�asentierten Shema erfolgen.1.6.5 Kompositionen von Polynom�ahenIn Kapitel 4 dieser Arbeit treten h�au�g Kompositionen von Polynom�ahen auf. Obwohl derGrad dieser Fl�ahen teilweise sehr hoh ist, handelt es sih aufgrund der Tatsahe, dass essih um Kompositionen handelt, um relativ harmlose Konstrukte. Es wird ausdr�uklihempfohlen, diese Kompositionen von Polynom�ahen als solhe im Speiher zuhalten und auh als solhe auszuwerten. Der damit verbundene Gewinn an Rehenzeitund Speiherplatz ist enorm.Als Beispiel k�onnen hier die in Kapitel 4 vorkommenden Blending-Streifen genannt werden.Ein Blending-Streifen hat die Form



1.6. POLYNOMFL�ACHEN 11F(U; V ) = H#(U; V )| {z }Grad (0;7) �F#(G#(U; V )| {z }Grad (5;1) )| {z }Grad (30;6) + H"(U; V )| {z }Grad (0;7) �F"(G"(U; V )| {z }Grad (5;1) )| {z }Grad (30;6)| {z }Grad (30;13) ;
wobei die Polynom�ahen F� : R2 ! R3 vom Grad (3; 3), die Polynom�ahen G� : R2 ! R2vom Grad (5; 1) und die Polynom�ahen H� : R2 ! R vom Grad (0; 7) sind.Wertet man F als B-Spline-Fl�ahe vom Grad (30; 13) mit dem de Boor -Algorithmus aus, sinddaf�ur 29574 arithmetishe Operationen (Additionen, Multiplikationen) erforderlih. Wertetman dieselbe Fl�ahe in Form ihrer Teil�ahen aus, ben�otigt man nur 960 arithmetishe Ope-rationen. Dies entspriht einer Verbesserung der Auswertegeshwindigkeit um den Faktor 30.Speihert man F als Polynom�ahe vom Grad (30; 13) sind daf�ur 1302 Gleitkomma-Werteerforderlih. Wird die Gesamt�ahe F dagegen in Form ihrer Teil�ahen verwaltet, werdennur 160 Gleitkomma-Werte ben�otigt. Der Speiherplatzbedarf sinkt etwa um den Faktor 8.
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Kapitel 2Vorbereitende Shritte
Voraussetzung f�ur dieses und damit auh alle weiteren Kapitel ist eine Approximation der zurekonstruierenden Ober�ahe in Form eines fehlerfreien Dreieksnetzes.Um die in dieser Diplomarbeit entwikelten Verfahren zur Realisierung C0-stetiger bezie-hungsweise C2-stetiger �Uberg�ange zwishen Prim�ar�ahen anwenden zu k�onnen, muss das ge-gebene Dreieksnetz zuerst durh TP-B-Spline-Fl�ahen1 approximiert werden. Dies geshiehtin drei Shritten:� Segmentieren des gegebenen Dreieksnetzes:Der Benutzer zerlegt das Dreieksnetz mit Hilfe eines interaktiven Tools in mehrereSegmente.� Parametrisieren der einzelnen Segmente:Um die Segmente durh jeweils eine TP-B-Spline-Fl�ahe approximieren zu k�onnen,m�ussen den Punkten dieser Segmente Parameterwerte zugewiesen werden.� Approximieren der einzelnen Segmente:Jedes der nun parametrisierten Segmente wird durh jeweils eine TP-B-Spline-Fl�aheapproximiert.Im Folgenden werden diese Shritte detailliert erl�autert.2.1 Segmentieren des gegebenen DreieksnetzesDa komplexe geometrishe Formen meist nur unzureihend durh eine einzige B-Spline-Fl�aheapproximiert werden k�onnen, zerteilt man das Dreieksnetz der zu rekonstruierenden Ober-1Die in dieser Arbeit entwikelten Verfahren sind unabh�angig vom Typ der approximierenden Fl�ahen. Dajedoh eines der Ziele dieser Arbeit die Erzeugung einer polynomiellen Gesamt�ahe ist, werden an dieser StelleTP-B-Spline-Fl�ahen zur Approximation der einzelnen Segmente verwendet.13



14 KAPITEL 2. VORBEREITENDE SCHRITTE�ahe in mehrere Segmente. Jedes dieser Segmente wird unabh�angig von den anderen durheine B-Spline-Fl�ahe approximiert.Die im Rahmen dieser Diplomarbeit entwikelten Verfahren zur C0-stetigen beziehungsweiseC2-stetigen Ober�ahen-Rekonstruktion sind stark abh�angig von der gew�ahlten Segmentie-rung. Um zufriedenstellende Rekonstruktionsergebnisse zu erzielen, m�ussen bei der Segmen-tierung vershiedene Grunds�atze eingehalten werden. Diese werden in den Abshnitten 3.7und 4.6 ausf�uhrlih erl�autert.Um dem Anwender die M�oglihkeit zu bieten, Einuss auf die Segmentierung und damit auhauf die Rekonstruktionsergebnisse zu nehmen, wurde von einer automatishen Segmentierungabgesehen. Stattdessen wurde ein interaktives Tool entwikelt, mit dessen Hilfe der BenutzerDreieksnetze shnell und bequem in einzelne Segmente zerlegen kann.Das Segmentierungs-Tool bietet die M�oglihkeit, eine Segmentgrenze durh Markierung(ankliken mit dem Mauszeiger) weniger Punkte festzulegen. Die Segmentgrenze wird vonden Kanten gebildet, die auf den k�urzesten Pfaden zwishen jeweils zwei hintereinander mar-kierten Punkten liegen.In den meisten F�allen zeihnet sih eine gute Segmentierung dadurh aus, dass die Segment-grenzen entlang vorhandener Kniks und sharfer Kanten im Dreieksnetz verlaufen. Deshalbwerden bei der Berehnung der k�urzesten Pfade im Dreieksnetz niht nur die L�angen derenthaltenen Kanten sondern auh die Zwishenwinkel der an diese Kanten angrenzenden Drei-ekspaare ber�uksihtigt. Einem aus den Kanten E1; : : : ; EN bestehenden Pfad wird die L�angePNi=1 kEik � \(Ei) zugeordnet, wobei kEik die L�ange der Kante Ei und \(Ei) der von den ander Kante Ei h�angenden Dreieken gebildete Winkel ist.In Abbildung 2.1 ist zu sehen, wie eine l�angere Segmentgrenze entlang eines im Dreieksnetzvorhandenen Kniks durh nur drei Mauskliks erzeugt wurde. Die angeklikten Punkte desShritt 1 Shritt 2 Shritt 3

Abbildung 2.1: Erzeugen einer l�angeren Segmentgrenze durh nur drei Mauskliks



2.2. PARAMETRISIEREN DER EINZELNEN SEGMENTE 15Dreieksnetzes wurden jeweils durh gelbe Kugeln kenntlih gemaht.Bei der Segmentierung ist unbedingt zu beahten, dass jedes der Segmente hom�oomorph zueiner Sheibe ist, also im Fall von niht M�obius-artigen Strukturen genau einen Rand besitzt.Diese Forderung liegt darin begr�undet, dass Segmente die diese Bedingung niht erf�ullen,zum Beispiel ringf�ormige Segmente oder Segmente mit L�ohern, im Allgemeinen niht sinnvollparametrisiert werden k�onnen.Abbildung 2.2 zeigt drei mit dem entwikelten Tool segmentierte Dreieksnetze. VershiedeneSegmente sind in vershiedenen Farben dargestellt.

Abbildung 2.2: Segmentierte Dreieksnetze
2.2 Parametrisieren der einzelnen SegmenteUm den durh ein Dreieksnetz-Segment repr�asentierten Teil einer Ober�ahe zu approximie-ren, werden die Punkte r1; : : : ; rN 2 R3 dieses Segments durh eine B-Spline-Fl�ahe F(u; v)approximiert oder interpoliert. Dazu ist es notwendig, den Punkten r1; : : : ; rN Parameterwertep1 = (u1; v1); : : : ;pN = (uN ; vN ) zuzuweisen. Eine derartige Parametrisierung hat erheblihenEinuss auf die Form und damit auh die Qualit�at der approximierenden B-Spline-Fl�ahe.Eine gute Parametrisierung zu �nden ist eine shwierige Angelegenheit, auf die im Folgendennur kurz eingegangen wird. Dem an diesem Thema interessierten Leser sei [Horm01℄ emp-fohlen. Darin werden vershiedene Parametrisierungstehniken und deren Vor- und Nahteiledetailliert beshrieben.Sei T das gegebene Dreieksnetz-Segment und  : T ! R2 dessen Parametrisierung, dashei�t es gilt  (ri) = pi. Im Wesentlihen handelt es sih bei  genau dann um eine guteParametrisierung, wenn  die Verzerrung des Segmentbildes  (T ) im Vergleih zum OriginalT minimiert.



16 KAPITEL 2. VORBEREITENDE SCHRITTEIn dieser Arbeit wurde die in [LePe02℄ beshriebene Methode zur Parametrisierung vonDreieksnetz-Segmenten verwendet. Ihr Grundprinzip wird im Folgenden kurz erl�autert.Als Ansatz f�ur  wird eine st�ukweise aÆne Abbildung gew�ahlt. Giltn(u; v) � ��u  �1(u; v) = ��v  �1(u; v) ; (2.1)wobei n(u; v) die Normale am Punkt  �1(u; v) ist, wurde die oben erw�ahnte Verzerrungvollst�andig eliminiert (Iso-u-Linien und Iso-v-Linien stehen im R3 stets senkreht und wer-den mit der gleihen Geshwindigkeit durhlaufen). Aufgrund des verwendeten Ansatzes kanndiese Forderung im Allgemeinen niht f�ur alle (u; v) erf�ullt werden. Die Verletzung von Glei-hung 2.1 wird daher im Sinne kleinster Fehlerquadrate minimiert. Legt man zwei beliebigeParameterpunkte pi und pj, i 6= j, fest, f�uhrt dies auf ein eindeutig l�osbares lineares Glei-hungssystem f�ur die gesuhten pk, k 6= i, k 6= j.In Abbildung 2.3 ist ein Beispiel, die Parametrisierung eines der vier Segmente eines defor-mierten Tetraeders, zu sehen.
 �1(u; v)
 (r)v

Parametergebiet des blauen Segments R3

uAbbildung 2.3: Die Parametrisierung eines Dreieksnetz-Segments2.3 Approximieren der einzelnen SegmenteUm den durh ein Dreieksnetz-Segment repr�asentierten Teil einer Ober�ahe mit einer C2-stetigen Fl�ahe darzustellen, werden die Punkte r1; : : : ; rN 2 R3 dieses Segments durh einebikubishe TP-B-Spline-Fl�ahe F(u; v) approximiert oder interpoliert. In der Regel begn�ugtman sih mit einer Approximation der Punkte, da bei einer Interpolation h�au�g unerw�unshteNebene�ekte, wie zum Beispiel �Ubershwinger, auftreten. Gerade bei verraushten Daten



2.3. APPROXIMIEREN DER EINZELNEN SEGMENTE 17liefert eine Interpolation extrem wellige Fl�ahen, obwohl eigentlih relativ glatte Fl�ahenw�unshenswert w�aren. Um dem entgegen zu wirken minimiert man meistens eine Kombinationaus einem Fehler- und einem Glattheitsfunktional. Dies f�uhrt einerseits zu einer akzeptablenApproximation der r1; : : : ; rN , andererseits zu einer optish gut aussehenden Fl�ahe.F�ur die in dieser Diplomarbeit entwikelten Verfahren zur C0-stetigen beziehungsweise C2-stetigen Ober�ahen-Rekonstruktion ist es notwendig beziehungsweise zwekm�a�ig, ein kom-biniertes Interpolations-Approximations-Problem zu l�osen. Punkte auf dem Rand des Drei-eksnetzes, an denen zwei oder mehr Segmente zusammensto�en, und Punkte im Innerendes Dreieksnetzes, an denen drei oder mehr Segmente zusammensto�en (im Folgenden wer-den diese Punkte als Sternpunkte bezeihnet; diese Bezeihnung hat ihren Ursprung in derTatsahe, dass an diesen Punkten die Segmentgrenzen sternf�ormig zusammenlaufen), m�ussenvon den diesen Segmenten zugeordneten B-Spline-Fl�ahen interpoliert werden2. Um die obenerw�ahnten Negative�ekte der Interpolation zu vermeiden, werden alle �ubrigen Punkte nurapproximiert wobei gleihzeitig ein Glattheitsfunktional minimiert wird.Seien r1; : : : ; rM die Interpolationspunkte und rM+1; : : : ; rN die Approximationspunkte. Ge-suht ist die bikubishe TP-B-Spline-Fl�aheF(u; v) = p�1Xi=0 q�1Xj=0N3;Ui (u)N3;Vj (v)di;j (2.2)mit festgelegten, uniformen Knotenvektoren U = [tu;0; : : : ; tu;p+3℄, tu;� = tu;0 + ��tu, undV = [tv;0; : : : ; tv;q+3℄, tv;� = tv;0 + ��tv, die das kombinierte Glattheits-Fehler-FunktionalK�(F) = E(F) + �J (F) (2.3)E(F) = NXk=M+1 (F(uk; vk)� rk)2 (2.4)J (F) = Z tu;ptu;3 Z tv;qtv;3 du dv �(Fuu)2 + 2 (Fuv)2 + (Fvv)2� (2.5)unter den Nebenbedingungen F(u ; v) = r ,  = 1; : : : ;M , minimiert. Um die L�osung mitHilfe von Lagrangeshen Multiplikatoren ermitteln zu k�onnen (siehe [Grab98b℄), m�ussen dieAbleitungen des Glattheits-Fehler-Funktionals nah den unbekannten Kontrollpunkten di;jberehnet werden.2Das in Kapitel 3 pr�asentierte Verfahren zur C0-stetigen Ober�ahen-Rekonstruktion setzt die Inter-polation aller Stern-Punkte voraus. F�ur das in Kapitel 4 vorgestellte Verfahren zur C2-stetigen Ober-�ahen-Rekonstruktion ist es vorteilhaft jedoh niht unbedingt erforderlih ein derartiges Interpolations-Approximations-Problem zu l�osen.



18 KAPITEL 2. VORBEREITENDE SCHRITTEDas Fehlerfunktional EDas verwendete Fehlerfunktional E ist die Summe der quadratishen Abweihungen. DurhEinsetzen von Gleihung (2.2) in (2.4) erh�alt manE(F) = NXk=M+10�0�p�1Xi=0 q�1Xj=0Ni(uk)Nj(vk)di;j1A � rk1A2 :Die partiellen Ableitungen von E lauten��d�;� E(d0;0; : : : ;dp�1;q�1) == NXk=M+1 2 0�0�p�1Xi=0 q�1Xj=0Ni(uk)Nj(vk)di;j1A � rk1A N�(uk)N�(vk) :
Das Glattheitsfunktional JDas verwendete Glattheitsfunktional J wird auh als vereinfahte Thin-Plate-Energy bezeih-net. Es kann in die zwekm�a�igere FormJ (F) == p�1Xi=0 q�1Xj=0 p�1Xk=0 q�1Xl=0 di;j dk;l Z tu;ptu;3 du � �2�u2 Ni(u)� � �2�u2 Nk(u)�| {z }=Ai;k � Z tv;qtv;3 dv Nj(v)Nl(v)| {z }=Bj;l +

2 � Z tu;ptu;3 du � ��u Ni(u)� � ��u Nk(u)�| {z }=Ci;k � Z tv;qtv;3 dv � ��v Nj(v)� � ��v Nl(v)�| {z }=Dj;l +Z tu;ptu;3 duNi(u)Nk(u)| {z }=Ei;k � Z tv;qtv;3 dv � �2�v2 Nj(v)� � �2�v2 Nl(v)�| {z }=Fj;l ! =



2.3. APPROXIMIEREN DER EINZELNEN SEGMENTE 19= p�1Xi=0 q�1Xj=0 p�1Xk=0 q�1Xl=0 di;j dk;l (Ai;k Bj;l + 2Ci;kDj;l + Ei;k Fj;l) == p�1Xi=0 q�1Xj=0 p�1Xk=0 q�1Xl=0 di;j dk;lGi;j;k;l�uberf�uhrt werden. Die Konstanten Gi;j;k;l k�onnen problemlos analytish berehnet werden, daes sih lediglih um Integrale �uber bivariate st�ukweise Polynome handelt. Aufgrund vorhan-dener Symmetrien m�ussen nur wenige Kombinationen von i, j, k und l ausgewertet werden.Bei vershiedenen Knotenvektoren untersheiden sih die Gi;j;k;l lediglih um von �tu und�tv bestimmte Faktoren. Eine einmalige Berehnung einiger weniger Integrale ist daher aus-reihend. Im Rahmen dieser Arbeit wurde daf�ur ein Maple-Programm geshrieben.Die partiellen Ableitungen von J lauten��d�;� J (d0;0; : : : ;dp�1;q�1) == p�1Xi=0 q�1Xj=0 p�1Xk=0 q�1Xl=0 � ��d�;� (di;j dk;l)� Gi;j;k;l == p�1Xi=0 q�1Xj=0 p�1Xk=0 q�1Xl=0 (Æi;� Æj;� dk;l + di;j Æk;� Æl;�) Gi;j;k;l == 2 p�1Xi=0 q�1Xj=0 di;j Gi;j;�;� :Die gesuhten Kontrollpunkte di;j ergeben sih shlie�lih durh L�osung des linearen Glei-hungssystemsp�1Xi=0 q�1Xj=0Ni(u)Nj(v)di;j = r ;  = 1; : : : ;M��d�;� K�(d0;0; : : : ;dp�1;q�1) = MXk=1 �kN�(uk)N�(vk) ; � = 0; : : : ; p� 1 ;� = 0; : : : ; q � 1 ;



20 KAPITEL 2. VORBEREITENDE SCHRITTEwobei die �k die bereits erw�ahnten Lagrange-Multiplikatoren sind. Zur L�osung dieses Systemskann zum Beispiel der Gau� -Algorithmus mit relativer Spaltenmaximum-Strategie verwendetwerden (siehe [Grab00℄).Durh den Parameter � kann der Benutzer das Verh�altnis zwishen Genauigkeit und Glattheitder approximierenden Fl�ahe F steuern.Die die Knotenvektoren bestimmenden Werte tu;0, �tu, tv;0 und �tv sollten so gew�ahlt wer-den, dass das Bild  (T ) des Dreieksnetz-Segmentes im Parametergebiet den Bereih, in demdie Basisfunktionen eine vollst�andige Basis bilden, also [tu;3; : : : ; tu;p℄� [tv;3; : : : ; tv;q℄, bis aufeinen Rand von etwa 10% ausf�ullt.In Abbildung 2.4 ist ein durh B-Spline-Fl�ahen approximiertes Dreieksnetz zu sehen. Dasmittlere Bild zeigt die ungetrimmten Fl�ahen. Beim rehten Bild wurden diese Fl�ahen entlangdes Segmentrandes im Parametergebiet getrimmt. B-Spline-Fl�ahenGetrimmte approximierendeB-Spline-Fl�ahenApproximierendeSegmentiertes Dreieksnetz

Abbildung 2.4: Approximation eines Dreieksnetzes durh B-Spline-Fl�ahenWeiterf�uhrende Informationen zur Approximation sind in [Horm01℄ zu �nden.



Kapitel 3C0-stetige �Uberg�ange zwishenPrim�ar�ahenIm Folgenden wird vorausgesetzt, dass die im letzten Kapitel besprohenen Shritte aus-gef�uhrt wurden. Das gegebene Dreieksnetz wurde segmentiert und die einzelnen Segmenteparametrisiert und durh jeweils eine C2-stetige B-Spline-Fl�ahe approximiert.Ziel ist es nun, eine C0-stetige Gesamt�ahe zu berehnen, die die Form des Dreieksnetzesnahemp�ndet.3.1 Grundprinzip des VerfahrensDie C0-stetigen �Uberg�ange zwishen den B-Spline-Fl�ahen sollen durh Berehnung geeigneterTrimming-Kurven f�ur diese Fl�ahen realisiert werden.F�ur jeden gemeinsamen Kantenzug zweier zusammensto�ender Segmente S� und S�, ist diediesem Kantenzug entsprehende Shnittkurve seiner zugeordneten B-Spline-Fl�ahen F� undF� zu berehnen. Diese Berehnung muss in Parameterdarstellung1 in beiden Parameter-gebieten erfolgen. Das bedeutet, es werden Kurven C�(t) = (u�(t); v�(t)) und C�(t) =(u�(t); v�(t)) gesuht, f�ur die F�(C�(t)) = F�(C�(t)) gilt.Abbildung 3.1 verdeutliht dieses Grundprinzip anhand eines Beispiels. Der deformierte Tetra-eder wurde in vier Segmente zerlegt. Jedes dieser Segmente wurde durh eine B-Spline-Fl�aheapproximiert. Insgesamt existieren sehs gemeinsame Kantenz�uge, wobei f�ur jeden solhenKantenzug jeweils eine Trimming-Kurve in beiden zugeordneten Parametergebieten bereh-net wurde. Der Kantenzug, an dem die Segmente S1 (rotes Segment) und S2 (blaues Segment)zusammensto�en (dargestellt durh einen shwarzen Linienzug), wird zur Veranshaulihungdes eben erl�auterten Grundprinzips in Abbildung 3.1 detailliert betrahtet.1Als Parameterdarstellung einer auf einer B-Spline-Fl�ahe F : D(u;v) ! R3 verlaufenden Kurve C � F wirdim Folgenden eine Form (u(t); v(t)) bezeihnet, f�ur die C = fF(u(t); v(t))jt 2 R ; (u(t); v(t)) 2 D(u;v)g gilt.21



22 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENSegmentiertes Dreieksnetz Approximierende B-Spline-Fl�ahen Getrimmte, approximierendeB-Spline-Fl�ahen

Parametergebiet von F1 Parametergebiet von F2

Parametergebiet von F3 Parametergebiet von F4
C1(t) == (u1(t); v1(t)) C2(t) == (u2(t); v2(t)) Vershiedene Farbenentsprehen vershiedenenSegmenten:Rot: Segment S1Gr�un: Segment S4Gelb: Segment S3Blau: Segment S2

GemeinsamerKantenzug derSegmente S1und S2
Segment S1Segment S2

F1(C1(t)) = F2(C2(t))

Abbildung 3.1: Das Grundprinzip der C0-stetigen Ober�ahenrekonstruktion
Die zu berehnenden Trimming-Kurven sollen ebenfalls in B-Spline-Darstellung angegebenwerden k�onnen. Es muss sih also um Polynomkurven handeln. Leider sheidet damit eineexakte L�osung aus, da die Shnittkurven zweier Polynom�ahen im Allgemeinen keine Poly-nomkurven sind. Dies gilt sowohl f�ur die Parameterdarstellungen der Shnittkurven als auhf�ur ihre zugeordneten Raumkurven. Das folgende Beispiel beweist diese Aussage.



3.1. GRUNDPRINZIP DES VERFAHRENS 23Seien F = (u; v;�u2� v2) und ~F = (~u; ~v;�1) zwei Polynom�ahen. Bei F handelt es sih umein Paraboloid, bei ~F um eine Ebene. Gleihsetzen der beiden Fl�ahen liefert die Gleihungenu = ~u, v = ~v und u2+v2 = 1. Das bedeutet sowohl bei den beiden Parameterdarstellungen derShnittkurve als auh ihrer zugeordneten Raumkurve handelt es sih um Kreise mit Radius1 (Abbildung 3.2). Kreise lassen sih in parametrisher Form leiht durh Sinus und Cosinus,niemals aber durh endlihe Polynome ausdr�uken.F: Paraboloid (rot) Shnittkurve imParametergebiet von F Parametergebiet von ~FShnittkurve imD(u;v) D(~u;~v)
u ~u

~F: Ebene (gr�un)
v ~v

Abbildung 3.2: Die Shnittkurve eines Paraboloids und einer EbeneDa eine exakte Berehnung also aussheidet, wurde ein numerishes Verfahren entwikelt,mit dem die Shnittkurve C zweier B-Spline-Fl�ahen F und ~F beliebig genau durh st�uk-weise Polynomkurven gen�ahert werden kann. Um das Verst�andnis der folgenden Abshnit-te zu erleihtern und dem Leser bereits jetzt einen �Uberblik �uber den Sto� dieses Kapi-tels zu versha�en, werden die wesentlihen Shritte des hier pr�asentierten Verfahrens zurShnittkurven-Approximation kurz erl�autert.Zuerst wird, ausgehend von einem bekannten gemeinsamen Punkt (u�; v�; ~u�; ~v�) beider Pa-rameterdarstellungen der Shnittkurve C, das hei�t es gilt F(u�; v�) = ~F(~u�; ~v�) 2 C, inbeide Rihtungen eine Folge von Punkten [(u� ; v� ; ~u� ; ~v�)℄�=0;:::;�;:::;N auf dieser Shnittkurveermittelt. Dies geshieht durh fortlaufende Iteration der folgenden beiden Shritte:Shritt 1: Berehnung der Taylor -Entwiklungen der beiden Parameterdarstellungen von Cam letzten bekannten Punkt (u�; v� ; ~u� ; ~v�) bis zu beliebig hoher Ordnung. F�ur dieseBerehnung wurde im Rahmen dieser Arbeit eigens ein Verfahren entwikelt. In Formdieser Taylor -Entwiklungen liegen in der Umgebung von (u� ; v� ; ~u� ; ~v�) gute N�aherun-gen der zu berehnenden Shnittkurve vor.Shritt 2: N�aherungsweises Voranshreiten auf der Shnittkurve mit Hilfe der Taylor -Entwiklung. Bei kleiner Shrittweite ist die Abweihung vom tats�ahlihen Ver-



24 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENlauf der Shnittkurve minimal. Durh L�osung eines niht-linearen Gleihungssy-stems mit Hilfe des Newton-Verfahrens wird der dieser N�aherung n�ahstliegende, mit(u��1; v��1; ~u��1; ~v��1) beziehungsweise (u�+1; v�+1; ~u�+1; ~v�+1) bezeihnete Kurven-punkt berehnet.Die so gewonnene Folge von Punkten [(u� ; v�; ~u� ; ~v�)℄�=0;:::;N wird nun durh eine st�ukweisePolynomkurve interpoliert. Jeweils zwei benahbarte Punkte bilden die Endpunkte einer ihrerTeilkurven. Die im Rahmen der Taylor-Entwiklung berehneten ersten bis n-ten Ableitungenan diesen Punkten legen alle gesuhten Teilkurven vom Grad 2n+1 eindeutig fest und sorgendaf�ur, dass diese Teilkurven den tats�ahlihen Verlauf der Shnittkurve optimal nahemp�n-den. Die Parameterdarstellungen von C sind damit Cn-stetige, st�ukweise Polynomkurven.
3.2 Forderungen an die B-Spline-Fl�ahenDamit das in diesem Kapitel vorgestellte Verfahren zur numerishen Berehnung der Shnitt-kurve zweier B-Spline-Fl�ahen F und ~F anwendbar ist, m�ussen diese Fl�ahen drei Vorausset-zungen erf�ullen.Die ersten beiden Voraussetzungen lauten(V 1) 8 (u; v) : (u; v) 2 D(u;v) ! Fu(u; v) �Fv(u; v) 6= 0(V 2) 8 (~u; ~v) : (~u; ~v) 2 D(~u;~v) ! ~F~u(~u; ~v)� ~F~v(~u; ~v) 6= 0 :Das bedeutet, die Ableitungen in u-Rihtung und v-Rihtung beziehungsweise in ~u-Rihtungund ~v-Rihtung sind f�ur alle Parameterpunkte linear unabh�angig. Es handelt sih also umniht-degenerierte Fl�ahen F und ~F.Au�erdem muss(V 3) 8 (u; v)8 (~u; ~v) : �(u; v) 2 D(u;v) ^ (~u; ~v) 2 D(~u;~v) ^ F(u; v) = ~F(~u; ~v)� !�Fu(u; v)� Fv(u; v)� � �~F~u(~u; ~v)� ~F~v(~u; ~v)� 6= 0erf�ullt sein. Das hei�t an allen Punkten ihrer Shnittkurve besitzen F und ~F untershiedliheTangentialebenen. Bei ehten Shnitten zwishen zwei Fl�ahen ist dies stets erf�ullt. Verletztwird diese Eigenshaft lediglih von zwei sih ber�uhrenden Fl�ahen.



3.3. TAYLOR-ENTWICKLUNGEN EINER SCHNITTKURVE 253.3 Taylor-Entwiklungen einer ShnittkurveIn diesem Abshnitt wird ein Verfahren pr�asentiert, mit dem die Taylor -Entwiklungen ei-ner nah Bogenl�ange parametrisierten Shnittkurve C(t) = F(u(t); v(t)) = ~F(~u(t); ~v(t)),k _C(t)k2 = 1, zweier B-Spline-Fl�ahen F und ~F und der dazugeh�origen Parameterdarstel-lungen (u(t); v(t)) und (~u(t); ~v(t)) bis zu beliebig hoher Ordnung n berehnet werden k�onnen.Es wird davon ausgegangen, dass die Fl�ahen F und ~F die Voraussetzungen (V1) bis (V3)erf�ullen (Abshnitt 3.2).Erforderlih ist lediglih die Kenntnis der Parameterdarstellung (u?; v?; ~u?; ~v?) eines Punk-tes der Shnittkurve der beiden Fl�ahen. Im Parameterbereih der Shnittkurve ist diesemPunkt der frei w�ahlbare aber feste Wert t? zugeordnet. Es gilt also (u(t?); v(t?)) = (u?; v?),(~u(t?); ~v(t?)) = (~u?; ~v?) und C(t?) = F(u?; v?) = ~F(~u?; ~v?). Dieser Parameterwert t? ist derEntwiklungspunkt der Taylor -Entwiklung.Die zu bestimmenden Taylor -PolynomeuT (t; t?; n) = nXi=0 1i! u(i)? (t� t?)i � u(t) ; u(i)? = didti u(t)����t=t?vT (t; t?; n) = nXi=0 1i! v(i)? (t� t?)i � v(t) ; v(i)? = didti v(t)����t=t?~uT (t; t?; n) = nXi=0 1i! ~u(i)? (t� t?)i � ~u(t) ; ~u(i)? = didti ~u(t)����t=t?~vT (t; t?; n) = nXi=0 1i! ~v(i)? (t� t?)i � ~v(t) ; ~v(i)? = didti ~v(t)����t=t?CT (t; t?; n) = nXi=0 1i! C(i)? (t� t?)i � C(t) ; C(i)? = didti C(t)����t=t?werden durh die Ableitungen u(i)? , v(i)? , ~u(i)? , ~v(i)? und C(i)? am Entwiklungspunkt t? eindeutigbestimmt. In den folgenden Unterabshnitten wird erl�autert, wie diese Ableitungen berehnetwerden k�onnen.3.3.1 Nullte AbleitungenDie nullten Ableitungen am Entwiklungspunkt sind gleih den Funktionswerten am Entwik-lungspunkt. Es gilt daher



26 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENu(0)? = u?v(0)? = v?~u(0)? = ~u?~v(0)? = ~v?C(0)? = F(u?; v?) = ~F(~u?; ~v?) :3.3.2 Erste AbleitungenDer Tangenteneinheitsvektor TC(t?) der Shnittkurve C(t) am Entwiklungspunkt t? kannmit den Formeln nF(u?; v?) = Fu;? � Fv;? (3.1)n~F(~u?; ~v?) = ~Fu;? � ~Fv;? (3.2)TC(t?) = nF(u?; v?)� n~F(~u?; ~v?)knF(u?; v?)� n~F(~u?; ~v?)k (3.3)berehnet werden, wobei nF(u?; v?) und n~F(~u?; ~v?) die Normalen der Tangentialebenen derbeiden B-Spline-Fl�ahen F und ~F am gemeinsamen Punkt (u?; v?; ~u?; ~v?) sind. Vorausset-zung (V3) verhindert, dass es auf der rehten Seite von Gleihung (3.3) zu einer Divisiondurh 0 kommt. F�ur die nah Bogenl�ange parametrisierte Shnittkurve C(t) giltTC(t?) = ddt C(t)����t=t? = ddt F(u(t); v(t))����t=t? = Fu;? _u(t?) + Fv;? _v(t?) == Fu;? u(1)? + Fv;? v(1)? : (3.4)Multiplikation von Gleihung (3.4) mit den Vektoren Fv;? �nF(u?; v?) und Fu;?� nF(u?; v?)liefert die Formeln u(1)? = hTC(t?) ; Fv;? � nF(u?; v?)ihFu;? ; Fv;? � nF(u?; v?)i (3.5)v(1)? = hTC(t?) ; Fu;? � nF(u?; v?)ihFv;? ; Fu;? � nF(u?; v?)i (3.6)



3.3. TAYLOR-ENTWICKLUNGEN EINER SCHNITTKURVE 27zur Berehnung der ersten Ableitung der Parameterdarstellung (u(t); v(t)) am Entwiklungs-punkt t?. Nah dem gleihen Shema lassen sih die Formeln~u(1)? = hTC(t?) ; ~F~v;? � n~F(~u?; ~v?)ih~F~u;? ; ~F~v;? � n~F(~u?; ~v?)i (3.7)~v(1)? = hTC(t?) ; ~F~u;? � n~F(~u?; ~v?)ih~F~v;? ; ~F~u;? � n~F(~u?; ~v?)i (3.8)aufstellen. Die Voraussetzungen (V1) und (V2) shlie�en bei den Gleihungen (3.5) bis (3.8)eine Division durh 0 aus. Die erste Ableitung der nah Bogenl�ange parametrisierten Shnitt-kurve C(t) am Entwiklungspunkt ist nat�urlih gleih dem Tangenteneinheitsvektor an dieserStelle. Es gilt also C(1)? = TC(t?) :3.3.3 H�ohere AbleitungenSukzessives Ableiten von _C(t) und Einsetzen von t? liefertd2dt2 C(t)����t=t? == Fuu;? �u(1)? �2 + 2Fuv;? u(1)? v(1)? + Fvv;? �v(1)? �2| {z }=G2(F;u(0)? ;u(1)? ;v(0)? ;v(1)? ) +Fu;? u(2)? + Fv;? v(2)? == ~F~u~u;? �~u(1)? �2 + 2 ~F~u~v;? ~u(1)? ~v(1)? + ~F~v~v;? �~v(1)? �2| {z }= ~G2(~F;~u(0)? ;~u(1)? ;~v(0)? ;~v(1)? ) +~F~u;? ~u(2)? + ~F~v;? ~v(2)? (3.9)...didti C(t)����t=t? == Gi(F; u(0)? ; : : : ; u(i�1)? ; v(0)? ; : : : ; v(i�1)? ) + Fu;? u(i)? + Fv;? v(i)? == ~Gi(~F; ~u(0)? ; : : : ; ~u(i�1)? ; ~v(0)? ; : : : ; ~v(i�1)? ) + ~F~u;? ~u(i)? + ~F~v;? ~v(i)? ;i = 2; : : : ; n (3.10)



28 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENwobei Gi und ~Gi einfah zu berehnende Funktionale von F und ~F sind (es m�ussen ledig-lih partielle Ableitungen bestimmt werden). Sind die Werte u(0)? ; : : : ; u(i�1)? , v(0)? ; : : : ; v(i�1)? ,~u(0)? ; : : : ; ~u(i�1)? und ~v(0)? ; : : : ; ~v(i�1)? bekannt, bildet Gleihung (3.10) ein unterbestimmtes linea-res Gleihungssystem (drei Gleihungen, vier Unbekannte) zur Berehnung von u(i)? , v(i)? , ~u(i)?und ~v(i)? . Eine vierte lineare Gleihung erh�alt man durh entsprehend h�au�ges Di�erenzierender Bogenl�angen-Bedingung h _C(t) ; _C(t)i = 1 und Einsetzen von t? was aufddt � ddt C(t) ; ddt C(t)�����t=t? = 2 � ddt C(t) ; d2dt2 C(t)�����t=t? == 2 �� ddt C(t) ; G2(F; u(0)? ; u(1)? ; v(0)? ; v(1)? )�+� ddt C(t) ; Fu;?� u(2)? +� ddt C(t) ; Fv;?� v(2)? �����t=t? = 0 (3.11)...di�1dti�1 � ddt C(t) ; ddt C(t)�����t=t? = Hi d2dt2 C(t)����t=t? ; : : : ; di�1dti�1 C(t)����t=t?!+2 �� ddt C(t) ; Gi(F; u(0)? ; : : : ; u(i�1)? ; v(0)? ; : : : ; v(i�1)? )�+� ddt C(t) ; Fu;?� u(i)? +� ddt C(t) ; Fv;?� v(i)? �����t=t? = 0 ;i = 2; : : : ; n (3.12)f�uhrt, wobei Hi eine einfah zu berehnende Funktion ist. Die Gleihungen (3.10) und (3.12)bilden eine Folge von naheinander zu l�osenden linearen Gleihungssystemen mit den jeweilsvier Unbekannten u(i)? , v(i)? , ~u(i)? und ~v(i)? . Diese Systeme k�onnen mit numerishen Standard-verfahren (zum Beispiel Gau� -Algorithmus mit relativer Spaltenmaximum-Strategie; siehe[Grab00℄) gel�ost werden. Die Matrizen der zu l�osenden linearen Gleihungssysteme sind allegleih. Sie haben die Form  Fu;? Fv;? �~F~u;? �~F~v;?a4;1 a4;2 0 0 ! (3.13)mit a4;1 = hFu;? u(1)? + Fv;? v(1)? ; Fu;?i



3.3. TAYLOR-ENTWICKLUNGEN EINER SCHNITTKURVE 29a4;2 = hFu;? u(1)? + Fv;? v(1)? ; Fv;?i :Die Matrix (3.13) ist unter den Voraussetzungen (V1) bis (V3) stets invertierbar.BeweisF�ur die Determinante der Matrix (3.13) gilt�det ����� Fu;? Fv;? �~F~u;? �~F~v;?a4;1 a4;2 0 0 ����� == a4;1 � det ��� Fv;? �~F~u;? �~F~v;? ��� � a4;2 � det ��� Fu;? �~F~u;? �~F~v;? ��� == �hTC (t?) ; Fu;?i hn~F(~u?; ~v?) ; Fv;?i � hTC (t?) ; Fv;?i hn~F(~u?; ~v?) ; Fu;?i�~F~u;? � ~F~v;? == det ����� hTC (t?) ; Fu;?i hTC (t?) ; Fv;?ihn~F(~u?; ~v?) ; Fu;?i hn~F(~u?; ~v?) ; Fv;?i �����| {z }=D ~F~u;? � ~F~v;?| {z }>0 wegen (V2) :Bei den beiden Spaltenvektoren der mit D bezeihneten Determinante handelt es sih um diesenkrehten Projektionen der Vektoren Fu;? und Fv;? in das von den orthonormalen Vektorenn~F(~u?; ~v?) undTC (t?) gebildete Koordinatensystem. Diese Spaltenvektoren w�aren genau dannlinear abh�angig, wenn die Normale nF(u?; v?) = Fu;?�Fv;? in der von n~F(~u?; ~v?) und TC (t?)aufgespannten Ebene liegen w�urde. Dies ist aber wegen Voraussetzung (V3) niemals der Fall.Es gilt also D 6= 0. Daraus folgtdet ����� Fu;? Fv;? �~F~u;? �~F~v;?a4;1 a4;2 0 0 ����� 6= 0 :Die Invertierbarkeit der Matrix (3.13) ist damit gezeigt. �
Die Ableitungen C(i)? der Shnittkurve am Entwiklungspunkt t? erh�alt man durh Einsetzenvon u(i)? und v(i)? oder ~u(i)? und ~v(i)? in Gleihung (3.10).



30 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENDas lineare Gleihungssystem zur Bestimmung der zweiten AbleitungenUm dem Leser das Nahvollziehen und Verwenden der in diesem Unterabshnitt pr�asentier-ten Formeln zu erleihtern, wird im Folgenden das aus den Gleihungen (3.10) und (3.12)gewonnene lineare Gleihungssystem zur Bestimmung der zweiten Ableitungen u(2)? , v(2)? , ~u(2)?und ~v(2)? explizit angegeben. Es lautet Fu;? Fv;? �~F~u;? �~F~v;?a4;1 a4;2 0 0 !0BBBB� u(2)?v(2)?~u(2)?~v(2)?
1CCCCA =  bb4 ! ;wobeia4;1 = DFu;? u(1)? + Fv;? v(1)? ; Fu;?Ea4;2 = DFu;? u(1)? + Fv;? v(1)? ; Fv;?Eb = ��Fuu;? �u(1)? �2 + 2Fuv;? u(1)? v(1)? + Fvv;? �v(1)? �2�++�~F~u~u;? �~u(1)? �2 + 2 ~F~u~v;? ~u(1)? ~v(1)? + ~F~v~v;? �~v(1)? �2�b4 = ��Fu;? u(1)? + Fv;? v(1)? ; Fuu;? �u(1)? �2 + 2Fuv;? u(1)? v(1)? + Fvv;? �v(1)? �2�gilt.3.3.4 Beispiel: Taylor-Entwiklung der Shnittkurve eines Paraboloids undeiner EbeneIm Folgenden wird noh einmal das Beispiel aus Abshnitt 3.1 aufgegri�en. Die Anwendungdes eben pr�asentierten Verfahrens zur Berehnung der Taylor -Entwiklung der Shnittkurveder beiden Polynom�ahen F = (u; v;�u2 � v2) und ~F = (~u; ~v;�1) (Abbildung 3.2) liefertf�ur den Kurvenpunkt (u?; v?; ~u?; ~v?) = (0;�1; 0;�1) und den Entwiklungspunkt t? = 0 imParametergebiet von F das ErgebnisuT (t; 0; n) = bn�12 Xi=0 (�1)i(2i+ 1)! t2i+1 � sin(t)



3.4. BERECHNEN EINZELNER PUNKTE AUF DEN SCHNITTKURVEN 31vT (t; 0; n) = bn2 Xi=0 (�1)i+1(2i)! t2i � � os(t) ;welhes in diesem einfahen Fall auh leiht analytish berehnet werden kann. Die Approxi-mation (uT (t; 0; n); vT (t; 0; n)) ist f�ur vershiedene Grade n in Abbildung 3.3 dargestellt. Esist gut zu erkennen, dass mit steigendem n der tats�ahlihe Verlauf der Shnittkurve immerbesser angenommen wird.n = 1 n = 2 n = 3
n = 6n = 5n = 4

v
D(u;v)

u(uT (t; 0; 1); vT (t; 0; 1)) v u(uT (t; 0; 2); vT (t; 0; 2))
D(u;v)

v u(uT (t; 0; 3); vT (t; 0; 3))
D(u;v)

v
D(u;v)

u(uT (t; 0; 4); vT (t; 0; 4))
D(u;v)

u(uT (t; 0; 5); vT (t; 0; 5))v
D(u;v)
v u(uT (t; 0; 6); vT (t; 0; 6))

Abbildung 3.3: Die Taylor -Entwiklungen der Shnittkurve f�ur vershiedene Grade n3.4 Berehnen einzelner Punkte auf den ShnittkurvenIn diesem Abshnitt wird gezeigt, wie ein Punkt (u?; v?; ~u?; ~v?) auf der Shnittkurve zwei-er B-Spline-Fl�ahen F und ~F in Parameterdarstellung in beiden Parametergebieten bereh-net werden kann. Voraussetzung daf�ur ist die Kenntnis einer hinreihend guten N�aherung(u0; v0; ~u0; ~v0) f�ur diesen Punkt. Auh in diesem Abshnitt wird davon ausgegangen, dass Fund ~F die Voraussetzungen (V1) bis (V3) erf�ullen (Abshnitt 3.2).



32 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHEN3.4.1 Aufstellen niht-linearer GleihungssystemeZu einer gegebenen N�aherung (u0; v0; ~u0; ~v0) soll ein Punkt (u?; v?; ~u?; ~v?) bestimmt werden,der einerseits m�oglihst nahe an dieser N�aherung liegt, andererseits Element der Shnittkurveder beiden B-Spline-Fl�ahen F und ~F ist. Zu diesem Zwek wird das Minimum der Funktionf(u; v; ~u; ~v) = (F(u; v) � F(u0; v0))2 + (~F(~u; ~v)� ~F(~u0; ~v0))2 (3.14)unter den drei Nebenbedingungeng(u; v; ~u; ~v) = F(u; v) � ~F(~u; ~v) = 0 (3.15)berehnet. Dies erfordert die L�osung des im Folgenden mit h(u; v; ~u; ~v; �1; �2; �3) = 0 bezeih-neten niht-linearen Gleihungssystems g(u; v; ~u; ~v) = 0 (3.16)grad f(u; v; ~u; ~v) � 3Xi=1 �i grad gi(u; v; ~u; ~v) = 0 (3.17)mit den drei Lagrange-Multiplikatoren �1, �2 und �3. Einsetzen der Gleihungen (3.14) und(3.15) in (3.16) und (3.17) liefert F1 � ~F1 = 0F2 � ~F2 = 0F3 � ~F3 = 02 hF� F0 ; Fui � (�1 F1;u + �2 F2;u + �3 F3;u) = 02 hF� F0 ; Fvi � (�1 F1;v + �2 F2;v + �3 F3;v) = 02 h~F� ~F0 ; ~F~ui + (�1 ~F1;~u + �2 ~F2;~u + �3 ~F3;~u) = 02 h~F� ~F0 ; ~F~vi + (�1 ~F1;~v + �2 ~F2;~v + �3 ~F3;~v) = 0 :Um ein Extremum (u?; v?; ~u?; ~v?) einer Funktion f(u; v; ~u; ~v) unter den Nebenbedingungengi(u; v; ~u; ~v) = 0 mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren ermitteln zu k�onnen, m�ussendie Vektoren grad gi(u; v; ~u; ~v) in diesem Extremum linear unabh�angig sein (siehe [Grab98b℄).



3.4. BERECHNEN EINZELNER PUNKTE AUF DEN SCHNITTKURVEN 33Dies ist unter Voraussetzung (V3) stets der Fall.BeweisEs gilt grad gi(u; v; ~u; ~v) ��(u;v;~u;~v)=(u?;v?;~u?;~v?) = 0BBB� Fi;u;?Fi;v;?�~Fi;~u;?�~Fi;~v;? 1CCCA ; i = 1; : : : ; 3 :Es folgt0BBB� F1;u;?F1;v;?�~F1;~u;?�~F1;~v;? 1CCCA ; 0BBB� F2;u;?F2;v;?�~F2;~u;?�~F2;~v;? 1CCCA ; 0BBB� F3;u;?F3;v;?�~F3;~u;?�~F3;~v;? 1CCCA linear unabh�angig  !
Rang0BBB� F1;u;? F2;u;? F3;u;?F1;v;? F2;v;? F3;v;?�~F1;~u;? �~F2;~u;? �~F3;~u;?�~F1;~v;? �~F2;~v;? �~F3;~v;? 1CCCA = 3  !0B� F1;u;?F2;u;?~F3;u;? 1CA ; 0B� F1;v;?F2;v;?~F3;v;? 1CA ; 0B� �~F1;~u;?�~F2;~u;?�~F3;~u;? 1CA ; 0B� �~F1;~v;?�~F2;~v;?�~F3;~v;? 1CA spannen den R3 auf  �Voraussetzung (V3) ist erf�ullt : �Sonderfall: Die Endpunkte der ShnittkurveUm einen der Endpunkte der Shnittkurve der beiden Fl�ahen F und ~F in Parameterdar-stellung zu ermitteln, wird einer der vier Parameter u, v, ~u oder ~v auf seinen minimal odermaximal zul�assigen Wert gesetzt und festgehalten. Welher der Parameter konstant gehaltenwird, und ob dabei der minimal oder maximal zul�assige Wert zu w�ahlen ist, wird ausf�uhrlih inAbshnitt 3.5.1 erl�autert. Das von den Gleihungen 3.16 und 3.17 gebildete Gleihungssystemh(u; v; ~u; ~v; �1; �2; �3) = 0 wird dann durh eines der niht-linearen Systemeh(v; ~u; ~v) = F(u = konstant; v)� ~F(~u; ~v) = 0 (3.18)



34 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENh(u; ~u; ~v) = F(u; v = konstant)� ~F(~u; ~v) = 0 (3.19)h(u; v; ~v) = F(u; v) � ~F(~u = konstant; ~v) = 0 (3.20)h(u; v; ~u) = F(u; v) � ~F(~u; ~v = konstant) = 0 (3.21)ersetzt. Es wird also der Shnittpunkt einer der beiden Fl�ahen mit einer der Randkurven deranderen Fl�ahe berehnet.
3.4.2 L�osen der niht-linearen GleihungssystemeZur numerishen L�osung des niht-linearen Gleihungssystems h(u; v; ~u; ~v; �1; �2; �3), beste-hend aus den Gleihungen (3.16) und (3.17), wird das Newton-Verfahren(ui+1; : : : ; �3;i+1) = (ui; : : : ; �3;i)� (Jh(ui; : : : ; �3;i))�1 h(ui; : : : ; �3;i) (3.22)verwendet (siehe [Grab00℄). Jh(u; v; ~u; ~v; �1; �2; �3), die Jaobi -Matrix der Funktionh(u; v; ~u; ~v; �1; �2; �3), hat die Form
Jh(u; v; ~u; ~v; �1; �2; �3) = 0BBBBBBBBBB�

F1;u F1;v �~F1;~u �~F1;~v 0 0 0F2;u F2;v �~F2;~u �~F2;~v 0 0 0F3;u F3;v �~F3;~u �~F3;~v 0 0 0Auu Auv 0 0 �F1;u �F2;u �F3;uAuv Avv 0 0 �F1;v �F2;v �F3;v0 0 ~A~u~u ~A~u~v ~F1;~u ~F2;~u ~F3;~u0 0 ~A~u~v ~A~v~v ~F1;~v ~F2;~v ~F3;~v
1CCCCCCCCCCA ;

wobei A�� = 2 (hF� ; F�i + hF� F0 ; F��i) � (�1 F1;�� + �2 F2;�� + �3 F3;��)~A�� = 2 (h~F� ; ~F�i + h~F� ~F0 ; ~F��i) + (�1 ~F1;�� + �2 ~F2;�� + �3 ~F3;��)gilt. Als Startwert f�ur das Newton-Verfahren wird die gegebene N�aherung (u0; v0; ~u0; ~v0) unddie beste L�osung (�1;0; �2;0; �3;0) des linearen Gleihungssystemsgrad f(u0; v0; ~u0; ~v0) = 3Xi=1 �i;0 grad gi(u0; v0; ~u0; ~v0)



3.4. BERECHNEN EINZELNER PUNKTE AUF DEN SCHNITTKURVEN 35gew�ahlt. Dieses System geht durh Einsetzen von (u0; v0; ~u0; ~v0) aus Gleihungssystem (3.17)hervor. Weitere Rehnung liefert0BBB� �F1;u;0 �F2;u;0 �F3;u;0�F1;v;0 �F2;v;0 �F3;v;0F1;~u;0 F2;~u;0 F3;~u;0F1;~v;0 F2;~v;0 F3;~v;0 1CCCA0B� �1;0�2;0�3;0 1CA = 0BBB� 0000 1CCCA :Es ist sofort ersihtlih, dass die gesuhte beste und sogar exakte L�osung (�1;0; �2;0; �3;0) =(0; 0; 0) ist.Wird der zul�assige Parameterbereih von F oder ~F bei einem Iterationsshritt verlassen, wirdder oder werden die entsprehenden Parameter u, v, ~u oder ~v auf extremal zul�assige Wertegesetzt. Shlie�lih sind nur L�osungen von Interesse, die innerhalb beider Parametergebieteliegen.Das Newton-Verfahren wird abgebrohen, sobaldF(ui; vi)� ~F(~ui; ~vi)1 < "erf�ullt ist. " ist eine vom Benutzer vorzugebende Konstante, mit der die Genauigkeit derShnittkurven-Approximation gesteuert werden kann.Konvergenz des Newton-VerfahrensDas Newton-Verfahren (3.22) konvergiert immer, sofern Jh(u; v; ~u; ~v; �1; �2; �3) invertierbarund der Startvektor (u0; v0; ~u0; ~v0; �1;0; �2;0; �3;0) eine hinreihend genaue N�aherung der ge-suhten Nullstelle (u?; v?; ~u?; ~v?; �1;?; �2;?; �3;?) ist (siehe [Grab00℄).Wie bereits in Abshnitt 3.1 erw�ahnt, ergibt sih der N�aherungswert (u0; v0; ~u0; ~v0) durhTaylor -Entwiklung der Shnittkurve in beiden Parametergebieten um den letzten bekanntenPunkt (u?;alt; v?;alt; ~u?;alt; ~v?;alt) (diesem sei ohne Beshr�ankung der Allgemeinheit der Parame-terwert t = 0 zugeordnet) und Einsetzen einer kleinen Shrittweite �t. Bei linearer N�aherung(Grad n = 1) gilt u(�t) = u(0)?;alt + u(1)?;alt�t| {z }=u0 +O(�t2) ;woraus u0 = u? + O(�t2) f�ur kleine �t folgt. Analog erh�alt man v0 = v? + O(�t2), ~u0 =~u? + O(�t2) und ~v0 = ~v? + O(�t2). Einsetzen dieser Beziehungen in die beiden B-Spline-



36 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENFl�ahen liefert F0 = F? + O(�t2) und ~F0 = ~F? + O(�t2). Ausnutzen dieser Gleihungenin (3.17) f�uhrt auf �1;0 = 0 = �1;? + O(�t2), �2;0 = 0 = �2;? + O(�t2) und �3;0 = 0 =�3;? + O(�t2). Das Voranshreiten auf der gesuhten Trimming-Kurve ist also ein E�ekterster Ordnung, w�ahrend die Abweihung des Startwertes von der gesuhten L�osung ein E�ektzweiter Ordnung f�ur lineare Taylor -Entwiklung oder noh h�oherer Ordnung f�ur n � 2 ist. Dasbedeutet, als Startwert kann durh entsprehend kleine Wahl der Shrittweite �t eine beliebiggute N�aherung der gesuhten Nullstelle erzeugt werden. Dabei ist der Abstand zum letztenbekannten Kurvenpunkt (u?;alt; v?;alt; ~u?;alt; ~v?;alt) gegen�uber dieser kleinen Abweihung beikleinem �t dominierend.In einfahen Worten zusammengefasst bedeutet das: Konvergiert das Newton-Verfahren nihtweil der Startwert zu weit vom gesuhten Kurvenpunkt entfernt liegt, wird das Iterations-verfahren erneut gestartet. Der neue Startwert wird mit kleinerer Shrittweite �t erzeugt.Auf diese Weise erh�alt man in jedem Fall irgendwann eine ausreihend gute N�aherung dergesuhten L�osung, f�ur die das Newton-Verfahren konvergiert.Wird die Shrittweite �t klein genug gew�ahlt, existiert eine Umgebung der gesuhten L�osung(u?; v?; ~u?; ~v?; �1;?; �2;?; �3;?) in der Jh invertierbar ist.
BeweisNah Voraussetzung (V3) bilden drei der vier Vektoren Fu;?, Fv;?, ~F~u;? und ~F~v;? eine Basisdes R3 . Seien ohne Beshr�ankung der Allgemeinheit Fu;?, Fv;? und ~F~u;? diese Vektoren. Danngibt es eindeutig bestimmte Zahlen a, b und  f�ur die aFu;? + bFv;? �  ~F~u;? = ~F~v;? gilt.Zuerst wird gezeigt, dass die Matrix

Jh;? = 0BBBBBBBBBB�
F1;u;? F1;v;? �~F1;~u;? �~F1;~v;? 0 0 0F2;u;? F2;v;? �~F2;~u;? �~F2;~v;? 0 0 0F3;u;? F3;v;? �~F3; ~u;? �~F3;~v;? 0 0 0Auu;? Auv;? 0 0 �F1;u;? �F2;u;? �F3;u;?Auv;? Avv;? 0 0 �F1;v;? �F2;v;? �F3;v;?0 0 ~A~u~u;? ~A~u~v;? ~F1;~u;? ~F2;~u;? ~F3;~u;?0 0 ~A~u~v;? ~A~v~v;? ~F1;~v;? ~F2;~v;? ~F3;~v;?

1CCCCCCCCCCAbei hinreihend kleiner Shrittweite �t invertierbar ist. Der Gau� -Algorithmus f�ur Spalten�andert nihts an der Invertierbarkeit einer Matrix. Er f�uhrt auf



3.4. BERECHNEN EINZELNER PUNKTE AUF DEN SCHNITTKURVEN 37
Ĵh;? = 0BBBBBBBBBB�

F1;u;? F1;v;? �~F1;~u;? 0 0 0 0F2;u;? F2;v;? �~F2;~u;? 0 0 0 0F3;u;? F3;v;? �~F3; ~u;? 0 0 0 0Auu;? Auv;? 0 aAuu;? + bAuv;? �F1;u;? �F2;u;? �F3;u;?Auv;? Avv;? 0 aAuv;? + bAvv;? �F1;v;? �F2;v;? �F3;v;?0 0 ~A~u~u;?  ~A~u~u;? + ~A~u~v;? ~F1;~u;? ~F2;~u;? ~F3;~u;?0 0 ~A~u~v;?  ~A~u~v;? + ~A~v~v;? ~F1;~v;? ~F2;~v;? ~F3;~v;?
1CCCCCCCCCCA :

F�ur die Determinante von Ĵh;? giltdet(Ĵh;?) = det ������� F1;u;? F1;v;? �~F1;~u;?F2;u;? F2;v;? �~F2;~u;?F3;u;? F3;v;? �~F3; ~u;? �������| {z }6=0det ��������� aAuu;? + bAuv;? �F1;u;? �F2;u;? �F3;u;?aAuv;? + bAvv;? �F1;v;? �F2;v;? �F3;v;? ~A~u~u;? + ~A~u~v;? ~F1;~u;? ~F2;~u;? ~F3;~u;? ~A~u~v;? + ~A~v~v;? ~F1;~v;? ~F2;~v;? ~F3;~v;? ��������� :Zu zeigen ist also nur noh die Invertierbarkeit der Matrix�Jh;? = 0BBB� aAuu;? + bAuv;? �F1;u;? �F2;u;? �F3;u;?aAuv;? + bAvv;? �F1;v;? �F2;v;? �F3;v;? ~A~u~u;? + ~A~u~v;? ~F1;~u;? ~F2;~u;? ~F3;~u;? ~A~u~v;? + ~A~v~v;? ~F1;~v;? ~F2;~v;? ~F3;~v;? 1CCCA :Anwenden des Gau� -Algorithmus f�ur Zeilen (die Matrix wird auf Stufenform gebraht, umdie Regularit�at zu untersuhen) liefert die Aussage�a (aAuu;? + bAuv;?) + b (aAuv;? + bAvv;?) +  ( ~A~u~u;? + ~A~u~v;?) + ~A~u~v;? + ~A~v~v;? 6= 0�  ! �Jh;? ist invertierbar : (3.23)F�ur A��;? und ~A��;? erh�alt man durh Ausnutzen der weiter oben aufgestellten BeziehungenF0 = F? + O(�t2), ~F0 = ~F? +O(�t2), �1;0 = 0 = �1;? +O(�t2), �2;0 = 0 = �2;? +O(�t2)und �3;0 = 0 = �3;? +O(�t2)



38 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENA��;? = 2 hF�;? ; F�;?i + O(�t2)~A��;? = 2 h~F�;? ; ~F�;?i + O(�t2) :Einsetzen in Aussage (3.23) f�uhrt zu� 2 (aFu;? + bFv;?)2 + 2 ( ~F~u;? + ~F~v;?)2| {z }>0 +O(�t2) 6= 0�  !�Jh;? ist invertierbar :Wird �t entsprehend klein gew�ahlt, ist die Matrix �Jh;? und damit auh Jh;? invertierbar.Da es sih bei den Matrixelementen von Jh um stetige Funktionen handelt, erstrekt sih dieInvertierbarkeit auf eine Umgebung von (u?; v?; ~u?; ~v?; �1;?; �2;?; �3;?). �In einfahen Worten zusammengefasst bedeutet das: Konvergiert das Newton-Verfahren nihtweil die Matrix Jh niht invertierbar ist, wird das Iterationsverfahren erneut gestartet. Derneue Startwert wird mit kleinerer Shrittweite �t erzeugt. Auf diese Weise gelangt man injedem Fall irgendwann in eine Umgebung der gesuhten L�osung, in der Jh invertierbar ist.Sonderfall: Die Endpunkte der ShnittkurveAuh hier wird das Newton-Verfahren zur L�osung eines der niht-linearen Gleihungssysteme(3.18), (3.19), (3.20) oder (3.21) verwendet. Die dazugeh�origen Jaobi-Matrizen Jh haben dieFormJh(v; ~u; ~v) = 0B� F1;v �~F1;~u �~F1;~vF2;v �~F2;~u �~F2;~vF3;v �~F3;~u �~F3;~v 1CA (Jaobi-Matrix zu Gleihungssytem (3.18))
Jh(u; ~u; ~v) = 0B� F1;u �~F1;~u �~F1;~vF2;u �~F2;~u �~F2;~vF3;u �~F3;~u �~F3;~v 1CA (Jaobi-Matrix zu Gleihungssytem (3.19))
Jh(u; v; ~v) = 0B� F1;u F1;v �~F1;~vF2;u F2;v �~F2;~vF3;u F3;v �~F3;~v 1CA (Jaobi-Matrix zu Gleihungssytem (3.20))



3.4. BERECHNEN EINZELNER PUNKTE AUF DEN SCHNITTKURVEN 39Jh(u; v; ~u) = 0B� F1;u F1;v �~F1;~uF2;u F2;v �~F2;~uF3;u F3;v �~F3;~u 1CA (Jaobi-Matrix zu Gleihungssytem (3.21)) :Vorausgesetzt es handelt sih bei der gesuhten L�osung um einen ehten Shnitt und niht nurum einen Ber�uhrpunkt, gelten bez�uglih der Konvergenz des Newton-Verfahrens bei diesenGleihungssystemen ebenfalls die weiter oben getro�enen Aussagen.3.4.3 Beispiel: Berehnen eines inneren Punktes und eines Randpunkteseiner ShnittkurveUm die Wirkungen des aus den Gleihungen (3.16) und (3.17) gebildeten Systems und derGleihungssysteme (3.18) bis (3.21) zu verdeutlihen, wurde sowohl ein innerer Punkt als auhein Endpunkt der Shnittkurve der in Abbildung 3.4 gezeigten Fl�ahen berehnet.Berehnung eines inneren Punktes Berehnung eines Endpunktes

Gelb: Die Funktionswerte F(u?; v?)und ~F(~u?; ~v?) der Startwerte desNewton-VerfahrensWei�: L�osung des Gleihungssystemsh(u; v; ~u; ~v; �1; �2; �3) = 0(Gleihungen (3.16) und (3.17))
Gelb: Die Funktionswerte F(u?; vMin)Newton-Verfahrensund ~F(~u?; ~v?) der Startwerte desWei�: L�osung des Gleihungssystemsh(u; ~u; ~v) = 0 (Gleihung (3.19))

~F
FF

~F
der Shnittkurve von F und ~F der Shnittkurve von F und ~F

Abbildung 3.4: Berehnung eines inneren Punktes und eines Endpunktes einer ShnittkurveIm linken Teil von Abbildung 3.4 ist sh�on zu sehen, dass bei Wahl der durh gelbe Kugelnmarkierten Startwerte ein Kurvenpunkt (wei�e Kugel) berehnet wurde, der relativ nah anbeiden Startwerten liegt (die Summe der quadratishen Abst�ande ist minimal).



40 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENIm rehten Teil von Abbildung 3.4 spielen die Startwerte eine untergeordnete Rolle. Es wirdder Shnitt der unteren Randkurve von F mit der Fl�ahe ~F berehnet.3.5 Approximieren der Shnittkurven durh st�ukweise Poly-nomeDie im Folgenden berehneten Approximationen der Parameterdarstellungen der Shnittkur-ven �nden sp�ater als Trimming-Kurven Verwendung und werden daher in diesem Abshnittbereits h�au�g als solhe bezeihnet.3.5.1 Berehnen von Punktefolgen auf den ShnittkurvenDurh die in den vorangehenden Abshnitten beshriebenen Tehniken ist es nun m�oglih,eine Folge von Punkten auf einer der Shnittkurven zweier B-Spline-Fl�ahen zu be-rehnen. Voraussetzung daf�ur ist die Kenntnis der Parameterdarstellung eines Punktes(u�;(0)? ; v�;(0)? ; ~u�;(0)? ; ~v�;(0)? ) auf dieser Shnittkurve. Wie in Abshnitt 3.3 erl�autert k�onnendie Taylor -Entwiklungen der Parameterdarstellungen der nah Bogenl�ange parametrisiertenShnittkurve an diesem Punkt berehnet werden.Mit Hilfe dieser Taylor -Entwiklungen wird die Shnittkurve n�aherungsweise in bei-de Rihtungen um eine vom Benutzer vorzugebende Shrittweite �t verfolgt. Diebeiden dadurh gewonnenen N�aherungswerte (u��1;(0)0 ; v��1;(0)0 ; ~u��1;(0)0 ; ~v��1;(0)0 ) und(u�+1;(0)0 ; v�+1;(0)0 ; ~u�+1;(0)0 ; ~v�+1;(0)0 ) dienen als Startwerte f�ur das in Abshnitt 3.4 beshrie-bene Newton-Verfahren. Die Funktionswerte dieser Startwerte liegen wegen der n�aherungs-weisen Bogenl�angen-Parametrisierung der Taylor -Entwiklungen etwa �t vom letzten be-kannten Kurvenpunkt F(u�;(0)? ; v�;(0)? ) entfernt. Durh die Shrittweite �t kann der Benutzeralso den Abstand der Punkte der zu berehnenden Punktefolge steuern. Anwenden des New-ton-Verfahrens f�uhrt zu zwei weiteren Kurvenpunkten (u��1;(0)? ; v��1;(0)? ; ~u��1;(0)? ; ~v��1;(0)? )und (u�+1;(0)? ; v�+1;(0)? ; ~u�+1;(0)? ; ~v�+1;(0)? ). Konvergiert das Newton-Verfahren niht, wird dieShrittweite �t halbiert, mit dieser aktualisierten Shrittweite ein neuer Startwert berehnetund das Iterationsverfahren erneut gestartet.Wiederholte Anwendung dieser beiden Shritte liefert eine Folge von Punk-ten [(u�;(0)? ; v�;(0)? ; ~u�;(0)? ; ~v�;(0)? )℄�=0;:::;N auf der Shnittkurve wobei Dank derberehneten Taylor -Entwiklungen auh die ersten bis n-ten Ableitungen(u�;(1)? ; v�;(1)? ; ~u�;(1)? ; ~v�;(1)? ); : : : ; (u�;(n)? ; v�;(n)? ; ~u�;(n)? ; ~v�;(n)? ) an diesen Punkten bekanntsind.Sonderfall: Ein Sh�atzwert liegt au�erhalb des ParametergebietsLiegt ein durh Taylor -Entwiklung um den Kurvenpunkt (u�;(0)? ; v�;(0)? ; ~u�;(0)? ; ~v�;(0)? ) gewon-nener Sh�atzwert (u�+1;(0)0 ; v�+1;(0)0 ; ~u�+1;(0)0 ; ~v�+1;(0)0 ) au�erhalb mindestens eines der bei-



3.5. APPROXIMIEREN DER SCHNITTKURVEN DURCH ST�UCKWEISE ... 41den Parametergebiete der B-Spline-Fl�ahen, das hei�t (u�+1;(0)0 ; v�+1;(0)0 ; ~u�+1;(0)0 ; ~v�+1;(0)0 ) =2D(u;v) � D(~u;~v), wird nah folgender Liste vorgegangen (Entsprehendes gilt nat�urlih auhf�ur die Sh�atzwerte (u��1;(0)0 ; v��1;(0)0 ; ~u��1;(0)0 ; ~v��1;(0)0 )):� Da es sih bei dem nun zu berehnenden Kurvenpunkt h�ohstwahrsheinlih um einender beiden Endpunkte handelt, wird der Sh�atzwert (u�+1;(0)0 ; v�+1;(0)0 ; ~u�+1;(0)0 ; ~v�+1;(0)0 )so korrigiert, dass er auf dem Rand von D(u;v) �D(~u;~v) liegt. Dazu wird die berehneteTaylor -Entwiklung auf eine Entwiklung erster Ordnung reduziert (es handelt sih dannum eine Gerade). Mit Standard-Line-Clipping-Verfahren, zum Beispiel ein vereinfah-tes Cohen-Sutherland-Line-Clipping (siehe [GrNe01℄), kann die maximale Shrittweite�t berehnet werden, f�ur die der Sh�atzwert gerade niht mehr au�erhalb der Para-metergebiete liegt. Abh�angig davon, welher der Werte u�+1;(0)0 , v�+1;(0)0 , ~u�+1;(0)0 oder~v�+1;(0)0 seinen minimalen oder maximalen Wert annimmt, wird an Stelle des von denGleihungen 3.16 und 3.17 gebildeten Systems eines der Gleihungssysteme 3.18 bis 3.21verwendet.� Liegt die mit dem Newton-Verfahren bestimmte L�osung des nun verwendeten Glei-hungssystems au�erhalb der Parametergebiete bedeutet das wahrsheinlih, dass dieeben betrahtete Randkurve der einen Fl�ahe die andere Fl�ahe niht shneidet. Diesliegt vermutlih daran, dass der durh Line-Clipping gewonnene Sh�atzwert mindestenszwei Komponenten besitzt, die in der N�ahe ihrer minimalen oder maximalen Werteliegen. Die Verwendung eines der drei verbleibenden Systeme der von 3.18 bis 3.21gebildeten Menge von Gleihungssystemen f�uhrt h�au�g zum Erfolg.� Konnte noh immer keine L�osung innerhalb der Parametergebiete ermittelt wer-den oder liegt diese L�osung sehr weit vom letzten bekannten Kurvenpunkt(u�;(0)? ; v�;(0)? ; ~u�;(0)? ; ~v�;(0)? ) entfernt (Kriterium: der Abstand im R3 ist gr�o�er als 2�t;es wurde zwar ein Shnitt einer Randkurve der einen Fl�ahe mit der anderen Fl�ahegefunden aber dieser Punkt ist keine sinnvolle Fortsetzung der Punktefolge), war dieN�aherung in Form der berehneten Taylor -Entwiklung o�ensihtlih zu shleht. DieShrittweite �t wird halbiert und mit ihr ein neuer Startwert f�ur das Newton-Verfahrenberehnet.Abbildung 3.5 zeigt ein Beispiel einer berehneten Punktefolge sowohl im R3 als auh in denParametergebieten beider Fl�ahen.3.5.2 Interpolieren der Punktefolgen durh st�ukweise PolynomeWurde eine Folge von Punkten [(u�;(0)? ; v�;(0)? ; ~u�;(0)? ; ~v�;(0)? )℄�=0;:::;N auf der Shnitt-kurve zweier B-Spline-Fl�ahen F und ~F und die ersten bis n-ten Ableitungen(u�;(1)? ; v�;(1)? ; ~u�;(1)? ; ~v�;(1)? ); : : : ; (u�;(n)? ; v�;(n)? ; ~u�;(n)? ; ~v�;(n)? ) der nah Bogenl�ange parametri-sierten Shnittkurve an diesen Punkten berehnet, k�onnen mit folgendem Verfahren zwei



42 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENBerehnete Punktefolgeim R3 im Parametergebiet von FBerehnete Punktefolge im Parametergebiet von ~FF
~F

Berehnete Punktefolge
u

D(~u;~v)
v ~v ~u
D(u;v)

Abbildung 3.5: Eine berehnete Punktefolge auf einer Shnittkurvest�ukweise polynomielle Trimming-Kurven C : R ! D(u;v) und ~C : R ! D(~u;v) ermitteltwerden, die gute N�aherungen der betrahteten Shnittkurve darstellen. Das hei�t f�ur C und~C gilt F(C(t)) � ~F( ~C(t)).Da die beiden Trimming-KurvenC und ~C nah demselben Shema berehnet werden, wird imFolgenden nur die Berehnung von C erl�autert. Diese Trimming-Kurve der B-Spline-Fl�aheF hat die FormC(t) = 8>>>><>>>>: C1(t) = (u1(t); v1(t)) f�ur t 2 [t0; t1℄C2(t) = (u2(t); v2(t)) f�ur t 2 [t1; t2℄...CN (t) = (uN (t); vN (t)) f�ur t 2 [tN�1; tN ℄ ;wobei die Teilkurven C� Polynomkurven sind. Um eine Cn-stetige Trimming-Kurve C zu er-halten und die in Form der Ableitungen u�;(1)? ; : : : ; u�;(n)? und v�;(1)? ; : : : ; v�;(n)? zur Verf�ugungstehenden Informationen �uber die Shnittkurve vollst�andig auszunutzen, werden als Funktio-nen u� und v� die durh die Bedingungendkdtk (u�(t); v�(t))����t=t��1 = (u��1;(k)? ; v��1;(k)? ) ; � = 1; : : : ; N ;k = 0; : : : ; n (3.24)dkdtk (u�(t); v�(t))����t=t� = (u�;(k)? ; v�;(k)? ) ; � = 1; : : : ; N ;



3.5. APPROXIMIEREN DER SCHNITTKURVEN DURCH ST�UCKWEISE ... 43k = 0; : : : ; n (3.25)eindeutig festgelegten Polynome vom Grad 2n + 1 gew�ahlt. Die Parametrisierung derTrimming-Kurve C wird durht0 = 0t� � t��1 = F(u�;(0)? ; v�;(0)? ) � F(u��1;(0)? ; v��1;(0)? ) ; � = 1; : : : ; Nfestgelegt. Weihen die Raumkurven F(C�(t)), t 2 [t��1; t�℄, nur wenig vom Verlauf einerGeraden ab (bei kleiner Shrittweite �t ist dies der Fall), sind diese Kurven im Mittel etwanah Bogenl�ange parametrisiert. Dies ist eine wihtige Eigenshaft, da die die Teilkurven C�bestimmenden Ableitungen u�;(1)? ; : : : ; u�;(n)? und v�;(1)? ; : : : ; v�;(n)? f�ur eine nah Bogenl�angeparametrisierte Shnittkurve berehnet wurden (Abshnitt 3.3). Um explizite polynomielleDarstellungen der Teilkurven C� zu erhalten, werden sie gem�a�C�(t) = 2n+1Xi=0 B2n+1;[t��1;t�℄i (t) �i ; � = 1; : : : ; Nin Bezier -Form angesetzt. F�ur die Ableitungen dieser Bezier -Kurven an den Intervallgrenzengilt dkdtk C�(t)����t=t��1 = (2n+ 1)!(2n+ 1� k)! (t� � t��1)k kXi=0(�1)i  ki ! �k�i ;k = 0; : : : ; 2n+ 1dkdtk C�(t)����t=t� = (2n+ 1)!(2n+ 1� k)! (t� � t��1)k kXi=0(�1)i  ki ! �2n+1�i ;k = 0; : : : ; 2n+ 1 :Einsetzen der Gleihungen 3.24 und 3.25 und Umformen liefert die Rekursionsformeln�k = (2n+ 1� k)! (t� � t��1)k(2n+ 1)!  u��1;(k)?v��1;(k)? ! � kXi=1(�1)i  ki ! �k�i ;k = 0; : : : ; n



44 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHEN�2n+1�k = (2n+ 1� k)! (t� � t��1)k(2n+ 1)!  u�;(k)?v�;(k)? ! � k�1Xi=0(�1)i  ki ! �2n+1�i ;k = 0; : : : ; nf�ur die gesuhten Kontrollpunkte.Abbildung 3.6 zeigt ein Beispiel einer approximierten Shnittkurve sowohl im R3 als auh inden Parametergebieten beider Fl�ahen.Approximierte Shnittkurveim R3 im Parametergebiet von FApproximierte Shnittkurve im Parametergebiet von ~FF
~F u

D(~u;~v)
v ~v ~u
D(u;v) Approximierte Shnittkurve

Abbildung 3.6: Durh st�ukweise Polynomkurven approximierte Shnittkurve3.5.3 Bewerten der berehneten ShnittkurvenUm die Qualit�at der berehneten Trimming-Kurven C und ~C bewerten zu k�onnen, mussein geeignetes Fehlerfunktional de�niert werden. Von besonderem Interesse ist der maximaleAbstand Æmax der beiden zugeordneten Raumkurven f�ur denÆmax(C(t); ~C(t)) � maxt2[t0;tN ℄�F(C(t))� ~F( ~C(t))� (3.26)gilt. Es handelt sih um eine Ungleihung, da der dem Abstand kF(C(t)) � ~F( ~C(t))k zu-geordnete Vektor F(C(t)) � ~F( ~C(t)) im Allgemeinen niht den k�urzesten Weg zur jeweilsanderen Kurve beshreibt. Da die beiden Kurven C und ~C dieselbe Folge von Punkten in-terpolieren und ihre ersten bis n-ten Ableitungen an diesen Punkten �ubereinstimmen, kanndiese Ungleihung bei kleiner Shrittweite �t in guter N�aherung als Gleihungen betrahtetwerden.



3.5. APPROXIMIEREN DER SCHNITTKURVEN DURCH ST�UCKWEISE ... 45Um eine obere Shranke f�ur den maximalen Abstand numerish zu berehnen, wird die rehteSeite von Ungleihung (3.26) in kleinen Abst�anden �aquidistant ausgewertet, wobei der ma-ximale Wert als N�aherung f�ur Æmax verwendet wird. Diese Methode ist zwar niht besondersexakt, daf�ur aber sehr eÆzient, und sie liefert f�ur die hier vorliegende Problemstellung mehrals brauhbare Approximationen.3.5.4 KonvergenzbetrahtungenIm Folgenden wird gezeigt, dass bei dem in diesem Abshnitt pr�asentierten Verfahren zurn�aherungsweisen Berehnung von Shnittkurven in Parameterdarstellung bei kleinen Shritt-weiten �t in guter N�aherung mindestens quadratishe Konvergenz bez�uglih Æmax vorliegt.Quadratishe Konvergenz bedeutet, dass bei Halbierung der Shrittweite �t eine obereShranke f�ur den maximalen Abstand Æmax mindestens um den Faktor 4 reduziert wird. Die-se Aussage ist unabh�angig vom Grad n der Taylor-Entwiklung und vom Grad 2n + 1 derverwendeten st�ukweisen Polynomkurven.HermitepolynomeIn Abshnitt 3.5.2 wurde gezeigt, wie die polynomiellen Trimming-Kurven C� vom Grad2n + 1 bei Vorgabe der ersten bis n-ten Ableitungen an den Interpolationspunkten in Be-zier -Darstellung berehnet werden. Sehr viel leihter erh�alt man diese Funktionen bei Ver-wendung von Hermitepolynomen. Diese Darstellung eignet sih gut f�ur die folgenden Kon-vergenzuntersuhungen, ist aber vor allem geometrishe Interpretierbarkeit betre�end derBezier -Darstellung deutlih unterlegen.Die Hermitepolynome H2n+1;[t��1;t�℄i (t), i = 0; : : : ; 2n+1, vom Grad 2n+1 �uber dem Intervall[t��1; t�℄ sind durhdkdtk H2n+1;[t��1;t�℄i (t)����t=t��1 = Æi;k ; i = 0; : : : ; n ; k = 0; : : : ; ndkdtk H2n+1;[t��1;t�℄i (t)����t=t� = 0 ; i = 0; : : : ; n ; k = 0; : : : ; ndkdtk H2n+1;[t��1;t�℄i (t)����t=t��1 = 0 ; i = n+ 1; : : : ; 2n+ 1 ; k = 0; : : : ; ndkdtk H2n+1;[t��1;t�℄i (t)����t=t� = Æ2n+1�i;k ; i = n+ 1; : : : ; 2n+ 1 ; k = 0; : : : ; nde�niert. Im weiteren Verlauf dieser Ausarbeitung wird die abk�urzende Shreibweise H��i �H2n+1;[t��1;t�℄i (t) verwendet. Die Interpolationspolynome C� haben damit die Form



46 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENC�(t) = nXi=0  H��i  u��1;(i)?v��1;(i)? ! + H��2n+1�i  u�;(i)?v�;(i)? !! : (3.27)Zwei leiht zu beweisende Eigenshaften der Hermitepolynome, die im weiteren Verlauf desBeweises Anwendung �nden, lautenH��0 +H��2n+1 = 1 (3.28)H��0 (t��1 � t) + H��1 + H��2n + H��2n+1 (t� � t) = 0 : (3.29)Aus jH [0;1℄i j � Ĉ = konstant folgen die Ungleihungen���H��i ��� � Ĉ (t� � t��1)i = konstant ; i = 0; : : : ; n���H��i ��� � Ĉ (t� � t��1)2n+1�i = konstant ; i = n+ 1; : : : ; 2n+ 1 ;die im Folgenden mehrmals f�ur Absh�atzungen verwendet werden. Dabei ist der Wert derKonstante Ĉ unerheblih. Wihtig ist nur, dass dieser unabh�angig von der Intervalll�anget� � t��1 ist.Quadratishe Konvergenz im ParametergebietSeien C�opt : [t��1; t�℄ ! R2 und ~C�opt : [t��1; t�℄ ! R2 Trimming-Kurven, die genau auf derShnittkurve der beiden Fl�ahen F und ~F verlaufen. Das hei�t es giltF(C�opt(t))� ~F( ~C�opt(t)) = 0 ; � = 1; : : : ; N :Des Weiteren sollen C�opt und ~C�opt die Gleihungendkdtk C�opt(t)����t=t��1 =  u��1;(k)?v��1;(k)? ! ; � = 1; : : : ; N ; k = 0; : : : ; n (3.30)dkdtk C�opt(t)����t=t� =  u�;(k)?v�;(k)? ! ; � = 1; : : : ; N ; k = 0; : : : ; n (3.31)dkdtk ~C�opt(t)����t=t��1 =  ~u��1;(k)?~v��1;(k)? ! ; � = 1; : : : ; N ; k = 0; : : : ; n (3.32)



3.5. APPROXIMIEREN DER SCHNITTKURVEN DURCH ST�UCKWEISE ... 47dkdtk ~C�opt(t)����t=t� =  ~u�;(k)?~v�;(k)? ! ; � = 1; : : : ; N ; k = 0; : : : ; n (3.33)erf�ullen.Die Taylor -Entwiklungen von C�opt bis zur ersten Ordnung einshlie�lih den LagrangeshenRestgliedern an den Entwiklungspunkten t��1 und t� lautenC�opt(t) = C�opt(t��1) + _C�opt(t��1) (t� t��1) + 12 �C�opt(��) (t� t��1)2 (3.34)C�opt(t) = C�opt(t�) + _C�opt(t�) (t� t�) + 12 �C�opt(��) (t� t�)2 ; (3.35)wobei �� und �� von t abh�angige unbekannte Werte aus den Intervallen (t��1; t) beziehungs-weise (t; t�) sind. Durh l�angere Rehnung erh�alt manC�(t)�C�opt(t) = Gleihung (3.28)= C�(t) � H��0 C�opt(t) � H��2n+1C�opt(t) = Gleihungen (3.27), (3.30) bis (3.35)=  nXi=0  H��i didti C�opt(t)����t=t��1 + H��2n+1�i didti C�opt(t)����t=t�! �H��0 �C�opt(t��1) + _C�opt(t��1) (t� t��1) + 12 �C�opt(��) (t� t��1)2� �H��2n+1 �C�opt(t�) + _C�opt(t�) (t� t�) + 12 �C�opt(��) (t� t�)2� == H��1 _C�opt(t��1) + H��2n _C�opt(t�) +nXi=2  H��i didti C�opt(t)����t=t��1 + H��2n+1�i didti C�opt(t)����t=t�!| {z }k:::k�A (t��t��1)2 ; A=konstant �H��0 _C�opt(t��1) (t� t��1) � H��2n+1 _C�opt(t�) (t� t�) �12 H��0 �C�opt(��) (t� t��1)2 � 12 H��2n+1 �C�opt(��) (t� t�)2| {z }k:::k�B (t��t��1)2 ; B=konstant  � Mittelwert-Satz



48 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHEN� H��1 _C�opt(t��1) + H��2n � �C�opt(�̂) (t� � t��1) + _C�opt(t��1)� �H��0 _C�opt(t��1) (t� t��1) � H��2n+1 � �C�opt(��) (t� � t��1) + _C�opt(t��1)� (t� t�) +(A+B) (t� � t��1)2 = Gleihung (3.29)= H��2n �C�opt(�̂) (t� � t��1) � H��2n+1 �C�opt(��) (t� � t��1)2| {z }:::�C (t��t��1)2 ; C=konstant +(A+B) (t� � t��1)2 �� (A+B + C) (t� � t��1)2 ;eine obere Shranke f�ur den Abstand der Trimming-Kurve C� von der exakten Trimming-Kurve C�opt. V�ollig analog dazu l�asst sih die Ungleihung ~C�(t)� ~C�opt(t) � ( ~A+ ~B + ~C) (t� � t��1)2herleiten.Quadratishe Konvergenz im R3Durh Taylor -Entwiklung um den Entwiklungspunkt C�opt(t) erh�alt manF(C�(t))� F(C�opt(t)) = Taylor-Entwiklung=  Fu(C�opt(t))Fv(C�opt(t)) ! (C�(t)�C�opt(t)) + O(kC�(t)�C�opt(t)k2) �� �kFu(C�opt(t))k + kFv(C�opt(t))k�| {z }:::�D ; D=konstant C�(t)�C�opt(t) +O(kC�(t)�C�opt(t)k2) �� (A+B + C)D| {z }:::�E ; E=konstant (t� � t��1)2 + O((t� � t��1)4) == E (t� � t��1)2 + O((t� � t��1)4) :Aufgrund von �t � t� � t��1 gilt



3.5. APPROXIMIEREN DER SCHNITTKURVEN DURCH ST�UCKWEISE ... 49F(C�(t))� F(C�opt(t)) / E (�t)2 + O((�t)4) :Das bedeutet, dass bei kleinen Shrittweiten �t der Abstand zwishen den exakten Teil-Shnittkurven F(C�opt(t)) und deren Approximationen F(C�(t)) in guter N�aherung minde-stens quadratish abnimmt. Analog dazu l�asst sih~F( ~C�(t))� ~F( ~C�opt(t)) / ~E (�t)2 + O((�t)4)zeigen. Mit Hilfe der Dreieksungleihung erh�alt manF(C�(t))� ~F( ~C�(t)) � F(C�(t)) �F(C�opt(t)) + ~F( ~C�(t))� ~F( ~C�opt(t)) // (E + ~E) (�t)2 + O((�t)4) :F�ur den maximalen Abstand gilt deshalb bei kleiner Shrittweite �tÆmax(C(t); ~C(t)) � maxt2[t0;tN ℄�F(C(t))� ~F( ~C(t))� / (E + ~E) (�t)2 :Damit wurde gezeigt, dass das Verfahren zur Approximation von Shnittkurven zweierFl�ahen durh st�ukweise Polynome im Bereih kleiner Shrittweiten in guter N�aherung min-destens quadratishe Konvergenz aufweist.
Experimentelle Ergebnisse zur KonvergenzDas eben theoretish betrahtete Konvergenzverhalten der Shnittkurven-Approximationwurde mit vershiedenen B-Spline-Fl�ahen auh experimentell untersuht. Zwei Beispiele wer-den im Folgenden pr�asentiert.Die verwendeten Fl�ahen, deren maximale Ausdehnungen jeweils etwa 30 Einheiten betragen,sind in Abbildung 3.7 zu sehen. In den Tabellen 3.1 und 3.2 sind die experimentell ermitteltenWerte f�ur den maximalen Fehler Æmax bei vershiedenen Shrittweiten �t und vershiedenenGraden n der Taylor -Entwiklung und 2n+ 1 der Interpolationspolynome aufgelistet.Æmax(2�t)Æmax(�t) ist das Verh�altnis zweier maximaler Fehler, deren Shrittweitenverh�altnis 21 betr�agt.Da diese Verh�altnisse im Mittel deutlih gr�o�er als 4 sind, wird durh sie die weiter obengetro�ene theoretishe Aussage untermauert. Bei den hier betrahteten Shnittkurven liegtniht nur quadratishe sondern sogar wesentlih st�arkere Konvergenz vor.



50 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHEN
gekr�ummter Fl�ahenzweier relativ gleihm�a�igApproximation der Shnittkurve einer gleihm�a�ig gekr�ummtenApproximation der Shnittkurveund einer sehr welligen Fl�aheF
~F G

~G

Abbildung 3.7: Experimentelle Konvergenzuntersuhung der Shnittkurven-Approximationn = 1 n = 2 n = 3�t Æmax Æmax(2�t)Æmax(�t) Æmax Æmax(2�t)Æmax(�t) Æmax Æmax(2�t)Æmax(�t)8.000 6.808877e-02 5.535636e-02 3.329813e-024.000 6.742320e-03 10.0987 3.260113e-03 16.979 2.323466e-03 14.33122.000 4.769676e-04 14.1358 1.789010e-04 18.2230 1.426572e-04 16.28711.000 3.259987e-05 14.6310 1.094715e-05 16.3423 9.007370e-06 15.83780.500 2.077487e-06 15.6920 6.772021e-07 16.1653 5.624162e-07 16.01550.250 1.303839e-07 15.933 4.221287e-08 16.0425 3.512775e-08 16.01060.125 8.137119e-09 16.0233 2.623715e-09 16.0890 2.181067e-09 16.1058Tabelle 3.1: Messergebnisse bei der Shnittkurven-Approximation von F und ~FDes Weiteren ist zu erkennen, dass die Konvergenz sheinbar unabh�angig von n ist. H�ohereGrade n erzielen zwar bessere Ergebnisse, die Konvergenzgeshwindigkeit ist aber etwa diegleihe.3.6 Erzeugen einer C0-stetigen Gesamt�aheDurh die in den Abshnitten 3.3 bis 3.5 vorgestellten Methoden ist es nun m�oglih, bei Kennt-nis eines Shnittkurvenpunktes in Parameterdarstellung, diese Shnittkurve durh st�ukweisePolynomkurven anzun�ahern. Dar�uber hinaus sind gewisse Konvergenzeigenshaften bez�uglih



3.6. ERZEUGEN EINER C0-STETIGEN GESAMTFL�ACHE 51n = 1 n = 2 n = 3�t Æmax Æmax(2�t)Æmax(�t) Æmax Æmax(2�t)Æmax(�t) Æmax Æmax(2�t)Æmax(�t)8.000 1.428616e-01 3.441799e-02 1.466159e-024.000 2.279972e-02 6.2659 4.112592e-03 8.3689 1.325051e-03 11.06492.000 1.833666e-03 12.4340 3.268723e-04 12.5816 1.819546e-04 7.28231.000 2.129983e-04 8.6088 1.955567e-05 16.7150 1.922463e-05 9.46470.500 3.496624e-05 6.0915 8.885531e-06 2.2008 4.607213e-06 4.17270.250 1.011251e-06 34.5772 3.172742e-07 28.0058 6.860549e-07 6.71550.125 3.062771e-07 3.3018 7.157839e-08 4.4325 3.792681e-08 18.0889Tabelle 3.2: Messergebnisse bei der Shnittkurven-Approximation von G und ~Gdes maximalen Abstands der Shnittkurven-Approximationen bekannt.Bei der C0-stetigen Rekonstruktion einer Ober�ahe mit getrimmten B-Spline-Fl�ahen stelltsih ein leiht modi�ziertes Problem. F�ur jedes Paar von B-Spline-Fl�ahen F und ~F und jedengemeinsamen Kantenzug ihrer zugeordneten Segmente ist in beiden Parametergebieten jeweilseine Trimming-Kurve C beziehungsweise ~C zu bestimmen. Die diesen Trimming-Kurven ent-sprehenden Raumkurven m�ussen bis auf eine vom Benutzer vorzugebende Toleranzgrenze "�ubereinstimmen, also eine Approximation der Shnittkurve der beiden Fl�ahen bilden. Dashei�t f�ur C und ~C muss Æmax(C; ~C) < " gelten. Dabei sollen die Endpunkte der Trimming-Kurven mit den Parameterpunkten der Endpunkte ihres gemeinsamen Kantenzuges (dabeihandelt es sih um Sternpunkte, die von den approximierenden B-Spline-Fl�ahen interpoliertwerden) �ubereinstimmen.3.6.1 Berehnen von Trimming-Kurven mit vorgegebenen EndpunktenIm Folgenden werden die abk�urzenden Shreibweisen p�� � (u��; v��) und ~p�� � (~u��; ~v��) ver-wendet.Seien p 2 D(u;v) und p! 2 D(u;v) die Endpunkte des betrahteten gemeinsamen Kanten-zuges im Parametergebiet von F und ~p 2 D(~u;~v) und ~p! 2 D(~u;~v) die Endpunkte desselbenKantenzuges im Parametergebiet von ~F.Zuerst wird wie gehabt, durh Taylor -Entwiklung und anshlie�ende Newton-Iteration, eineFolge von Punkten auf der Shnittkurve in Parameterdarstellung berehnet. Als Startwertzum Verfolgen der Shnittkurve wird (p ; ~p ) gew�ahlt, einer der beiden Endpunkte desgemeinsamen Kantenzuges. Von diesem Punkt aus f�uhrt die ermittelte Punktefolgeh(p0;(0)? ; ~p0;(0)? ); : : : ; (pM�1;(0)? ; ~pM�1;(0)? ); (p ; ~p ); (pM+1;(0)? ; ~pM+1;(0)? ); : : : ;



52 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHEN(pN;(0)? ; ~pN;(0)? )i ;im Folgenden abgek�urzt durhh(p0; ~p0); : : : ; (pM�1; ~pM�1); (p ; ~p ); (pM+1; ~pM+1); : : : ; (pN ; ~pN )i ;in beide Rihtungen jeweils bis zum Rand von D(u;v)�D(~u;~v) 2. Die Shrittweite �t sollte sogew�ahlt werden, dass der Verlauf der Shnittkurve bereits gut aus der Punktefolge zu erkennenist. Die Wahl �t = kF(p )�F(p!)k20 hat sih f�ur die im Rahmen dieser Arbeit getestetenDatens�atze als vern�unftig erwiesen. Im relevanten Bereih der Kurve liegen dann im Mitteletwas mehr als 20 Interpolationspunkte.Um durh st�ukweise Polynominterpolation Trimming-Kurven mit Endpunkten p und p!beziehungsweise ~p und ~p! zu erhalten, muss (p!; ~p!) an geeigneter Stelle in die berehnetePunktefolge eingef�ugt werden. Dazu werden die Abst�ande d� zwishen den Streken p��1p�und dem Punkt p! beziehungsweise ~d� zwishen den Streken ~p��1~p� und dem Punkt ~p!ermittelt. Mit �min und ~�min werden im Folgenden die den minimalen Abst�anden zugeordne-ten Indizes bezeihnet, das hei�t es gilt d�min = min�(d�) und ~d~�min = min�( ~d�). Abh�angigdavon werden vershiedene F�alle untershieden.� Fall 1: d�min > kp�min�1�p�mink2 oder ~d~�min > k~p~�min�1�~p~�mink2Der minimale Abstand zu den betrahteten Streken ist gr�o�er als die halbe L�angederjenigen Streke, zu der dieser minimale Abstand gemessen wurde. Mit gro�er Wahr-sheinlihkeit interpoliert die der Punktefolge entsprehende Shnittkurve den Punkt(p!; ~p!) niht. Dies tritt dann auf, wenn die von den Punkten (p ; ~p ) und (p!; ~p!)ausgehenden Shnittkurven der Fl�ahen F und ~F anstatt sih zu tre�en die Parameter-gebiete in beiden Rihtungen verlassen. Die gesuhte Shnittkurve existiert niht undkann daher auh niht berehnet werden. Auf dieses Problem wird ausf�uhrliher in Ab-shnitt 3.8 eingegangen.� Fall 2: j�min � ~�minj > 1Die Streken, zu denen die minimalen Abst�ande d�min und ~d~�min gemessen wurden,geh�oren zu weit voneinander entfernten Teilen der Shnittkurve. Ein sinnvolles Einf�ugendes Punktes (p!; ~p!) ist damit niht m�oglih. Die gesuhte Shnittkurve kann deshalbniht berehnet werden. Dieser Fall sollte niemals auftreten und hat lediglih die Funk-tion einer Siherheitsabfrage bei einer Implementierung des Verfahrens.� Fall 3: j�min � ~�minj = 1Die minimalen Abst�ande d�min und ~d~�min wurden zu zwei benahbarten2Eine Ausnahme bilden zyklishe Shnittkurven. Auf zyklishe Shnittkurven wird kurz in Abshnitt 3.8eingegangen.



3.6. ERZEUGEN EINER C0-STETIGEN GESAMTFL�ACHE 53Streken gemessen. Der Punkt (p!; ~p!) liegt vermutlih sehr nahe am Punkt(pmin(�min;~�min); ~pmin(�min;~�min)). Aus diesem Grund wird (pmin(�min;~�min); ~pmin(�min;~�min))durh (p!; ~p!) ersetzt.� Fall 4: j�min � ~�minj = 0Die minimalen Abst�ande d�min und ~d~�min wurden zu zwei korrespondierendenStreken gemessen. Der Punkt (p!; ~p!) wird zwishen den benahbarten Punk-ten (p�min�1; ~p~�min�1) und (p�min ; ~p~�min) eingef�ugt. Liegt (p!; ~p!) sehr nahe an(p�min�1; ~p~�min�1), das hei�t mindestens eine der Ungleihungenp! � p�min�1 < p�min�1 � p�min5~p! � ~p~�min�1 < ~p~�min�1 � ~p~�min5ist erf�ullt, wird (p�min�1; ~p~�min�1) gel�osht. Eine entsprehende Aussage gilt auh f�ur(p�min ; ~p~�min).In der Punktefolge, die nun sowohl (p ; ~p ) als auh (p!; ~p!) enth�alt, werden von bei-den Enden ausgehend solange Punkte gel�osht, bis die Punkte (p ; ~p ) und (p!; ~p!)erreiht werden. Die resultierende Punktefolge der Form [(p ; ~p ); : : : ; (p!; ~p!)℄ oder[(p!; ~p!); : : : ; (p ; ~p )℄ kann nun, wie in Abshnitt 3.5.2 erl�autert, durh st�ukweise Po-lynome interpoliert werden. Die dadurh gewonnenen Trimming-Kurven C beziehungsweise~C besitzen die gew�unshten Endpunkte p und p! beziehungsweise ~p und ~p!.3.6.2 Shrittweises Verfeinern der berehneten Trimming-KurvenDie berehneten Trimming-KurvenC und ~C m�ussen die Ungleihung Æmax(C; ~C) < " erf�ullen,wobei " eine vom Benutzer vorzugebende Toleranzgrenze f�ur den maximalen Abstand derzugeordneten Raumkurven ist.Verletzt ein Paar von Teil-Trimming-Kurven C� und ~C� die Bedingung Æmax(C�; ~C�) < ",wird zwishen den von diesen Kurven interpolierten Punkten (p��1; ~p��1) und (p�; ~p�)ein weiterer Interpolationspunkt eingef�ugt. Als Startwert f�ur das daf�ur notwendige New-ton-Verfahren w�ahlt man zwekm�a�iger Weise (C�(12 (t��1 + t�)); ~C�(12 (t��1 + t�))). DieTaylor -Entwiklung dieses neuen Interpolationspunktes kann wie �ublih berehnet werden.Die Trimming-Kurven C und ~C m�ussen nur lokal aktualisiert werden, das hei�t die das Ab-standskriterium niht erf�ullenden Teil-Trimming-Kurven C� und ~C� werden durh jeweilszwei neue Teil-Trimming-Kurven ersetzt.Dieser Verfeinerungsshritt wird solange wiederholt, bis alle Paare von Teil-Trimming-KurvenÆmax(C�; ~C�) < " erf�ullen.



54 KAPITEL 3. C0-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHEN3.6.3 Rand-Trimming-Kurven bei niht-geshlossenen Ober�ahenBei der Rekonstruktion von Ober�ahen aus niht geshlossenen Dreieksnetzen m�ussen f�urB-Spline-Fl�ahen, die Randsegmente repr�asentieren, Rand-Trimming-Kurven angegeben wer-den.Die beiden Endpunkte einer Rand-Trimming-Kurve sind die beiden Sternpunkte, an denender Segmentrand vom Verlauf des Dreieksnetz-Randes abweiht. Als weitere Interpolations-punkte dienen die Punkte auf dem Segmentrand zwishen diesen beiden Endpunkten. Durhgeeignete Sh�atzung der ersten und zweiten Ableitungen an diesen Punkten (eine M�oglihkeitdaf�ur ist in Unterabshnitt 4.4.3 zu �nden) erh�alt man eine Reihe von Bedingungen, die ein-deutig eine C2-stetige st�ukweise polynomielle Trimming-Kurve vom Grad 5 festlegen. Dieseim Bereih des Segmentrandes verlaufende Trimming-Kurve kann nah gewohntem Shemabestimmt werden (Unterabshnitt 3.5.2).3.7 ErgebnisseW�ahrend f�ur die in den Abshnitten 3.3 bis 3.5 pr�asentierten Methoden zur Taylor -Entwiklung, zur numerishen Berehnung von Punkten auf der Shnittkurve und zur Appro-ximation dieser durh st�ukweise Polynome die E�ektivit�at unter den angegebenen Voraus-setzungen mathematish gezeigt wurde, handelt es sih bei der Anwendung dieser Methodenauf das Ober�ahen-Rekonstruktionsproblem im letzten Abshnitt um ein heuristishes Ver-fahren. F�ur diese Heuristik kann niht bewiesen werden, dass sie stets korrekte Ergebnisseliefert, da sih theoretish Beispiele konstruieren lassen, bei denen das Verfahren sheitert.F�ur praktishe Zweke jedoh ist die Erfolgsquote der Shnittkurven-Bestimmung sehr hoh.Alle im Rahmen dieser Arbeit getesteten Ober�ahen wurden fehlerfrei rekonstruiert. Zu jedervollst�andig in beiden zugeordneten Parametergebieten verlaufenden Shnittkurve wurde einPaar von Trimming-Kurven berehnet, deren maximaler Abstand im R3 eine vorgegebeneToleranzgrenze untershreitet.Ein Nahteil der in dieser Arbeit entwikelten Methode ist jedoh, dass durh ungeshik-te Segmentierung B-Spline-Fl�ahen erzeugt werden, deren zugeordnete Segmente zwar einengemeinsamen Rand haben, deren Shnittkurve aber teilweise au�erhalb der Parametergebie-te verl�auft oder aber aus mehreren Zyklen besteht. Auf diese Weise entstehen L�oher in derrekonstruierten Ober�ahe. Die angestrebte C0-Stetigkeit geht damit verloren. Eine Vergr�o�e-rung der Parametergebiete im Fall von Shnittkurven, die diese Parametergebiete verlassen,ist meist niht sinnvoll, da die zugeordnete Raumkurve oft sehr weit vom Modell entferntverl�auft, teilweise sogar ins Unendlihe strebt. Dieses Problem tritt vor allem bei sehr glattenDreieksnetzen auf. Bei solhen Netzen l�asst sih h�au�g gar keine Segmentierung �nden, diedieses Problem behebt. Um derartige Ergebnisse wenigstens sinnvoll darstellen zu k�onnen,wurde in solhen F�allen linear entlang der Segmentr�ander getrimmt. Abbildung 3.8 zeigt einBeispiel f�ur eine relativ problematishe Ober�ahe.
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Gute Ergebnisse an sharfkantigen Segment�uberg�angen (Hasenohren, �UbergangBoden�ahe-Hasenk�orper).Probleme an weihen Segment�uberg�angen (Kopf, �Ubergang K�orper-Shwanz).
Abbildung 3.8: Probleme des Rekonstruktionsverfahrens bei einer glatten Ober�aheBei sharfkantigen Ober�ahen oder geshikter Segmentierung liefert das Rekonstruktions-verfahren ausgezeihnete Ergebnisse. Folglih eignet sih die in diesem Kapitel vorgestellteMethode besonders f�ur Ober�ahen, die sharfe Kanten aufweisen, zum Beispiel mehanisheBauteile. F�ur glatte Ober�ahen sollte vorzugsweise das im folgenden Kapitel pr�asentierteVerfahren zur C2-stetigen Ober�ahen-Rekonstruktion verwendet werden.Abshlie�end sind in Abbildung 3.9 eine Reihe von C0-stetigen Ober�ahen zu sehen, die mitdem in diesem Kapitel vorgestellten Verfahren rekonstruiert wurden.
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Abbildung 3.9: C0-stetige Rekonstruktionen vershiedener Ober�ahen



3.8. AUSBLICK 573.8 AusblikIn diesem Abshnitt wird ein kurzer Ausblik auf eine m�oglihe zuk�unftige Entwiklung deshier pr�asentierten Verfahrens gegeben.Die Shnittkurven-Berehnung arbeitet sehr zuverl�assig und liefert in jeder Hinsiht diegew�unshten Ergebnisse.Was noh niht m�oglih ist, ist die Bestimmung zyklisher Shnittkurven. Solhe Shnitt-kurven treten zum Beispiel auf, wenn man eine Kugel in zwei Halbkugeln segmentiert. DasHauptproblem dabei besteht darin, zu erkennen, wann die auf der Shnittkurve liegendePunktefolge erneut denselben Teil dieser Kurve durhl�auft (im Allgemeinen werden sih diePunkte niht exakt wiederholen). Eine solhe Erweiterung ist vermutlih niht besonders auf-wendig zu entwikeln. Ein �ahnlihes Vorgehen wie beim Einf�ugen des zweiten Shnittkurven-Interpolationspunktes in die bestehende Punktefolge (Unterabshnitt 3.6.1) sollte auh hierzum Erfolg f�uhren.Das eigentlihe Problem dieses Verfahrens besteht darin, dass Shnittkurven h�au�g die beidenzugeordneten Parametergebiete verlassen. Dieses Problem steht in keiner Verbindung mit derin diesem Kapitel ausf�uhrlih betrahteten Shnittkurven-Approximation. Um es zu vermei-den m�usste bereits wesentlih fr�uher, bei der Approximation der Segmente durh B-Spline-Fl�ahen, angesetzt werden. Zum Beispiel k�onnten die approximierenden B-Spline-Fl�ahen anzu glatten Segment�uberg�angen shwah ver�andert werden, sodass mit Siherheit Shnittkur-ven im Bereih der �Uberg�ange vorliegen. Diese problematishen Stellen im Vorfeld zu ent-deken ist voraussihtlih niht ganz einfah. Au�erdem d�urfen die Fl�ahen nur in geringemAusma� ver�andert werden, da die resultierende Gesamt�ahe die Form des Dreieksnetzesrelativ genau nahemp�nden sollte.Dieser letzte Aspekt bietet eine Reihe interessanter Ans�atze f�ur weitere Forshungsaktivit�atenund ist mit Siherheit derjenige, dem bei einer Weiterentwiklung des hier vorgestellten Ver-fahrens das Hauptaugenmerk geshenkt werden sollte.
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Kapitel 4C2-stetige �Uberg�ange zwishenPrim�ar�ahenDie Ausgangslage ist dieselbe wie im letzten Kapitel. Das Dreieksnetz wurde segmentiertund die einzelnen Segmente parametrisiert und durh jeweils eine C2-stetige B-Spline-Fl�aheapproximiert.Ziel ist es nun, eine C2-stetige, polynomielle Gesamt�ahe zu berehnen, die die Form desDreieksnetzes nahemp�ndet.4.1 Grundprinzip des VerfahrensDie C2-stetige Gesamt�ahe wird realisiert, indem die approximierenden B-Spline-Fl�ahen,sogenannte Prim�ar�ahen, in den Bereihen, in denen sie sih nahe kommen oder zusammen-sto�en, glatt, das hei�t C2-stetig, ineinander �ubergeblendet werden.Ein �au�erst wihtiger, im Folgenden h�au�g auftretender Begri� ist der des Blending-Bereihs. Als Blending-Bereihe werden die Bereihe bezeihnet, in denen sih zwei odermehr B-Spline-Fl�ahen nahe kommen. Hierbei wird niht zwishen dem Parametergebiet derB-Spline-Fl�ahen und dem R3 untershieden. Was jeweils gemeint ist, ist aus dem entspre-henden Kontext zu erkennen.Abseits der Blending-Bereihe bilden die approximierenden B-Spline-Fl�ahen die Ober�ahedes Objekts. Diese m�ussen entlang der inneren R�ander der Blending-Bereihe getrimmt wer-den. Abbildung 4.1 zeigt ein Beispiel einer rekonstruierten, C2-stetigen Fl�ahe. GetrimmteB-Spline-Fl�ahen werden darin blau dargestellt.In den Blending-Bereihen werden sogenannte Sekund�ar- oder Blending-Fl�ahen berehnet,die einen C2-stetigen �Ubergang zwishen den getrimmten B-Spline-Fl�ahen sha�en. Es gibtzwei Arten von Blending-Fl�ahen, Blending-Streifen und N-�ahige Blends. Blending-Streifen stellen eine Verbindung zwishen zwei getrimmten B-Spline-Fl�ahen her, w�ahrend59



60 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENN -�ahige Blends N � 3 B-Spline-Fl�ahen ineinander �uberblenden. Blending-Streifen sind inAbbildung 4.1 rot, N -�ahige Blends gelb dargestellt.Segmentiertes Dreieksnetz Approximierende C2-stetige Fl�ahe

Vershiedene Farben entsprehenvershiedenen Segmenten Rot: Blending-StreifenGelb: N -�ahige BlendsBlau: Getrimmte B-Spline-Fl�ahenAbbildung 4.1: Eine rekonstruierte C2-stetige Fl�aheUm dieses Grundprinzip leihter zu verstehen, werden zun�ahst zwei einfahe Beispiele be-trahtet, das �Uberblenden zweier B-Spline-Fl�ahen und die C2-stetige Rekonstruktion einesdeformierten Tetraeders.4.1.1 C2-stetiges �Uberblenden zweier B-Spline-Fl�ahenGegeben sind die beiden B-Spline-Fl�ahen F# (die rote Fl�ahe in Abbildung 4.2) und F"(die gr�une Fl�ahe in Abbildung 4.2). Die gesuhte C2-stetige Gesamt�ahe wird sih aus dreiTeil�ahen zusammensetzen:Ein Blending-Streifen: Im Blending-Bereih werden die B-Spline-Fl�ahen durh einenBlending-Streifen ersetzt (die gelbe Fl�ahe in Abbildung 4.2), der einen C2-stetigen�Ubergang zwishen diesen Fl�ahen sha�t.Zwei getrimmte B-Spline-Fl�ahen: Au�erhalb des Blending-Bereihs bleiben die B-Spline-Fl�ahen unver�andert. Um die beiden verbleibenden Teile der B-Spline-Fl�ahenmathematish zu beshreiben, m�ussen geeignete Trimming-Kurven berehnet werden.Der Blending-Streifen entsteht dadurh, dass die beiden B-Spline-Fl�ahen mit Gewihten, denBlending-Funktionen, multipliziert und anshlie�end addiert werden.
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Abbildung 4.2: C2-stetiges �Uberblenden zweier B-Spline-Fl�ahen



62 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENDazu ist es notwendig Parametertransformationen zu �nden, die eine Verbindung zwishenden voneinander unabh�angigen Parametergebieten D(u#;v#) und D(u";v") der beiden B-Spline-Fl�ahen F# und F" herstellen. Dies wird durh die beiden Transformationen G# : D(U;V ) !D(u#;v#) und G" : D(U;V ) ! D(u";v") realisiert, die das quadratishe Parametergebiet D(U;V )des Blending-Streifens (das graue Rehtek in Abbildung 4.2) in die Blending-Bereihe derParametergebiete D(u#;v#) (der hellrote Bereih im roten Rehtek in Abbildung 4.2) undD(u";v") (der hellgr�une Bereih im gr�unen Rehtek in Abbildung 4.2) abbilden. Wie dieBlending-Bereihe in den Parametergebieten der B-Spline-Fl�ahen identi�ziert werden k�onnenund die beiden Parametertransformationen zu w�ahlen sind, wird in Abshnitt 4.4 erl�autert. Andieser Stelle sei nur erw�ahnt, dass die Konstruktion der Parametertransformationen siherlihzu den shwierigsten Aspekten des hier pr�asentierten Verfahrens z�ahlt.Bei den Blending-Funktionen H# : D(U;V ) ! R und H" : D(U;V ) ! R (die t�urkisen H�ohenfel-der in Abbildung 4.2), mit denen die B-Spline-Fl�ahen multipliziert werden, handelt es sihum skalare Funktionen, die Werte zwishen 0 und 1 annehmen. H# = 1 gilt an der Kante, ander der Blending-Streifen in F# �ubergeht, H# = 0 an der Kante, an der der Blending-Streifenin F" �ubergeht. F�ur H" gilt das Umgekehrte. Eine Reihe von weiteren Bedingungen (Reali-sierung einer C2-stetigen Gesamt�ahe, keine Bevorzugung einer der beiden Fl�ahen, aÆneInvarianz des Verfahrens) legt die Blending-Funktionen eindeutig fest. Die Berehnung dieserBlending-Funktionen wird in Abshnitt 4.3 besprohen.F�ugt man B-Spline-Fl�ahen, Parametertransformationen und Blending-Funktionen zusam-men, erh�alt man den Blending-StreifenF(U; V ) = H#(U; V ) � F#(G#(U; V )) + H"(U; V ) � F"(G"(U; V )) :Die Trimming-Kurven der B-Spline-Fl�ahen entsprehen den inneren R�andern der Blending-Bereihe in den entsprehenden Parametergebieten (die gestrihelten Linien im roten bezie-hungsweise gr�unen Rehtek in Abbildung 4.2).4.1.2 C2-stetige Rekonstruktion geshlossener Fl�ahenIn diesem Unterabshnitt wird das Grundprinzip f�ur die C2-stetige Rekonstruktion einergeshlossenen Fl�ahe anhand eines einfahen Beispiels erl�autert. Betrahtet wird ein leihtdeformierter Tetraeder, dessen vier Seiten jeweils ein Segment bilden (Abbildung 4.3).Das eben betrahtete �Uberblenden zweier B-Spline-Fl�ahen kommt entlang den Grenzen ge-nau zweier Segmente zur Anwendung. Wie im weiteren Verlauf dieses Kapitels zu sehen seinwird, ist dies ein relativ einfah zu realisierender Fall. Die daf�ur verwendeten Blending-Streifensind die am h�au�gsten vorkommenden Blending-Fl�ahen.In fast allen segmentierten Dreieksnetzen gibt es aber auh Punkte an denen drei odermehr Segmente zusammensto�en (beim hier betrahteten Tetraeder sto�en an den vier Ekenjeweils drei Segmente zusammen). F�ur diese Bereihe muss eine Methode entwikelt werden,
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Blending-Streifen ent-lang diesesKantenzugesSegmentiertes Dreieksnetz Approximierende C2-stetige Fl�ahe

Vershiedene Farben entsprehenvershiedenen Segmenten Rot: Blending-StreifenGelb: N -�ahige BlendsBlau: Getrimmte B-Spline-Fl�ahen

sto�en zusammen! 3-�ahiger BlendDrei Segmente

Abbildung 4.3: Segmentiertes Dreieksnetz und rekonstruierte Ober�ahe eines Tetraeders
mit der die dazugeh�origen N � 3 B-Spline-Fl�ahen �uberblendet werden k�onnen. Obwohl diedaf�ur eingesetzten N -�ahigen Blends auf demselben Prinzip basieren, sind sie wesentlihshwieriger zu berehnen, als die relativ harmlosen Blending-Streifen. Ihnen ist daher derHauptteil dieses Kapitels gewidmet.Wie bereits weiter oben erw�ahnt, ist jedem Segment eine approximierende B-Spline-Fl�ahezugeordnet. Die shwierigste Aufgabe besteht darin, die Blending-Bereihe in den Parame-tergebieten aller B-Spline-Fl�ahen festzulegen. Dies geshieht durh Angabe von Parameter-transformationen, die die Parametergebiete der Blending-Streifen und der N -�ahigen Blendsin die Parametergebiete der B-Spline-Fl�ahen abbilden. Einen ersten Anhaltspunkt daf�ur bie-ten die Parameterwerte der Randpunkte der Segmente, die, wie in Abshnitt 2.3 erl�autert,von den zugeh�origen B-Spline-Fl�ahen approximiert oder interpoliert werden. Die Bereh-nung dieser Blending-Bereihe in Form von Parametertransformationen wird in Abshnitt 4.4beshrieben. Das Ergebnis ist jeweils ein geshlossener Shlauh im Parametergebiet einerjeden B-Spline-Fl�ahe, in den nahtlos die Parametergebiete der Blending-Streifen und derN -�ahigen Blends abgebildet werden. Abbildung 4.4 zeigt die Parametergebiete der vierapproximierenden B-Spline-Fl�ahen des betrahteten Tetraeders. Die Blending-Bereihe sindheller gef�arbt als die Segment-Innenbereihe.Die resultierendeC2-stetige Gesamt�ahe setzt sih aus drei Typen von Teil�ahen zusammen,die im Folgenden kurz beshrieben werden.
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Parametergebiet einesBlending-StreifensD(U;V )

D(U;V )
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F2(G"(U;V ))
F2(G1(U; V ))
F3(G2(U; V ))
F4(G3(U; V ))Der innere Segmentrand bildetdie Trimming-Kurven f�ur F4(Entsprehendes gilt auh f�ur dieanderen B-Spline-Fl�ahen)

123456
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Abbildung 4.4: C2-stetige Rekonstruktion eines deformierten Tetraeders, linker Teil
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Zwei Ansihten der rekonstruierten,C2-stetigen Gesamt�ahe. Diein diesem Beispiel n�aher betrahtetenBlending-Fl�ahen sind in hellgrauhervorgehoben.

123456
78
910

H#
H"

H1
H2
H3

Addition

AdditionMultiplikation
Multiplikation

Multiplikation
Multiplikation
Multiplikation

Abbildung 4.5: C2-stetige Rekonstruktion eines deformierten Tetraeders, rehter Teil



66 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENBlending-Streifen: Blending-Streifen bilden einen C2-stetigen �Ubergang zwishen zwei B-Spline-Fl�ahen F# und F". Sie besitzen das quadratishe Parametergebiet D(U;V ) =[0; 1℄ � [0; 1℄. Blending Streifen haben die FormF(U; V ) = H#(U; V ) � F#(G#(U; V )) + H"(U; V ) � F"(G"(U; V )) :H# und H" sind geeignet gew�ahlte Blending-Funktionen, G# und G" die bereits ange-sprohenen Parametertransformationen. Die Abbildungen 4.4 und 4.5 zeigen den Aufbaueines Blending-Streifens des betrahteten Tetraeders (durhgezogene Pfeile).N-�ahige Blends: N -�ahige Blends bilden einen C2-stetigen �Ubergang zwishen N B-Spline-Fl�ahen F1; : : : ;FN . Ihr Parametergebiet besitzt die Form eines regul�aren N -Eks mit Seitenl�ange 1. N -�ahige Blends haben die FormF(U; V ) = NXi=1 HN;i(U; V ) � Fi(Gi(U; V )) :DieHN;i sind geeignet gew�ahlte Blending-Funktionen, dieGi die bereits angesprohenenParametertransformationen. Die Abbildungen 4.4 und 4.5 zeigen den Aufbau eines 3-�ahigen Blends des betrahteten Tetraeders (gestrihelte Pfeile).Getrimmte B-Spline-Fl�ahen: Im Segmentinneren bilden die approximierenden B-Spline-Fl�ahen Teile der Gesamt�ahe. Die Trimming-Kurven einer B-Spline-Fl�ahe sind gege-ben durh den inneren Rand des zugeh�origen Blending-Bereihs. Dieser wird durh dieParametertransformationen der Blending-Streifen festgelegt (Abbildung 4.4).Nah diesen die Grundz�uge des Verfahrens vermittelnden Beispielen werden in den folgen-den Kapiteln die mathematishen Details diskutiert. Zuerst werden Bedingungen hergelei-tet, welhe f�ur eine C2-stetige Gesamt�ahe notwendig sind, dann wird die Berehnung derBlending-Funktionen und der Parametertransformationen vorgestellt.4.2 Notwendige Bedingungen f�ur eine C2-stetige Gesamt�aheDie Fragestellung dieses Abshnitts lautet: Welhe Bedingungen m�ussen die Blending-Funktionen H#, H" und HN;i und die Parametertransformationen G#, G" und Gi erf�ullen,damit die rekonstruierte Fl�ahe C2-stetig ist?Die Kenntnis dieser Bedingungen ist f�ur die sp�atere Konstruktion von H#, H", HN;i, G#, G"undGi erforderlih. Es sei an dieser Stelle ausdr�uklih darauf hingewiesen, dass die Blending-Funktionen H#, H" und HN;i nur einmalig berehnet werden und f�ur alle Blending-Fl�ahenAnwendung �nden, jede Blending-Fl�ahe dagegen ihre eigenen ParametertransformationenG# und G" beziehungsweise Gi besitzt, die speziell f�ur sie konstruiert wurden.



4.2. NOTWENDIGE BEDINGUNGEN F�UR EINE C2-STETIGE GESAMTFL�ACHE 67Eine M�oglihkeit, die C2-Stetigkeit einer geshlossenen Fl�ahe G nahzuweisen, besteht darin,f�ur jeden Punkt G0 2 G mindestens eine Parameterdarstellung G(U; V ) anzugeben, f�ur diegilt:� Es existiert ein (U0; V0) mit der Eigenshaft G(U0; V0) = G0.� Es existiert eine Umgebung U0 von (U0; V0) innerhalb der G(U; V ) C2-stetig ist.� G(U0) ist eine Teilmenge der Gesamt�ahe G.Eine derartige Parameterdarstellung G(U; V ) und das dazugeh�orige Parametergebiet D(U;V )wird auh als Karte bezeihnet1. Selbst bei sehr einfahen geshlossenen Fl�ahen, zum Beispieleiner Kugel, ist eine Karte niht ausreihend, um jedem Punkt eine C2-stetige Parameterdar-stellung zuzuweisen. F�ur das hier betrahtete Problem wird sogar eine Vielzahl vershiedenerKarten verwendet.Um alle Bedingungen f�ur eine C2-stetige Gesamt�ahe herzuleiten, werden die Teil�ahen zu-erst isoliert betrahtet. Im Anshluss daran werden die �Uberg�ange zwishen diesen Teil�ahenanalysiert.4.2.1 Isoliertes Betrahten der Teil�ahenIn der folgenden isolierten Betrahtung der Teil�ahen werden alle Punkte der Gesamt�aheauf C2-Stetigkeit untersuht, die niht auf der �Ubergangslinie zweier Teil�ahen liegen. ImAnshluss daran m�ussen also nur noh die �Uberg�ange zwishen diesen Teil�ahen betrahtetwerden.Blending-StreifenEin Blending-Streifen zwishen zwei B-Spline-Fl�ahen F# und F" hat die FormF(U; V ) = H#(U; V ) � F#(G#(U; V )) + H"(U; V ) � F"(G"(U; V )) :Daraus folgt, dass F(U; V ) genau dann C2-stetig ist, wenn die Funktionen H#, H", G# undG" C2-stetig sind.N-�ahige BlendsEin N -�ahiger Blend zwishen den B-Spline-Fl�ahen F1; : : : ;FN hat die Form1Die Bezeihnung Karte ist niht ganz korrekt, da in der Di�erentialgeometrie zus�atzlih noh die Bijekti-vit�at der Parameterdarstellung G(U;V ) gefordert wird. Das hier pr�asentierte Verfahren liefert in den meistenF�allen bijektive Parameterdarstellungen, kann die Bijektivit�at aber niht in allen F�allen garantieren. Die resul-tierende Gesamt�ahe G ist daher niht zwingend eine C2-Mannigfaltigkeit, wohl aber eine C2-stetige Fl�ahe.



68 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENF(U; V ) = NXi=1 HN;i(U; V ) � Fi(Gi(U; V )) :Daraus folgt, dass F(U; V ) genau dann C2-stetig ist, wenn die Funktionen Hi und Gi C2-stetig sind.Getrimmte B-Spline-Fl�ahenWie in Abshnitt 2.3 erl�autert, handelt es sih bei den approximierenden B-Spline-Fl�ahenum kubishe B-Spline-Fl�ahen �uber uniformen Knotenvektoren. Es ist allgemein bekannt,dass derartige Fl�ahen C2-stetig sind. Es treten weder Blending-Funktionen noh Parameter-transformationen auf.4.2.2 �Uberg�ange zwishen zwei Teil�ahenDa bei den im Folgenden untersuhten Karten die Parametergebiete der Blending-Fl�ahen eineentsheidende Rolle spielen, soll noh einmal kurz erw�ahnt werden, wie diese Parametergebieteaussehen und welhe �Uberlegungen zu einer derartigen Wahl gef�uhrt haben.Das Parametergebiet D(U;V ) eines jeden Blending-Streifens ist ein axial ausgerihtetes Qua-drat, n�amlih D(U;V ) = [0; 1℄ � [0; 1℄. Einerseits ist ein solhes Parametergebiet einfah zuhandhaben, andererseits muss das Parametergebiet ohnehin eine Linie aufweisen, bez�uglihderer Spiegelsymmetrie vorliegt (beim Quadrat ist das erf�ullt; es gibt sogar vier solhe Li-nien). W�urde keine solhe Linie existieren, w�urde automatish eine der beiden ineinander�uberzublendenden B-Spline-Fl�ahen bevorzugt werden.Als Parametergebiete D(U;V ) der N -�ahigen Blends wurden regul�are N -Eke mit Seitenl�ange1 gew�ahlt, da diese Parametergebiete einen Punkt aufweisen m�ussen, bez�uglih dem N -z�ahli-ge Rotationssymmetrie vorliegt (das regul�are N -Ek ist eine der einfahsten geometrishenFiguren, bei der diese Eigenshaft erf�ullt ist). W�urde kein solher Punkt existieren, w�urdenautomatish einige der ineinander �uberzublendenden B-Spline-Fl�ahen bevorzugt werden.�Uberg�ange zwishen Blending-Streifen und getrimmten B-Spline-Fl�ahenF�ur den �Ubergang zwishen einem Blending-Streifen F und den beiden angrenzenden, ge-trimmten B-Spline-Fl�ahen F# und F" wird die in Abbildung 4.6 gezeigte Topologie betrah-tet.Die verwendete Karte ist in Abbildung 4.7 zu sehen.Der Blending-Streifen, bei dem keine Umparametrisierung vorgenommen wird, hat nah wievor die Form
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Blending-StreifenFGetrimmte B-Spline-Fl�ahe F#

Getrimmte B-Spline-Fl�ahe F"Ein weitererBlending-Streifen oderein N -�ahiger Blend Ein weitererBlending-Streifen oderein N -�ahiger Blend
Abbildung 4.6: Topologie beim �Ubergang Blending-Streifen $ getrimmte B-Spline-Fl�ahe

Parametergebiet von FParametergebiet von F#
Parametergebiet von F"1 U1

1 U
V V(U; V )! (U; V ) 1

u#

u"v"

v#

(u"; v")! G"(U; V )

(u#; v#)! G#(U; V )
Abbildung 4.7: Karte beim �Ubergang Blending-Streifen$ getrimmte B-Spline-Fl�ahe

F(U; V ) = H#(U; V ) � F#(G#(U; V )) + H"(U; V ) � F"(G"(U; V )) : (4.1)F�ur die getrimmten B-Spline-Fl�ahen ergibt sih nah den der Karte entsprehenden Umpa-



70 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENrametrisierungen (u#; v#)! G#(U; V ) und (u"; v")! G"(U; V )F#(U; V ) = F#(G#(U; V )) (4.2)F"(U; V ) = F"(G"(U; V )) : (4.3)Im Folgenden wird der �Ubergang zwishen F und F# (die untere fett gezeihnete Kantein Abbildung 4.6) betrahtet. F�ur einen C2-stetigen �Ubergang m�ussen die nullten, erstenund zweiten Ableitungen dieser beiden Fl�ahen entlang der Kante (U; 0), U 2 [0; 1℄, �uber-einstimmen. Ableiten von (4.1) und (4.2), Gleihsetzen an dieser Kante und anshlie�enderKoeÆzientenvergleih liefert���U� ���V � H#(U; 0) = Æ�;0 Æ�;0 ; � = 0; : : : ; 2 ; � = 0; : : : ; 2� ����U� ���V � H"(U; 0) = 0 ; � = 0; : : : ; 2 ; � = 0; : : : ; 2� � :Dies kann vereinfaht werden zu(H1) H#(U; 0) = 1 (H7) H"(U; 0) = 0(H2) H#V (U; 0) = 0 (H8) H"V (U; 0) = 0(H3) H#V V (U; 0) = 0 (H9) H"V V (U; 0) = 0 :�Ahnlihe �Uberlegungen f�ur den �Ubergang zwishen F und F" (die obere fett gezeihneteKante in Abbildung 4.6) f�uhren auf(H4) H#(U; 1) = 0 (H10) H"(U; 1) = 1(H5) H#V (U; 1) = 0 (H11) H"V (U; 1) = 0(H6) H#V V (U; 1) = 0 (H12) H"V V (U; 1) = 0 :�Uberg�ange zwishen zwei Blending-StreifenF�ur den �Ubergang zwishen zwei Blending-StreifenF und ~F wird die in Abbildung 4.8 gezeigteTopologie betrahtet.Die verwendete Karte ist in Abbildung 4.9 zu sehen.Aufgrund der in Unterabshnitt 4.3.1 geforderten Spiegelsymmetrie und Translationssymme-trie der Blending-Funktionen H# und H", m�ussen Karten, bei denen die Parametergebiete
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Getrimmte B-Spline-Fl�ahe F#Blending-Streifen F Blending-Streifen ~F

Abbildung 4.8: Topologie beim �Ubergang Blending-Streifen $ Blending-Streifen

(U; V )! (Ua + 1; V ) (U; V )! (U~a ; V )1 1
1 1

�a ~a
1 Parametergebiet von ~FParametergebiet von F

Abbildung 4.9: Karte beim �Ubergang Blending-Streifen $ Blending-Streifengespiegelt oder um 180Æ gedreht wurden niht betrahtet werden. Durh derartige �Uberg�angeergeben sih keine neuen Bedingungen.Die beiden der Karte entsprehenden Umparametrisierungen (U; V ) ! (Ua + 1; V ) und(U; V )! (U~a ; V ) f�uhren auf eine neue Form der Blending Streifen,F(U; V ) = H#(Ua + 1; V ) � F#(G#(Ua + 1; V )) + H"(Ua + 1; V ) � F"(G"(Ua + 1; V ))~F(U; V ) = H#(U~a ; V ) � F#( ~G # (U~a ; V )) + H"(U~a ; V ) � F"( ~G"(U~a ; V )) :Dabei sind a und ~a gewonnene Freiheitsgrade, deren Bedeutung erst bei der Konstruktionder Parametertransformationen in Unterabshnitt 4.4.3 zu Tage tritt. Ableiten dieser Bezie-



72 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENhungen, Gleihsetzen an der �Ubergangsline (0; V ), V 2 [0; 1℄, und anshlie�ender KoeÆzi-entenvergleih liefert eine Reihe von Bedingungen f�ur eine C2-stetige Verbindung. F�ur dieBlending-Funktionen muss���U� ���V � Hi(1; V ) 1a� = ���U� ���V � Hi(0; V ) 1~a� ; � = 0; : : : ; 2 ;� = 0; : : : ; 2� � ; i =#; "gelten. Diese Bedingungen lassen sih zu(H13) Hi(1; V ) = Hi(0; V ) ; i =#; "(H14) HiU (1; V ) = HiU(0; V ) = 0 ; i =#; "(H15) HiUU(1; V ) = HiUU(0; V ) = 0 ; i =#; "vereinfahen. Die Forderungen an die Parametertransformationen lauten���U� ���V � Gi(1; V ) 1a� = ���U� ���V � ~Gi(0; V ) 1~a� ; � = 0; : : : ; 2 ;� = 0; : : : ; 2� � ; i =#; " :Diese k�onnen zu (G1) Gi(1; V ) = ~Gi(0; V ) ; i =#; "(G2) GiU (1; V ) 1a = ~GiU (0; V ) 1~a ; i =#; "(G3) GiUU (1; V ) 1a2 = ~GiUU (0; V ) 1~a2 ; i =#; "(G4) GiUV (1; V ) 1a = ~GiUV (0; V ) 1~a ; i =#; "vereinfaht werden.�Uberg�ange zwishen Blending-Streifen und N-�ahigen BlendsBei den �Uberg�angen zwishen einem N -�ahigen Blend F und den angrenzenden N Blending-Streifen Fk;j wird die in Abbildung 4.10 gezeigte Topologie betrahtet.
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N -�ahiger Blend F
FNF2

F3F3;2 FN;N�1
F4;3 FN�1;N�2Fortsetzung nah demgleihen Shema

F2;1 F1;NF1
FN�1

Abbildung 4.10: Topologie beim �Ubergang Blending-Streifen$ N-�ahiger BlendDie verwendete Karte ist in Abbildung 4.11 zu sehen.Aufgrund der in Unterabshnitt 4.3.1 geforderten Spiegelsymmetrie und Translationssym-metrie der Blending-Funktionen H# und H" und der in Unterabshnitt 4.3.2 gefordertenSpiegelsymmetrie und Rotationssymmetrie der Blending-Funktionen Hi, m�ussen Karten, beidenen die Parametergebiete gespiegelt oder gedreht wurden, niht betrahtet werden. Durhderartige �Uberg�ange ergeben sih keine neuen Bedingungen.Im Gegensatz zum Vorgehen in den beiden vorangegangenen Abshnitten, in denen die Para-metergebiete der Teil�ahen in ein gemeinsames Parametergebiet abgebildet wurden, behaltensowohl der N -�ahige Blend als auh die angrenzenden Blending-Streifen lokale Koordinaten-systeme. Die einzige statt�ndende Umparametrisierung ist eine Skalierung der Parameterge-biete der Blending-Streifen in U -Rihtung mit dem f�ur alle Streifen gleihen Faktor a. a ist einFreiheitsgrad, dessen Bedeutung erst bei der Konstruktion der Parametertransformationen inUnterabshnitt 4.4.2 zu Tage tritt.Um die Ableitungen an den �Ubergangslinien zwishen zwei vershiedenen Koordinatensyste-men sinnvoll vergleihen zu k�onnen, ist es notwendig, den Begri� der Rihtungsableitungeinzuf�uhren. Die Rihtungsableitung einer Funktion F am Punkt (U0; V0) in Rihtung e,kek = 1, lautet ��e F(U0; V0) = Fe(U0; V0) = hgradF(U0; V0) ; ei :
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VParametergebiet
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Abbildung 4.11: Karte beim �Ubergang Blending-Streifen$ N-�ahiger Blend
Die Verwendung von Rihtungsableitungen an Stelle eines globalen Koordinatensystems wirddas Aufstellen und sp�atere Anwenden von Bedingungen an die Blending-Funktionen und dieParametertransformationen stark vereinfahen.Der N -�ahige Blend hat die FormF(U; V ) = NXi=1 HN;i(U; V ) � Fi(Gi(U; V )) ; (4.4)



4.2. NOTWENDIGE BEDINGUNGEN F�UR EINE C2-STETIGE GESAMTFL�ACHE 75die Umparametrisierung (U; V )! (Ua ; V ) liefert f�ur die Blending-StreifenFk;j(U; V ) = H#(Ua ; V ) � Fk(Gk;#(Ua ; V )) + H"(Ua ; V ) � Fj(Gj;"(Ua ; V )) ;j = 1; : : : ; N ; k = (jmodN) + 1 : (4.5)Es werden nun die �Uberg�ange an den �Ubergangslinien Ek;j betrahtet (Abbildung 4.11). ImFolgenden bezeihnet ek;jk den bez�uglih des N -Eks im Uhrzeigersinn orientierten Einheits-vektor parallel zur �Ubergangslinie Ek;j und ek;j? den in das Zentrum des N -Eks zeigendenEinheitsvektor senkreht zur �Ubergangslinie Ek;j. Zwishen den Rihtungsableitungen und denU -Ableitungen und V -Ableitungen der Blending-Streifen gilt der einfahe Zusammenhang��(�ek;j? )� ��(�ek;jk )� Fk;j(U; V ) = ���U� ���V � Fk;j(U; V ) :Ableiten von (4.4) und (4.5), Gleihsetzen an den �Ubergangslinien Ek;j und anshlie�enderKoeÆzientenvergleih liefert eine Reihe von Bedingungen f�ur eine C2-stetige Verbindung. F�urdie Blending-Funktionen muss��(�ek;j? )� ��(�ek;jk )� HN;i(Ek;j) == Æi;k � ���U� ���V � H#(1; V ) 1a� + Æi;j � ���U� ���V � H"(1; V ) 1a� ; � = 0; : : : ; 2 ;� = 0; : : : ; 2� � ; i = 1; : : : ; N ; j = 1; : : : ; N ; k = (jmodN) + 1gelten. Diese Bedingungen lassen sih zu(H16) HN;i(Ek;j) = Æi;k �H#(1; V ) + Æi;j �H"(1; V )(H17) HN;iek;j? (Ek;j) = 0(H18) HN;iek;j? ek;j? (Ek;j) = 0 ;i = 1; : : : ; N ; j = 1; : : : ; N ; k = (jmodN) + 1vereinfahen. Die Forderungen an die Parametertransformationen lauten



76 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHEN��(�ek;j? )� ��(�ek;jk )� Gi(Ek;j) == Æi;k � ���U� ���V � Gi;#(1; V ) 1a� + Æi;j � ���U� ���V � Gi;"(1; V ) 1a� ; � = 0; : : : ; 2 ;� = 0; : : : ; 2� � ; j = 1; : : : ; N ; k = (jmodN) + 1 ; i = j; k :Diese k�onnen zu(G5) Gi(Ek;j) = Æi;k �Gi;#(1; V ) + Æi;j �Gi;"(1; V )(G6) Giek;j? (Ek;j) = Æi;k �Gi;#U (1; V ) 1a + Æi;j �Gi;"U (1; V ) 1a(G7) Giek;j? ek;j? (Ek;j) = Æi;k �Gi;#UU (1; V ) 1a2 + Æi;j �Gi;"UU (1; V ) 1a2(G8) Giek;j? ek;jk (Ek;j) = Æi;k �Gi;#UV (1; V ) 1a + Æi;j �Gi;"UV (1; V ) 1a ;j = 1; : : : ; N ; k = (jmodN) + 1 ; i = j; kvereinfaht werden.4.2.3 Punkte an denen drei oder mehr Teil�ahen zusammensto�enDie letzten noh zu betrahtenden Punkte der Gesamt�ahe sind die Punkte, an denen dreioder mehr Teil�ahen zusammensto�en. Die Verwendung �ahnliher Karten wie im letztenUnterabshnitt liefert C2-stetige Parameterdarstellungen, die jedoh keine neuen Bedingungenf�ur die Blending-Funktionen oder Parametertransformationen liefern.
4.3 Konstruktion der Blending-FunktionenIn diesem Abshnitt geht es darum, die Blending-FunktionenH# undH" der Blending-Streifenund die Blending-Funktionen HN;i, N � 3, i = 1; : : : ; N , der N -�ahigen Blends zu konstru-ieren. Dabei sind die im letzten Kapitel aufgestellten Bedingungen (H1) bis (H18) f�ur eineC2-stetige Gesamt�ahe zu beahten.



4.3. KONSTRUKTION DER BLENDING-FUNKTIONEN 774.3.1 Konstruktion der Blending-Funktionen der Blending-StreifenNeben den f�ur eine C2-stetige Gesamt�ahe notwendigen Bedingungen (H1) bis (H15) gibtes weitere Eigenshaften, die sinnvolle Blending-Funktionen H# und H" aufweisen sollten.Partition der 1: Bilden die Blending-Funktionen H# und H" keine Partition der 1, w�urdedie aÆne Invarianz des Verfahrens verloren gehen. Das w�urde zum Beispiel bedeuten,dass zwei identishe Dreieksnetze, von denen eines vershoben oder gedreht wurde,zwei vershieden geformte, approximierende Gesamt�ahen erhalten w�urden. Es mussalso (H19) H#(U; V ) +H"(U; V ) = 1gelten.Spiegelsymmetrie in V-Rihtung: Will man keine der beiden zu �uberblendenden B-Spline-Fl�ahen bevorzugen, m�ussen die beiden Blending-Funktionen H# und H" jeweilsdurh Spiegelung an der Ahse (U; 12), U 2 [0; 1℄, ineinander �uberf�uhrbar sein. Es mussalso (H20) H#(U; V ) = H"(U; 1� V )gelten.Translationssymmetrie in U-Rihtung: Die Pro�lkurven F(U = konstant; V ) einesBlending-Streifens sollen nur von den beiden zu �uberblendenden B-Spline-Fl�ahen undden entsprehenden Parametertransformationen abh�angig sein, niht jedoh von denBlending-Funktionen H# und H". Das bedeutet, die Blending-Funktionen m�ussen un-abh�angig von U sein. Es muss also(H21) H#(U; V ) = H#(U = konstant; V )(H22) H"(U; V ) = H"(U = konstant; V )gelten.Damit als Gesamt�ahe eine st�ukweise Polynom�ahe erzeugt wird, m�ussen die Blending-Funktionen H# und H" ebenfalls Polynome sein. Aufgrund der leihten geometrishen In-terpretierbarkeit der Kontrollpunkte werden H# und H" in Bezier -Form angesetzt. Da dieFunktionen unabh�angig von U sind (Bedingungen (H21) und (H22)) k�onnen an Stelle vonTP-Bezier -Fl�ahen einfahe Bezier -Kurven verwendet werden. Der Ansatz f�ur H# lautet



78 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENH#(U; V ) = nXi=0 Bni (V )h#i :Aus den Bedingungen (H1) bis (H6) folgth#0 = h#1 = h#2 = 1h#n�2 = h#n�1 = h#n = 0 :Im Vorgri� auf die Konstruktion der Blending-Funktionen f�ur N -�ahige Blends wird n = 7gesetzt. Bei kleinerem Grad n lassen sih keine geeigneten Blending-Funktionen HN;i �nden(Unterabshnitt 4.3.2). Die beiden noh niht festgelegten Kontrollpunkte h#3 und h#4 werdenebenfalls von den Blending-Funktionen f�ur N -�ahige Blends bestimmt. Es mussh#3 = 1h#4 = 0gelten (Unterabshnitt 4.3.2). Aufgrund der geforderten Partition der 1 (Bedingung (H19))folgt f�ur H" H"(U; V ) = nXi=0 Bni (V )h"i ; h"i = 1� h#i :
Blending-Funktion H# Blending-Funktion H"

Abbildung 4.12: Die Blending-Funktionen der Blending-Streifen



4.3. KONSTRUKTION DER BLENDING-FUNKTIONEN 79Einerseits sind keine weiteren Freiheitsgrade mehr vorhanden, andererseits l�asst sih leiht�uberpr�ufen, dass die aufgestellten Blending-Funktionen H# und H" alle geforderten Ei-genshaften (H1) bis (H15) und (H19) bis (H22) aufweisen. Die Blending-Funktionen f�urBlending-Streifen wurden damit erfolgreih bestimmt. Sie sind in Abbildung 4.12 zu sehen.4.3.2 Konstruktion der Blending-Funktionen der N-�ahigen BlendsWill man als Gesamt�ahe eine st�ukweise Polynom�ahe erhalten, m�ussen die Blending-Funktionen der N -�ahigen Blends ebenfalls als Polynome angesetzt werden. Bezier -Dreiekesind f�ur die folgende Konstruktion die am besten zu handhabende Darstellung von Polynom-�ahen. Die Blending-Funktionen HN;i eines N -�ahigen Blends, deren Parametergebiet dieForm eines regul�arenN -Eks besitzt, werden daher ausN Bezier -Dreieken zusammengesetzt.Abbildung 4.13 zeigt die Aufteilung der Parametergebiete auf die einzelnen Bezier -Dreiekef�ur die Funktionen H3;1, H4;1, H5;1 und H6;1. Die Aufteilungen f�ur N � 7 werden nahdemselben Shema vorgenommen.
43;2 45;2 45;3 46;146;246;345;1 45;5 46;6

46;445;4 46;543;1 44;444;143;3 44;2 44;3
Parametergebietvon H3;1 Parametergebietvon H4;1 Parametergebietvon H5;1 Parametergebietvon H6;1

Abbildung 4.13: Aufteilung der Parametergebiete der HN;i auf die Bezier -DreiekeEine Forderung an die Blending-Funktionen HN;i, die deren folgende Konstruktion sehr ver-einfaht, ist die Existenz einer N -z�ahligen Symmetrieahse durh das Zentrum des Para-metergebiets (die Begr�undung dieser Forderung wird weiter unten in diesem Unterabshnittgeliefert). Das bedeutet, die Blending-Funktionen HN;i, i = 2; : : : ; N , k�onnen durh Rotati-on der Blending-Funktion HN;1 um den Winkel 2�N um das Zentrum des Parametergebietsentgegen dem Uhrzeigersinn erzeugt werden. Die folgenden Betrahtungen beshr�anken sihdaher ausshlie�lih auf die Konstruktion von HN;1, da durh diese Funktion automatish alleBlending-Funktionen HN;i festgelegt sind.Die N Bezier -Dreieke 4N;�, aus denen sih die Funktion HN;1 zusammensetzt, haben dieForm



80 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHEN4N;�(U; V ) = Xi+j+k=nBni;j;k(U; V )h�i;j;k ; � = 1; : : : ; N :Die Anordnung der Kontrollpunkte h�i;j;k kann Abbildung 4.14 entnommen werden.

h37;0;0 = h20;7;0

hN7;0;0 = hN�10;7;0h27;0;0 = h10;7;0

hN�17;0;0 = hN�20;7;0

h15;2;0h14;3;0 h17;0;0 = hN0;7;0h16;1;0

h20;4;3h20;5;2h20;6;1
h�0;0;7� = 1; : : : ;N

R1 = SN
R2 = S1

R3 = S2 RN�1 = SN�2

RN = SN�1
� = 1; : : : ; NT�

Die h�i;j;k bezeihnenKontrollpunkte, die R�,S� und T� Punkte imParametergebiet.

Abbildung 4.14: Die Anordnung der Kontrollpunkte der Bezier -Dreieke 4N;�Da die Blending-Funktionen H# und H" mittlerweile bekannt sind, k�onnen die Bedingungen(H16) bis (H18) f�ur C2-stetige Anshl�usse der Blending-Streifen nun vollst�andig durh dieKontrollpunkte h�i;j;k ausgedr�ukt werden. Bedingung (H16) lauteth1i;n�i;0 = ( 0 ; i = 0; : : : ; 21 ; i = n� 2; : : : ; n (4.6)h�i;n�i;0 = 0 ; � = 2; : : : ; N � 1 ; i = 0; : : : ; n (4.7)



4.3. KONSTRUKTION DER BLENDING-FUNKTIONEN 81hNi;n�i;0 = ( 1 ; i = 0; : : : ; 20 ; i = n� 2; : : : ; n ; (4.8)Bedingung (H17)2h�i;n�i�1;1 � h�i;n�i;0 � h�i+1;n�i�1;0 = 0 ; � = 1; : : : ; N ;i = 0; : : : ; n� 1 (4.9)und Bedingung (H18)4h�i;n�i�2;2 � 4h�i;n�i�1;1 � 4h�i+1;n�i�2;1 + h�i;n�i;0 + 2h�i+1;n�i�1;0 +h�i+2;n�i�2;0 = 0 ; � = 1; : : : ; N ; i = 0; : : : ; n� 2 : (4.10)Um eine C2-stetige Gesamt�ahe zu erhalten, m�ussen die �Uberg�ange zwishen den Be-zier -Dreieken 4N;� ebenfalls C2-stetig sein (Unterabshnitt 4.2.1). Das f�uhrt auf die C0-Bedingungen h(�modN)+1i;0;n�i = h�0;i;n�i ; � = 1; : : : ; N ; i = 0; : : : ; n ; (4.11)die C1-Bedingungenh(�modN)+1i;1;n�i�1 = �� h�1;i;n�i�1 + �� h�0;i+1;n�i�1 + �� h�0;i;n�i ; � = 1; : : : ; N ;i = 0; : : : ; n� 1 (4.12)und die C2-Bedingungenh(�modN)+1i;2;n�i�2 = (��)2 hl2;i;n�i�2 + (��)2 h�0;i+2;n�i�2 + (��)2 hl0;i;n�i +2 �� �� h�1;i+1;n�i�2 + 2 �� �� h�1;i;n�i�1 + 2�� �� h�0;i+1;n�i�1 ; � = 1; : : : ; N ;i = 0; : : : ; n� 2 ; (4.13)wobei ��, �� und �� die baryzentrishen Koordinaten des Punktes S(�modN)+1 bez�uglih R�,S� und T� sind (Abbildung 4.14).Neben diesen f�ur eine C2-stetige Gesamt�ahe notwendigen Bedingungen gibt es weitere Ei-



82 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENgenshaften, die sinnvolle Blending-Funktionen HN;i aufweisen m�ussen.Existenz einer N-z�ahligen Symmetrieahse durh den Koordinatenursprung:Soll keine der N zu �uberblendenden B-Spline-Fl�ahen bevorzugt werden, m�ussen dieBlending-Funktionen durh Rotation um den Ursprung ineinander �uberf�uhrbar sein.Wie bereits zu Beginn dieses Abshnitts erw�ahnt, werden die Blending-FunktionenHN;i, i = 2; : : : ; N , durh Rotation der Blending Funktion HN;1 um den Winkel2�N um das Zentrum des Parametergebiets entgegen dem Uhrzeigersinn erzeugt. DieKontrollpunkte h�i;j;k legen also alle N Blending-Funktionen eindeutig fest.Partition der 1: Wie bereits in Unterabshnitt 4.3.1 erw�ahnt, ist dies eine notwendige Ei-genshaft um die aÆne Invarianz des Verfahrens zu gew�ahrleisten. Es muss alsoNX�=1 h�i;j;k = 1 ; i+ j + k = 7 ; i; j; k � 0 (4.14)gelten.Spiegelsymmetrie in V -Rihtung: Die Form der C2-stetigen Gesamt�ahe sollte sihniht �andern, wenn die Parametergebiete der B-Spline-Fl�ahen gespiegelt werden. Dieserfordert Spiegelsymmetrie jeder der Blendingfunktionen HN;i bez�uglih der durh Riund den Ursprung verlaufenden Ahse. F�ur die Kontrollpunkte bedeutet dash�i;j;k = hN��+1j;i;k ; � = 1; : : : ;�N2 � ; i+ j + k = 7 ;i; j; k � 0 : (4.15)Die Gleihungen (4.6) bis (4.15) bilden ein lineares Gleihungssystem, das eine ganze Reihelinear abh�angiger Gleihungen beinhaltet. Mit Hilfe des Gau� -Algorithmus wurde ermittelt,f�ur welhe Wahl von n dieses System l�osbar ist, und wieviele Freiheitsgrade diese L�osungbesitzt (Tabelle 4.1).N = 3 N = 4 N = 5 N = 6 N = 7 N = 8 N = 9n = 6 Unl�osbar 2 Unl�osbar Unl�osbar Unl�osbar Unl�osbar Unl�osbarn = 7 3 6(5) 4 5 5 6 6n = 8 6 11 10 13 14 17 18Tabelle 4.1: Anzahl der Freiheitsgrade in Abh�angigkeit vom Grad nEine Besonderheit, auf die bei der Konstruktion der Blending-Funktionen H# und H" bereitsvorgegri�en wurde, sind die beiden Randkurven HN;1(R1S1) und HN;1(RNSN ), an die H#



4.3. KONSTRUKTION DER BLENDING-FUNKTIONEN 83und H" C2-stetig anshlie�en m�ussen (Bedingungen (H16) bis (H18)). Bei der Wahl vonn = 7, der nah Tabelle 4.1 niedrigste m�oglihe Grad, sind diese beiden Randkurven durhdie Kontrollpunkte h1i;n�i;0 = ( 0 ; i = 0; : : : ; 31 ; i = 4; : : : ; 7hNi;n�i;0 = ( 1 ; i = 0; : : : ; 30 ; i = 4; : : : ; 7festgelegt. Die einzige Ausnahme bildet hierbei die Basisfunktion H4;1 des 4-�ahigen Blends.Dort kann einer der vier Kontrollpunkte h13;4;0, h14;3;0, hN3;4;0 und hN4;3;0 beliebig gew�ahlt werden.Um f�ur alle N -�ahigen Blends dieselben Randkurven zu erhalten wirdh13;4;0 = 0 (4.16)gesetzt, woraus h14;3;0 = 1, hN3;4;0 = 1 und hN4;3;0 = 0 folgt. Die Anzahl der verbleibendenFreiheitsgrade reduziert sih dadurh von 6 auf 5 (Tabelle 4.1).Die verbleibenden Freiheitsgrade werden so gew�ahlt, dass das GlattheitsfunktionalJ (HN;1) = ZD(HN;1) dU dV ��HN;1UU �2 + 2�HN;1UV �2 + �HN;1V V �2� ;die vereinfahte Thin-Plate-Energy, minimiert wird. D(HN;1) bezeihnet dabei das N -ekigeParametergebiet von HN;1. J (HN;1) kann in eine Summe �uber alle Bezier -Dreieke zerlegtwerden, n�amlih J (HN;1) = NX�=1J (4N;�) :F�ur die Glieder dieser Summe giltJ (4N;�) = ZD(4N;�) dU dV ��4N;�UU �2 + 2�4N;�UV �2 + �4N;�V V �2� == Xi+j+k=7 Xi0+j0+k0=7 h�i;j;k h�i0;j0;k0�ZD(4N;�) dU dV � �2�U2 B7i;j;k(U; V )� �� �2�U2 B7i0;j0;k`(U; V )� +



84 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHEN2 ZD(4N;�) dU dV � �2�U�V B7i;j;k(U; V )� � � �2�U�V B7i0;j0;k0(U; V )� +ZD(4N;�) dU dV � �2�V 2 B7i;j;k(U; V )� �� �2�V 2 B7i0;j0;k`(U; V )�� == Xi+j+k=7 Xi0+j0+k0=7 h�i;j;k h�i0;j0;k0 Ai;j;k;i0;j0;k0 ;wobei D(4N;�) das dreiekige Parametergebiet von 4N;� bezeihnet. Die zu Ai;j;k;i0;j0;k0 zu-sammengefassten zweidimensionalen Integrale �uber bivariate Polynome k�onnen problemlosanalytish berehnet werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde hierf�ur ein Maple-Programmgeshrieben.Sei NX�=1 Xi+j+k=7B��;i;j;k h�i;j;k � � = 0 ; � = 1; : : : ;M (4.17)das von den Gleihungen (4.6) bis (4.16) gebildete lineare Gleihungssystem, wobei linearabh�angige Gleihungen bereits eliminiert wurden. Dieses stellt die Nebenbedingung f�ur daszu minimierende FunktionalJ (HN;1) = NX�=1J (4N;�) = NX�=1 Xi+j+k=7 Xi0+j0+k0=7h�i;j;k h�i0;j0;k0 Ai;j;k;i0;j0;k0dar. Dieses Problem kann mit Hilfe von Lagrangeshen Multiplikatoren gel�ost werden. F�urdie Ableitungen der linken Seiten von (4.17) gilt��h~�~i;~j;~k 0� NX�=1 Xi+j+k=7B��;i;j;k h�i;j;k � �1A = B ~��;~i;~j;~k ; � = 1; : : : ;M ;f�ur die Ableitungen von J (HN;1)��h~�~i;~j;~kJ (HN;1) = 2 Xi+j+k=7h~�i;j;kAi;j;k;~i;~j;~k :Insgesamt erh�alt man das eindeutig l�osbare lineare Gleihungssystem



4.3. KONSTRUKTION DER BLENDING-FUNKTIONEN 85NX�=1 Xi+j+k=7B��;i;j;k h�i;j;k � � = 0 ; � = 1; : : : ;MXi+j+k=7h~�i;j;kAi;j;k;~i;~j;~k = MX�=1�� B ~��;~i;~j;~k ; ~� = 1; : : : ; N ; ~i+ ~j + ~k = 7 ;dessen L�osung die gesuhten Kontrollpunkte h�i;j;k der Blending-Funktion HN;1 enth�alt. AlsL�osungsverfahren wurde der Gau� -Algorithmus mit relativer Spaltenmaximum-Strategie ver-wendet (siehe [Grab00℄). Die Blending-Funktionen f�ur N = 3; : : : ; 6 sind in Abbildung 4.15zu sehen.
Blending-Funktion H3;1 Blending-Funktion H4;1

Blending-Funktion H6;1Blending-Funktion H5;1

Abbildung 4.15: Die Blending-Funktionen der 3-, 4-, 5- und 6-�ahigen Blends



86 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHEN4.4 Konstruktion der ParametertransformationenIn diesem Abshnitt geht es darum, die Blending-Bereihe in den Parametergebieten der B-Spline-Fl�ahen festzulegen und geeignete Parametertransformationen zu konstruieren, die dieParametergebiete der Blending-Fl�ahen in diese Blending-Bereihe abbilden.Den besten Anhaltspunkt zur Lage der Blending-Bereihe in den Parametergebieten der B-Spline-Fl�ahen bieten die Parameterwerte der Randpunkte der Segmente. Ausgehend davonwird versuht, Blending-Bereihe zu �nden, die im R3 etwa die Breite dinnen + dau�en aufwei-sen. Diese Blending-Bereihe sollen sih von den Randpunkten der Segmente, etwa um dinnennah innen und um dau�en nah au�en erstreken. dinnen und dau�en sind vom Benutzer vor-zugebende Parameter, durh die die Breite der Blending-Fl�ahen und deren Form beeinusstwerden kann. Als grobe Rihtlinie f�ur das Verh�altnis der beiden Parameter kann die Bezie-hung dinnen � 2 dau�en angesehen werden. Weitere Hinweise zur Wahl von dinnen und dau�ensind in Unterabshnitt 4.6.2 zu �nden.
4.4.1 Die Hilfstransformation TUm keine l�astigen Umrehnungen von Abst�anden und Winkeln zwishen den Parameterge-bieten der B-Spline-Fl�ahen und dem R3 durhf�uhren zu m�ussen, werden diese Parameterge-biete im weiteren Verlauf dieses Abshnitts fast immer mit der im Folgenden konstruiertenAbbildung T transformiert. Um Missverst�andnissen vorzubeugen sei hier ausdr�uklih daraufhingewiesen, dass es sih bei T um eine reine Hilfstransformation handelt, die in keiner Weisein die gesuhten Parametertransformationen eingeht.Sei D(u;v) das Parametergebiet einer B-Spline-Fl�ahe F. F�ur in�nitesimale Abst�ande (du; dv)von einem Parameterpunkt (u0; v0) 2 D(u;v) giltdF = F(u0 + du; v0 + dv)� F(u0; v0) = Fu;0 du + Fv;0 dvdF2 = (du dv)  (Fu;0)2 Fu;0Fv;0Fu;0Fv;0 (Fv;0)2 !| {z }=g(u0;v0) (metrisher Tensor) dudv ! :
Aus diesen Beziehungen k�onnen in der Umgebung des Parameterpunktes (u0; v0) die N�ahe-rungen �F = F(u1; v1)� F(u2; v2) � Fu;0 (u1 � u2) + Fv;0 (v1 � v2) == Fu;0�u + Fv;0�v



4.4. KONSTRUKTION DER PARAMETERTRANSFORMATIONEN 87�F2 � (�u �v) g(u0; v0) �u�v !f�ur endlihe Abst�ande (�u;�v) abgeleitet werden. Um l�astige Umrehnungen von Entfern-ungen und Winkeln zwishen dem Parametergebiet D(u;v) und dem R3 vermeiden zu k�onnen,wird eine Parametertransformation T(u0; v0) : D(~u;~v) ! D(u;v) gesuht, f�ur die~F(~u; ~v) = F(T(u0; v0)(~u; ~v)) = F(u; v)~g(~u0; ~v0) =  (~F~u;0)2 ~F~u;0 ~F~v;0~F~u;0 ~F~v;0 (~F~v;0)2 ! =  1 00 1 ! = Idgilt. Der metrishe Tensor ~g soll also am Punkt (~u0; ~v0) = (T(u0; v0))�1(u0; v0) gleih derIdentit�at sein. Das bedeutet, das neue Parametergebiet D(~u;~v) stellt lokal, das hei�t in derUmgebung von (~u0; ~v0), eine Approximation der B-Spline-Fl�ahe in Form des zweidimensio-nalen Euklidshen Raums dar. In einfahen Worten ausgedr�ukt gelten n�aherungsweise diefolgenden beiden Aussagen:� Abst�ande im Parametergebiet D(~u;~v) entsprehen Abst�anden im R3 .� Winkel im Parametergebiet D(~u;~v) entsprehen Winkeln im R3 .Da die gesuhte Transformation T eine Skalierung und Sherung des Parametergebietes D(u;v)bewirkt, bietet sih als Ansatz eine lineare Abbildung an. Da die von T geforderten Eigen-shaften (~F~u;0)2 = 1 (~F~v;0)2 = 1 ~F~u;0 ~F~v;0 = 0 (4.18)invariant unter Drehung und Spiegelung des Parametergebietes D(~u;~v) sind, ist ein kontinu-ierliher und einen diskreter Freiheitsgrad zu erwarten. Aus dem AnsatzT(u0; v0) =  T1;1 T1;2T2;1 T2;2 !folgt ~F(~u; ~v) = F(T(u0; v0)(~u; ~v)) = F(T1;1 ~u + T1;2 ~v ; T2;1 ~u + T2;2 ~v) (4.19)~F~u = Fu T1;1 + Fv T2;1 (4.20)~F~v = Fu T1;2 + Fv T2;2 : (4.21)



88 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENDer kontinuierlihe Freiheitsgrad wird durh die die folgende Rehnung vereinfahende WahlT2;1 = 0 verbrauht (das bedeutet, die u-Rihtung ist parallel zur ~u-Rihtung). Einsetzen derGleihungen (4.20) und (4.21) in die Forderungen (4.18) liefert die MatrixelementeT1;1 = � 1kFu;0kT1;2 = T2;2 �Fu;0Fv;0(Fu;0)2| {z }=CT2;2 = �s 1C2 (Fu;0)2 + 2C Fu;0Fv;0 + (Fv;0)2 :Der diskrete Freiheitsgrad tritt in Form der Vorzeihen von T1;1 und T2;2 auf und wird durhWahl von jeweils + verbrauht (das bedeutet, die Transformation T bewirkt keine Spiegelungdes Parametergebiets).4.4.2 Abbilden der Parametergebiete der N-�ahigen Blends in die Para-metergebiete der B-Spline-Fl�ahenAn dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die in diesem Abshnitt pr�asentierte Konstrukti-on einer Parametertransformation zwishen den Parametergebieten der Blending-Fl�ahen undder B-Spline-Fl�ahen nur eine von vielen m�oglihen darstellt. Jede Transformation, die diein Abshnitt 4.3 aufgestellten Bedingungen (G1) bis (G8) erf�ullt, f�uhrt zu einer C2-stetigenGesamt�ahe. Die zu konstruierende Transformation beeinusst jedoh massiv die Form derresultierenden Gesamt�ahe. Da die Eigenshaften einer vom menshlihen Standpunkt auswohlgeformten Fl�ahe mathematish kaum auszudr�uken sind, ist das Finden einer geeignetenTransformation siher der shwierigste Teil des in diesem Kapitel pr�asentierten Verfahrens.Im Folgenden wird eine einfahe aber in den meisten F�allen gute Ergebnisse erzielende Trans-formation vorgestellt.Begonnen wird mit der Abbildung der Parametergebiete der N -�ahigen Blends in die Para-metergebiete der B-Spline-Fl�ahen. Sei D(U;V ) das Parametergebiet eines N -�ahigen Blends(regul�ares N -Ek mit Seitenl�ange 1) und D(u;v) das Parametergebiet einer der N B-Spline-Fl�ahen, in das D(U;V ) abzubilden ist. Die Parameterwerte des Sternpunktes, zu dem derbetrahtete N -�ahige Blend geh�ort (dort sto�en N -Segmente zusammen), werden im Fol-genden mit p0, die Parameterwerte der beiden benahbarten Segment-Randpunkte mit p#und p" bezeihnet.Um Entfernungen und Winkel problemlos zwishen dem Parametergebiet der B-Spline-Fl�aheund dem R3 umrehnen zu k�onnen, wird D(u;v) zuerst mit der linearen Abbildung (T(p0))�1in ein neues Parametergebiet D(~u;~v) transformiert (Abbildung 4.16).



4.4. KONSTRUKTION DER PARAMETERTRANSFORMATIONEN 89Parametergebiet von F Transformiertes Parametergebiet von F(T(p0))�1Segmentinneresv
D(u;v)

u
p# p0 Segmentinneres ~p"D(~u;~v)

~v ~u
~p# ~p0

- Entfernungen entsprehenEntfernungen im R3- Winkel entsprehen Winkeln im R3
�p"

Abbildung 4.16: Die Transformation zwishen D(u;v) und D(~u;~v)Die Transformation T�1 wird f�ur den Parameterpunkt p0 bestimmt, da in dessen N�ahe derParameterbereih D(U;V ) abgebildet wird. Die gesuhte Transformation G : D(U;V ) ! D(u;v)kann gem�a� G = T(p0) Æ ~G in das bereits bekannte T und eine Transformation ~G : D(U;V ) !D(~u;~v) zerlegt werden.~G soll nah M�oglihkeit zwei Eigenshaften erf�ullen.Eigenshaft 1: ~G soll eine aÆne Abbildung sein (aÆne Abbildungen sind vom mathemati-shen Standpunkt aus leiht zu beherrshen; dar�uber hinaus sind aÆne Abbildungen po-lynomielle Abbildungen; die gesuhte Parametertransformation muss zwangsl�au�g einepolynomielle Abbildung sein, will man eine polynomielle Gesamt�ahe erhalten). Die-se Forderung liegt darin begr�undet, dass die Parametergebiete der N -�ahigen Blends,regul�are N -Eke, nah Abbildungen wesentlih shwieriger zu handhaben sind, als diequadratishen Parametergebiete der Blending-Streifen. Diese starke Einshr�ankung wirdsp�ater durh Transformationen mit wesentlih mehr Freiheitsgraden f�ur die Parameter-gebiete der Blending-Streifen zumindest teilweise ausgeglihen.Eigenshaft 2: Die Rihtungsableitungen ~Ge#?(E#) und ~Ge"?(E") senkreht zu den �Uber-gangslinien E# und E" an diesen �Ubergangslinien sollen den gleihen Winkel � bildenwie die Vektoren ~p0 � ~p# und ~p0 � ~p" (Abbildung 4.17). Damit wird erreiht, dass derBlending-Bereih den von den Segment-Randpunkten vorgegebenen Winkel nahbildet.Leider ist Eigenshaft 2 bei Verwendung einer aÆnen Abbildung oft nur durh erhebli-he Verzerrung oder sogar Spiegelung des Parametergebietes D(U;V ) zu erreihen (Abbil-dung 4.17), was wiederum �au�erst unerw�unshte E�ekte auf die Form der Gesamt�ahe
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Wahl von ~G aus!Wegen der starken Verzerrung von D(U;V ) sheidet eine derartigeE"E# e"?
D(U;V )(Parametergebiet desN-�ahigen Blends)

(Parametergebiete derangrenzenden Blending-Streifen)
e#? ~G ~p# ~p0

D(~u;~v)(mit T�1 transformiertes Parametergebiet der B-Spline-Fl�ahe F)
�D#;(U;V ) und D";(U;V )
~Ge#?(E#)

~p" ~Ge"?(E")
Abbildung 4.17: Starke Verzerrung des Parametergebietes D(U;V ) unter der Abbildung ~Ghaben kann. Um beide Eigenshaften zu vereinbaren, werden im Folgenden neben der Pa-rametertransformation ~G auh noh die Parametertransformationen ~G# und ~G" der beidenangrenzenden Blending-Streifen betrahtet.Um D(U;V ) bei Abbildung mit ~G niht zu verzerren, wird f�ur ~G der Ansatz~G(U; V ) =  ~u~v ! = RS  UV ! + t (4.22)verwendet, wobei R eine Rotationsmatrix, S eine einheitlihe Skalierungsmatrix (also einSkalierungsfaktor) und t ein Translationsvektor ist.~G# und ~G" sollen polynomielle Abbildungen vom Grad 5 in U -Rihtung und vom Grad 1 inV -Rihtung sein (alle Parametertransformationen f�ur Blending-Streifen geh�oren dieser Klassevon Funktionen an; polynomielle Abbildungen sind erforderlih, damit die Gesamt�ahe eben-falls eine Polynom�ahe ist). Dies bietet zahlreihe Freiheitsgrade l�angs der Blending-Streifen(in diese Rihtung muss C2-Stetigkeit gelten, der Segmentrand sollte gut nahempfunden wer-den) und wenige quer zu den Blending-Streifen (au�er der Breite im dreidimensionalen Raumgibt es hier kaum etwas zu beahten). ~G# und ~G" lauten in TP-Bezier -Form~G#(U; V ) =  ~u~v ! = 5Xi=0 1Xj=0B5;[0;1℄i (U)B1;[0;1℄j (V )g#i;j (4.23)~G"(U; V ) =  ~u~v ! = 5Xi=0 1Xj=0B5;[0;1℄i (U)B1;[0;1℄j (V )g"i;j : (4.24)



4.4. KONSTRUKTION DER PARAMETERTRANSFORMATIONEN 91Die geforderte Eigenshaft 2 wird durh die folgende Eigenshaft 2a ersetzt, die einen�ahnlihen E�ekt auf den Blending-Bereih hat.Eigenshaft 2a: Die Rihtungsableitungen ~G#̂e#?(Ê#) und ~G"̂e"?(Ê") senkreht zu den KantenÊ# und Ê" an diesen Kanten sollen den gleihen Winkel � bilden wie die Vektoren ~p0�~p#und ~p0� ~p" (Abbildung 4.18). Damit wird ebenfalls erreiht, dass der Blending-Bereihden von den Segment-Randpunkten vorgegebenen Winkel nahemp�ndet.
Ê# ~p0

~p"
~p#ê#?

Ê" ê"?(Parametergebiete der

D(U;V )(Parametergebiet desN-�ahigen Blends)
D#;(U;V ) und D";(U;V )angrenzenden Blending-Streifen)

(mit T�1 transformiertes Parametergebiet der B-Spline-Fl�ahe F)D(~u;~v)
�

~G#̂e#?(Ê#)
~G"̂e"?(Ê")

R1 R2 ~G, ~G#, ~G"RN ~G(RN )~G(R2)~G(R1)~0
Abbildung 4.18: Die transformierten Parametergebiete bilden den Winkel �Im Folgenden wird eine M�oglihkeit pr�asentiert, die Kontrollpunkte g#i;j und g"i;j so festzu-legen, dass sowohl die Bedingungen (G5) bis (G8) f�ur eine C2-stetige Gesamt�ahe als auhdie Eigenshaft 2a erf�ullt sind.F�ur den �Ubergang zwishen ~G und ~G" lassen sih die Bedingungen (G5) bis (G8) unterVerwendung der Ans�atze (4.22) und (4.24) und der Transformation T umshreiben zu~G(E") = (1� V ) ~G(R2) + V ~G(R1) = ~G"(1; V ) = (1� V )g"5;0 + V g"5;1~Ge"?(E") = RSe"? = ~G"U (1; V ) 1a = �(1� V ) (g"5;0 � g"4;0) + V (g"5;1 � g"4;1)� 5a~Ge"?e"?(E") = 0 = ~G"UU (1; V ) 1a2 =



92 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHEN= �(1� V ) (g"5;0 � 2g"4;0 + g"3;0) + V (g"5;1 � 2g"4;1 + g"3;1)� 20a2~Ge"?e"k(E") = 0 = ~G"UV (1; V ) 1a = �g"5;1 � g"4;1 � g"5;0 + g"4;0� 5a ;wobei R1 und R2 die in Abbildung 4.18 gekennzeihneten Punkte im Parametergebiet D(U;V )sind. Dies kann zu g"5�i;0 = ~G(R2) � i a5 RSe"? ; i = 0; : : : ; 2g"5�i;1 = ~G(R1) � i a5 RSe"? ; i = 0; : : : ; 2vereinfaht werden. Der in Unterabshnitt 4.2.2 eingef�uhrte, noh unbestimmte Parametera kann prinzipiell beliebig gew�ahlt werden. Eine sinnvolle Festlegung ist a = 5 kS�1dk2 wobeid = 12 ( ~G(R1) + ~G(R2)) � ~G(~0). Die Parametergebiete des N -�ahigen Blends und derangrenzenden Blending-Streifen haben dann etwa die gleihe Gr�o�e (siehe Abbildungen 4.19und 4.20).Gleihes Vorgehen f�ur den �Ubergang zwishen ~G und ~G# liefertg#5�i;0 = ~G(R1) � i a5 RSe#? ; i = 0; : : : ; 2g#5�i;1 = ~G(RN ) � i a5 RSe#? ; i = 0; : : : ; 2 :Die noh niht festgelegten Kontrollpunkte werden dazu verwendet, Eigenshaft 2a zuerf�ullen. Abh�angig davon, ob der Winkel � zwishen den Vektoren ~p0� ~p# und ~p0� ~p"gr�o�eroder kleiner als der von den Rihtungsableitungen ~Ge#?(E#) = RSe#? und ~Ge"?(E") = RSe"?gebildete Winkel 2�N ist, kommt einer der folgenden beiden F�alle zur Anwendung.Fall 1: � � 2�NF�ur die verbleibenden Kontrollpunkte giltg"i;0 = g"3;0 + (3� i) kdk2 R(� sin �2 ; os �2 ) ; i = 0; : : : ; 2g"i;1 = g"i;0 + RS(os �2 ; sin �2 ) ; i = 0; : : : ; 2g#i;1 = g#3;1 + (3� i) kdk2 R(sin �2 ; os �2 ) ; i = 0; : : : ; 2



4.4. KONSTRUKTION DER PARAMETERTRANSFORMATIONEN 93g#i;0 = g#i;1 + RS(� os �2 ; sin �2 ) ; i = 0; : : : ; 2(siehe Abbildung 4.19).g"0;1 g"1;1 g"2;1
g"0;0 g"1;0 g"2;0

g"3;1g"4;1g"5;1g"3;0 g"5;0g"4;0
g#0;0g#1;0g#3;0 g#2;0

�2�2 g#0;1g#1;1g#2;1g#3;1g#4;1g#5;1
g#5;0g#4;0d~G(R2) ~G(RN )~G(~0)~G(R1)

Abbildung 4.19: Die Lage der Kontrollpunkte g"i;j und g#i;j falls � � 2�NFall 2: � < 2�NF�ur die verbleibenden Kontrollpunkte giltg"i;1 = g"3;1 + (3� i) kdk2 R(� sin �2 ; os �2 ) ; i = 0; : : : ; 2g"i;0 = g"i;1 + RS(� os �2 ; � sin �2 ) ; i = 0; : : : ; 2g#i;0 = g#3;0 + (3� i) kdk2 R(sin �2 ; os �2 ) ; i = 0; : : : ; 2g#i;1 = g#i;0 + RS(os �2 ; � sin �2 ) ; i = 0; : : : ; 2(siehe Abbildung 4.20).Die letzte verbleibende Aufgabe besteht in der Berehnung der Matrizen R und S und desVektors t.
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g"5;1g"4;1g"3;1g"2;0g"1;0 g"1;1g"2;1

g"5;0g"4;0g"3;0
g"0;0 g#0;0

g#5;0g#4;0g#3;0 g#2;1g#1;1g#1;0g#2;0
g#5;1g#4;1g#3;1

g#0;1
�2�2 d~G(R2) ~G(RN )~G(R1)~G(~0)

Abbildung 4.20: Die Lage der Kontrollpunkte g"i;j und g#i;j falls � < 2�NDie Skalierungsmatrix S soll die Breite des Blending-Bereihes im transformierten Parame-tergebiet D(~u;~v) der B-Spline-Fl�ahe auf etwa dinnen+dau�en festlegen. Die Breite des BlendingBereihs entspriht ungef�ahr den Abst�anden kg#i;0 � g#i;1k beziehungsweise kg"i;0 � g"i;1k. DieseAbst�ande nehmen den Wert dinnen + dau�en an, fallsS =  s 00 s ! ; s = dinnen + dau�engesetzt wird.Die Rotationsmatrix R soll den Blending-Bereih soweit rotieren, dass die Rihtungsablei-tungen ~G#̂e#?(Ê#) und ~G"̂e"?(Ê") parallel zu den Vektoren ~p0 � ~p# und ~p0 � ~p" sind. Ist  derWinkel, um den der Blending-Bereih rotiert werden muss, dann giltR =  os  � sinsin os  ! :Der Translationsvektor t ist so zu w�ahlen, dass die Geraden durh ~p0 und ~p" beziehungsweise~p0 und ~p# die Streken g"0;1g"0;0 und g#0;0g#0;1 im Verh�altnis dinnendau�en teilen. Der Blending-Bereiherstrekt sih dann im Anshlussbereih etwa um dinnen nah innen und um dau�en nah au�en.t ergibt sih als L�osung des linearen Gleihungssystems



4.4. KONSTRUKTION DER PARAMETERTRANSFORMATIONEN 95dinnendinnen + dau�en g"0;0(t) + dau�endinnen + dau�en g"0;1(t) = ~p0 + � (~p" � ~p0)dinnendinnen + dau�en g#0;1(t) + dau�endinnen + dau�en g#0;0(t) = ~p0 + � (~p# � ~p0) :Dieses Gleihungssystem mit vier Unbekannten kann problemlos mit Hilfe des Gau� -Algorithmus gel�ost werden.Sind die Transformationen ~G, ~G# und ~G" berehnet, muss noh �uberpr�uft werden, ob g"0;0g"0;1die Streke ~p"~p0 mindestens im Verh�altnis 13 teilt (bei 13 handelt es sih um einen experimentellermittelten Wert; Werte in �ahnliher Gr�o�enordnung liefern ebenfalls gute Ergebnisse). Istdies niht der Fall, liegt ~p" zu nahe an ~p0 (die Parametertransformationen der anshlie�endenBlending-Streifen k�onnen dann niht mehr sinnvoll konstruiert werden). Anstelle von ~p" wirdder n�ahste Segment-Randpunkt verwendet und die Transformationen ~G, ~G# und ~G" werdenneu berehnet. Handelt es sih bei ~p" um einen Sternpunkt, das hei�t in seiner Umgebung mussebenfalls eine Parametertransformation einesN -�ahigen Blends platziert werden, muss diesesVerh�altnis sogar gr�o�er als 53 sein. Ist dies niht der Fall, muss die Rekonstruktion mit anderenParametern dinnen und dau�en erneut gestartet werden. Abbildung 4.21 zeigt ein Beispiel einerParametertransformation eines 3-�ahigen Blends. Der erste Randpunkt in "-Rihtung liegtzu nahe an ~p0 und wird daher ignoriert.

R2 R3
R1

Dieser Rand-zu nahe an ~p0! er wird ignoriertdinnen
dau�en

~p0
~p"

~p#
~G, ~G#, ~G"

D(~u;~v)

Segmentpunkt liegt

D";(U;V ) D(U;V ) D#;(U;V )
~0 dinnen

dau�en
Abbildung 4.21: Die Parametertransformationen ~G, ~G# und ~G" eines 3-�ahigen Blends



96 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENEin entsprehendes Teilungsverh�altnis muss nat�urlih auh f�ur g#0;0g#0;1 und die Streke ~p#~p0erf�ullt sein.Die Parametertransformationen des N -�ahigen Blends und der beiden angrenzendenBlending-Streifen ergeben sih durh Anwendung der Transformation T(p0) auf die Abbil-dungen ~G, ~G# und ~G". Die Ergebnisse lautenG(U; V ) = T(p0)( ~G(U; V )) = T(p0)RS  UV ! + T(p0) tG#(U; V ) = T(p0)( ~G#(U; V )) = 5Xi=0 1Xj=0B5;[0;1℄i (U)B1;[0;1℄j (V )T(p0)g#i;jG"(U; V ) = T(p0)( ~G"(U; V )) = 5Xi=0 1Xj=0B5;[0;1℄i (U)B1;[0;1℄j (V )T(p0)g"i;j :4.4.3 Abbilden der Parametergebiete der Blending-Streifen in die Parame-tergebiete der B-Spline-Fl�ahenNahdem die Blending-Bereihe der N -�ahigen Blends und ihrer angrenzenden Blending-Streifen durh die im letzten Unterabshnitt vorgestellten Parametertransformationen festge-legt wurden, sollen nun jeweils zwei dieser Blending-Bereihe entlang der zugeordneten Seg-mentr�ander durh einen Satz von Blending-Streifen verbunden werden. Seien p1; : : : ;pm�1 dieSegment-Randpunkte im Parametergebiet D(u;v) einer B-Spline-Fl�ahe F, die zwishen zweiSternpunkten p0 und pm liegen, �uber denen N -�ahige Blends platziert wurden. Punkte,die das am Ende des letzten Unterabshnitts angesprohene Teilungsverh�altnis niht erf�ullen,sind dabei niht enthalten. Des weiteren seien die Punkte p0;innen, p0;au�en, pm;innen undpm;au�en die von den an die N -�ahigen Blends angrenzenden Blending-Streifen vorgegebe-nen Anshlusspunkte. Die zu den noh o�enen �Ubergangslinien senkreht stehenden erstenRihtungsableitungen werden mit �p0 und �pm bezeihnet, die zweiten Rihtungsableitun-gen mit �2p0 und �2pm (Abbildung 4.22). Bei Verwendung der im letzten Unterabshnittbeshriebenen Konstruktion gilt �2p0 = 0 und �2pm = 0.Die Punkte p1; : : : ;pm�1 und die Anshlussbedingungen p0;innen, p0;au�en, pm;innen, pm;au�en,�p0, �pm, �2p0 und �2pm werden im Folgenden dazu verwendet, eine C2-stetige innereund eine C2-stetige �au�ere Segment-Randkurve aufzustellen, die den Blending-Bereih derBlending-Streifen begrenzen.Die ersten und die zweiten Ableitungen einer die Punkte p1; : : : ;pm�1 interpolierenden Kurvek�onnen mit den Formeln�pi = 12 �pi+1 � pi�1� ; i = 1; : : : ;m� 1 (4.25)
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p1 pm�1p2p0;innen

p0;au�en pm;au�en
pm;innenParametergebiet D(u;v) einer B-Spline-Fl�ahe

Segment�au�eres
Segmentinneres

�p0 �pm
Abbildung 4.22: Ein mit Blending-Streifen zu f�ullender Segmentrand�2pi = pi+1 � 2pi + pi�1 ; i = 1; : : : ;m� 1 (4.26)gesh�atzt werden. Man erh�alt diese Formeln, indem man Ableitungen durh Di�erenzenquo-tienten ersetzt.Die gesh�atzten ersten Ableitungen werden dazu verwendet, Interpolationspunkte f�ur dieinnere und die �au�ere Segment-Randkurve zu berehnen. Die zum Punkt pi geh�origen In-terpolationspunkte werden mit pi;innen und pi;au�en bezeihnet. Sie sind dadurh festgelegt,dass die Vektoren ~pi;innen � ~pi und ~pi;au�en � ~pi senkreht auf den transformierten erstenAbleitung �~pi stehen und die L�angen dinnen bzw dau�en haben. Dabei gilt ~pi = (T(pi))�1 pi,~pi;innen = (T(pi))�1 pi;innen, ~pi;au�en = (T(pi))�1 pi;au�en und �~pi = (T(pi))�1 �pi (Abbil-dung 4.23).Sind die Punkte p0; : : : ;pm entgegen dem Uhrzeigersinn angeordnet, k�onnen die Interpolati-onspunkte mit den Formeln? �pi = T(pi)(��~piv ; �~piu) 1k�~pik ; i = 1; : : : ;m� 1pi;innen = pi+ ? �pi dinnen ; i = 1; : : : ;m� 1pi;au�en = pi� ? �pi dau�en ; i = 1; : : : ;m� 1 :berehnet werden.Da die ermittelten Interpolationspunkte jeweils Grenzen zwishen zwei Blending-Streifen bil-den sollen, m�ussen insgesamt m Parametertransformationen Gk f�ur m Blending-Streifen be-stimmt werden. Wie bereits im letzten Unterabshnitt erl�autert, sollen die Gk bivariate Po-



98 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENParametergebiet D(u;v) einer B-Spline-Fl�ahe
�pm�pm�1�p2

�p0 �2p2�p1 �2pm�1p1;innen
p1;au�en pm�1;au�enpm�1;innen

Abbildung 4.23: Gesh�atzte erste und zweite Ableitungen und neue Interpolationspunkte
lynome vom Grad 5 in U -Rihtung und vom Grad 1 in V -Rihtung sein. In TP-Bezier -Formlauten sieGk(U; V ) =  uv ! = 5Xi=0 1Xj=0B5;[0;1℄i (U)B1;[0;1℄j (V )gki;j ; k = 1; : : : ;m :Die oben erw�ahnten inneren beziehungsweise �au�eren Segment-Randkurven werden von denKurven Gk(U; 1) beziehungsweise Gk(U; 0) gebildet. Um die Punkte pi;innen und pi;au�en zuinterpolieren, wird gk0;0 = pk�1;au�en, gk0;1 = pk�1;innen, gk5;0 = pk;au�en und gk5;1 = pk;innengesetzt. Damit ist Bedingung (G1) f�ur eine C2 stetige Gesamt�ahe bereits erf�ullt.Die AbleitungenGkU (0; V ) undGkU (1; V ) entlang der Kanten (0; V ) und (1; V ), V 2 [0; 1℄, sol-len bis auf durh Umparametrisierung erreihbare Faktoren ~ak und ak gleih den gesh�atztenersten Ableitungen �pk�1 und �pk sein. Das bedeutet, diese gesh�atzten ersten Ableitun-gen geben die Tangenten in U -Rihtung vor. W�unshenswert w�are eine etwa �aquidistanteVerteilung der Kontrollpunkte in U -Rihtung, was grob durh die Wahlgk1;j = gk0;j + kpk � pk�1k5 �pk�1k�pk�1k ; j = 0; 1 ; k = 1; : : : ;m (4.27)gk4;j = gk5;j � kpk � pk�1k5 �pkk�pkk ; j = 0; 1 ; k = 1; : : : ;m (4.28)erreiht wird. F�ur die unbestimmten Faktoren ~ak und ak, die auh in den Bedingungen (G2)bis (G4) auftreten, ergibt sih



4.4. KONSTRUKTION DER PARAMETERTRANSFORMATIONEN 99GkU (0; V ) = 5 �(1� V ) (gk1;0 � gk0;0) + V (gk1;1 � gk0;1)� == kpk � pk�1kk�pk�1k| {z }=~ak �pk�1 ; k = 1; : : : ;m (4.29)GkU (1; V ) = 5 �(1� V ) (gk5;0 � gk4;0) + V (gk5;1 � gk4;1)� == kpk � pk�1kk�pkk| {z }=ak �pk ; k = 1; : : : ;m : (4.30)Es ist zu beahten, dass die Indizes in den Bedingungen (G1) bis (G4) niht vershiedeneBlending-Streifen, sondern die beiden B-Spline-Fl�ahen eines Blending-Streifens indizieren.Die Parametertransformationen in beide B-Spline-Fl�ahen, von denen in diesem Unterab-shnitt stets nur eine betrahtet wurde, m�ussen dieselben ~ak und ak liefern, damit eine C2-stetige Gesamt�ahe vorliegt, also die Bedingungen (G2) bis (G4) erf�ullt sind. Dies ist zwardurh die Wahl der Kontrollpunkte gem�a� den Formeln (4.27) und (4.28) n�aherungsweise, imAllgemeinen jedoh niht exakt erf�ullt. Der Ausweg besteht in einer Mittelung der von (4.29)und (4.30) gelieferten ~ak und ak und einer nahfolgenden Neuberehnung der Kontrollpunkte.Seien ~ak;1 und ak;1 die zu der einen B-Spline-Fl�ahe und ~ak;2 und ak;2 die zu der anderenB-Spline-Fl�ahe geh�origen Faktoren. Nah Bildung der Mittelwerte ~ak = 12 (~ak;1 + ~ak;2) undak = 12(ak;1 + ak;2) ergeben sih die Kontrollpunkte gk1;j ; : : : ;gk4;j gem�a�gk1;j = gk0;j + ~ak5 �pk�1 ; j = 0; 1 ; k = 1; : : : ;mgk4;j = gk5;j � ak5 �pk ; j = 0; 1 ; k = 1; : : : ;mgk2;j = �gk0;j + 2gk1;j + (~ak)220 �2pk�1 ; j = 0; 1 ; k = 1; : : : ;mgk3;j = �gk5;j + 2gk4;j + (ak)220 �2pk ; j = 0; 1 ; k = 1; : : : ;m :Es ist o�ensihtlih, dass die Bedingungen (G2) bis (G4) dadurh erf�ullt sind.Die Parametertransformationen Gk tragen mit den KurvenGk(U; 1) =  uv ! = 5Xi=0 B5;[0;1℄i (U)gki;1 ; k = 1; : : : ;m



100 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENzu den Trimming-Kurven der B-Spline-Fl�ahe F bei. Nahdem alle Parametertransformatio-nen berehnet wurden, muss f�ur jede B-Spline-Fl�ahe �uberpr�uft werden, ob Shnitte zwishenTrimming-Kurven existieren. Ist dies der Fall, wurde der Blending-Bereih zu breit gew�ahlt.Die Rekonstruktion muss mit anderen Parametern dinnen und dau�en erneut gestartet werden.Abbildung 4.24 zeigt ein Parametergebiet einer B-Spline-Fl�ahe, in das die Kontrollpunkteder Parametertransformationen der Blending-Streifen platziert wurden.einer B-Spline-Fl�aheParametergebiet D(u;v) Mit gestrihelten Linien verbunden:Hellgrau: Blending-BereihDunkelgrau: SegmentinneresIn der N�ahe der durhgezogenen Linien:pi (Segment-Randpunkte)gki;j (Kontrollpunkte)

Abbildung 4.24: Die Transformationen in das Parametergebiet einer B-Spline-Fl�ahe4.5 ZusammenfassungIm Folgenden soll das in den letzten Abshnitten erl�auterte Verfahren noh einmal kurzzusammengefasst werden. Das Wihtige soll herausgestrihen und die einzelnen Elemente zueinem gro�en Ganzen zusammengef�ugt werden. Details werden dabei vernahl�assigt.Die Gesamt�ahe setzt sih aus drei Arten von Teil�ahen zusammen, N -�ahigen Blends,Blending-Streifen und getrimmten B-Spline-Fl�ahen.N-�ahige BlendsN -�ahige Blends entstehen dort, wo N � 3 Segmente zusammensto�en.



4.5. ZUSAMMENFASSUNG 101N -�ahige Blends haben die FormF(U; V ) = NXi=1 HN;i(U; V ) � Fi(Gi(U; V )) :Die Blending-FunktionenHi sind stets dieselben. Sie m�ussen also nur einmal berehnet werden(siehe Unterabshnitt 4.3.2).Die Parametertransformationen Gi sind im Allgemeinen f�ur alle N -�ahigen Blends vershie-den. Sie m�ussen stets neu berehnet werden (siehe Unterabshnitt 4.4.2). Da sie teilweise dieParametertransformationen der Blending-Streifen bestimmen, m�ussen sie vor der Konstruk-tion der Blending-Streifen bekannt sein.Das Parametergebiet der N -�ahigen Blends ist ein regul�ares N -Ek mit Seitenl�ange 1.Die Blending-Funktionen HN;i sind bivariate Polynome vom Grad (7; 7), die Parametertrans-formationenGi bivariate Polynome vom Grad (1; 1). Bei der Verwendung von bikubishen TP-B-Spline-Fl�ahen als Prim�ar�ahen sind N -�ahige Blends damit bivariate Polynom�ahenvom Grad (13; 13).
Blending-StreifenBlending-Streifen entstehen dort, wo zwei Segmente zusammensto�en.Blending-Streifen haben die FormF(U; V ) = H#(U; V ) � F#(G#(U; V )) + H"(U; V ) � F"(G"(U; V )) :Die Blending-Funktionen H# und H" sind stets dieselben. Sie m�ussen also nur einmal bereh-net werden (siehe Unterabshnitt 4.3.1).Die Parametertransformationen G# und G" sind im Allgemeinen f�ur alle Blending-Streifenvershieden. Sie m�ussen stets neu berehnet werden (siehe Unterabshnitt 4.4.3). Da sie teil-weise von den Parametertransformationen der N -�ahigen Blends bestimmt werden, k�onnensie erst nah diesen konstruiert werden.Das Parametergebiet der Blending-Streifen ist ein axial ausgerihtetes Quadrat mit Sei-tenl�ange 1.Die Blending-FunktionenH# undH" sind bivariate Polynome vom Grad (0; 7), die Parameter-transformationen G# und G" bivariate Polynome vom Grad (5; 1). Bei der Verwendung vonbikubishen TP-B-Spline-Fl�ahen als Prim�ar�ahen sind Blending-Streifen damit bivariatePolynom�ahen vom Grad (30; 13).



102 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENGetrimmte B-Spline-Fl�ahenGetrimmte B-Spline-Fl�ahen bilden Teile der Gesamt�ahe, die Segment-Innenbereihe re-pr�asentieren.Da die als Prim�ar�ahen verwendeten B-Spline-Fl�ahen bereits vorhanden sind, ist lediglihdie Berehnung ihrer Trimming-Kurven von Interesse. Diese Trimming-Kurven ergeben sihdirekt aus den Parametertransformationen der Blending-Streifen. Jede Parametertransfor-mation G# beziehungsweise G" eines Blending-Streifens bildet den Parameterbereih diesesStreifens in das Parametergebiet einer B-Spline-Fl�ahe ab. Sie tr�agt mit der Kurve G#(U; 0)beziehungsweise mit der Kurve G"(U; 1) zu den Trimming-Kurven dieser B-Spline-Fl�ahe bei.Die Trimming-Kurven sind Polynomkurven vom Grad 5.Bei der Rekonstruktion einer C2-stetigen Fl�ahe ist nah folgendem Shema vorzugehen:1 Segmentiere das gegebene Dreieksnetz in M Segmente.2 Parametrisiere jedes dieser M Segmente.3 Approximiere jedes dieser M Segmente durh eine bikubishe B-Spline-Fl�ahe.4 Berehne die Blending-Funktionen H# und H" f�ur Blending-Streifen ein einziges Mal(k�onnen f�ur jede weitere Rekonstruktion wieder verwendet werden;Unterabshnitt 4.3.1).5 Berehne die Blending-Funktionen HN;i f�ur N -�ahige Blends ein einziges Mal (k�onnenf�ur jede weitere Rekonstruktion wieder verwendet werden; Unterabshnitt 4.3.2).6 Lege die Parameter dinnen und dau�en fest (dadurh kann die Gr�o�e und die Form derBlending-Fl�ahen gesteuert werden).7 Berehne die Parametertransformationen aller N -�ahigen Blends (ein N -�ahigerBlend f�ur jeden Sternpunkt; Unterabshnitt 4.4.2).! N -�ahige Blends sind vollst�andig bestimmt.8 Berehne die Parametertransformationen aller Blending-Streifen (Unterabshnitt 4.4.3).! Blending-Streifen sind vollst�andig bestimmt.9 Berehne die Trimming-Kurven aller B-Spline-Fl�ahen aus denParametertransformationen der Blending-Streifen.! Getrimmte B-Spline-Fl�ahen sind vollst�andig bestimmt.10 Die C2-stetige Gesamt�ahe setzt sih aus den in den Zeilen 7 bis 9 gewonnenenTeil�ahen zusammen.



4.6. REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEN UND ERGEBNISSE 1034.6 Rekonstruktionsstrategien und ErgebnisseBei dem hier pr�asentierten Verfahren zur Rekonstruktion von C2-stetigen Ober�ahen handeltes sih um ein interaktives Verfahren. Die erzielten Ergebnisse h�angen teilweise stark von denEingaben und Aktionen des Benutzers ab. In diesem Abshnitt werden Hinweise gegeben, mitwelhen Strategien gute Ergebnisse erzielt werden k�onnen.Die farblihe Darstellung aller rekonstruierter Ober�ahen in diesem Kapitel wurde folgen-dermassen gew�ahlt:Gelb: N -�ahige Blends.Gr�un: An N -�ahige Blends angrenzende Blending-Streifen (ihre Parametertransformatio-nen werden zusammen mit den Parametertransformationen der N -�ahigen Blends kon-struiert).Rot: Blending-Streifen, die niht an N -�ahige Blends angrenzen.Blau: Getrimmte B-Spline-Fl�ahen.4.6.1 SegmentierungBereits die Segmentierung des gegebenen Dreieksnetzes nimmt starken Einuss auf das sp�ate-re Endergebnis. Folgende Regeln sollten dabei beahtet werden:� Die einzelnen Segmente sollten etwa die gleihe Gr�o�e aufweisen. Da die ma-ximal zul�assige Breite des Blending-Bereihs von den kleinsten Segmenten festgelegtwird, kann es bei stark di�erierenden Segmentgr�o�en zu unerw�unsht shmalen bezie-hungsweise kleinen Blending-Fl�ahen kommen.� Die Segmentr�ander sollten m�oglihst glatt sein. Je zakiger die Segmentr�andersind, desto wahrsheinliher ist eine �Uberfaltung der von den Parametertransformatio-nen der Blending-Streifen festgelegten Blending-Bereihe. Dies kann zu unerw�unshtenErgebnissen bei der rekonstruierten Fl�ahe f�uhren.� Die Winkel, die von den Segmentr�andern an Sternpunkten gebildet werden,sollten etwa gleih sein. Untershiede von �50% stellen dabei kein Problem dar,ist aber einer der Winkel mehr als doppelt so gro�, sollte eine andere Segmentierunggew�ahlt werden.Abbildung 4.25 zeigt deutlih, wie stark der Einuss der Segmentierung auf eine rekonstruierteOber�ahe sein kann. In der oberen Bildreihe sto�en im Zentrum des L-f�ormigen K�orpersdrei Segmente zusammen, deren Winkel an dieser Stelle 270Æ und zweimal 90Æ betragen.Diese Segmentierung f�uhrt zu einem relativ unsh�onen Ergebnis, wie die Detailaufnahme ganz



104 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENrehts zeigt. Die andere Segmentierung in der unteren Bildzeile, bei der am selben Punktf�unf Segmente mit jeweils 90Æ-Winkeln zusammensto�en, f�uhrt zu einer nahezu perfektenOber�ahe.Segmentiertes Dreieksnetz Approximierende Fl�ahe
Segmentiertes Dreieksnetz Approximierende Fl�ahe

Abbildung 4.25: Ergebnisse bei untershiedliher Segmentierung
4.6.2 Festlegen der Blending-Bereihe durh dinnen und dau�enDie Lage der Blending-Bereihe kann durh die Parameter dinnen und dau�en gesteuert werden.Folgende Regeln sollte man dabei beahten:� Die Blending-Bereihe sollten niht zu shmal sein: Ist dinnen+dau�en sehr klein,kommt es an den R�andern der Blending-Bereihe zu relativ sharfen Kniks. Dadurhwerden die durh die Blending-Fl�ahen erzeugten �Uberg�ange sehr hart. Die optisheGlattheit geht damit verloren.� Die Blending-Bereihe sollten niht zu weit im Segmentinneren liegen: Beigro�em dinnen kommt es h�au�g zu Shnitten zwishen den Trimming-Kurven in den



4.6. REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEN UND ERGEBNISSE 105Parametergebieten der B-Spline-Fl�ahen. Eine C2-stetige Rekonstruktion wird damitunm�oglih (Unterabshnitt 4.4.3).� Die Blending-Bereihe sollten sih verh�altnism�a�ig niht zu weit ins Seg-ment�au�ere erstreken: Bei gro�em dau�en und kleinem dinnen kommt es meist zusharfen Kniks in der Mitte der Blending-Fl�ahen. In Extremf�allen erh�alt man sogareine sih �uberfaltende Gesamt�ahe.Abbildung 4.26 zeigt vier Rekonstruktionen desselben deformierten Tetraeders mit jeweilsuntershiedliher Wahl von dinnen und dau�en.
(a) dinnen = 0:1, dau�en = �0:05 (b) dinnen = 0:1, dau�en = 0:05

() dinnen = 0:05, dau�en = 0:1 (d) dinnen = �0:2, dau�en = 0:5

Ausdehnung des Objekts im R3 : 1:31� 1:40� 1:10

Abbildung 4.26: Ergebnisse bei untershiedliher Platzierung des Blending-BereihsBild (a): Die Blending-Bereihe sind zu shmal. Es kommt zu sharfen Kniks an denR�andern der Blending-Bereihe.



106 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHENBild (b): Ein sehr sh�ones Ergebnis. Das hier verwendete Verh�altnis dinnen = 2 dau�en liefertin den meisten F�allen gute Ergebnisse.Bild (): Die Blending-Bereihe liegen verh�altnism�a�ig zu weit au�en. Es kommt zu sharfenKniks in der Mitte der Blending-Fl�ahen.Bild (d): Die Blending-Bereihe liegen verh�altnism�a�ig viel zu weit au�en. Diese unsinnigeWahl der Parameter dinnen und dau�en liefert eine sih mehrfah �uberfaltende Ober�ahe.4.6.3 L�oshen von Segment-RandpunktenDa jeder Segment-Randpunkt Ausgangspunkt einer Grenze zwishen zwei Blending-Streifenist (Sternpunkte bilden hierbei eine Ausnahme), ist die Zahl der erzeugten Blending-Fl�ahenbei Dreieksnetzen, die viele Punkte enthalten, unerw�unsht hoh. Dies f�uhrt zu unn�otiggro�em Aufwand bei Berehnung, Darstellung und Speiherung der resultierenden Gesamt-�ahe. Werden bei derartigen Dreieksnetzen zakige Segmentr�ander und breite Blending-Bereihe de�niert, kommt es teilweise zu wesentlih shlehteren Ergebnissen als bei Verwen-dung von Dreieksnetzen, die nur wenige Punkte enthalten.Aufgrund dieser Tatsahen wurde dmin, ein weiterer vom Benutzer vorzugebender Parameter,eingef�uhrt. Vor der Berehnung der Parametertransformationen werden solange Segment-Randpunkte gel�osht (nur solhe, bei denen es sih niht um Sternpunkte handelt), bis keinebenahbarten Punkte mehr existieren, deren Abstand im R3 weniger als dmin betr�agt. Alssinnvolle Wahl hat sih dmin = dinnen + dau�en erwiesen. Die meisten Blending-Streifen sinddann mindestens so lang wie breit.4.6.4 Korrektur der Parameterwerte der Segment-RandpunkteWie bereits im letzten Unterabshnitt erw�ahnt, f�uhrt ein zakiger Segmentrand oft zu �Uber-faltungen der Parametertransformationen der Blending-Streifen und damit zu unsh�onen Er-gebnissen. Meistens sha�t eine bessere Segmentierung Abhilfe. In einigen F�allen jedoh isteine solhe Segmentierung wegen der ung�unstigen Ausrihtung der Dreieke unm�oglih.Ein Ausweg besteht darin, die Parameterwerte der Segment-Randpunkte zu ver�andern unddadurh den Segmentrand zu gl�atten. Alle Segment-Randpunkte pi, bei denen es sih nihtum Sternpunkte handelt, werden in Rihtung der gesh�atzten zweiten Ableitungen �2pi derdiese Randpunkte interpolierenden Kurve vershoben. Diese zweiten Ableitungen k�onnen mitFormel 4.26 aus Unterabshnitt 4.4.3 berehnet werden. Die Parameterpunkte werden gem�a�pi ! pi+ d�2 �2pi ver�andert, wobei d�2 ein vom Benutzer vorzugebender Parameter ist. Derf�ur 90Æ-Winkel berehnete optimale Wert d�2 = 1 � 1p2 liefert in den meisten F�allen guteErgebnisse.Abshlie�end sind in Abbildung 4.27 eine Reihe von C2-stetigen Ober�ahen zu sehen, diemit dem hier pr�asentierten Verfahren rekonstruiert wurden.



4.6. REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEN UND ERGEBNISSE 107

Abbildung 4.27: C2-stetige Rekonstruktionen vershiedener Ober�ahen



108 KAPITEL 4. C2-STETIGE �UBERG�ANGE ZWISCHEN PRIM�ARFL�ACHEN4.7 AusblikIn diesem Abshnitt wird ein kurzer Ausblik auf eine m�oglihe zuk�unftige Entwiklung deshier pr�asentierten Verfahrens gegeben.Zuerst sollte erw�ahnt werden, dass es sih bei diesem Verfahren um einen v�ollig neuartigenAnsatz handelt. Es existieren weder Methoden, die in �ahnliher Weise Blending-Funktionenund Parametertransformationen zur Erzeugen st�ukweiser Blending-Fl�ahen verwenden, nohMethoden, die sih �uberhaupt mit der hier bearbeiteten Problemstellung, Realisierung C2-stetiger �Uberg�ange zwishen beliebig getrimmten B-Spline-Fl�ahen, befassen. Das hier vor-gestellte Verfahren zur C2-stetigen Ober�ahenrekonstruktion ist daher kein ersh�opfend be-handelter Aspekt eines lange bekannten und hinreihend erforshten Prinzips, sondern eineneue Idee, in der noh gro�es Potential enthalten ist. Dementsprehend ist die Liste der m�ogli-hen Ansatzpunkte f�ur zuk�unftige Forshungsaktivit�aten und Weiterentwiklungen sehr lang.Einige Punkte dieser Liste werden im Folgenden kurz angesprohen.Erweiterung f�ur niht geshlossene Dreieksnetze: Momentan funktioniert das Ver-fahren nur f�ur geshlossene Dreieksnetze. Eine Erweiterung f�ur niht geshlosseneDreieksnetze sollte nah �ahnlihem Shema m�oglih sein. Es m�ussen neue Blending-Funktionen f�ur Sternpunkte konstruiert werden, die auf dem Rand des Dreieksnetzesliegen. Da f�ur diese Funktionen mehr Freiheitsgrade vorhanden sind als f�ur die bisherberehneten Blending-Funktionen, sollte das problemlos m�oglih sein. Dar�uber hinausm�ussen die Parametertransformationen am Rand entsprehend modi�ziert werden. Ei-ne Methode zur Berehnung von Trimming-Kurven, die in der N�ahe des Dreieksnetz-Randes verlaufen, w�urde diese Erweiterung komplettieren.Vershiedene Breiten der Blending-Bereihe: Weisen die Segmente des Dreieksnetzesstark untershiedlihe Gr�o�en auf, wird momentan die maximale Breite der Blending-Bereihe durh die kleinsten Segmente bestimmt (Unterabshnitt 4.6.2). Eine adaptiveWahl der Breite der Blending-Bereihe und damit auh der Blending-Fl�ahen, zumBeispiel abh�angig von der Segmentgr�o�e oder von anderen vom Benutzer vorzugebendenKriterien, w�urde die Segmentierung weniger einshr�anken und mehr Freiheitsgrade f�urdie Ober�ahenrekonstruktion liefern.Verbesserte Lokalisierung der Blending-Bereihe: Momentan werden die Blending-Bereihe ausshlie�lih an den Segment-Randpunkten orientiert. Eine genauere Lokali-sierung, zum Beispiel durh Berehnung der Shnittkurve benahbarter Prim�ar�ahen(Kapitel 3) oder zumindest N�aherung dieser bei numerishen Problemen, w�urde dieErgebnisse siher deutlih verbessern.Verbesserte Breitenabsh�atzung der Blending-Bereihe: Da die Transformation T(Unterabshnitt 4.4.1) eine Transformation ist, die Abstands- undWinkelumrehnungennur lokal g�ultig maht, kann es bei relativ breiten Blending-Bereihen zu v�ollig falshenAbsh�atzungen und damit zu unerw�unshten Ergebnissen kommen. Eine numerishe Be-



4.7. AUSBLICK 109rehnung der Blending-Bereih-Breiten w�urde diese Ungenauigkeiten ausshlie�en undzu besseren Resultaten f�uhren.Adaptive Wahl der Parametergebiete der Blending-Funktionen: Momentan liefertdas Rekonstruktionsverfahren relativ unsh�one Ergebnisse bei N -�ahigen Blends, wennsih die Winkel der Segmentr�ander an den zugeordneten Sternpunkten stark unter-sheiden (Unterabshnitt 4.6.1). Eine auf diese Winkel abgestimmte Wahl der Parame-tergebiete der Blending-Funktionen (unsymmetrishe N -Eke statt regul�are N -Eke)k�onnte bei diesem Problem f�ur Abhilfe sorgen. Nat�urlih m�ussen daf�ur neue Blending-Funktionen konstruiert beziehungsweise die gegenw�artig existierenden HN;i modi�ziertwerden. Ein derartiges Vorgehen maht eventuell auh die speziellen, an N -�ahigeBlends angrenzenden Blending-Streifen �uber�ussig, da die von den Segmentr�andern ge-bildeten Winkel in die Parametergebiete und damit die Parametertransformationen derN -�ahigen Blends eingehen.Parametertransformationen mit mehreren Freiheitsgraden: Die in Abshnitt 4.4vorgestellte Konstruktion von Parametertransformationen f�ur N -�ahige Blends undf�ur Blending-Streifen stellt nur eine von vielen M�oglihkeiten dar. Es handelt sih wohlum eine der einfahsten derjenigen Konstruktionen, die C2-stetige Fl�ahen liefern unddie die Blending-Bereihe in der N�ahe der Segmentr�ander platzieren. Die Verwendungvon Ans�atzen mit mehr Freiheitsgraden vor allem f�ur die Parametertransformationen derN -�ahigen Blends (momentan handelt es sih dabei nur um aÆne Abbildungen) k�onntedie Ergebnisse deutlih verbessern beziehungsweise dem Benutzer weitere M�oglihkeitenbieten, Einuss auf die zu rekonstruierende Ober�ahe zu nehmen.Wie bereits gesagt, ist diese Aufstellung keineswegs vollst�andig. Es gibt eine Vielzahl weitererIdeen und Ansatzpunkte f�ur Verbesserungen undWeiterentwiklungen. Sie soll dem an diesemThema interessierten Leser lediglih als Anregung f�ur eigene Forshungsaktivit�aten dienen.
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Kapitel 5Zusammenfassung
Im Folgenden werden noh einmal kurz die wesentlihen Forshungsergebnisse dieser Diplom-arbeit zusammengefasst.Im Rahmen dieser Arbeit wurde sowohl eine Methode zur Realisierung harter C0-stetiger�Uberg�ange als auh eine Methode zur Realisierung glatter C2-stetiger �Uberg�ange zwishenFl�ahen, die ein gegebenes Dreieksnetz approximieren, entwikelt.Das in Kapitel 3 vorgestellte Verfahren zur Erzeugung C0-stetiger �Uberg�ange zwishenPrim�ar�ahen basiert auf Berehnung geeigneter Trimming-Kurven. Diese Trimming-Kurvensind Approximationen der Shnittkurven dieser Fl�ahen in deren Parametergebieten.Bei der in Abshnitt 3.3 pr�asentierten Methode zur Taylor -Entwiklung einer Shnittkurvehandelt es sih um ein neu entwikeltes mathematishes Verfahren, mit dem bei Kenntniseines Punktes auf der Shnittkurve deren Ableitungen an diesem Punkt bis zu beliebig hoherOrdnung exakt berehnet werden k�onnen. Durh diese Ableitungen kann eine beliebig genaueApproximation der Shnittkurve in Form ihrer Taylor -Entwiklung angegeben werden. DasVerfolgen der gesuhten Shnittkurve kann durh diese Approximationen sehr pr�azise erfolgen.Dementsprehend treten Probleme mit der Konvergenz des nahfolgenden Newton-Verfahrensselbst bei gro�en Shrittweiten nur sehr selten auf.Auf die Interpolation einer auf einer Shnittkurve liegenden Punktefolge wurde in bisherigenArbeiten erstaunliherweise kaum eingegangen. In Form der bereits angesprohenen Taylor -Entwiklungen liegen wertvolle Informationen �uber die zu approximierenden Shnittkurvenan den berehneten Interpolationspunkten vor. Diese Informationen werden, wie in Unter-abshnitt 3.5.2 beshrieben, zur Bestimmung st�ukweiser polynomieller Trimming-Kurvenverwendet.In Unterabshnitt 3.5.4 wurde die quadratishe Konvergenz des in dieser Arbeit entwikeltenVerfahrens gezeigt. 111



112 KAPITEL 5. ZUSAMMENFASSUNGZur Erzeugung einer C2-stetigen Gesamt�ahe aus approximierenden Prim�ar�ahen wurdeeine v�ollig neuartige Methode entwikelt, die kaum �Ahnlihkeiten mit herk�ommlihen Ver-fahren besitzt. Durh sie ist es m�oglih, eine C2-stetige approximierende Ober�ahe eines ge-shlossenen Dreieksnetzes zu berehnen. Die glatten �Uberg�ange zwishen den Prim�ar�ahenwerden durh Blending-Fl�ahen realisiert. Die �Uberg�ange zwishen den einzelnen Teil�ahenund deren ersten und zweiten Ableitungen sind absolut exakt.Bei den Blending-Fl�ahen handelt es sih um additive Kombinationen der ineinander �uberzu-blendenden Prim�ar�ahen, wobei diese mit speziell konstruierten Blending-Funktionen (Ab-shnitt 4.3) gewihtet werden. Um vershiedene Fl�ahen sinnvoll addieren zu k�onnen, musseine Beziehung zwishen deren Parametergebieten hergestellt werden. Dies geshieht durhdie in Abshnitt 4.4 konstruierten Parametertransformationen.Diese Parametertransformationen bestimmen �uber die durh sie festgelegten Blending-Bereihe die Form der resultierenden Gesamt�ahe. Der Benutzer kann durh vershiedeneParameter die Lage dieser Blending-Bereihe und damit auh das Rekonstruktionsergebnissteuern.Obwohl Reverse-Engineering seit Jahren ein aktuelles Forshungsthema ist, existieren nohimmer zahlreihe ungel�oste oder unbefriedigend gel�oste Probleme. Diese Diplomarbeit tr�agtdurh die in ihr pr�asentierten Ans�atze, Methoden und L�osungsm�oglihkeiten siherlih einenweiteren Stein zu diesem gro�en Puzzle bei. Gerade bei dem in Kapitel 4 pr�asentierten Ver-fahren zur Realisierung C2-stetiger �Uberg�ange handelt es sih niht um ein lange bekanntesund hinreihend erforshtes Verfahren, sondern um einen neuartigen Ansatz, mit dem erstesehr gute Ergebnisse erzielt werden konnten. M�ogliherweise stellt dieser Ansatz einen erstenShritt in eine v�ollig neue Rihtung dar. Wie in Abshnitt 4.7 bereits angesprohen, existie-ren zahlreihe Ansatzpunkte f�ur notwendige Weiterentwiklungen und Verbesserungen. VielArbeit und gro�er Einsatz wird noh zu erbringen sein, bevor dieses Verfahren als universellanwendbar gelten kann und die damit erzielten Ergebnisse vom Benutzer auf komfortableArt und Weise kontrolliert werden k�onnen. Es bleibt zu ho�en, dass diese Arbeit Ansto� zuderartigen Forshungsaktivit�aten geben wird.
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