12. Vorlesung Wintersemester

1 Motivation: Planetenbewegung

Das klassische Problem der Mechanik, das auch grofle Bedeutung fiir die Geistesgeschichte
hat, ist das der Bewegung der Planeten. Wenn man den Einfluss anderer Planeten ver-
nachléssigt, sind die Bewegungsgleichungen fiir die Sonne (S) und den Planeten (p)
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Das Vorzeichen der Gravitationskraft muss dabei immer so gewihlt werden, dass es auf den
anderen Korper zeigt. Natiirlich gilt nach dem dritten Newtonschen Axiom, dass die Krifte
gleich grofl und entgegengesetzt gerichtet sind.

Das sind zwei gekoppelte Bewegungsgleichungen fiir zwei Massenpunkte, die sehr kom-
pliziert aussehen, vor allem, wenn man sie in den Komponenten der Vektoren ausdriickt.
Gliicklicherweise gibt es Vereinfachungsmethoden, denen wir uns jetzt zuwenden. Das sind

e die Reduktion auf ein Einkorperproblem und
e die Behandlung des Systems in besser geeigneten Koordinaten.

e die Losung von skalaren Gleichungen (Erhaltungssitze) statt Vektorgleichungen

2 Das Zweikorperproblem

Man kann das Zweikorperproblem von Sonne und Planet sofort vereinfachen, wenn man
annimmt, dass die Masse der Sonne sehr grofl gegeniiber der des Planeten ist. Da die Kraft
auf beide vom Betrag her gleich ist, bewegt sich die Sonne entsprechend weniger, so dass man
sie als ruhend annehmen kann. Dann benutzt man den Ortsvektor der Sonne als Ursprung,
s = 0, und hat nur noch eine Bewegungsgleichung fiir den Planeten,
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Es ist aber moglich und ein sehr wichtiges allgemeines Ergebnis der Mechanik, auch im
allgemeinen Fall das Zweikorperproblem auf die Bewegung eines Korpers zu reduzieren. Das
gelingt iiber die Transformation auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten.

2.1 Gesamtimpuls und Schwerpunkt

Wenn zwei Korper aufeinander Krifte ausiiben, lauten die Bewegungsgleichungen
m1%1 = ﬁh mz%z = ﬁz- (3)

Nach dem dritten Newtonschen Axion gilt aber ﬁg = —ﬁl und Addieren der beiden Glei-
chungen fiihrt auf
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Die Grofle m17 + mois hat also eine konstante Zeitableitung. Da sie keinen Ortsvektor
darstellt, muss man noch durch eine Masse dividieren und definiert den Schwerpunkt (engl.
center of mass)
~  myT1 + maor;
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mi + me
wobei auch die Gesamtmasse
M =mq1 +mso (6)

niitzlich ist. Die Division durch die Gesamtmasse liegt nahe; dass sie wirklich die beste Wahl
ist, ergibt sich aus dem Folgenden.
Im Anschluss daran kann man den Gesamtimpuls

—

P =pi+p> (7)

definieren, der durch die Schwerpunktsgeschwindigkeit ausgedriickt werden kann:

—

P = m17.?1 + mg’r.?g = Mﬁ (8)

Fiir ihn gilt Erhaltung P = 0; er ist aber auch niitzlich in dem allgemeineren Fall, dass &uflere
Krifte wirken (mit Index = bezeichnet). Dann sind némlich die Bewegungsgleichungen

I = F + Fig, 52=—ﬁ1+ﬁ2w, (9)
und Addieren ergibt
= dP — - -

Der Schwerpunkt bewegt sich also unter dem Einfluss der dufleren Kriéifte so, als ob in ihm die
gesamte Masse vereinigt wire. Wenn keine dufleren Kréifte einwirken, ist der Gesamtimpuls
erhalten und der Schwerpunkt bewegt sich gleichférmig.

Fiir verschwindende duflere Krifte kann man durch eine Galileitransformation zu Koor-
dinaten iibergehen, in denen der Schwerpunkt ruht; i. A. kann man dann sogar das Koordi-
natensystem so wihlen, dass R =0 ist.

Der Schwerpunkt liegt immer auf der Geraden zwischen den beiden Massenpunkten. Dies
wird klar, wenn man die Definition (5) umformt zu
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R= i 22 (7 — 7). (1)
Wenn my von 0 bis zu M (fiir den Fall m; = 0) anwéchst, liuft also B von 7 auf der
Verbindungsgeraden bis zu 75. Im Spezialfall m; = ms liegt der Schwerpunkt gerade in der
Mitte zwischen beiden.

Wir haben nun herausgearbeitet, dass der Schwerpunkt im Falle verschwindender duflerer
Krifte eine triviale Bewegung beschreibt bzw. durch geeignete Wahl des Koordinatensystems
sogar im Ursprung liegt. Es fehlt aber noch ein zweiter Vektor, damit die Transformation

—

vom Vektorpaar (7, 7) auf (R, ??) vollstdndig wird.

3 Reduktion des Zweikoérperproblems

Wenn keine dufleren Krifte wirken, kann das Problem zweier Korper, die aufeinander Kréfte
ausiiben, auf ein Einkorperproblem und die triviale Schwerpunktsbewegung reduziert wer-
den.



Die Ortsvektoren 7, und 75 werden ersetzt durch die beiden Vektoren Schwerpunkt und
Relativkoordinate
=17 —Ta (12)

Die Bewegungsgleichungen werden damit zu
MR=20 (13)

mit der Gesamtmasse
M= m1 + mo. (14)
Die Bewegungsgleichung fiir die Relativkoordinate ist nunmehr zu bestimmen aus
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Das sieht wieder aus wie die Bewegungsgleichung eines Punktteilchens, wenn man den Aus-
druck in der Klammer rechts als Kehrwert einer Masse, ndmlich der reduzierten Masse p
ansieht:
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Damit bewegt sich die Relativkoordinate so, als ob ein Punktteilchen mit der reduzierten
Masse die Kraft auf Teilchen 1 erfihrt:

Da diese Kraft nur von 7 abhéngen darf, sind die beiden Gleichungen entkoppelt.
Die Umkehrtransformationen zu (5) und (12) sind

T1:R+ ﬁr, Qiﬁfﬁf (17)
Wenn man das in die gesamte kinetische Energie
T = @f‘? + @72‘5 (18)
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einsetzt, findet man, dass sie in zwei Teile zerfillt:
1. .52 1 .
T— MR + 5"”72' (19)

Die reduzierte Masse erscheint also iiberall als die der Relativbewegung zugeordnete Masse,
wihrend die Gesamtmasse als Masse fiir die Schwerpunktsbewegung auftritt.

4 Drehimpuls im Zweikérperproblem

Der Gesamtdrehimpuls wird wieder als Summe der einzelnen Drehimpulse betrachtet,

=

L =71 X p1 + T2 X Po. (20)

Wenn man hierin die Transformation zu Schwerpunkts- und Relativkoordinate einsetzt,
erhélt man ohne besondere Tricks

L=RxP+puixr. (21)

Der Drehimpuls zerféllt also in den der Schwerpunktsbewegung und den der Relativbewe-
gung, wobei bei letzterer wieder die reduzierte Masse eingeht.



5 Rechenregeln fiir Summen

Da jetzt eine Anzahl Umformungen mit Summen gemacht werden, hier ein paar einfache
Rechenregeln.

1. Die Reihenfolge der Summierung bei Doppelsummen kann frei gewahlt werden:
)I)DIES ) Py e
i J Jj o ij

2. Der Summationsindex kann umbenannt werden, ohne das Ergebnis zu &ndern. Das
darf natiirlich nicht mit anderen Variablennamen in der Formel konfliktieren.

3. Beides zusammen kann zur Symmetrisierung benutzt werden:

DoAy=) A= %Z (Aij + Aji) - (23)
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4. Ein Faktor, der nicht vom Summationsindex abhéngt, kann ausgeklammert werden:

S = BY m (24)



