10. Vorlesung Wintersemester

1 Existenz von Potentialen

Fiir eindimensionale Bewegungen unter der Einwirkung einer Kraft, die nur vom Ort abhéngt,
existiert immer ein Potential, da man immer eine Stammfunktion berechnen kann. Wenn
die Kraft von der Zeit abhéngt, wird das Potential — und damit auch die Gesamtenergie
— ebenfalls zeitabhingig. Fiir geschwindigkeitsabhéngige Krifte, wie Reibungskrifte, gibt
es dagegen kein Potential und keine Energieerhaltung.

Wie sieht es mit ortsabhéingigen Kriften im dreidimensionalen Raum aus? Wie ldsst sich
iiberhaupt eine Stammfunktion der Kraft dort definieren? Dazu brauchen wir wieder einen
mathematischen Exkurs.

2 Die Arbeit im dreidimensionalen Raum

Im dreidimensionalen Raum geschieht die Bewegung entlang einer Kurve. Fiir ein kurzes
Stiick der Kurve muss man definieren

dA = F(7) - dF. (1)

Das Skalarprodukt driickt aus, dass nur die Komponente von Fin Richtung der Bewegung
Arbeit leistet. Krifte, die senkrecht zur Bewegung stehen, leisten keine Arbeit!

Die Gesamtarbeit muss nun durch Aufsummierung iiber die Kurvenstiicke berechnet
werden. Das fiihrt auf die Notwendigkeit von Linienintegralen (Kurvenintegralen, Weginte-
gralen).

3 Linienintegrale

Ein Linienintegral (auch Wegintegral oder Kurvenintegral)

| F@-ar )

iiber einen Weg C":

wird berechnet iiber . 47 (s)
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F(i(s)) - ——~ds (4)
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Auch wenn zwei Kurven denselben Anfangs- und Endpunkt haben, konnen die Integrale
verschieden sein.



3.1 Beispiel

Betrachten wir im zweidimensionalen Raum das Vektorfeld F (z,y) = (22% — 3y, 4xy) und
integrieren es iiber zwei verschiedene Wege zwischen den Punkten (0,0) und (1,1):

1. Der erste Weg (' sei die gerade Verbindung, auf der x = y gilt. In Parameterdarstel-
lung fiihrt das auf
z(s)=s, y(s)=s,  s=0...1 (5)

Der Integrand wird

ﬂ = dz dy
F.dfr = F | =,==d
P o= Pl (5 as
= (25% —3s,45%)-(1,1)ds (6)
(65% — 35) ds.
Das Integral wird also in diesem Fall zu

1
/ F"~d7_":/ (652 — 3s)ds = [253—352/2](1J = 1 (7)
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2. Der Weg Cs sei durch das Parabelstiick y = 22 gegeben, in Parameterdarstellung also
x(s)=s, y(s)=s s=0...1. (8)
In diesem Fall wird der Integrand zu

F-dif = (2s%—3s,45%) - (1,25)ds

(—s? + 8s%) ds,

und das Integral selbst zu
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Dieses Beispiel zeigt also schon eindringlich, dass der Wert eines Linienintegrals vom
Weg abhéngen kann.

4 Energieerhaltung im dreidimensionalen Raum

Die Arbeit wird ein Linienintegral iiber “Kraft mal Weg” sein, und das Potential muss
dhnlich definiert werden. Wir werden erst versuchen zu formulieren, wie die Energieerhaltung
aussehen sollte, und dann die mathematischen Hintergriinde erforschen.

Zunéchst eine weiter Definition: die Leistung ist die Arbeit pro Zeit,
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Die Leistung hdngt immer vom zeitlichen Verlauf der Bewegung ab, weil sie ja beschreibt,

mit welcher Geschwindigkeit Arbeit geleistet wird. Dagegen ist die Arbeit unabhéngig vom

zeitlichen Verlauf (wenn die Kraft, wie hier immer angenommen, nur vom Ort abhéingt).
Jetzt konnen wir so vorgehen wie im eindimensionalen Fall. Wir schreiben

P=F - t=mr7 (11)



Nun gilt analog zum eindimensionalen Fall

d -2 o d .92 .9 .2
T AR A
= i+ 2y + 255 (12)
= 277
Damit folgt
d /m-2 o
Z(EF)=F.r=P 1
dt ( 2" ) " (13)
Auf diese Art erhalten wir zwar die naheliegende Definition der kinetischen Energie
T= %52 (14)

und durch Integrieren iiber die Zeit die Aussage, dass die geleistete Arbeit in kinetische
Energie umgesetzt wird:

ta
W:/ Pdt =T(ty) — T(t1), (15)
ty

aber es fehlt die Aussage iiber eine Erhaltung der Energie an jedem Punkt der Bahnkurve. Im
eindimensionalen Fall war dazu die Leistung als reine Zeitableitung umgeschrieben worden,
was jetzt

5 oo dV(r)
P=F.-7v=— 16
T g (16)
lauten miisste (wie die Ableitung zu berechnen ist, kommt spéter). Wenn es ein Potential in

dieser Form gébe, wire

Vi) = - [ Ay D ar, (7)

das ergibt aber nur dann eine eindeutige Funktion des Ortes, wenn das Integral fiir beliebige
Wege des Teilchens zum Endpunkt denselben Wert hat.
Wenn eine solche Funktion existiert, dann gilt aber wieder

d

—(T+V)=0 18
Srv) =0, (18)
d. h. die Gesamtenergie

E=T+V (19)

bleibt wihrend der Bewegung erhalten.
Nun zur Bedeutung von

5. dV(r(@)
F.7= ——a (20)

Auf der rechten Seite steht ausfiihrlicher geschrieben der Ausdruck
_dV(F(®) _ dV(x(t),y(t), 2(¢))

=— ) 21
dit dt (21)

Die Ableitung hierin kann mit Hilfe einer verallgemeinerten Kettenregel ausgedriick werden:

AV (@ ()0 20) _ VoV oV,
dt N Bmer 8yy+ 9z (22)




wobei die partiellen Ableitungen bedeuten, dass man nach der entsprechenden Grofie ableitet
und dabei alles andere als konstant betrachtet. Wenn man diesen Ausdruck in (20) einsetzt
und dann die beiden Seiten vergleicht, erhélt man

ov ov ov

F = —— F = —— F == — . 2
T’ ox’ Y oy’ i 0z (23)

Das ist eigentlich eine naheliegende Verallgemeinerung der eindimensionalen Gleichung

av
F=——. 24
g (24)

5 Partielle Ableitungen und Vektoranalysis

Ein Feld ordnet jedem Punkt im Raum eine physikalische Grole zu. Es gibt skalare Felder
der Art
V(r) (25)

und Vektorfelder wie

F(7). (26)
Partielle Ableitungen
ov
—_— 2
B (27)

werden ausgewertet, indem man alle anderen Variablen — z. B. y und z bei der Ableitung
wie Konstanten behandelt. Sie haben folgende Eigenschaften:

e fiir alle praktisch wichtigen Funktionen sind die Ableitungen vertauschbar:

v 0%V
= (28)
Oxdy  Oyox
oder als Operatorgleichung
0? 0?
= (29)
Oxdy  Oyox
Beispiel: Fiir die Funktion
fz,y) =2 siny (30)
sind die ersten partiellen Ableitungen
% = 2xsiny, % = 22 cos y, (31)
und fiir die gemischten zweiten Ableitungen findet man tatséchlich
0% f 0% f
=2 = ) 32
Ozxdy reosy Oyox (32)
e Es gilt die Kettenregel in der Form
d oVdx 0OVdy 0Vdz
Vv B e Wt A W i
ds (2(s),y(s), 2(5)) Ox ds + Oy ds + 0z ds (33)



e Manchmal kann man nach einer Variablen sowohl partiell als auch vollsténdig diffe-
renzieren. Wenn eine Funktion f(z,t) gegeben ist, z. B.
F(x,t) = at? (34)
dann sind die partiellen Ableitungen
oF oF
— =t —— = 2uxt. 35
Oz ’ ot ’ (35)
Wenn aber jetzt  auch eine Funktion von ¢ wird und man F'(x(t),t) betrachtet, dann
gibt es auch die vollstéindige Ableitung

%F(a:(t),t) _ %55 + %f. (36)
Wenn man probeweise x(t) = sint einsetzt, wird diese Gleichung zu
%F(x(t), t) = t*cost + 2tsint (37)
und man iiberzeugt sich, dass erst Einsetzen und dann Differenzieren
F(t) = t*sint, (;—1: = 2tsint + t* cost (38)

tatsdchlich dasselbe Ergebnis liefert.

6 Der Gradient

Der Gradientenvektor ist definiert als

ov oV oV
In dieser Vorlesung wird die Schreibweise mit dem Nabla-Operator (engl. del)
0 o0 0
. 4
v (8x’8y’8z) (40)

bevorzugt (wir werden sehen, dass sich damit einige Formeln sehr einfach merken lassen).
V ist also der Operator, der als Komponenten die partielle Ableitung nach der jeweiligen
Koordinate enthélt. 5

Selten findet man auch die Schreibweise —, fiir den Gradienten.

E
Mit dem Gradienten schreibt sich die Kettenregel als

dv dr
-VV.— 41
ds ds’ (41)
oder in Differentialform
dV =VV . dr. (42)

6.1 Anschauliche Bedeutung

Aus dieser Schreibweise ersieht man auch die anschauliche Bedeutung des Gradienten: das
Skalarprodukt von d mit dem Gradienten beschreibt die Anderung der Funktion bei ei-
ner infinitesimalen Verschiebung des Beobachtungspunktes. Das bedeutet, dass V sich in
der Richtung senkrecht zum Gradienten iiberhaupt nicht dndert und dass in Richtung des
Gradienten der maximale Anstieg der Funktion erfolgt. Wenn wir also wieder die anschau-
liche Interpretation des Potentials als Gebirge betrachten, dann zeigt an jeder Stelle der
Gradient in Richtung des steilsten Anstiegs; sein Betrag gibt die Anderung der Hohe pro
zuriickgelegter Wegstrecke an.



7 Rechenregeln und Beispiele

Es gelten einige derselben Regeln wie bei der normalen Differentiation: Ableitung von Line-
arkombinationen

V(e fi(F) + cafo(7) = etV f1 + 2V fa, (43)
und die Produktregel
V (f1(")f2() = iV f2 + f2V f1. (44)

Eine niitzliche Beziehung ist (@ sei konstant)
Vid-7)=ad. (45)
Wichtig sind auch die Gradienten von Funktionen des Betrags des Ortsvektors r = |7:

Vr = v/ F 7 5 2 (46)

Fiir die z-Komponente findet man

0 0 x x
I v B s . S 4
oz oz V" Tyt [a2 + 2+ 22 T (47)

und analog fiir die anderen Komponenten, was sich zu

I

Vr = (48)

r
zusammenfassen ldsst. Das Resultat ist also der Einheitsvektor in Richtung des Ortsvektors.

Da auch fiir den Gradienten die Kettenregel gilt, wie man an einer Komponente wieder
sieht:

0 df dg
il =2 49
also
df -
Vig(r) = 3. V9 (50)
g
errechnet man leicht z. B. ) .
7
- =——. 51
Vo=-3 (51)
Im allgemeinen Fall fithrt das auf die sehr héufig verwendete Formel
df v
=—_—-. 52
Vi) =t (52)
8 Gradient und Energieerhaltung
Fiir die Ableitung der Energieerhaltung in der Mechanik braucht man
= dVv
Ay o= -, (53)
das ist erfiillt fiir .
F(r)=-VW. (54)

Eine konservative Kraft muss sich also als Gradient einer skalaren Funktion V darstellen
lassen. Das ist nachpriifbar iiber die zweiten Ableitungen, z. B. muss gelten:
or, B o*Vv _ oV _OF,
oy  Oydx  Oxdy  Ox

(55)



