8. Vorlesung Wintersemester

1 Der kritisch gedampfte Oszillator

Der Fall 8 = wq scheint zunichst uninteressant, weil diese exakte Gleichheit in der Na-
tur nicht realisiert sein wird. Er ist aber wichtig, weil er den Ubergang zwischen starker
und schwacher Dampfung charakterisiert und — wie zu sehen sein wird — einen giinstigen
Grenzfall beschreibt, sowie aus der mathematischen Fragestellung her.

In diesem Fall gibt es nur eine doppelte Wurzel

Mo=-0 (1)

und eine Losung
x(t) = e PL. (2)

Das reicht aber nicht aus, um zwei Anfangsbedingungen zu erfiillen. Wir brauchen eine
zweite linear unabhéngige Losung, die Frage ist nur, wie man sie konstruiert. Wir werden
zunéchst eine heuristische und dann eine breiter anwendbare Losung kennenlernen.

1.1 Als Grenzfall der schwach geddmpften Losung

Betrachten wir noch einmal die Losung der schwachen Dampfung,

z(t) = e Pt <:L'0 coswt + Yo+ Azo sinwt> . (3)
w

Die Grofie w = y/wg — (32 geht im Grenzwert der kritischen Ddmpfung gegen Null. In unserer
Losung bedeutet das

inwt
coswt — 1, ek (4)
w
Damit wird die Losung zu
:L'(t) = Pt (ICO + (UQ + ﬂl’o)t) . (5)

Das enthilt jetzt beide Anfangswerte und ist somit moglicherweise die allgemeine Losung.
Man beachte, dass dieser sinnvolle Grenzwert nur herauskam, weil die Lésung in einer Form
benutzt wurde, in der auch die versteckte Abhéingigkeit von w in C; bzw. Cs enthalten ist.
Da diese Losung auf unkonventionelle Weise erhalten wurde, sollte man auf jeden Fall
nachpriifen, ob sie tatséchlich die DGL mit den Anfangsbedingungen 16st.
Zunichst einmal erfiillt sie wirklich x(0) = zo. Fiir die Geschwindigkeit rechnet man aus

() = —Ba(t) + e (vo + B), (6)

mit der gewiinschten Konsequenz ¢:(0) = vg. Beide Anfangsbedingungen sind also gewiihrleistet.
Die Beschleunigung ist

i(t) = —Bi(t) — Be"" (vo + o). (7)
Einfaches Ausrechnen von i + 234 + w3z zeigt dann, dass es tatsiichlich verschwindet (man
muss nur wy = (3 zusitzlich verwenden). Die allgemeine Losung ist also tatséichlich konstru-
iert.



1.2 Allgemeinere Formulierung

Ein Verfahren, das bei doppelten Nullstellen oft zum Ziele fiihrt, besteht darin, die gefundene
eine Losung mit einer unbekannten Funktion multipliziert als Ansatz zu verwenden, d. h.

a(t) = p(t)e . (8)

Ableiten und Einsetzen von

i(t) = (6—B0)e

i(t) = (6-06)e - pi (9)
in die Differentialgleichung
F 428+ 2 =0 (10)
ergibt )
0 =i+ 28 + 2z = e 7, (11)
und somit )
$(t) =o. (12)

Das hat die allgemeine Losung
o(t) = A1 + Aot (13)

woraus man auf eine Losung der Form (5) gefiihrt wird.

1.3 Eigenschaften

Die Losung (5) féllt fiir grofere Zeiten auf jeden Fall exponentiell ab. Fiir grofilere Zeiten
dominiert der Term mit te 5.

Kann sie noch einmal durch Null gehen wie die stark geddmpfte Losung? Die Abbil-
dung zeigt, dass das moglich ist; {iberhaupt dhnelt der Verlauf der Losung sehr der stark
geddmpften. Auf jeden Fall zeigt sie keine Schwingung mehr, so dass man sie auch den
aperiodischen Grenzfall nennt.
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Der Fall kritischer Dédmpfung mit xg =1, vg =0, —1, —3.

Die praktische Bedeutung des aperiodischen Grenzfalls liegt darin, dass er am schnellsten
abklingt. Fiir grofle Zeiten war ja im Fall der starken Démpfung

z4(t — 00) ox e (B, (14)
wéhrend sich die kritisch geddmpfte Losung wie

z(t — 00) oc et (15)



verhélt. Das Verhiltnis beider geht also wie

t
Ze () o lim e =0, (16)

t—00 xs(t) t—o00

weil v > 0. Da der Grenzwert Null ist, interessieren etwaige Vorfaktoren in den Lésungen
nicht.

Die kritisch geddmpfte Losung kehrt also schneller in die Ruhelage zuriick als jede andere
Losung. Das ist in vielen Anwendungen ein wiinschenswertes Verhalten.

2 Der angeregte Oszillator

Die Differentialgleichung ist in diesem Falle
1
F(t) +2B2(t) + wix(t) = EF(t) (17)

Es liegt nahe, fiir die Zeitabhingigkeit der anregenden Kraft ebenfalls periodisches Verhalten
anzunehmen:

F(t) = fcoswt (18)

(Fiir beliebiges Zeitverhalten der dufleren Kraft kann man die Reaktion des Oszillators im
Rahmen der Fourier-Analyse durch Zerlegen nach Frequenzen @ berechnen; das fiithrt aber
jetzt mathematisch noch zu weit).
Wir versuchen wieder eine Losung im Komplexen, indem die Gleichung umgeschrieben
wird zu
[t

B(t) +282(t) + wiz(t) = e (19)

Der Realteil dieser Gleichung stimmt mit der Gleichung (17) mit (18) iiberein, wihrend der
Imaginérteil tiberfliissig ist. Es wird also vermutlich in diesem Fall die physikalische Lésung
einfach durch den Realteil der Losung z(t) gegeben sein. Das funktioniert aber, wie schon
gesagt, nicht fiir die Losung der homogenen Gleichung!

Gleichung (19) ist eine lineare DGL mit konstanten Koeffizienten, aber jetzt inhomogen.
Wir brauchen also eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung, wihrend die allgemeine
Losung durch die fiir den geddmpften Oszillator ohne duflere Kraft gegeben ist.

Wie wird das physikalisch aussehen? Die Losungen fiir den homogenen Fall — ganz
gleich, wie sie im Detail aussehen — gehen auf jeden Fall exponentiell gegen Null, so dass
nach langer Zeit nur die spezielle Losung fiir die inhomogene Gleichung {ibrigbleiben wird.
Es ist zu erwarten, dass der Oszillator dann mit der Frequenz der &ufleren Kraft schwingen
wird, so dass der Ansatz

2(t) = Ae“? (20)
mit einer komplexen Konstanten A naheliegt. Fiir eine inhomogene Gleichung ist A nicht
mehr beliebig wéhlbar, sondern muss schon in die Rechnung einbezogen werden.

Einsetzen gibt

-2 A B 2wt _ S et
(—Aw*® + 2140w + Awj)e'™* = pnl (21)

Da wieder die Exponentialfunktion herausgekiirzt werden kann, liefert diese Gleichung sofort
einen Ausdruck fiir den komplexen Vorfaktor

/P . S— (22)

T mo? 2 _ 935
mw? — w§ — 2ipw

Das ist offensichtlich komplex, und, dass die so konstruierte spezielle Losung wirklich funk-
tioniert, ist klar.



Was bedeutet ein komplexer Vorfaktor in einer Schwingung? Er lésst sich zerlegen als

A=Al (23)
womit die Losung sich schreiben lésst als
2(t) = Ae®
= \A|ei¢eiwt (24)
_ \A|ei(‘:’t+¢).

Die physikalische Losung als Realteil von z(t) wird zu
x(t) = |A| cos(@t + ). (25)

Der Betrag von A beschreibt also die Amplitude der Schwingung, wihrend ¢ die Phasenver-
schiebung angibt.

Die Bestimmung von Betrag und Phase der Losung (22) ist einfach. Um den Nenner reell
zu machen, erweitert man wieder mit dem komplex konjugierten des Nenners (dhnlich wie
bei der komplexen Division):

4 - 1 1 ©° — wi +2ifw
o ma? —wg -2 @2 — Wi +2ipw
f &% —w?+2iBw

T (@ W)+ A% (26)

Der Betrag davon lidsst sich einfach angeben, wenn man bemerkt, dass der Nenner das
Betragsquadrat des Zahlers ist:

f 1
Al = = 252 (27)
m /(@2 —wg)? + 4520
Fiir die Phase dagegen kann man den Vorfaktor und den Nenner vollig ignorieren:
26w
t = - 28
an ¢ @2 _ w(Q) ’ ( )

wobei noch dariiber zu reden sein wird, wie die Mehrdeutigkeit des arctan zu beheben ist

(s. w.).

Die allgemeine Losung des harmonischen Oszillators mit anregender Kraft ist
x(t) = |Al cos(@t + @) + zua(t), (29)

wobel x,4(t) die allgemeine Losung des geddmpften Oszillators, also irgendeiner der friiher

behandelten Fille schwach, stark oder kritisch gedampfte Losung ist. Dieser Teil beschreibt

aber nur Einschwingvorginge, da er exponentiell abklingt und dann nur noch der erste Teil

in (29) iibrigbleibt. Es ist also am wichtigsten, die Eigenschaften dieser Losung anzusehen.
Ein Beispiel fiir eine angeregte Schwingung ist in der Abbildung gezeigt.
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Ein Beispiel fiir eine angeregte Schwingung. Parameter: zo =1, vg =0, f /m=1,
wo =w =1, § =0.15. Man erkennt gut die Einschwingvorgénge mit Ubergang zu
regelméffigen Schwingungen im Rhythmus der dufleren Kraft.

3 Amplitude der angeregten Schwingung

Die Amplitude
f 1
A= 3, 22 25,2 (30)
m /(@2 — w?)? + 45%w
ist einfach proportional der Stéirke der anregenden Kraft f. Wenn man die Eigenschaften
des Oszillators wp und [ festhélt, ist ihre Abhéngigkeit von der Frequenz w der anregenden

Kraft interessant. Dazu ein paar Uberlegungen:

e im Grenzfall w — 0 wird

R s (31)

was einfach der statischen Auslenkung des Oszillators bei konstanter duflerer Kraft
entspricht.

e Fiir eine sehr schnell oszillierende dulere Kraft, d. h. fiir den Grenzfall @ — oo domi-
niert in der Wurzel der Term @* und es wird

f

mo?

1Al — — 0. (32)

Der Ostzillator reagiert also im Grenzfall iiberhaupt nicht mehr auf die duflere Kraft,
weil er ihr nicht folgen kann.

e Fiir beliebige anregende Frequenz ist in der Abbildung die Amplitude als Funktion der
anregenden Frequenz @ und fiir verschiedene Reibungkoeffizienten gezeigt.
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Resonanzverhalten des Oszillators fiir 8 = (0.1,0.2,0.4,0.8) mit wp = 1 und f/m = 1.
Mit zunehmender Reibung geht das Maximum herunter.

Man erkennt, dass bei niedriger Reibung die Anregung des Oszillators natiirlich am
starksten ist und sich in der Nihe der Eigenfrequenz wg konzentriert — das Phénomen
der Resonanz. Fiir verschwindende Reibung erhilt man sogar aus (30)
f/m
Al = —5— (33)

@~

was bei @ = wp unendlich wird, die Resonanzkatastrophe.



Der Maximalwert der Amplitude als Funktion von @ wird erreicht, wenn der Ausdruck
unter der Wurzel minimal wird. Die Bedingung

d
0:5((w2—w8

©=0 und @w=+y/wi — 2452, (35)

von denen die beiden letzten auf dasselbe hinauslaufen, weil das Vorzeichen von @
keine Rolle spielt. Die maximale Anregung passiert also immer bei einer anregenden
Frequenz, die kleiner ist als die Figenfrequenz wg des Oszillators. Die Abbildung zeigt
die Frequenz der maximalen Anregung und die zugehorige Amplitude, wobei mit wach-
sender Reibung der Kurve nach unten zu folgen ist. Fiir § — 0 geht das, wie gesagt,
gegen Unendlich, fiir 8 > wy/v/2 gibt es kein Maximum mehr.

)? +46%0%) = 4(@° — W)@ + 86%® (34)

hat die drei Losungen
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Die Position des Maximums der Resonanzkurven.



