Hans Jiirgen Liidde

Klassische Mechanik

luedde@itp.uni-frankfurt.de



il

Umschlagpbild:

Sir Isaac Newton * 25.12.1642 Lincolnshire, 1 20.3.1726 Kensington
Joseph-Louis Lagrange * 25.1.1736 Turin,  10.4.1813 Paris

Sir William Rowan Hamilton x 4.8.1805 Dublin,  2.12.1865 Dublin
Galileo Galilei * 15.2.1564 Pisa, 1 8.1.1642 Arcetri



Vorwort

Mit Newton’s Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, die 1687 verdffentlicht wur-
de, begann die Geschichte der Theoretischen Physik und der sich daraus entwickelnden
mathematischen Naturwissenschaften mit dem Ziel einer quantitativen Beschreibung von
Naturphénomenen auf der Basis exakter mathematischer Gesetzméfigkeiten.
Vorausgegangen war eine intellektuelle Aufbruchstimmung in allen Bereichen der Gesell-
schaft, die,trotz immer wieder versuchter Unterdriickung durch die "heilige’ Inquisition,
den Niahrboden fiir die Grundlagen der modernen Naturwissenschaften bot. Parallel und
scheinbar unabhéngig voneinander entwickelten sich zwei Gebiete der Mechanik: (i) die
terrestrische Mechanik, in der Galilei erstmals mit Hilfe kontrollierter Experimente zum
Fallgesetz einfache Bewegungsabliaufe erklite und (ii) die Himmelsmechanik, die basierend
auf den Beobachtungen von Tycho Brahe durch die Kepler’'schen Gesetze hervorragend
beschrieben wurde.

Newton’s grofle Leistung war u.a. die Erkenntnis, dass die Mechanik auf der Erde und im
Universum den selben Naturgesetzen gentigt: so stellt das Newton’sche Gravitationsgesetz
die erste Vereinheitlichungstheorie in der Geschichte der Physik dar. Die mathematische
Formulierung der Grundlagen der Mechanik in Form der drei Newton’schen Gesetze hat
auch in der modernen Physik nicht an Bedeutung verloren. Zwar wissen wir heute, dass
wir einschrinkende Bedingungen fiir deren Giiltigkeit formulieren miissen, aber im Rah-
men dieser Einschrankungen beschreiben die einfachen Gesetze eine gewaltige Zahl hoch
komplexer Bewegungsvorgéinge in der Natur.

Spéater wurde die Mechanik aus einer abstrakteren Sicht durch Lagrange und Hamilton
neu formuliert. Die analytische Mechanik ermoglicht Symmetrien und Zwangsbedingun-
gen, direkt in Form von sogenannten generalisierten Koordinaten in den Formalismus
aufzunehmen.

Die Sprache der Theoretischen Physik ist die Mathematik. So wie eine verniinftige Kon-
versation innerhalb einer Sprache die Kenntnis deren Grammatik und Grundwortschatz
bendétigt, werden in diesem Skript Grundkenntnisse der Mathematik (Analysis und Linea-
re Algebra) vorausgesetzt.
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Kapitel 1

Newtons Gesetze

1.1 Was beschreibt die Mechanik ?

Die klassische Mechanik beschreibt die Bewegung von Korpern aufgrund duflerer Krafte.
Dabei wird nicht nach der Natur der Krifte gefragt: Die Mechanik akzeptiert Kréfte
als vorgegeben und beschiftigt sich nur mit den Auswirkungen der Krifte auf (in der
Regel) strukturlose Teilchen. Diese strukturlosen Kérper werden zusétzlich idealisiert als
Punktteilchen (Massenpunkte oder Punktladungen) ohne innere Freiheitsgrade und ohne
Ausdehnung. Dariiberhinaus werden wir aber auch Situationen kennen lernen, in denen
das Konzept der Punktteilchen nicht mehr addquat ist. Z.B. die Bewegung starrer Kérper
setzt voraus, dass wir etwas {iber die Massenverteilung und Geometrie eines ausgedehnten
Objektes wissen.

Zunachst wollen wir jedoch die Bewegung einzelner oder Systeme von Massenpunkten
unter verschiedenen Gesichtspunkten untersuchen:

(i) Kinematik: Beschreibung der Bewegung durch die Trajektorie ("Flugbahn”) eines
Massenpunktes (in der Regel als Losung einer Bewegungsgleichung) mit der Frage-
stellung: ”Wie bewegt sich ein Kérper?”

(ii) Dynamik: Bezug zwischen der Anderung einer Bewegung und den angreifenden
Kréften: ” Warum bewegt sich ein Korper?”

1.2 Eine kurze Entwicklungsgeschichte der theoreti-
schen Mechanik

Das ausgehende Mittelalter und damit der Beginn der Neuzeit waren ganz wesentlich
durch ein revolutiondr neues Bild der Natur geprigt. Es war fiir viele ein personlich
schmerzlicher Weg vom kirchlichen Edikt des geozentrischen Weltbildes zum Verdikt der
Naturbeobachtung: erstmals wurden objektivierbare Naturgesetze formuliert im Wider-
spruch zu kirchlichen Glaubensgrundsétzen. Die Entwicklung der Mechanik zur ersten ex-
akten Naturwissenschaft, deren Giiltigkeit ausschliellich auf Naturbeobachtung griindet,
wurde durch die Arbeiten von Galileo Galilei (1564 - 1642) einerseits und Nicolas Co-
pernicus (1473 - 1543), Tycho Brahe (1546 - 1601), sowie Johannes Kepler (1571 - 1630)
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2 1. Newtons Gesetze

andererseits vorangetrieben. Dabei setzte sich Galilei vornehmlich mit der systematischen
Untersuchung von Bewegungsabldufen auf der Erde auseinander: seine ersten kontrollier-
ten Experimente zum Fallgesetz markieren den Beginn der Naturwissenschaften. Seine
Experimente lassen sich in den folgenden Aussagen zusammenfassen

(i) Inertialbewegung: ein kréftefreier Korper bewegt sich mit konstanter Geschwindig-
keit oder befindet sich in Ruhe

(ii) Fallgesetz: ein reibungsfreier Korper féllt mit der Beschleunigung g = 9.81% nach
dem Weg-Zeit-Gesetz

1
= —qt?
S 29

Parallel zur Mechanik auf der Erdoberfliche entwickelte sich die Himmelsmechanik mit
den Beobachtungen zum heliozentrischen Weltbild (Copernicus) und zur Bewegung der
Planeten (Brahe). Diese Beobachtungsdaten miinden in die drei Keplerschen Gesetze

y

N

Abb. 1.1: Zum 1. Keplerschen Gesetz

(1) Planeten bewegen sich auf Ellipsenbahnen um die Sonne, die sich im Brennpunkt
der Ellipse befindet

(2) Die Verbindungsachse Sonne-Planet iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fléchen

(3) Fiir die Bewegung aller Planeten gilt
a3
T2 = const

wobei a die grole Halbachse und T die Umlaufzeit bedeuten.
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Abb. 1.2: Zum 2. Keplerschen Gesetz Abb. 1.3: Grofie Halbachse a einer Ellipse

1.3 Die Synthese: Newtons Gesetze

Zunéchst hat sich die Mechanik in die erdgebundene - und Himmelsmechanik unabhéngig
voneinander entwickelt. Die bedeutende Leistung von Sir Isaac Newton war die Erkennt-
nis, dass die Bewegungsabldufe auf der Erde den gleichen Naturgesetzen unterworfen
sind wie auch die Bewegung aller Himmelskorper. Diese erste Vereinheitlichungstheorie,
die Newton 1687 in seiner ”Philosophiae Naturalis Principia Mathematica” veroffentlich-
te, kann man als den Beginn der theoretischen Physik (und damit als Ursprung aller
theoretischen Naturwissenschaften) bewerten. Dabei bleibt die Physik, trotz des mathe-
matischen Beschreibungswerkzeuges, eine induktive Wissenschaft: jedes auch theoretisch
abgeleitete Naturgesetz bedarf der Bestétigung durch das Experiment. (Im Gegensatz da-
zu ist die Mathematik eine deduktive Wissenschaft: Sie leitet sich aus Axiomen ab). Zur
Formulierung von Newtons Gesetzen bedarf es zunéchst einiger Vorbemerkungen.

1.3.1 Kinematische Grofien

Zur quantitativen Beschreibung einer Bewegung benotigen wir die kinematischen Grofien
Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Massenpunktes zu einer beliebigen Zeit t

e Ortsvektor

() = | y(t)
2(t)
e Geschwindigkeit
7 — 7 7 £(t)
i) = pim HEOZTO Gy i

U zeigt immer in die Bewegungsrichtung.
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— Trajektorie

()

T

Abb. 1.4: Kinematische Grofien

e Beschleunigung

7(t) und ¥(t) bestimmen vollstiandig die Trajektorie eines Massenpunktes, wenn die Be-
schleunigung d(t) bekannt ist.

1.3.2 Maflsysteme

Damit wir eine verniinftige ”Skalierung” der kinematischen Groéfien vornehmen koénnen,
benotigen wir ein einheitliches Mafisystem. Das international anerkannte System ist das
Systeme Internationale (SI), das seit der ”Meterkonvention” von 1875 die mechanischen
Basisgrofien Lénge, Masse und Zeit definiert. Die zur Zeit giiltige Maflkonvention ist in
folgender Tabelle zusammengestellt:

Basisgrofle Basiseinheit Definition Fundamentalkonstante

Lénge Meter (m) Strecke, die das Licht im Vakuum Lichtgeschwindigkeit ¢
in m Sekunde durchlauft

Masse Kilogramm (kg) Internationaler Prototyp noch keine

Zeit Sekunde (s) 1 s entspricht dem 9192631770 fachen Eigenschaft

der Periodendauer des Ubergangs

zwischen Hyperfeinsrukturzustianden
des Atoms 133Cs

des Cs-Atoms

Tabelle 1.1 MafBsystem SI fiir die BasisgroBen der Mechanik
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In der modernen Metrologie wird versucht, jede Basigrofie mit einer physikalischen Funda-
mentalkonstante zu verbinden und somit ein universell giiltiges Mafisystem zu definieren.
Das fiir Deutschland zustéandige Metrologiezentrum ist die Physikalisch-Technische Bun-
desanstalt in Braunschweig.

1.3.3 Newtons Gesetze (moderne Formulierung)

Nachdem wir kinematische Groflen fiir die Bewegung eines Massenpunktes definiert und
iiber ein geeignetes Mafisystem skaliert haben, kénnen wir jetzt Newtons Gesetze formu-
lieren

(1) Ein Koérper ist in Ruhe oder bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit, wenn keine
Kraft auf ihn wirkt .
U

= =0
Tt ="

F=0

(2) Die zeitliche Anderung des Impulses (der Impuls ist 7 = m@) eines Kérpers ist gleich
der auf den Korper wirkenden Kraft

(3) Zwei Korper tiben aufeinander betragsméafBig gleiche aber entgegengesetzt gerichtete
Krifte aus (actio gleich reactio). Bezeichnet man mit Fj, die Kraft von Masse 2 auf
Masse 1 und mit Fy; die entsprechend umgekehrte Situation, so gilt

ﬁlQ — _ﬁ21
my
IO1 F
21
pz
— m
2
P

Abb. 1.5: actio = reactio



1. Newtons Gesetze

Diese drei Gesetze sind ausreichend zum Versténdnis der klassischen Mechanik: sie be-
schreiben Bewegungabldufe auf der Erde, im Sonnensystem oder die Dynamik von Gala-

xien.

Allerdings werden wir spéter einschrinkende Bedingungen formulieren. Vereinfacht

ausgedriickt lauten die Einschriankungen: Newtons Gesetze gelten fiir Systeme, die (i) sich
deutlich langsamer bewegen als das Licht im Vakuum und (i¢) makroskopisch sind.

Bemerkungen:

(i)

(i)

(i)

Newtons Synthese besteht in der Abstraktion, dass die GesetzméBigkeiten fiir die
Bewegung von Korpern auf der Erde dieselben sind wie im Weltraum.

Das erste Gesetz besagt, dass eine Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit der
natiirliche Zustand eines kréftefreien Korpers ist. Da wir prinzipiell kein absolutes
Bezugssystem festlegen konnen, erlaubt uns das erste Gesetz, jedes beliebige Sy-
stem, das sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt -Inertialsystem- zu wéhlen:
jedes Inertialsystem ist gleichwertig zur Beschreibung physikalischer Vorgénge (Re-
lativitatsprinzip).

Aus dem zweiten Gesetz folgt fiir zeitlich konstante Massen

L d d .

F = aqzm%*:mé’:mf
Da F in der Regel von 7, 7 und ¢ abhéngt, haben wir eine Bewegungsgleichung fiir
ein klassisches System L

mi = F(7,7t) .

Dabei handelt es sich um eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung zur
Bestimmung von Ort 7(¢) und Impuls p(t) eines Systems. Wir miissen die wirkenden
Krifte und den Anfangszustand des Systems kennen (7(0) = 70, v(0) = ), alles
andere wird durch die Bewegungsgleichung eindeutig festgelegt.

Eine Konsequenz des dritten Gesetzes ist die Impulserhaltung eines abgeschlosse-
nen Systems von Massenpunkten. Darunter versteht man ein System, auf das keine
aufleren Krifte wirken. Fiir zwei Massenpunkte gilt fiir deren Summenimpuls p; + po

d
7

—~

L @z 7 .2 ®z2 =z
p1+p2):)F:F12+F21(:)F12—F12:0

= p] + P = const

Die entsprechende Erweiterung fiir N Massenpunkte ist analog

N
E pj = const
j=1

Der Gesamtimpuls eines Systems von Massenpunkten ist zu allen Zeiten gleich und
somit eine Erhaltungsgrofie, wenn nur innere Kréfte zwischen den Massenpunkten
und keine dufleren Krifte auf das System einwirken.
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(v) Was ist also eine Kraft? Darauf gibt uns die Mechanik keine Antwort.
Wie erfahren wir eine Kraft? Z.B. in Form von Newtons Gravitationsgesetz (Details
spéter)

M-mv

2

- .
T T

Es gilt fiir den fallenden Apfel (M: Masse der Erde, m: Masse des Apfels) wie auch
fiir die Bewegung der Planeten (M: Masse der Sonne, m: z.B. Masse der Erde).
Was bewirkt die Kraft? Nach dem zweiten Gesetz bewirkt sie eine Impulsdnderung
und somit eine beschleunigte Bewegung

F=m-a.

1.4 Wie definiert man eine Masse?

Wenn man die Kraft auf einen Massenpunkt kennt, miisste man im Umkehrschluss eine
Aussage iiber den uns bisher fremden Begriff der Masse machen kénnen. Bisher haben
wir zwei Kraftgesetze kennen gelernt:

(i) Newtons zweites Gesetz erlaubt es uns, eine Masse iiber ihre Bewegung zu verstehen

My = — .
a

(ii) Das Gravitationsgesetz hingegen beschreibt eine Masse in ihrem Ruhezustand

F.r?
mag = — ~ Vi .
Sind die beiden Massen m,, (trage Masse) und mq (schwere Masse) eines Massenpunktes
verschieden ? Dazu betrachten wir zwei Massenpunkte im Schwerefeld der Erde (Masse
M). Durch die Gravitationskraft werden beide Massenpunkte beschleunigt und es gilt am
selben Ort

M 1)
MP1 : —v ZLG = mgl) a
r
M (2)
MP2 : —v nZG = m((f) © Qg
r
fiir das Verhiltnis der Beschleunigungen
ap m(Gl)mgQ)
ay @0

TTLG ma

Welcher Massenpunkt wird schneller auf die Erde fallen: eine Bleikugel (MP1) oder eine
Holzkugel (MP1) beide mit dem Radius 0.1m?
In Erweiterung des Galileischen Experimentes findet man fiir Fallversuche im Vakuum

D _1+1072,
)
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d.h. Blei- und Holzkugel erreichen im Rahmen unserer modernen Messgenauigkeit gleich-
zeitig den Boden. D.h.

D @ @
G Y e G = G — onst
m{ mf m{  m

aus den Fallversuchen folgt, dass das Verhiltnis von schwerer zu trager Masse fiir alle
Korper identisch ist! Skaliert man die Einheiten so, dass const = 1 fiir alle Massen, so gilt

mg=mg=m.

Damit ergibt sich als Einheit fiir die Kraft (N: Newton)

und wiederum experimentell findet man fiir die Gravitationskonstante ~

N 2
’726.668-10_11[ m].

kg?

1.5 Inertiale und beschleunigte Bezugssysteme

Stellen Sie sich vor, Sie wollen einen Becher Kaffee trinken und versuchen dies unter den
Bedingungen a)-c), die in Abbildung 1.6 dargestellt sind: a) Sie befinden sich in Ruhe, b)
Sie fahren mit konstanter Geschwindigkeit und ¢) jemand féhrt Sie mit seinem sportlichen

Fahrstil auf einer kurvenreichen Strecke.
J Té

N g

a)v=0 by g v =0 g Vv 7o

N
/

O

] ——+
=

Abb. 1.6: Inertiale und beschleunigte Bezugssysteme
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Was passiert? a) und b) Sie trinken in Ruhe Ihren Kaffee, ¢) Sie trinken keinen Tropfen,
miissen sich aber nach der 4. Kurve umziehen.

In den Situationen a) und b) "erleben” Sie Inertialsysteme. Sie sind vollsténdig gleichwer-
tig zur Beschreibung physikalischer Vorgénge: es wirken nur die wahren Kréfte (hier die
erdnahe Gravitation). Das Auto in ¢) bildet ein beschleunigtes Bezugssystem: neben den
wahren Kréften treten Scheinkréfte auf, die immer entgegen der Beschleunigungsrichtung
wirken.

B1.1 Simulation der Schwerelosigkeit im Sturzflug.

Um Astronauten unter den Bedingungen der Schwerelosigkeit zu trainieren, stellen NASA
und ESA Grofiraumflugzeuge zur Vefiigung, die aus grofler Hohe auf einer parabolischen
Flugbahn (Wurfparabel) fiir einige Sekunden zur Erde stiirzen. Die Gravitation in Erdnihe
ist nahezu konstant und es gilt

Fo=—mg
a) S : b) s
yoosy, S y
> |
: Fy
X X

Abb. 1.7: Simulation der Schwerelosigkeit in einem frei fallenden beschleunigten Bezugs-
system S’. a) Flugbahn im Inertialsystem S b) Wahre — (F) und Scheinkriéfte (Fg) im
beschleunigten System S’.

Die Scheinkraft, die durch die mit der Erdbeschleunigung g frei fallenden Flugkabine S’
hervorgerufen wird, ist der Bewegungsrichtung entgegengesetzt, also

Fs=mg .
Die bezogen auf S” an einem beliebigen Korper wirkende Gesamtkraft ist somit
F=F,+Fg= (—mg +mg)-€,=0,

der Korper relativ zur Flugkabine damit schwerelos.
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1.6 Beispiele

B1.2: Berechnen Sie die Beschleunigung auf der Oberfliche der Erde unter der
Voraussetzung, dass die Masse der Erde homogen und kugelférmig verteilt ist
(R: Erdradius).

- M- -m
F:F: = .
Y R m-g

M

Mit R = 6.37 - 105m und M = 5.98 - 10**kg ergibt sich

5.98 - 10% [ m? k:g} ~ 08 [m}

= 6.668 - 1071 — L —
g (6.37)2-10'2 | kg®>m? s2

B1.3: Wie grof3 ist g auf der Mond-, Mars- oder Jupiter-Oberfliche?

| Rlm] | Mlkg] |g][m/s%
Mond | 1.72-10° | 7.35-102| 1.6
Mars | 3.39-10° | 6.42.10% | 3.7
Jupiter | 7.13-107 | 1.90-10%7 |  24.9

Tabelle 1.2 Zum Vergleich von Gravitationsbeschleunigungen

Wiéhrend unser Gewicht (mg) auf dem Mond nur ca. % des Gewichtes auf der Erde be-
tragt, wiirden wir auf dem Jupiter mit dem 2.5 fachen Gewicht hart gepriift.

B1.4: Betrachten Sie einen Massenpunkt auf einer Kreisbahn mit Winkelge-
schwindigkeit w. Der Ortsvektor des Massenpunktes lidsst sich in Parameter-
darstellung angeben

7(t) = rcoswt - €, + rsinwt - €, .

Berechnen Sie ¥(t) und d(t) . Die Geschwindigkeit des Massenpunktes erhalten wir
durch Differentiation des Ortsvektors nach der Zeit

#(t) = F(t) = —rwsinwté, + rw cos wté,
Den Betrag der Geschwindigkeit erhalten wir nach Pythagoras aus der x- und y-Komponente
1 1
5(t)] = [v2 + UZ] 2 = [r’w?sin’® wt + r’w® cos® wt] 2
1
=Tw [sin2 wt + cos? wt] P=rw.

Die Richtung von ¢ steht immer senkrecht auf 7, wie man mit Hilfe des Skalarprodukts
nachweisen kann (zwei Vektoren stehen senkrecht aufeinander, wenn ihr Skalarprodukt

verschwindet). Das Skalarprodukt von @ und b berechnet sich nach der Regel

-

G-b=a-b- cos(d,b) = azb, + ayb, + ab,
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()
D wt

Abb. 1.8: Kreisbahn

cos(@, b) ist der zwischen @ und b eingeschlossene Winkel.
Damit ergibt sich

7= —r?w coswt sinwt + r’wsin wt coswt = 0 .
Fiir die Beschleunigung gilt

—

a(t) = v(t) = —rw? cos wt€, — rw? sinwte,

= —w? - (t)

at) = |@t)| = re? = 2 =

Die Beschleunigung auf einer Kreisbahn ist dem Ortsvektor entgegen- und auf das Kraft-
zentrum hin gerichtet.

B1.5: Ein Kommunikationssatellit bewege sich synchron zur Erde in der Aqua-
torebene. Wie weit muss der Satellit von der Erdoberfliche entfernt sein, da-
mit er geostationir ist 7

Der Satellit bewegt sich auf einer Kreisbahn um die Erde. Die Bewegungsgleichung des

Satelliten ist
mM

r2
Fiir die Kreisbahn haben wir im vorigen Beispiel gefunden

mi = ma =y

a:rw2

Kreisfrequenz w und Umlaufzeit T sind durch w = %’T verkniipft, so dass wir erhalten

Ay
@=—3
MT?
B

472
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Beachten Sie, dass wir beildufig das 3. Keplersche Gesetz erhalten haben

r3 _WM

T2 4x?
Somit ergibt sich bei einer Umlaufzeit T = 24h = 86400s (geostationér bedeutet, dass
der Satellit immer iiber dem selben Punkt der Erdoberfléche ”steht”)

r=422-10"m.

Dies ist der Abstand zum Erdmittelpunkt. Die Hohe des Satelliten bezogen auf die Erd-

oberflache ist dann
h=r—R=2358-10n = 35800km .

B1.6: Ein Kind wirbelt ein Seil der Linge 1 an dessen Ende eine Masse m be-
festigt ist horizontal iiber seinem Kopf. Die Umlaufzeit der Masse betrage T
Sekunden. Bestimmen Sie fiir [ = 2m,m = 0.2kg und 7' = 0.4s a) die Scheinkraft
entlang des Seils und b) mit welcher Geschwindigkeit die Masse tangential
wegfliegen wiirde, falls das Seil reif3t.

Zu a)
43y

o N 98N

’ﬁ’ =F=m-a=m
Dazu im Vergleich die Gravitationskraft
Foe=m-g~2N
Zu b) Fiir die Kreisbahn gilt v = wr und somit

2m m km
) T r s h



Kapitel 2

Bewegung in einer Dimension

Das Ziel der theoretischen Mechanik ist die mathematische Beschreibung der Bewegung
eines Korpers als Reaktion auf angreifende Krifte. Eine ”Rezeptur” zur systematischen
Losung dieser Aufgabe wird durch die Newtonschen Gesetze vorgegeben:

(1) 1. Gesetz zur Wahl eines mathematisch bequemen Bezugssystems (Beispiel: waag-
rechter Wurf)

(2) Identifikation wirksamer Krifte (Beispiel: schiefe Ebene)

(3) 2. Gesetz zur Aufstellung der Bewegungsgleichung

—F(Frt) =71 2.1
- (r,rt) =7 (2.1)

Der Aufwand, der mit der schrittweisen Analyse eines konkreten Problems verbunden ist,
héngt natiirlich von der Aufgabenstellung ab. In jedem Fall ist am Ende immer die Be-
wegungsgleichung des mechanischen Systems zu l6sen, so dass eine sorgsame Bearbeitung
der Schritte (1) und (2) eine wesentliche Arbeitserleichterung darstellen. In der Regel sind
die angreifenden Kréfte

e ortsabhéngig und iiber die Koordinate 7(t) auch implizit zeitabhéingig
e geschwindigkeitsabhingig (z. B. Reibungskrifte)
e explizit zeitabhingig

In diesem Abschnitt werden wir verschiedene Klassen von eindimensionalen Bewegungs-
problemen diskutieren.

2.1 Konstante Krifte

2.1.1 Lo6sung der Bewegungsgleichung

Wir haben gesehen, dass die Gravitationskraft in Erdnidhe nahezu konstant ist |ﬁ | = —myg,
so dass alle Massenpunkte die gleiche Beschleunigung g = 9.81% in Richtung zum Mit-
telpunkt der Erde erfahren. Wir werden in Kapitel 6 sehen, dass diese Aussage kleiner

13
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Korrekturen bedarf, weil insbesondere durch die Rotation der Erde der Globus ellip-
tisch verformt ist. Diese Korrekturen sind gering, so dass wir fiir den Moment annehmen
konnen, dass die reibungsfreie Bewegung aller Massen in Erdndhe durch die Wirkung
einer konstanten Kraft hervorgerufen wird.
In diesem Fall lasst sich die Bewegungsgleichung & = % = a direkt integrieren. Da die
Beschleunigung a konstant ist gilt
t
/

/ —dt _/ adt

v(t) —v(0) = at

:>dv
T=0=>—=uaq
dt

mit der Anfangsgeschwindigkeit v(0) = vy das Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz

v(t) = v + at (2.2)

Das Weg-Zeit-Gesetz erhélt man bei nochmaliger Integration iiber die Zeit nach dem
gleichen Schema
t
|

1
z(t) — x(0) = vot + éat2

T =vy+ at

1
l’(t) = Xy + Uot + 5&752 (23)
Bemerkungen

(i) Jede Integration ergibt eine Integrationskonstante. D.h. z(t, o, vp) ist somit eine
Losungsschar, abhéngig von zy und vg. Diese Losungsschar stellt zunéchst die ma-
thematisch allgemeine Losung der Bewegungsgleichung (oder allgemeiner einer Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung) dar.

(ii) Jede spezielle physikalische Situation erfordert die Festlegung der Integrationskon-
stanten durch die Anfangsbedingungen zy = z(0), vy = v(0) der Bewegung.

Beispiele:

Die Beispiele werden zeigen, dass wir mit der selben allgemeinen Losung ganz unterschied-
liche Bewegungsformen im erdnahen Gravitationsfeld beschreiben kénnen.

B2.1 Freier Fall ohne Reibung
Abbildung 2.1 zeigt Stroboskopaufnahmen eines Massenpunktes, der aus der Hohe y und
aus der Ruhe unter dem Einfluss der Gravitation reibungsfrei zu Boden (y = 0) fillt.
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y
y(0)=y, .
v(0)=0

[

[

r X
Abb. 2.1: Stroboskopansicht fiir den freien Fall

In gleichen Zeiteinheiten (Stroboskopintervallen) legt der Massenpunkt immer grofiere
Strecken zuriick. Aus (2.2), (2.3) erhalten wir fiir die speziellen Anfangsbedingungen

v(t) = —gt
1

y(t) = yo — §gt2

Daraus lassen sich z. B. die Auftreffzeit ¢,

1
y(ty) =0=yo — s gt}

2
2
R LT
g

v(ty) = —gty

= —v29Y%0

berechnen. (Beachte: die Auftreffgeschwindigkeit ist unabhéngig von der Masse.)

und die Auftreffgeschwindigkeit

B2.2 Waagrechter Wurf ohne Reibung Warum ist das offensichtlich zweidimensio-
nale Wurfproblem eigentlich doch nur eindimensional ? Im ersten Schritt der eingangs
erwahnten ” Analyse-Rezeptur” wéhlen wir ein Inertialsystem, das sich mit der Geschwin-
digkeit vy relativ zu S bewegt und betrachten relativ zu diesem bewegten Bezugssystem
S’ das Wurfproblem: der Massenpunkt bewegt sich offenbar entlang der neuen 3’-Achse
in freiem Fall.
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y
S
y
S S(0) S'(t;) S() S() S(ty)

x(0) = 0 Ve (0) =

YO = y, vy(0)=0
X X
Abb. 2.2: Waagrechter Wurf Abb. 2.3: Der waagrechte Wurf in S’ er-

scheint als freier Fall.

D. h. wir konnen den waagrechten Wurf durch eine geschickte Wahl des Bezugssystems
auf den freien Fall zuriickfithren. Mathematisch ist der Zusammenhang zwischen S und

S/

8
—~
<+
~—
I

2/ (t) + vot = ot
1

y(t) =y'(t) = yo — Qgtz

Kontrollfrage:

Eine Gewehrkugel wird aus der Hohe h waagrecht abgeschossen. Gleichzeitig ldsst man
ein schweres Bleigewicht aus derselben Hohe frei fallen. Beide Objekte bewegen sich rei-
bungsfrei. Welches Objekt beriihrt zuerst den Boden?

A) die Gewehrkugel

B) das Bleigewicht

C) beide Objekte beriihren gleichzeitig den Boden

D) weif} nicht .
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—mg sim
—mg Cos

a —-mg

=X

Abb. 2.4: Gleitende Bewegung entlang einer schiefen Ebene.

B2.3 Schiefe Ebene

Eine Masse m rutscht reibungsfrei entlang einer schiefen Ebene. Entsprechend unserem
"Rezept” suchen wir zunéchst nach der Kraft, die diese Bewegung verursacht. Die Kraft-
komponente der Schwerkraft senkrecht zur Ebene wird von den Materialkriften innerhalb
der Ebene kompensiert. Man nennt solche Kréfte Zwangskrifte. Sie sorgen dafiir, dass
der Massenpunkt die Ebene nicht verlassen kann, tragen aber nicht zur Bewegung bei.
Es bleibt die Kraftkomponente parallel zur Ebene (Hangabtriebskraft), die die Masse aus
der Ruhe (v(0) = 0) bewegt. Ferner erscheint uns die Bewegung eindimensional wenn wir
sie im Bezugssystem S’ betrachten. Somit erhdlt man aus (2.3) fiir die Bewegung in 5’

2 (t) = xg — %(g sin )2
y'(t)=0.
Der Zusammenhang zwischen S und S’ ist (fiir ' = 0)
r =12 cosa
y=2'sina .
Damit erhélt man fiir die Bewegung in S

1
x(t) = xgcosa — é(g sin ) (cos a)t?

1
y(t) = xosina — §(g sin? a)t?

Als Extremfille betrachten wir
1
a= g . freier Fall = z(t) = 0, y(t) =yo — ~gt*

2
a=0: Ruhe = z(t) = xo, y(t)=0
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2.1.2 Arbeit und Energie bei konstanter Kraft

Ausgangspunkt ist die Bewegungsgleichung, die wir iiber die Ortskoordinate integrieren
werden

F=mz2 |dx

Fdx = m@ -dx
dt

to
J
Fiir die rechte Seite (rhs) erhélt man

to d to d to
rhs:m/ —vda::m/ —xdv:m/ vdv
tl dt tl dt tl
1

1 .
= amvg — amvf c v =(t), j=1,2.

Dabei ist v; die Geschwindigkeit des Massenpunktes am Ort z;. Die linke Seite (lhs)
ergibt, da F' konstant ist,

to
lhs = / Fdzx
t1

to
:F/ de = F(xg — 1), z; =x(t;), j=1,2.

t1

Somit erhalten wir folgende Aussage

1 1
W = F(xg — 1) = §mv§ — §mvf (2.4)
Die Arbeit W (work), die verrichtet Anderung der kinetischen Energie
wurde, um einen Massenpunkt im = (Bewegungsenergie), die durch die
konstanten Kraftfeld von x; nach x, Arbeit W hervorgerufen wird.
zu bringen.
Bemerkungen:
(i) Die Einheit der Arbeit (Energie) in SI ist
]€ 2
1J(oule) =1N -m =1 ggn
s

(ii) Die Umordnung der Terme in (2.4) ergibt

1 1
émv% — Fxy = émvg — Fxy



2.1 Konstante Kréfte 19

(i)

Man definiert U(x;) = —F - z; als die potentielle Energie eines Massenpunktes am
Ort x;. Damit gilt

1 1

émvf +U(zy) = §mv§ +U(xe) = F
Die mechanische Gesamtenergie F eines Masenpunktes bestehend aus seiner poten-
tiellen Energie und seiner kinetischen Energie ist zu den Zeiten t; (z1 = x(t1), v =
v(t1)) und ty (x9 = x(t), v2 = v(t2)) identisch. D.h. die Energie F ist eine Erhaltungs-
groBe bei konstanter Kraft.

Im Falle der erdnahen Gravitation F' = —myg ist die potentielle Energie nur davon
abhéngig, wie hoch man den Massenpunkt {iber Bodenniveau bringt, da die Gra-
vitationskraft radial zum Mittelpunkt der Erde gerichtet ist. Sei also h; die Hohe
des Massenpunktes zur Zeit ¢; bezogen auf die Erdoberfliche, so besitzt der Mas-
senpunkt die potentielle Energie mgh; und es gilt fiir die Energieerhaltung

1 1
émvf +mgh; = §mv§ -+ mghs

B2.4 Senkrechter Wurf nach oben

!

Abb. 2.5: Senkrechter Wurf

Ein Massenpunkt wird mit der Anfangsgeschwindigkeit vy senkrecht nach oben geworfen.
Man berechne seine maximale Hohe.
Aus der Energieerhaltung folgt, dass die mechanische Gesamtenergie des Massenpunktes

1

am Boden zur Zeit t = 0 (F = 2mv?) identisch sein muss mit der Gesamtenergie, die er

2

im hochsten Punkt (Umkehrpunkt) seiner Bewegung erreicht (v = 0, deshalb E = mgh).



20 2. Bewegung in einer Dimension

D.h
E = —mv = mgh
Sh=l
29

Wir konnten diese Losung so einfach erhalten, weil der Energiesatz bereits ein Integral
der Bewegungsgleichung ist, also eine Teillosung der Differentialgleichung. Beachten Sie,
wieviel aufwéndiger die Berechnung der maximalen Hohe {iber das Weg-Zeit-Gesetz durch-
zufithren wire!

2.1.3 Impuls und Leistung bei konstanter Kraft

Ausgehend von der allgemeinen Formulierung der Bewegungsgleichung

dp
=2
dt

fithrt die Integration iiber die Zeit zum Impuls des Massenpunktes

p(t) =po + /t Fat’
S
Fiir den freien Fall gilt mit F' = —mg
p(t) = po — myt

und mit p = m - v erhélt man wieder das Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz. Die Leistung
P(power) eines mechanischen Systems ist definiert als die Arbeit, die pro Zeiteinheit
verrichtet wird

dw d dz
2 _Z(F. =

dt dt< z) = dt
=F.0.

Die Einheit der Leistung ist 1 Watt. Im SI gilt 1W = 1%.

2.2 Ortsabhingige Krifte

Wir wollen den Begriff Arbeit (Energie) auf ortsabhéngige Krifte erweitern und definieren

w :/ F(x')da'
xo

als die Arbeit, die aufgewandt werden muss, um einen Massenpunkt unter Einwirkung
der ortsabhingigen Kraft F'(z’) von xy nach z zu bewegen. Dann gilt wie im vorigen
Abschnitt

1
W = / ') = —mv — amvo . (2.5)
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Die Arbeit W, die aufgebracht wird, erzeugt eine Anderung in der kinetischen Energie.

Bemerkungen:

(i) Die Arbeit hangt offenbar nur von Anfangs- und Endpunkt der Bewegung ab. Man
kann also eine Potentialfunktion U(z) definieren mit den Eigenschaften

(ii) Aus (2.5) erhélt man durch Umordnung

1 1

5mv§ + U(zg) = §mv2 +U(z) =FE

den Energieerhaltungssatz:

In einem rein ortsabhéngigen Kraftfeld ist die Energie eine Erhaltungsgrofie. Kréfte,
fiir welche die Energie konstant ist, nennt man konservativ. Kennzeichnend fiir kon-
servative Kréfte ist, dass man sie aus einer Potentialfunktion ableiten kann

E:const(:)F:—d—U.
dx

Beispiele:

v(r)

~
]/

Abb. 2.6: Freier Fall aus unendlicher Entfernung
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B2.5 Ein Korper fillt aus unendlicher Entfernung radial auf die Erde zu. Mit
welcher Geschwindigkeit trifft er die Erdoberfliche?

Wir wollen annehmen, der Massenpunkt befinde sich anfinglich in Ruhe (vo = 0). Aus
dem Energieerhaltungssatz (2.5) erhalten wir dann

1 B oM
§m02:_/00 Y T;ndr
. Mm‘R_ Mm
2yM km
=/ — =~ 11—
- R S

B2.6 Wie grof3 muss die Geschwindigkeit eines Massenpunktes sein, um das
Gravitationsfeld der Erde zu verlassen ?

Dabei handelt es sich um die Umkehrung der Aufgabenstellung B 2.5.

Die Fluchtgeschwindigkeit von der Erdoberfliche betragt

2vM Hkm
vV=4\——~11—.
R s

Ein interplanetares Raumschiff (z.B. Flug Erde-Mars) muss diese Geschwindigkeit errei-
chen.

2.2.1 Potentiale

Kréfte heiflen konservativ, wenn sie iiber ein Potential definiert sind, d.h.

F:—@@U:—/Fdx.
dx

Die mechanische Gesamtenergie setzt sich in diesem Fall zusammen aus kinetischer Ener-
gie T' = %va und potentieller Energie U = — [ Fdz . Kennt man die Potentialfunktion
eines mechanischen Systems, so kann man bei gegebener Gesamtenergie

1
E:T+U:§mv2—/Fd:c

qualitative Aussagen iiber die mogliche Bewegungsform erhalten, ohne die Bewegungs-
gleichung 16sen zu miissen. Man nennt einen Massenpunkt frei, wenn er sich beliebig im
Raum bewegen kann und gebunden, wenn er im Raum lokalisiert ist. Ist z.B. F = F;
(Abb. 2.7), so ist der Massenpunkt im Gebiet x € [z11, z12] gebunden. Er kann dieses
Gebiet nicht verlassen, da fiir alle Punkte auflerhalb des Intervalls U > E; ist und somit

T=F -U<0 ﬁ.lrl‘g_f[l‘n,l'lg] .

Solche Orte, fiir die F — U < 0 gilt, nennt man klassisch verbotene Raumbereiche. An
den Randpunkten x1; und x5 ist £ = U, somit v = 0, d.h. der Massenpunkt ist momen-
tan bewegungslos und kann sich nur in umgekehrter Richtung weiterbewegen. Deshalb
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U(x)

ST N / X22 X23
E, *

Abb. 2.7: Analyse der Bewegungsform aus der Potentialfunktion

nennt man die Randpunkte Umkehrpunkte der Bewegung. Besitzt ein Massenpunkt die
Energie Es, so ist er entweder im Intervall [z91, 222] gebunden oder fiir 2 > o3 frei. Ein
Massenpunkt mit der Energie E3 kann sich frei im Raum bewegen aufler im klassisch
verbotenen Bereich x < x3;. Berechnet man fiir die Potentialfunktion der Abb. 2.7 die
Kraft F' = —%, so sieht man, dass fiir ¢ und x; die Kraft verschwindet. Solche Punkte
nennt man Gleichgewichtspunkte mit stationéire Punktlosungen, fiir die gilt

(i) Ein Massenpunkt mit Anfangsgeschwindigkeit vy = 0 befindet sich in den Punkten
xg, T1, fur die gilt
—U/<.CL’0) = F(.To) =0

in Ruhe.
(ii) Gilt mit U'(zo) =0

e U"(xg) < 0, so befindet sich der Massenpunkt in einem instabilen Gleichge-
wicht. Kleine Ortsverdnderungen bewirken die unwiderrufliche Entfernung des
Massenpunktes vom Ort x

o U"(x9) =0, so befindet sich der Massenpunkt in einem unbestimmten Gleich-
gewicht.

e U"(xy) > 0, so befindet sich der Massenpunkt in einem stabilen Gleichgewicht.
Kleine Ortsverinderungen bewirken stets eine Riickkehr zu xg.
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2.2.2 Massenpunkte in der Nihe eines stabilen Gleichgewichtes

Eine aulerordentlich wichtige Klasse von Bewegungsproblemen erhélt man fiir Anfangs-
bedingungen nahe einer stabilen Punktlosung. Sei xg ein stabiler Gleichgewichtspunkt
zum Potential U(z), also U'(x¢) = 0 und U"(x¢) > 0, so gilt fiir jeden Ort x in einer
Umgebung von z( die Taylorentwicklung des Potentials

U//<x0)

U(z) = Ul(wg) + U'(w0)(x — w0) + ol

(z — m9)* 4+ O[(z — x0)’]

~ Ulzo) + %U”(mo)(:c )2

Fiir die Kraft auf den Massenpunkt erhédlt man dann in guter Ndherung

F(z) = —% ~ —U"(xo)(x — x0) (2.6)

bzw. mit der Substitution x = x — zo und k = U"(x)

stets ein lineares Kraftgesetz. Die Bewegung des Massenpunktes in einer Umgebung eines
stabilen Gleichgewichts wird durch die Bewegungsgleichung

my = —kx
x(0) = xo v(0) = vo (2.7)

beschrieben, wenn x( hinreichend klein ist, so dass die Nédherung (2.6) der Taylorreihe fiir
das Potential gerechtfertigt ist. Die Bewegungsgleichung (2.7) ist die Bewegungsgleichung
des harmonischen Oszillators mit der Kreisfrequenz

27 5 m

w7 U"(xg)

Jedes System, das einen stabilen Gleichgewichtszustand besitzt, wird sich bei einer klei-
nen Storung dieses Gleichgewichts wie ein harmonischer Oszillator verhalten. Beispiele
sind Pendel (siehe Kap. 3), Molekiile oder Festkorper, in denen die atomaren Zentren
gegeneinander oszillieren (Phononenanregung eines Festkorpers), aber auch okologische
und 6konomische Systeme, in denen eine Komponente von auflen leicht modifiziert wird.

und der Periode

T

2.3 Geschwindigkeitsabhingige Krifte

Wenn wir uns durch ein Medium bewegen (Luft oder Wasser), so spiiren wir abhéngig
von unserer Geschwindigkeit eine Widerstandskraft, deren Ursache damit verbunden ist,
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dass wir mit unserem Korper das Medium verdréangen miissen. Aus Erfahrung wissen wir,
dass diese Reibungskraft mit wachsender Geschwindigkeit zunimmt (Beispiele: Luftwider-
stand beim Fahrrad- oder Motorradfahren; Wasserverdringung beim Turmspringen aus
unterschiedlichen Hohen). Etwas genauer findet man experimentell (Windkanalversuche)
fiir die Reibungskraft Fg

Frp=—ab— ﬁvzg (2.8)
v
5 {—aU v <025

—Bv* 0.252 < v < 3302

Die Reibungskraft ist also immer der Bewegung entgegen gerichtet. Sie ist proportional zu
v bei kleinen Geschwindigkeiten (Reibung nach Stokes) und abhiingig von v? bei grofieren
Geschwindigkeiten (Reibung nach Newton). Fiir Geschwindigkeiten nahe der Schallge-
schwindigkeit gelten eigene GesetzméBigkeiten. In die Koeffizienten a, 3 gehen vor allem
die Querschnittsflache des Korpers und seine Oberflichenbeschaffenheit ein. Systeme mit
Reibungskréften sind nicht konservativ, da sie nicht die mechanische Gesamtenergie er-
halten (Beispiel: beim Eintritt eines Korpers in die Erdatmosphére wird Reibungshitze
erzeugt, die der mechanischen Energie entzogen wird). Im Gegensatz zu konservativen
Systemen nennt man geschwindigkeitsabhéngige Kréfte dissipativ.

B2.7 Gebremster Fall mit Luftreibung
Die Bewegungsgleichung lautet

(O3 .
y=—9g——y=-g—ky.
m

Im Gegensatz zum freien Fall ohne Reibung ist die wirkende Kraft nicht mehr konstant, so
dass wir die Bewegungsgleichung nicht mehr direkt integrieren kénnen. Zur allgemeinen
Losung benutzen wir die Methode der Separation der Variablen und erhalten

dv g

y:a:—g—kv:—k(Eij)
d
— = —kdt
p TV
Mit Hilfe der Substitution
U= % +v
dv = dv

konnen wir die Bewegungsgleichung direkt integriern und erhalten

-
L /dt
v

Inv=—kt+¢,
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bzw nach Riicktransformation

ln<%+v> — kt+é.

¢ ist die Integrationskonstante der unbestimmten Integration. Exponentieren ergibt

g _ .
Lhv=c-eF c=¢°

k
v(t) = —% +c-e M,
die mathematisch allgemeine Losungsschar. Berticksichtigt man als Anfangsbedingung
v(0) = 0, so kénnen wir ¢ bestimmen und erhalten schliefllich
g g

v(O)zOz—E+c:>c:E

Fiir den Grenzfall kleiner Zeiten kénnen wir die e-Funktion entwickeln (Taylorreihe)

1
v(t) ~ —% (1— (1—kt+§k2t2$...)>

1
= —gt + §gkt2

D.h. zu Beginn ist der Fall ungebremst und entspricht dem freien Fall v = —gt. Im
weiteren Verlauf setzt die Reibung merkbar ein. Nach einer langen Fallzeit erhélt man

. g 9

1 t == —-—— = —

ppelO ==y
eine konstante Endgeschwindigkeit, abhdngig von der Masse des fallenden Korpers und
seinen Reibungseigenschaften.
Beachte: der freie Fall im Vakuum ist unabhéngig von der Masse, der gebremste Fall im
Medium nicht!



Kapitel 3

Oszillatoren

Oszillatoren haben in allen Bereichen der Physik deshalb eine so grofie Bedeutung, weil
die Potentialfunktionen energieerhaltender Systeme in der Nachbarschaft von Gleichge-
wichtslosungen durch ein Oszillatorpotential approximiert werden kénnen. In erster Néhe-
rung ist das Oszillatorpotential quadratisch und damit die Kraft linear. Diese spezielle
Form eines Oszillators mit linearem Kraftgesetz nennt man ”harmonischer Oszillator”.
Wir werden sehen, dass fiir harmonische Oszillatoren kennzeichnend ist, dass die Fre-
quenz unabhéngig von der Amplitude ist.

Charakteristisch fiir die Oszillatorbewegung ist, dass die Kraft auf den Massenpunkt im-
mer auf den Ort der Gleichgewichtslosung hin gerichtet ist: aus diesem Grund nennt
man die Kraft ”"die Riickstellkraft”. Neben der Riickstellkraft wird der Oszillator durch
Reibungskrifte und moglicherweise durch eine zeitabhéingige &duflere treibende Kraft be-
einflusst

mi = —mwix + Fr() + Fuu(t) .

In der Mechanik wird der harmonische Oszillator realisiert durch z.B. das horizontale
Federpendel (Abb. 3.1) oder das mathematische Pendel (Abb. 3.2), beide in ihrer jeweils

K

Abb. 3.1: Horizontales Federpendel F = —kx,w3 = %
linearisierten Form. Fiir das Federpendel findet man

s k

—kr = —mwir,wi = — ,
m

27
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X
—Mg COM
Abb. 3.2: Mathematisches Pendel. Bei kleinen Ausschldgen gilt sina ~ « und fiir das
Bogenelement s =la~x — F = —m%x,wg =4

wobei k (die Federkonstante) ein Ma$ fiir die Stirke der Feder darstellt. Fiir das mathe-
matische Pendel ist die Riickstellkraft

F=—mgsina
zunéchst nichtlinear. Bei kleinen Ausschldgen gilt aber
sina~aA Bogenz~I-«

und somit .
F'=—mgsina ~ —mg? w? = % .
Die Reibungskraft ist proportional zur Geschwindigkeit und der Bewegung entgegenge-

richtet, also (Reibungskoeffizient r)
Fpr=—m-r-2.

Die antreibende Kraft ist nur zeitabhéngig und iibertragt mechanische Energie auf das
Pendel. Als Bewegungsgleichung ergibt sich somit generisch fiir alle harmonischen Oszil-
latoren

1
.ﬁi’ + T:i’ + ng = EFemt(t) . (31)

Entscheidend ist die lineare Riickstellkraft. Mathematisch handelt es sich bei (3.1) um
eine gewohnliche, lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Man nennt sie homogen fiir F,,; = 0, sonst inhomogen. Diese Begriffe sind wichtig fiir die
weitere Diskussion.
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3.1 Der reibungsfreie harmonische Oszillator

Im einfachsten Fall lautet die Bewegungsgleichung (3.1)
F+wir=0, (3.2)

d.h. ein harmonischer Oszillator ohne Reibung und dufleren Antrieb. Als Ansatz fiir die

Losung betrachten wir
x(t) = eM

und setzen in die Bewegungsgleichung ein
(N +wdeM=0.
Diese Gleichung muss fiir alle ¢ erfiillt werden, was nur moglich ist, wenn
N+ wp =0
ist. Die Losung dieser charakteristischen Gleichung ist rein imaginér
A2 = Fiwy

und man erhélt somit zwei linear unabhéngige Losungen

{ezwot’ e—zwot} )

Diese beiden Losungen nennt man das Fundamentalsystem der Differentialgleichung (3.2).
Wegen der Linearitdt der Bewegungsgleichung ist jede beliebige Superposition der Fun-
damentallosung ebenfalls eine Losung der Differentialgleichung, also

x(t) = ™" + cpem 0! (3.3)

(3.3) ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung (3.2). Sie stellt eine Losungsschar
dar als Funktion der Parameter ¢; und cs. ¢; und ¢, sind Integrationskonstanten, die wir
im Prinzip durch die zweifache formale Integration der Differentialgleichung (3.2) erhalten
haben. Um aus der Losungsschar eine physikalische Losung zu erhalten, miissen wir die
Anfangsbedingungen der Bewegung beriicksichtigen

ZL‘(O) =Ty N ZL‘(O) =1 .
Einsetzen in die allgemeine Losung ergibt

z(0) =29 =c1 + ¢

%(0) = vy = iwp(cy — ¢2) -

Daraus erhalt man
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Damit haben wir als physikalische Losung des harmonischen Oszillators
1 , 1 ,
2(t) = 3 <g;0 - ZZ—Z) e 4 3 <x0 + ZZ—Z) et (3.4)

Diesen Ausdruck kénnen wir umformen, denn mit

) iwot
t) = —g— 1. 0
Z( ) (SL’O 7 0) e

gilt fiir (3.4) mit Hilfe der Eulergleichung exp (iwgt) = coswot + isin wot
1
2(t) = 5(:(0) + (1)) = Rex(0)
= Re { (:po — E) (cos wyt + isin th)} (3.5)
)

Vo .
= g Ccoswot + — sinwyt .
)

Wir sehen also, dass die Losung (3.4) reell ist und somit einen physikalisch beobachtba-
ren Bewegungsablauf beschreibt. Die Losung lédsst sich aber noch in einer dritten Form
angeben. Ausgehend von (3.5) erhdlt man mit Hilfe des Kosinussatzes

z(t) = Acos(wot + @)
= A {coswyt cos ¢ — sinwyt sin ¢} (3.6)
= (Acos ¢) coswpt + (—Asin @) sin wyt .

durch Koeffizientenvergleich

(4 .
ro = Acos o, ~ 2= Asin ¢
Wo

2
:>x%+% = A? (COSQ¢+Sin2¢) = A?
0
v
Wo

x
¢ = arccos =

A

Bemerkungen:

(i) Die Losungen der Form (3.4), (3.5) und (3.6) sind identische Beschreibungen der
Bewegung eines freien (ungeddmpft und ohne &ufferen Antrieb) harmonischen Os-
zillators: der Massenpunkt oszilliert mit konstanter Amplitude und Frequenz. Cha-
rakteristisch fiir die harmonische Bewegung ist, dass die Frequenz unabhéngig von
der Amplitude ist.
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X(t)

<7 TN
v N
N
’ A
’
’
’
/

t

./ /A cosfyt+®)

Abb. 3.3: Losung des freien harmonischen Oszillators. A : Amplitude, wq : Frequenz, T :
Periode, ¢ : Phase

(ii) Die Form (3.6) zeigt, wie sich die Losungen abhéngig von den Anfangsbedingungen
unterscheiden konnen: Amplitude A und Phase ¢ sind direkt von den Anfangsbe-
dingungen abhéngig,

Beispiel
B3.1 Berechne die Bewegung des horizontalen Federpendels.

Die Masse m = 2kg wird um 10cm mit einer Kraft von 5N aus der entspannten Federpo-
sition ausgelenkt und dann losgelassen.

Abb. 3.4: Federpendel
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Losung:

k
z(t) = Acos(wot + ¢), wg = —
m

a) Berechne Federkonstante k:

b) Berechne Frequenz wy:

¢) Berechne A und ¢ aus Anfangsbedingungen (3.6):
o = 0.1 A Vo = 0
A = xy, qb:arccos@ =0.

Zo

Das Weg-Zeit-Gesetz lautet somit

z(t) = 0.1 cos(5t) .

3.2 Energie des freien harmonischen Oszillators

Da die Riickstellkraft konservativ ist, ist die totale mechanische Energie erhalten und es
gilt (E:Gesamtenergie, T:kinetische Energie, U:potentielle Energie)

1
U= —/Fd:c = §mw§x2

1 1 1 1
E=T+U=-mv’+ —-mwia® = —mi* + ~mwir?

2 2 2 2
1

= 5mw% { A% sin*(wot + ¢) + A cos*(wot + ¢) }
1

= —mwiA* = const .
2

Durch Einsetzen der Losung haben wir so im Retrospekt bewiesen, dass E eine Erhaltungs-
grofe ist. Das wird im Oszillator dadurch erreicht, dass kinetische Energie und potentielle
Energie gegenphasig oszillieren

T o sin®(wot + ¢) U o cos?(wot + ¢) .
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3.3 Gedampfter harmonischer Oszillator

Die Bewegungsgleichung des geddampften Oszillators lautet
i+ri+wir=0.
Mit dem Ansatz
x(t) = eM
erhélt man die charakteristische Gleichung
M4+rA+wi=0.

Bestimmung der beiden moglichen Exponenten

T [r2
)\172:—§:t Z—wg

Die allgemeine Losung lautet dann

z(t) = c Mt 4 et

RAANA

Abb. 3.5: Realisierung eines Stofiddmpfers. Reibung durch Viskositédt der Kolbenfliissig-
keit.

Zur weiteren Diskussion wollen wir die folgenden Félle unterscheiden

(1) Uberdampfter Fall: % >wi= M2 ER
In diesem Fall sind die Exponenten reell und negativ. Man erhélt fiir ¢; und ¢y aus
den Anfangsbedingungen

1+ C2 = Xy

)\101 + )\202 = Vo

)\21‘0 — Vo
ClL = —(———
Az — Ay
Vo )\1
Cp=———C
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Abb. 3.6: Uberdéampfter oder Kriechfall fiir (0) = 0 und v(0) = 0 .

In diesem Fall ist die Losung eine abfallende Exponentialfunktion: der Massenpunkt
"kriecht” aus seiner Anfangsauslenkung in unendlicher Zeit in die Gleichgewichts-
lage.

(2) Aperiodischer Grenzfall:% =wi=M=Xh=-L€eR

x‘(t)

Vo<O0

Abb. 3.7: Aperiodischer Grenzfall.

In diesem Fall miissen wir ein Fundamentalsystem konstruieren, da (A = Ay) wir
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nur eine Losung erhalten.
Beh.: z = te~ 3! ist ebenfalls eine Losung.
Einsetzen in die Differentialgleichung mit

zeigt, dass x = te” 2! ebenfalls eine Losung der Differentialgleichung ist. Wir erhalten
die allgemeine Losung fiir den aperiodischen Grenzfall

z(t) = e 5 (¢ + cot)

und die physikalisch realisierte Losung unter Beriicksichtigung der Anfangsbedin-
gungen

. r r
.T(O) :U0:_§CI+CQ :>CQZU0+§SL’0

z(t) = e 2! <a:0 + (vo + gﬂfo) t) :

(3) Oszillatorlésung:% < wi = A\ = Ay € C. Fiir komplexwertige Exponenten erhalten
wir fiir die allgemeine Losung ein oszillatorisches Verhalten

a(t) = e 2 {er e + e} w = fwd — ; :
Mit den Anfangsbedingungen ergibt sich dann
z(t) = Ae 3! cos(wt + @)
A= x2+v—82, gb:arccos@ )
°w A
Bemerkungen:
(i) Die Periode des geddmpften Oszillators T' = 2:” = 22” — unterscheidet sich von
wo— T

der Periode des freien Oszillators Ty = i—’; je stédrker die Reibung ist. Es gilt 7" > T

und fiir den Fall w3 = % gilt T'— oo (aperiodischer Grenzfall).
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Abb. 3.8: Oszillatorlosung

(i) Ein Ma8 fiir die Démpfung ist die Abklingzeit 7, = £ . Nach der Zeit 27, ist die
Amplitude auf é des Anfangswertes abgefallen.

A(t) = Ae 2t = =

(iii) Man definiert den Quotient aus den beiden Zeitkonstanten des Systems, ndmlich 7,
und Tp, als Qualitéitsfaktor oder Q-Wert des Ostzillators,

wWo T,

Q= = 27rTO :
Ostzillator Q wols™1] r[s71]
Mechanisches Pendel | 102 1 1072
Stimmgabel 10 103 107t
FM Tuner 10 108 104
angeregtes Atom 107 10%° 108

Im Falle des angeregten Atoms ist 7, das Maf fiir die Lebensdauer des Zustandes
und wy = AF die Anregungsenergie.

(iv) Fiir die Energie des geddmpften Oszillators erhélt man in Analogie zu Abschnitt 3.2
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mit W = w? + 2
1 1
E(t) = aijQ + §mw§x2

1 2

- §mA26_”{TZ cos?(wt + ¢) + rw cos(wt + ¢) sin(wt + @)
1

+ w?sin?(wt + gb)} + émngQG_rt cos?(wt + ¢)

2

1
= §mw2A2€—rt {QT—LL)? cos®(wt + ¢) + 5 cos(wt + @) sin(wt + @) + 1} .

Ist die Reibung schwach, gilt w ~ wy und r << w, so dass wir die Energie approxi-

mieren konnen

1
E(t) =~ amwQAQ(e_” = FE(0)-e .

Wie zu erwarten nimmt die mechanische Gesamtenergie in einem dissipativen Os-
zillator mit der Zeit exponentiell ab. Eine Periode spéter erhélt man fiir die Gesam-
tenergie

Et+T)=E0)-e"™D = B(t). e,
Generell gilt fiir zwei benachbarte Perioden fiir den Energieverlust
AE(t)=E(lt)—Et+T)=E(t)(1—¢"")
bzw. fiir den prozentualen (relativen) Energieverlust

% —(1—e™)=1-1+7t— %TQTZ +0O[(rT)] .

Die Periode des geddmpften Oszillators ist (binomische Entwicklung von \/117_33)

2 2 1 2 172 2\’
T:77T:_7T72:_7T 1+_T_2+(9 (T_Q) _
/wg _ % wo /1 _ 47;_(2) wo 2 4wg 4wg
Bei schwacher Démpfung (r << w§) erhélt man somit (Q = “2)
AFE 2 2
e AT T
E Wo 4(,()3

AE 2m N w1

E Q4@
d.h. der inverse Q-Wert eines Oszillators ist ein Mafl fiir den Energieverlust pro
Periode.
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3.4 Der Phasenraum

Bisher haben wir die kinematischen Gréflen Ort und Impuls (Geschwindigkeit) immer
als Funktion der Zeit betrachtet. Die Bewegung eines Massenpunktes ist vollsténdig be-
stimmt, wenn wir zu jeder Zeit Ort und Impuls des Massenpunktes angeben kénnen. Am
besten realisiert man diese Forderung in einer Darstellung, in der alle Orts- und Impuls-
komponenten eines Massenpunktes zusammengefasst werden: dem Phasenraum.

a) P b) (%

/ (X, Px)
e

Abb. 3.9: Phasenraumdarstellung des harmonischen Oszillators. a) Die Phasenraumtra-
jektorie eines freien Oszillators ist eine Ellipse der Form: z(t) = Acos(wot + ¢); p.(t) =
—mAwy sin(wot+¢). Der Koordinatenursprung ist die stabile Punktlésung, die man erhalt,
wenn man den Oszillator mit Anfangsgeschwindigkeit v(0) = 0 in seinen Gleichgewichts-
zustand x(0) = 0 versetzt. b) Die Phasenraumtrajektorie des gedimpften Oszillators
beschreibt eine Spirale mit der Parameterdarstellung x(t) = A - e~ 2! cos(wt + @); p.(t) =
—mAe~2" {1 cos(wt + ¢) + wsin(wt + ¢) }.

Bemerkungen:

(i) Eine Gleichgewichtslosung wird im Phasenraum als Punkt dargestellt. Der Punkt
(8) ist fiir den harmonischen Oszillator eine stabile Punktlosung.

(ii) Der Teilraum des Phasenraums, in dem Anfangsbedingungen liegen, deren zugehéri-
ge Trajektorien gegen die selbe stabile Punktlosung konvergieren, heifit Attraktor-
becken der Punktlosung. Entsprechend nennt man eine stabile Punktlosung einen
Attraktor der Dimension 0.

(iii) Die Phasenraumtrajektorie bestimmt den ”Lebensraum” eines Massenpunktes zu
allen Zeiten: es konnen nur die Punkte im Phasenraum erreicht werden, die zur
Trajektorie gehoren.

(iv) Das Existenz- und Eindeutigkeitstheorem fiir Systeme autonomer (nicht explizit
zeitabhéngiger) Differentialgleichungen besagt, dass die Losung eine eindeutige Funk-
tion der Anfangsbedingungen ist, wenn die Differentialgleichung eine Lipschitzbe-
dingung erfiillt (grob entspricht dies der Bedingung, dass die "rechte Seite” der Dif-



3.5 Der getriebene Oszillator 39

ferentialgleichung § = f| () stetig ist). In diesem Sinne diirfen sich zwei Phasenraum-
trajektorien der selben Differentialgleichung zu verschiedenen Anfangsbedingungen
nicht schneiden. Wiirde man nédmlich die Anfangsbedingungen auf den Schnittpunkt
legen, wire die Eindeutigkeit nicht erfiillbar. Insbesondere darf sich eine Trajektorie
nicht selbst schneiden. (Beachte: Eine Differentialgleichung n. Ordnung ldsst sich
immer in ein System aus n Differentialgleichungen 1. Ordnung zerlegen!).

3.5 Der getriebene Oszillator

cosQ t

Abb. 3.10: Erzwungener harmonischer Oszillator

Erregt man den harmonischen Oszillator durch eine duflere harmonische Kraft, so hat
man die Bewegungsgleichung zu 16sen

i+ ri+wir = cos Ot .

Dabei handelt es sich um eine lineare inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Eine allgemeine Losung erhélt man durch Superposition der all-
gemeinen Losung z,(t) der zugehorigen homogenen Differentialgleichung &y, +rij,+wiz), =
0 und einer speziellen Losung x;(t) der inhomogenen Differentialgleichung (Partikulérin-
tegral), also
x(t) = xp(t) + xi(t) .
Wir machen den Ansatz
x(t) = xp(t) + B - cos(Qt + V)

und miissen zeigen, dass B und ¥ so bestimmt werden konnen, dass der Ansatz die
Bewegungsgleichung erfiillt. Durch Einsetzen erhélt man
0 ::i+ri+ng—cos(2t :ih+rih+w§xh

— B2 cos(Qt + U) — BrQsin(Qt + U) + Bwg cos(Qt + ¥) — cos Qt .

Da x}, eine Losung der homogenen Gleichung ist, folgt mit Hilfe der Additionstheoreme

0 = —BQ? (cos Qt cos U — sin Qt sin W) — Br (sin Ot cos ¥ + cos Ot sin )
+ Bwg (cos Ot cos U — sin Ot sin ¥) — cos Ot
= cosQt {—1— Bcos ¥ (Q* —wj) — Bsin V- rQ} + Bsin Qt {sin U(Q* — wj) — rlcos U}
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Diese Bedingung muss fiir beliebige Zeiten erfiillt werden. Da cos Q¢ und sin Qt linear
unabhéngig sind ist dies nur moglich wenn die Ausdriicke in den Klammern 0 sind, also

(2 —wg)sin¥ —rQcos ¥ = 0 (i)
1

rQsin ¥ + (9% — w]) cos ¥ = ~5 (i)

Aus (i) erhélt man mit Division durch cos ¥ eine Bestimmung der Phase

r{)

tanV¥V = —— .
02— w?

Die Amplitude erhdlt man,indem man (i) und (ii) quadriert und das Ergebnis addiert

1

B = .
VT (B

Damit haben wir als allgemeine Losung des getriebenen harmonischen Oszillators
2(t) = A(zo, vo) - € 2" cos(wt + (20, v,)) + B cos(Qt + ) (3.7)

B und V¥ sind durch die Parameter der Differentialgleichung festgelegt, A und ¢ miissen
iiber die Anfangsbedingungen z(0) = zo und #(0) = vy bestimmt werden. Wir sehen,
dass die Losung (3.7) zwei typische Verhaltensmuster aufweist: (i) fiir kleine Zeiten zeigt
sich ein voriibergehendes Einschwingverhalten durch die Uberlagerung von cos(wt + o)
und cos(Qt + ). (ii) fir groBe Zeiten klingt die Amplitude des ersten Terms exponentiell
ab, so dass der Oszillator vollstdndig durch die harmonische Antriebskraft ”versklavt”
wird. Im Phasenraum entspricht die zeitlich asymptotische Losung einer Ellipse. Da jede

R

>

0

Abb. 3.11: Phasenraumtrajektorie des getriebenen Oszillators.

Losung (zu gegebenen 7,2, wy) zu einer beliebigen Anfangsbedingung zg,vy gegen die
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selbe asymptotische Losung konvergiert, nennt man sie Grenzzykluslosung. Sie entspricht
einem Attraktor der Dimension 1. Amplitude und Phase der Grenzzykluslosung héngen
von den Parametern der Differentialgleichung ab.

Man sieht, dass die Amplitude maximal wird, wenn die Erregerfrequenz €2 der Eigenfre-
quenz des freien Oszillators wq entspricht. In diesem Fall nimmt die Phase ¥ den Wert
7/2 an. Dieses Verhalten bezeichnet man als Resonanz. Abhéngig vom Reibungskoeffizi-
ent kann die Amplitude sehr grof§ werden und den Oszillator - z.B. ein Hochhaus oder
eine Briicke - zu so starken Schwingungen anregen, dass er zerstort wird (Resonanzkata-
strophe).

3.6 Gekoppelte Oszillatoren

k m S m k
WIW@)W
X1 Xo\l)

Abb. 3.12: Oszillatorkette

Ein System von zwei gekoppelten Oszillatoren wird beschrieben durch die Bewegungsglei-
chung
mi, = —kxy + s(xe — 1)
mie = —kxy — s(x9 — 1)
Daraus ergibt sich mit w2 = %
. 9 s
—_ — — 0
X1 ‘|‘W0$1 m(l’g 1‘1)

. S
To + ngg + E(xg —x1)=0

ein gekoppeltes System aus zwei Differentialgleichungen 2. Ordnung. Mit Hilfe der Sub-
stitution

1
Y1 = Tg — 21 901:5(?/2—?/1)

1
Yo = T1 + Ta !E2=§(?/1+y2)
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lassen sich die Differentialgleichungen entkoppeln. Einsetzen ergibt

1, . . Wl S _
5(92_yl)+?0(?/2—yl)—ay1 =0 (i)
1. . w? s -
5(?/1 + y2) + ?O(yl + yz) + E?ﬂ =0 (11)

Durch Addition (i) + (i7) und Subtraktion (i7) — (i) erhélt man
" s
i+ y(wp + 2-) =0
j2 +wiys =0 (3.8)

Die Oszillatoren entkoppeln in den neuen Koordinaten y; und y,. Man bezeichnet sie als
die Normalschwingungen (Normalmoden) des Systems. Die Losungen von (3.8) sind

/ s
y1 = Arcos(wt+ ¢1); w=/wd +2—, w > wy
m

[k
ya = Ag cos(wot + ¢o); wo =1/ —
m

mit den beiden charakteristischen Frequenzen w und wy. Um die Normalmoden yi, yo
besser interpretieren zu koénnen, transformieren wir in die urspriinglichen Koordinaten
zuriick

x1(t) = % (Ag cos(wot + ¢2) — Ay cos(wt + ¢1))
xo(t) = % (Ag cos(wot + ¢2) + Ay cos(wt + ¢1)) .
Mit bestimmten Anfangsbedingungen xg, vy konnen wir die folgenden Fille unterscheiden
(a) A1 =0,43#0,(p1 =¢2=0) :
z1(t) = %AQ cos wot
ya(t)

1
xo(t) = §A2 coswot = 1 (t) =

Beide Oszillatoren schwingen in Phase mit gleicher Amplitude und der natiirlichen
Frequenz wy. D.h. die mittlere Feder wird nicht aus ihrer entspannten Lage ausge-
lenkt. Dies entspricht der Normalschwingung y(t).

(b) A1 # 0, A3 =0, (¢1 = ¢ =0):
x1(t) = —%Al coswt = —%yl(t)
SL’Q(t) = —.I'1<t>

Die beiden Oszillatoren schwingen in Gegenphase (ry = —z1) mit der grofleren
Frequenz w > wy. In dieser Normalschwingung y; wird nun auch die mittlere Feder
wirksam: dies erklédrt die groBere Frequenz.
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() Ay = Ay =a,(¢1 = g2 =0):
x1(t) = g (cos wgt — cos wt)
xo(t) = g (coswot + coswt)

Umformung ergibt

wo +w LW —w
t-sin 5

W — Wo
2

04

z1(t) = a-sin

wo + w
xo(t) = a - cos t - cos t

z1(t) und x5 (t) oszillieren phasenverschoben mit der Frequenz . Die Amplitude
wird moduliert mit der kleineren Frequenz “Z% (Beatfrequenz). Mit dieser Mo-
dulationsfrequenz tauschen die beiden Oszillatoren Energie aus. Ist die Kopplung

zwischen den Oszillatoren grof3, gilt w >> wy, erfolgt der Energieaustausch schnell.

x(t)

Abb. 3.13: Energieaustausch im gekoppelten Oszillator. Fall a):rot ; Fall b):blau ; Fall
c):griin, schwarz

3.7 Nichtlineare Oszillatoren

Das einfachste Beispiel fiir einen nichtlinearen Oszillator ist das mathematische Pendel.
An einem masselosen unendlich steifen Faden der Lange [ hingt ein Massenpunkt der
Masse m.

Der bewegungsrelevante Anteil der Gravitationskraft ist die nichtlineare Riickstellkraft
—mg sin 6, so dass man als Bewegungsgleichung fiir das freie mathematische Pendel erhélt

mlf = —mg sin 6
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Abb. 3.14: Freies mathematisches Pendel

:>é+%sin6:0.

Dariiber hinaus kann man verschiedene Formen eines getriebenen Pendels realisieren:

a) b) c) 4
AsinQt Q

i o(t)

m.q

77

F=FeysinQt &

Abb. 3.15: Getriebene Pendel. a) Die Masse ist geladen und wird durch ein elektrisches
Wechselfeld der Frequenz ) entlang der Kreisbahn angestoBen. b) Das parametrisch an-
geregte Pendel schwingt mit der Frequenz (2 in der Authingung. c¢) Eine Perle bewegt sich
auf einem rotierenden (Kreisfrequenz ), kreisformigen Draht.

Die entsprechenden Bewegungsgleichungen lauten in ihrer kanonischen Form

zu a)
0=uw

w = —%sin@—rerFwsith
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wobei der Reibungsterm nach Stokes proportional zur Winkelgeschwindigkeit w an-
genommen wird.

zu b)
0=w
2
w = _9 (1 — AQ sith) sinf — rw
l g
zu ¢)
0=w

1
w = —%sin0+5925in29—rw

Wir wollen uns mit den Konsequenzen einer nichtlinearen Riickstellkraft am Beispiel des
getriebenen Pendels a) auseinandersetzen.

3.8 Das freie mathematische Pendel

Zunchst werden wir uns einen Uberblick dariiber verschaffen, wie gut man die nichtlineare
Riickstellkraft in einer Potenzreihe entwickeln kann. Man erhélt bis zur 7. Ordnung die

sin © 14

Abb. 3.16: Taylorreihe von sin@. 6 (rot), 0 — £6* (griin), 0 — 30° + 3560° (gelb), 6 — +6° +

120
350° — =507 (blau), exakt (magenta)

Taylorreihe fiir sin ¢

1 1 1
O =0—-6°+—0 — — 9"+ O[] .
Sl 6" T 120 50100 O



46 3. Oszillatoren

[ole]

Abb. 3.17: Mathematisches Pendel Abb. 3.18: Phasenraumdiagramm des mathe-
(griin) im Vergleich mit seiner linearen matischen Pendels (griin) und seiner linearen
Néaherung (blau). 6 = 0(t) Néherung (blau).

Die Taylorreihe enthélt nur ungerade Potenzen, da sin# ungerade beziiglich Spiegelung
an der Ordinate ist. Wir sehen, dass eine lineare Ndherung der Riickstellkraft erstaunlich
gut gerechtfertigt ist fiir Winkel 6 < 0.4 (23°) .

Mit wachsender Auslenkung sollte sich das mathematische Pendel von einem harmoni-
schen Oszillator unterscheiden. Diesen Unterschied sieht man z.B. fiir die Anfangsbedin-
gung 6 = 130° in der folgenden Gegeniiberstellung.

Wiéhrend das linearisierte Pendel (blau) durch eine trigonometrische Funktion beschrieben
wird, erhdlt man fir die nichtlineare Riickstellkraft (griin) eine elliptische Funktion als
Losung (siehe spezielle Funktionen der Theoretischen Physik). Die Frequenz des nicht-
linearen Pendels ist abhéngig von der Amplitude: mit wachsender Amplitude wird die
Frequenz kleiner. Das Pendel hélt sich viel linger in seinen Umkehrpunkten auf als der
harmonische Oszillator.

Das mathematische Pendel ist ein konservatives System, d.h. seine mechanische Gesamt-
energie

E=T+U

1
= §ml2w2 + mgl(1 — cos0)
ist eine Erhaltungsgrofle. Wir wollen nun die Frage stellen, welche Bewegungsformen fiir
das Pendel bei gegebener Gesamtenergie moglich sind. Dazu betrachten wir die Anfangsbe-
dingung wy = 0, 6y = 7, d.h. das Pendel befindet sich in dem labilen Gleichgewichtspunkt
0 = 7. Die entsprechende Gesamtenergie ist in diesem Fall (7' = 0)

E=U=2mgl .

Man sieht sofort, dass bei der geringsten zusétzlichen kinetischen Energie (wg # 0), al-
so fiir E > 2mgl, das System in einen Rotationszustand versetzt wird. Ist andererseits
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Abb. 3.19: Potentielle Energie im Pendel U = mgh, h = [(1 — cos «)

die potentielle Energie etwas geringer (§ = 7 — ¢€), also E < 2mgl, fithrt das System
die gewohnte Pendelbewegung aus. Die Phasenraumtrajektorie fiir £ = 2mgl separiert
offenbar den Phasenraum in zwei Teilrdume: den Teilraum mit £ > 2mgl, in dem alle
Anfangsbedingungen zu Rotatorlosungen fithren und den Teilraum mit £ < 2mgl, in dem
alle Anfangsbedingungen liegen, die eine Pendellgsung initiieren. Dies fiihrt uns zum Pha-
senraum Portrait des mathematischen Pendels. Befindet man sich mit der vorgegebenen
Gesamtenergie in der Néhe der Separatrixlosung (E = 2mgl), so kann eine kleine Ande-
rung der Energie durch einen dufleren Antrieb spontan die Bewegungsform veréndern und
so zu einer komplizierten Phasenraumtrajektorie fithren.

4 -

—4

Abb. 3.20: Phasenraum Portrait des mathematisches Pendels
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3.9 Das getriebene mathematische Pendel - chaoti-
sche Bewegungsformen

Wir betrachten ein Pendel mit Stoke’schem Reibungsterm und einer dufleren periodischen
Anregung des Typs der Abbildung (3.15a). In Abhéngigkeit von der Kopplungsstérke
F., = 0,0.5,1.2 der &ufleren Anregung beobachtet man verschiedene Bewegungsformen:
F., = 0: gedampfter Oszillator, F,, = 0.5: Einschwingvorgang und Grenzzykluslosung des
angeregten Oszillators, F,, = 1.2: nichtperiodischer Oszillator. Die letzte Bewegungsform

Abb. 3.21: Getriebenes Pendel fiir F,, = 0 (schwarz), 0.5 (blau) und 1.2 (griin).

unterscheidet sich deutlich von dem, was wir bisher unter einem Oszillator verstehen:
innerhalb der 60 s ist keine periodische Wiederholung der Schwingungsform erkennbar.
Moglich wire natiirlich, dass der Einschwingvorgang fiir diesen Fall linger dauert, so dass
man die Grenzzykluslosung nach 60 s noch nicht erreicht hat. Die folgende Abbildung
zeigt eine Phasenraumdarstellung aufgenommen iiber 600 s. Offenbar unterscheidet sich
diese Bewegungsform vollstdndig von den reguldren Losungen Rotator- oder Pendelbewe-
gung. Sie erscheint vollkommen unvorhersehbar (chaotisch) und trotzdem werden wir im
nachsten Abschnitt erste Schritte zu ihrer Analyse kennen lernen.

a) Lyapunovexponent
Wir wollen die Bewegungsform fiir F,, = 1.2 etwas genauer untersuchen. Dazu
betrachten wir den Fall, was passiert, wenn wir die Anfangsbedingung minimal ver-
stimmen. D.h. wir vergleichen zwei Losungen zu Anfangsbedingungen, die sich nur
um 1ppm voneinander unterscheiden und beobachten die Differenz der Losungen
A0 = 05(t) — 61(t) tiber die Zeit (Abb. 3.24). Man sieht an der halblogarithmi-
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34

o 10 20 30 40 50 60 70

Abb. 3.23: Phasenraumtrajektorie fiir F,, = 1.2 fiir t € [0,600s].

schen Darstellung, dass die Differenz Af der Losungen fiir die Falle F., = 0,0.5
im Mittel exponentiell abfillt, wiahrend sie fiir den Fall F,, = 1.2 exponentiell zu-
nimmt. Wahrend im Fall der regulédren Bewegungsformen alle Losungen unabhéngig
von den Anfangsbedingungen gegen eine stabile asymptotische Losung konvergie-
ren (stabile Punktlosung fiir F,, = 0, stabiler Grenzzyklus fir F,, = 0.5), ist dies
fiir die irregulére Losung nicht der Fall: die Losungen zu minimal unterschiedlichen
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Abb. 3.24: Lyapunovexponent \ fiir regulédre und chaotische Bewegungsformen

Anfangsbedingungen streben exponentiell auseinander. Die Steigung der mittleren
Differenz A6 in der halblogarithmischen Darstellung nennt man Lyapunovexponent.
Ist der Lyapunovexponent positiv, so verhilt sich eine Lésung chaotisch.

Poincare Schnitte

Ein weiteres niitzliches Hilfsmittel zur Analyse chaotischer Systeme sind Poincare
Schnitte. In diesem Fall zeichnet man z.B. nur solche Punkte des Phasenraumes,
die in Phase mit der &ufleren Anregung sind. Diese Bedingung wirkt in Analogie zu
einem Stroboskop: Betrachtet man eine schnell rotierende Scheibe mit einer Auf-
schrift, so lésst sich der Text nicht lesen. Beleuchtet man jedoch die Scheibe mit
einem Stroboskop in Phase (also z.B. immer, wenn die Schrift aufrecht steht), so
erscheint der Text in Ruhe und man kann ihn gut erkennen. Ubertragen auf das ge-
triebene mathematische Pendel sammeln wir alle erreichbaren Phasenraumpunkte
zu den Zeiten (Aufblitzen der Stroboskoplampe) ¢, = %’T. Fiir eine reguldre Bewe-
gung (F,, = 0,0.5) wiirde man nach einem kurzen Einschwingverhalten genau einen
Punkt sehen, da die Bewegungsformen asymptotisch durch einen Attraktor (Fokus
bzw. Grenzzyklus) bestimmt sind. Im Fall der chaotischen Losung kénnte man er-
warten, dass der erreichbare Phasenraum liickenlos erfiillt wird: man findet aber
eine regelméfige Struktur. Das Pendel kehrt immer wieder in bestimmte Regionen
des Phasenraumes zuriick. Vergroflert man diese Regionen sieht man, dass sie sich
immer nur aus isolierten Phasenpunkten zusammensetzen: man sagt die Dimensi-
on des Attraktors (also jenes Gebiet des Phasenraumes, zu dem die Losung immer
wiederkehrt) ist fraktal. Es handelt sich also weder um eine Raumkurve (Dimension
1), noch um eine Raumfléche (Dimension 2). Solche Attraktoren mit fraktaler Di-



3.9 Das getriebene mathematische Pendel - chaotische Bewegungsformen

o1

1

——

v 7
7 .

0.5-," T e

O / . - 4")
] J/ _/’/
/
Iy
,‘// /
® —os5- //

17
1

—14
] \\
] .
4 \\

.
-1.5 o
1 . e
. e
. -
—
-2 3 2 -1 L) 1 2 3

Abb. 3.25: Seltsamer Attraktor des mathematischen Pendels

mension nennt man seltsame Attraktoren. Sie sind charakteristisch fiir chaotische
Systeme.

Periodenverdopplung - ein Weg zum Chaos Bisher haben wir zwei typische Eigen-
schaften chaotischer Bewegungsformen diskutiert: (i)die extreme Abhéngigkeit einer
chaotischen Losung von ihrer Anfangsbedingung und (ii) die charakteristische to-
pologische Struktur ihres seltsamen Attraktors. In diesem Abschnitt wollen wir der
Frage nachgehen, inwieweit sich der Ubergang zwischen einer reguliren und einer
chaotischen Bewegungsform durch Variation der &ufleren Kraft F,, ankiindigt. Dazu
betrachten wir in der folgenden Abbildung drei regulédre Losungen des getriebenen
Pendels fiir die Kopplungsstéirken F,, = 1.35,1.44,1.465. Nach einem Einschwing-
vorgang (t =~ 20) findet man eine reguldre Grenzzykluslosung mit Periode T' fiir
F., = 1.35. Andert man den Wert fiir F,,, stellt man fest, dass sich die Periode der
Grenzzykluslosung bei einem bestimmten Wert spontan verdoppelt (fir F,, = 1.44
erkennt man verschieden hohe Maxima, bevor sich die Lésung periodisch wieder-
holt). Eine kleine Vergroerung von F,, bewirkt eine weitere spontane Verdopplung
der Periode, bis man im Grenzfall unendlich vieler Periodenverdopplungen eine ir-
reguléire (chaotische) Losung erhilt.

Tragt man die auf das Intervall [0, 1] normierten Maxima von 6(¢) als Funktion von
F., auf, so erhilt man ein Bifurkationsdiagramm (Bifurkation: Gabelung), das in
immer kiirzeren Abstéinden des Kontrollparameters F,, Verzweigungspunkte auf-
weist, bis im Grenzfall unendlicher Verzweigung die Maxima beliebig dicht liegen,
die Bewegung schlieflich chaotisch wird.

Dabei geniigt die Folge der Bifurkationspunkte F}, einer universellen Regel: Definiert
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Abb. 3.26: Periodenverdopplungen regulirer Losungen fiir a) F,, = 1.35, b) F,., = 1.44
und c¢) F,, = 1.465

1
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Abb. 3.27: Feigenbaumdiagramm (Bifurkationsdiagramm)
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so findet man als Grenzwert den universellen Feigenbaumparameter

nh_)Iglo 0 = 0 = 4.6692016091 . .. .
Fiir alle Systeme, deren reguldre Losungen durch Periodenverdopplung in chaoti-
sche Losungen iibergehen, erhalten wir den Feigenbaumparameter als Grenzwert
der Folge {9,,}. Wir haben somit ein eindeutiges Maf§ dafiir, wie "nahe” wir uns
an einer chaotischen Losung befinden. Dieses Maf d,, konnte man z.B. als ”"Regler”
benutzen, um den Parameter F., so zu kontrollieren, dass die Losungen z.B. immer
regulér bleiben.
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Kapitel 4

Bewegung zweier Massenpunkte

Betrachte zwei Massenpunkte, die durch eine interne Kraft (z.B. Feder oder Gravitation)
verbunden sind und sich als System durch den Raum bewegen:

y

Abb. 4.1: Bewegung zweier Massenpunkte

a) Fiir einen Beobachter, der sich auf einer gedachten Verbindungslinie zwischen den
Massenpunkten aufhélt, werden sich die beiden Massen z.B. wie ein eindimensionaler
Ostzillator verhalten.

b) Fiir einen weit entfernten Beobachter bewegt sich das Gesamtsystem entlang ei-
ner Trajektorie, ohne dass Details der Bewegung beider Massen relativ zueinander
sichtbar wiren.

Diese Zerlegung der Bewegung, in die des Systems und die relative Bewegung der Mas-
senpunkte zueinander, ist der Leitfaden fiir die folgenden Uberlegungen.

95
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4.1 Der Schwerpunkt - Bewegung des Systems

Wir betrachten zwei Massenpunkte in einem &dufleren Kraftfeld. Die wirksamen Kréfte
ergeben sich aus der internen Wechselwirkung zwischen den Massenpunkten und den
externen Kréften F7*.

Fio

Faq

= ext

Abb. 4.2: Bewegung von zwei gravitativ wechselwirkenden Massenpunkten in einem dufle-
ren Kraftfeld.

Damit lauten die Bewegungsgleichungen

= - Hext
miry, = I+ F]

maty = Fo + ﬁfmt 5
wobei fiir die internen Kréfte nach Newtons’s 3. Gesetz (actio gleich reactio) gilt
Fio=—Fy .
Addiert man die beiden Bewegungsgleichungen, so erhélt man
s+ mafy = Fest 4 Byt = Pt
Im néchsten Schritt fiihren wir eine neue Koordinate ein, den Schwerpunkt:

R = — (M7 + moTs)

M
M = mi+msy

und erhalten fiir die addierten Bewegungsgleichungen

MR = Fert | (4.1)
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D.h. das Gesamtsystem bewegt sich wie ein fiktiver Massenpunkt der Masse M am Ort
R im externen Kraftfeld Fet — Fert 4 Fe eat

Bemerkungen

(i) Man nennt das System von Massenpunkten isoliert oder abgeschlossen, wenn keine
duBeren Krifte wirken, also F'** = 0. Dann ist

MézO — Mﬁzﬁ:const.

der Summenimpuls P = 5 + P, des Systems (Schwerpunktimpuls) eine Erhaltungs-
grofe (Impulserhaltung).

(ii) Die externe Kraft Fe ist im allgemeinen keine Zentralkraft (siche Abb. 4.2: die
Uberlagerung von Ff** und F§** ist vom Schwerpunkt aus gesehen nicht auf das
auBere Kraftzentrum gerichtet).

(iii) Einen Sonderfall stellen konstante externe Krifte dar (z.B. erdnahe Gravitation).
In diesem Fall gilt

Der Schwerpunkt des Systems bewegt sich wie ein Massenpunkt der Masse M mit
konstanter Beschleunigung.

4.2 Die Relativkoordinate - Interne Bewegung der
Massenpunkte

Ist das duBere Kraftfeld 0 oder konstant (%ﬁfu = m%ﬁf” = g), so erhilt man durch
Subtraktion der Bewegungsgleichungen

mit

Fiithrt man die Relativkoordinate 7= 75 — 7] und die reduzierte Masse 1 ein

so erhdlt man ) '

pr =t (4.2)
wiederum die Bewegungsgleichung eines fiktiven Massenpunktes der Masse pu.
Wir haben somit mit der Einfithrung der Schwerpunkt- und Relativkoordinate das Zwei-
teilchenproblem in zwei ungekoppelte Einteilchenprobleme abgebildet

MR = F*'=Mj
pr = Fnt
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poll
3

Abb. 4.3: Schwerpunkt- und Relativkoordinaten im Zweiteilchensystem

4.3 Stofle

StoBe zwischen zwei Massenpunkten entstehen dadurch, dass die Massen aus grofler Ent-
fernung wechselwirkungsfrei aufeinander zufliegen, bei kleinen Absténden infolge ihrer
Wechselwirkung aneinander streuen und wieder frei auseinander fliegen. Ist das System
isoliert, gilt Impulserhaltung: der Summenimpuls vor der Streuung ist gleich dem Sum-
menimpuls nach der Streuung

mity + Mmally = M1 + Mals .

Dabei bedeuten #; die Geschwindigkeiten der Massenpunkte vor dem Stofl und @; die
Geschwindigkeiten nach dem StoB. Aus Kenntnis von ¢; in Abhéngigkeit von vorgege-
benen Anfangsgeschwindigkeiten ; mochte man etwas tiber den Vorgang innerhalb der
Wechselwirkungszone lernen.

4.3.1 Elastische Stofle

Ist die interne Wechselwirkung F't zwischen den Massenpunkten konservativ, so gilt
zusétzlich zur Impulserhaltung auch die Energieerhaltung, d.h. die Summen der kineti-
schen Energien auflerhalb der Wechselwirkunsgzone vor und nach dem Stof3 sind identisch

1mlu% + —mlug = —mlvf + 1mlvg .
2 2 2 2

Solche Streuvorgénge nennt man elastische Stofe.
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Abb. 4.4: Prinzip eines Zweiteilchenstofes. Die Wechselwirkungszone ist schraffiert dar-
gestellt.

Beispiele:

B4.1 Eindimensionaler elastischer Stof3 (zentraler Stof3)
Gegeben sind die Anfangsgeschwindigkeiten u; zweier Massenpunkte. Bestimme die End-
geschwindigkeiten v; nach einem elastischen Sto. Die Energieerhaltung liefert

my (v — ui) = ma (u3 — v3) (4.3)

und die Impulserhaltung

ma (Ul — Ul) = Mo (Ug — Ug) . (44)

Das Verhéltnis von (4.3) zu (4.4) ergibt nach dem 3. binomischen Lehrsatz

V1 t+UuU = Uo+ Vg (45)

Vet =01 — Vg = —(Ug — Ug) = —Uper -

Man sieht, dass die Relativgeschwindigkeit im zentralen elastischen Stofl die Richtung
umkehrt. Aus (4.5) und (4.4) folgt

1

vV = i (2moug + (my — ma)uy)
1
Vg = i (2myuy + (ma — my)usg)

Wir betrachten einige Spezialfélle fiir us = 0 (ruhendes Target (Zielmasse)):

(i) my =my = mu
In diesem Fall ist v; = 0 und v, = uy. D.h. die kinetische Energie der Projektilmasse
my wird vollstandig auf die Targetmasse ms iibertragen.
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(i) my > ma:

Es gilt
my — Me)U
v = —( ! M2) 1>0
2mqu
Vg = ]\21>0

Beide Massen fliegen in positiver Richtung weiter mit vy < vs.

(iil) my < ma:
Beide Massen bewegen sich nach dem Stof} relativ zueinander in entgegengesetzter
Richtung mit den Geschwindigkeiten

Mo — M1 )U
v, = ——( 2M1)1<0
2miu
Vo = ]\21>O.

Fiir den Spezialfall m; < my ergibt sich dann

Q

(%1 —U

0.

Q

V2
(Bsp.: Schuss eines Balles (m1) gegen eine Wand (my)).

B4.2 Elastischer Stof3 zweier fallender Bille unterschiedlicher Masse

Ein Tischtennisball der Masse m; und ein Hartgummiball der Masse ms fallen aus einer
Hohe hg senkrecht nach unten.

Welche Hohe erreicht der Tischtennisball nach dem Auftreffen maximal?

a) Im ersten Schritt bestimmen wir die Auftreffgeschwindigkeit der Bélle aus dem
Energiesatz

2
U,
(m1 +m2)gh0 = (m1 +m2)§0 — Uy = —\/2gh0 .

() Die zweite Phase ist bestimmt durch zwei kurz aufeinanderfolgende elastische Sto8e

B1) my trifft elastisch auf den Boden (y = 0) auf und kehrt seinen Impuls um.
(32) mq und my stofen zusammen (fast am Boden, wo sie keine potentielle Energie
besitzen), so dass m; eine Geschwindigkeit nach oben erhilt.

Daraus erhélt man die Geschwindigkeit der Massen vor ihrem Zusammenstof (wegen

A1)

Uy = Ug

Uy = —Up
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Abb. 4.5: Ballspiele

und die Geschwindigkeiten v; und v, nach dem Stof aus Impuls- und Energieerhal-
tung
miuy + mouy = UQ(’I’I’L1 - mg) = M V1 + MoUs (46)
(m1 +mo)uy = mvi + mavs . (4.7)
Zur Bestimmung der Flughohe benutzen wir wieder die Energieerhaltung fiir die
Masse m; (senkrechter Wurf nach oben)

1

§m1v% =mygh . (4.8)
Damit ergibt sich aus (4.6)
Vg = — QQhoml 2 — @vl
mo mo
und Einsetzen in (4.7)
3
v1 = \/2ghg e —
my + mao
Aus (4.8) erhélt man mit v,
3 _ 2
b= oMz =)

(m1 -+ m2)2

Die maximal erreichbare Hohe erhalten wir fiir mo > my, so dass wir my gegeniiber
meo vernachléssigen konnen, also

. 3mg — my ?
hmaz = ho lim | —— | =9hy .

mg—00 my + mey
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4.3.2 Inelastische Stofle

Ist die Kraft zwischen den zwei Massenpunkten nicht konservativ sondern dissipativ, so
geht mechanische Energie durch Reibung verloren.

B4.3 Ballistisches Pendel
Bestimme die Geschwindigkeit eines Geschosses, das in einem frei aufgehéngten Sandsack
aufgefangen wird.

a) b)

Abb. 4.6: Messung von u aus der Hohe h des ballistischen Pendels. a) vor dem Stof3 b)
nachdem das Geschoss vom Sandsack M eingefangen wurde.

Es gilt Impulserhaltung fiir das abgeschlossene System: Da das Pendel vor dem Stof in
Ruhe ist, gilt

m-u=(M+m)-V . (4.9)
Dabei ist u die gesuchte Geschwindigkeit des Geschosses und V' die Geschwindigkeit des

Pendels der Masse M, nachdem es das Geschoss eingefangen hat. Nach dem Stof3 gilt
Energieerhaltung fiir das frei schwingende Pendel, also

%(M+m)V2 = (M +m)gh . (4.10)

h ist die Hohe der Pendelmasse im Umkehrpunkt. Fiir den Stof} selbst gilt keine Energieer-
haltung, da die Kugel in der Pendelmasse abgebremst wird und dabei die Reibungsenergie

O abgibt

1

§mu2 =(M+m)gh+Q . (4.11)
Aus (4.10) folgt

V =+/2gh .

Einsetzen in (4.9) liefert

U= \/ZghM+m .

m
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Wenn man aus dem Maximalausschlag des Pendels A bestimmt, erhélt man die Geschwin-
digkeit des Projektils.

Wie grof} ist dann die Reibungsenergie Q7 Aus (4.11) erhélt man

1
Q= ému2 — (M +m)gh .
Der Anteil der Reibungsenergie an der urspriinglichen kinetischen Energie der Kugel be-
tragt
(M +m)gh (M +m)gh 1 m M

1 < =1l—" =1- - - '
Emu2 §mu2 m2gh(M+m M4+m M+m

Ein Zahlenbeispiel soll verdeutlichen, wie grof§ der Anteil der Reibungsenergie tatséchlich
ist: Masse des Projektils m = 0.01kg, Masse des Sandsacks M = 70kg:

Q 70

= = 0.99998&6 .
%mu2 70.01

D.h. 99,99% der kinetischen Energie des Projektils wird in Reibungsenergie umgesetzt.

4.4 Schwerpunkt- und Relativkoordinaten eines Sy-
stems mit N Massenpunkten
Wir betrachten wieder ein abgeschlossenes System, z.B. ein untereinander gravitativ ge-

bundenes System von N Massenpunkten (beispielsweise Sternhaufen, Galaxien).
Die Bewegung der Massenpunkte wird nur durch die internen Kréfte bestimmt

m; - T; Z ﬁ]z j=1...,N
i=1,i#j
Wegen actio=reactio ist F;Z = _F;ij und man erhélt durch Addition aller Bewegungsglei-

chungen
N N N
2min =2, 2 Fis
j=1 j=1i=1,

Definiert man den Schwerpunkt des Systems

=L
Il

3

3
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Z
S A 2
<
m;
o =
=~ rj
fi
y
y
R()
- Y

Abb. 4.7: Zusammenhang zwischen Labor- und Schwerpunktsystem: Galilei Transforma-
tion mit 7; = 7; + R(t), falls R = 0.

so erhalt man

]l

I
NE
7l

I

=

S
3

|

(@)

e

=

4

die Impulserhaltung: der Summenimpuls eines abgeschlossenen Systems von Massenpunk-
ten ist eine Erhaltungsgrofle. Der Schwerpunkt des Systems bewegt sich somit mit kon-
stanter Geschwindigkeit durch den Raum und definiert ein Inertialsystem. Bezogen auf
dieses Schwerpunktsystem ist die Relativkoordinate

-

Tj:Tj—R

und es gilt mit (B = 0)

Bemerkungen:

(i) Das SP-System eines abgeschlossenen Systems von Massenpunkten ist ein Inertial-
system.
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(ii) Die Bewegungsgleichungen im Labor- und im SP-System sind Form invariant. Dar-
aus resultiert das Relativitatsprinzip der Mechanik:
Jedes Inertialsystem ist gleichwertig zur Beschreibung einer Bewegung.

4.5 Bewegung einer Rakete

Eine Rakete bewegt sich im kréftefreien Raum unter dem Einfluss ihres Triebwerks. Mit
hoher Geschwindigkeit v,..; werden Antriebsgase relativ zur Rakete ausgestofien und be-
schleunigen somit das Raumschiff. Sei m(t) die Masse der Rakete (Treibstoff, Raketenhiille
und Nutzlast) zur Zeit ¢ und p = —CZ—T der konstante Gasausstof pro Zeiteinheit (Beachte:
die Masse der Rakete nimmt ab, deshalb ist ‘Z—T < 0 und damit p > 0). Die Austrittsge-
schwindigkeit der Gase u(t) von der Erde (Laborsystem) aus betrachtet, ist

u(t) = v(t) — vpey -

Dabei ist v(t) die momentane Geschwindigkeit der Rakete und v,;, wie oben erwéhnt, die
konstante Austrittsgeschwindigkeit der Gase relativ zur Rakete. Da keine dufleren Krifte
wirken, gilt fiir das System Rakete und ausstromende Gase die Impulserhaltung

p(t) = m(t)u(t)
p(t +dt) = (m(t) + dm)(v(t) + dv) +

Dabei setzt sich der Impuls des Systems zur Zeit ¢ 4+ dt zusammen aus dem Impuls der
Rakete zur Zeit ¢ + dt und dem . Ausmultipliziert ergibt
sich

m(t)v(t) = m(t)v(t) + m(t)dv + dmv(t) — dmu(t) + dm(dv — du) .
Beachtet man, dass wegen der Konstanz von v,

v(t) —u(t) =veg — dv—du=0

gilt, so ergibt sich

mdv+vdm—udm = 0
v 0
M—— + Vpey = )
dm :

Wir erhalten somit eine Differentialgleichung fiir v(m) bzw. m(v), die wir mit Hilfe der
Separation der Variablen losen konnen (wéhle als Anfangsbedingung v(0) = 0)

dv = _'Ureldﬁm /
v(t) —v(0) = —v(lnm(t) —Inm(0))
_ m(0)
v(t) = Vpgln (D)
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Wir wollen nun betrachten, was passiert, wenn wir allen Treibstoff zur Beschleunigung der
Rakete verbrauchen. Sei T" die Brenndauer der Rakete, also die Zeit, in der aller Treibstoff
verbraucht ist. Dann setzt sich m(T") aus der Masse der Nutzlast und der Raketenhiille
zusammen. Dann gilt:

B4.4 Endgeschwindigkeit der Rakete
Nutzlast und Raketenhiille betragen 1%o der Startmasse m(0). Welche Endgeschwindigkeit
erreicht die Rakete?

1000 - m(T)

m(0) =1000-m(T) — v(T) = vraln — "7

=6.9- Urel -
Beachten Sie: die Endgeschwindigkeit ist proprotional zur Austrittsgeschwindigkeit der

Gase. Bei heutigen Raketenmotoren ist v, ~ 3 k?m, die theoretische Endgeschwindigkeit
somit v(T) ~ 21 &2

B4.5 Treibstoffmenge der Rakete

Sei v, = 3 kTm Wie grofl muss die Treibstoffmenge sein, um eine Nutzlast von 1 kg auf
1% der Lichtgeschwindigkeit zu beschleunigen? (¢ = 3-10° )

Aus

v(T)

m(T) =m(0)e vra

erhalt man

_0.01lc

1 = m(0)e wvre

3-106
m(0) = exp ( ) =e'" kg

3-103
m(0) = 10%* kg .

Die Menge des benotigten Raketentreibstoffes iiberschreitet damit die Masse des Univer-
sums.

An den Beispielen erkennt man, dass die Endgeschwindigkeit einer Rakete wesentlich
durch die Austrittsgeschwindigkeit der Antriebsgase v, bestimmt ist. Raketen fiir inter-
planetare Raumfliige werden sicher nicht mit chemischen Raketenmotoren (v, = 3 ’%m)
ausgeriistet werden, sondern mit Ionentriebwerken. Eine Spannung von 25000 V' beschleu-
nigt ein Proton auf etwa 2 - 10° . Die technische Herausforderung besteht in der Bereit-
stellung der bendtigten ITonendichten.



Kapitel 5

Bewegung in 3 Dimensionen - das
Keplerproblem

Bisher haben wir eindimensionale Bewegungsprobleme betrachtet und sie entweder iiber
Newton’s Bewegungsgleichung gelost, wenn wir an der Trajektorie des Massenpunktes in-
teressiert waren, oder iiber Integrale der Bewegung (Impulserhaltung fiir isolierte Systeme
und Energieerhaltung fiir konservative Systeme), wenn wir eine bestimmte Bewegungs-
phase des Systems bestimmen wollten. In diesem Kapitel betrachten wir Bewegungen
in 3 Dimensionen am Beispiel gravitativer Systeme. Wir werden den Begriff der Arbeit
(Energie) als skalare Erhaltungsgrofie erweitern und eine neue vektorielle Erhaltungsgrofie
(Drehimpuls) kennen lernen.

5.1 Arbeit und Energie in 3 Dimensionen

Abb. 5.1: Zum Begriff der Arbeit

¢ Eindimensionale Bewegung
Die infinitesimale Arbeit dW, die von einer Kraft F' entlang der Trajektorie dx eines

67
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Massenpunktes aufgebracht wird, ist

dW = Fdx

e Dreidimensionale Bewegung
Die infinitesimale Arbeit, die entlang einer 3 dim. Trajektorie aufgebracht wird,
ergibt sich aus der Kraftkomponente entlang der Trajektorie (Projektion von F' auf

Trajektorienelemente di )

— —

dW =F -dl

Die integrale Arbeit entlang einer Trajektorie C (Contour) zwischen den Punkten 1 und
2 ist dann

W = dw = F-dl

C(1,2) C(1,2)
Mathematisch entspricht die Arbeit einem Kurvenintegral (2. Art) tiber das Vektorfeld
F (Summation aller infinitesimalen Skalarprodukte EF-dl entlang einer Trajektorie). Im
Gegensatz zu eindimensionalen Bewegungsformen stellt sich sofort die Frage, ob die Arbeit
von der Form der Trajekorie (C4, Cy) abhéngt? In diesem Zusammenhang haben wir den

Abb. 5.2: Arbeitsintegral entlang verschiedener Wege C und Cy

Begriff ”konservative Kraft” eingefiihrt: eine eindimensionale Kraft heifit konservativ, wenn
sie durch Ortsableitung aus einer Potentialfunktion herleitbar ist:

F(x) = _d((/;l(xx) — F(x)ist konservativ

Fiir solche Kréfte ist das Arbeitsintegral

W:/12Fd:c:—/12 d(flf)dm:—/12dU:—(U(2)—U(1))
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gleich der Potentialdifferenz zwischen Anfangs- und Endpunkt der Bewegung. Ubertragen
auf 3 dim. Bewegungsformen wiirde man eine Kraft F' dann konservativ nennen, wenn
gilt: es existiert ein Potential U(7), so dass

F=—-VU(F) .

Dann gilt fiir das Arbeitsintegral

W= / ﬁdf:-/ VUdf:—/ {a—de+a—Udy+a—Udz}
C(1,2) C(1,2) C(1,2) Ox dy 0z
2
= —/ aU =U(1)-U(2),
1
dass es sich als Integral iiber das totale Differential dU der Potentialfunktion schreiben

lasst und somit W nur von Anfangs- und Endpunkt der Bewegung abhéingt, aber nicht
von der Form des Weges dazwischen. Somit haben wir folgende dquivalente Aussagen:

Eine Kraft F heifit konservativ, wenn F ein Gradientenfeld ist, also

F=_VU&rotF = -V xVU =0

/ ﬁ-df:/ F-di=U(1)-U(2)
C1(1,2) C2(1,2)

und somit das Arbeitsintegral wegunabhéngig ist.

Speziell zeigt sich die Wegunabhéngigkeit des Arbeitsintegrals an einer geschlossenen Tra-
jektorie
JFa-o.
v

Benutzt man Newton’s Bewegungsgleichung in der Form F= m<;, so erhilt man wie im
1 dim. Fall

2 — 2 P
Wi :/ Fodl = = [ g
C

m—
(1,2) 1 dt 1 dt
2 2 2 2
— m/ 17.d27:m{/ vxdvx+/ vydvy+/ vzdvz}
1 1 1 1
1
= 5m {02(2) =02 (1) +03(2) = vj(1) +v2(2) —v2(1)}
1 1

= §mv2(2) — §m02(1) ,

dass mit einer erbrachten Arbeit entlang einer Trajektorie immer eine Anderung der
kinetischen Energie verbunden ist. Fiir konservative Systeme haben wir somit die Aussage

/ﬁdf: U(1) = U(2) = =mv*(2) — =mu(1)
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Da sich Anfangs- und Endpunkt der Trajektorie C'(1,2) in der Zeit unterscheiden, gilt

— E(tl) = %va(tl) + U(tl) = %mvz(tg) + U(tg) = E(tg)

die totale mechanische Energie ist eine Erhaltungsgrofie.

5.2 Drehmoment und Drehimpuls

Ein Massenpunkt, der sich in 3 Dimensionen bewegt, besitzt bezogen auf ein bestimmtes
Koordinatensystem einen Drehimpuls

L=rxp.

Der Betrag von L entspricht dem von 7 und p aufgespannten Flécheninhalt, die Richtung

Abb. 5.3: Zur Definition des Drehimpulses L = 7 x p, |L| = r - p - sin(F, p)

von L ist senkrecht zu 7 und 7 in der Form, dass 7,7, L ein Rechtssystem bilden. Der
Drehimpuls ist abhéngig vom gewéhlten Koordinatensystem: in S z. B.ist L = 0 (weil
7= 0). Uber Newton’s BWGL ist einem Drehimpuls immer ein Drehmoment zugeordnet
- L o= L o ods 5 L 5
M = "X F=rxp=—L—-rxp=1L.
dt ——
=0

Dies ist der Drehimpulssatz: ein Drehmoment bewirkt eine zeitliche Anderung des Dreh-
impulses.

Beispiele

B5.1 Wie 6ffnen Sie eine Tiir: mit Kraft oder Drehmoment?
B5.2 Wie iiben Sie eine starke Kraft auf einen Korper aus?
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Abb. 5.4: Hebel

Hebel: das Drehmoment auf beiden Seiten des gelagerten Balkens ist betragsmafBig gleich
(sonst wiirde der Balken brechen), d.h.

Firy = Forg
F=2.F.
1
Y
i @]
Fij o
- i
rl J O
I

X

Abb. 5.5: Drehimpulserhaltung eines abgeschlossenen Systems von Massenpunkten: innere
Drehmomente heben sich weg.

Insbesondere ist der Drehimpuls ein Integral der Bewegung fiir Systeme von Massenpunk-
ten, auf die kein dufleres Drehmoment wirkt: da wegen Newton’s 3. Gesetz FU = FJZ,
gilt fiir das interne Drehmoment zwischen 2 Massenpunkten (i,j beliebig)

Mij:frixﬂj‘l“rjxﬂi
= (5 = 75) x Fy
:O7

da (7; — ;) parallel zu F’ij ist.
Somit gilt analog zum Impulssatz

d 7 Tex
@i 2 b= 2 M
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die zeitliche Anderung des totalen Drehimpulses eines Systems von Massenpunkten ist
gleich der Summe der &ufleren Drehmomente.

5.3 Zentralkrifte

Ein Zentralkraftfeld ist gekennzeichnet durch eine Kraft, die immer parallel zu einer ge-
dachten Linie zwischen Kraftzentrum und Massenpunkt weist. Die Zentralkraft heif3t at-

Yy

Abb. 5.6: Zentralkraft

traktiv, wenn sie zum Kraftzentrum zeigt und repulsiv, wenn sie von ihm weg weist. Ein
wesentliches Merkmal einer Zentralkraft ist, dass sie frei von Drehmomenten ist, da

vy - T Sl s By . 0 : repulsiv -
|M|=|rx F|=|r]-|F|sin(r, F)=7r-F sm{7T : attraktiv}_o

Da fiir Zentralkréfte kein Drehmoment existiert, folgt fiir den Drehimpulssatz sofort, dass
der Drehimpuls eine Erhaltungsgrofle ist

-

L=N=0=L(t)=L(0).

Die Energie ist ebenfalls eine Erhaltungsgrofie, da Zentralkréfte konservativ, also durch
Potentiale darstellbar sind.

5.4 Planetenbewegung als Einkoérperproblem
Fiir die vereinfachte Planetenbewegung um die Sonne macht man folgende Annahmen:
(i) Der Schwerpunkt des Systems Planet-Sonne befindet sich im Mittelpunkt der Sonne.

(ii) Andere Himmelskorper haben keine Auswirkung auf die Bahn des betrachteten Pla-
neten.



5.4 Planetenbewegung als Einkorperproblem 73

y

Abb. 5.7: Ekliptik (Erdbahn = Scheinbare Sonnenbahn)

Da der Drehimpuls erhalten ist, miissen 7 und p immer in derselben Ebene liegen, d.h.
die Bewegung eines ungestorten Himmelskérpers um die Sonne definiert eine Ebene. Aus
diesem Grund wahlen wir zur Beschreibung der Planetenbahn ebene Polarkoordinaten

T =1TCcos¢Q i =7cos¢—rosine

Yy = rsin¢ y:f’sin¢+r<bcos¢.

Da die Gravitationskraft konservativ ist, wird die mechanische Gesamtenergie ebenfalls
zur Erhaltungsgrofie

1 1
E = §m1)2 +U(r) = §m(v§ + UZ) +U(r)

1

— om(@® + i)+ Ulr)
1 . M

= §m(7“2 +r%¢%) - V—m,,,

Mit
€r € €
L=(xp)=|z y 0|=e(zpy—ypa)
Pz Py O
= me, {T cos ¢ (7’“ sin ¢ + ré cos gb) — rsin¢(r cos ¢ — résin gb)}

= mr¢e,
erhélt man schlieBlich fiir gegebenen Drehimpuls

L? mM
- }ET+Ueff(T),

2mr? r

1

einen Ausdruck fiir die Gesamtenergie, der nur vom momentanen Planetenabstand r(t)
abhéngt. Die effektive potentielle Energie setzt sich zusammen aus der wahren potentiellen
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Ueff

E>0

Emin<E<0

E=Emin

Abb. 5.8: Effektives Potential eines Planeten im Gravitationsfeld der Sonne

Energie und dem Zentrifugalpotential, dem azimutalen Anteil der kinetischen Energie. Fiir
einen gegebenen Drehimpuls L lassen sich die folgenden 4 Fille unterscheiden (siehe Abb.

5.8):

In diesem Fall hat der Planet einen konstanten Abstand von der Sonne
dU.s¢ L?
— =(0=>r=——=R
dr " ym?2M ’

bewegt sich also auf einer Kreisbahn. Dann ist 7 L p und somit

L=m-R-v
2
M
— R ~ym?2M = T
Die Umlaufzeit des Planeten betragt
2r  27R 27
T="=""" . R32
w v vVyYM
(wobei v = /2 benutzt wurde).
R M
T2 = ) = const

Somit haben wir fiir diesen Fall das 3. Keplersche Gesetz bestétigt.
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Fiir den allgemeinen Fall einer gebundenen Umlaufbahn erhalten wir zwei Umkehr-

Tmin
punkte re,; =
rmaa:

L? Mm
P Y
2mrZ,, Tegt

mM 2EL2 '
:”‘m:—”ﬁ{li [“W

E(r=0)=Uep(res) =

41/2
M 2|E|L?
E:<0fy—m 1+ 1—7| |
2|E| v2m3M?
~——
<1
=a(lte).

Dies fiithrt zwangsléufig auf eine Ellipsenbahn mit der Halbachse a und der Exzen-
trizitdt € mit den Umkehrpunkten r;, und rpax.

@ ‘
min | max

Abb. 5.9: GroBer Halbachse a und die Umkehrpunkten ryi,, Tmax-

Damit erhalten wir das 1. Keplersche Gesetz.

(iii) F =0:

In diesem Fall ist der Korper gerade ungebunden und bewegt sich von 7, (7 = 0)
bis 7pee — 00, S0 dass er bei 1,4, gerade keine kinetische Energie besitzt.

E(T = 0) =0= Ueff<remt)

L? mM 0 L?
- =U " Text = Tmin = 5 77 5
2mr?,, T ent ! 2y Mm?

Die Exzentrizitét ist ¢(E = 0) = 1, was einer Parabel (siche Kegelschnitte) ent-
spricht. Solche Korper gehoren zum Sonnensystem, sind aber nicht gebunden.

T'max — OO .
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(iv) E > 0:
Diese Situation ist typisch fiir Korper, die nicht zu unserem Sonnensystem gehoren,

also mit kinetischer Energie E = mv? in das Gravitationsfeld der Sonne eintreten.
Sie erreichen einen néchsten Abstand von der Sonne bei

' L2 mM
E(TZO):OZUeff(Tmzn):zmTQ _77‘ .

mM [T, oFL2 Y2 )
T'min = V=7~ YD) -
"9k ~v2m3 M?

und entfernen sich fiir immer aus dem Sonnensystem. Die Bahn ist eine Hyperbel
(e>1).

Dieser Fall entspricht einer dezentralen, elastischen Streuung mit Stoflparameter b

[2F
L:b.m.vi’vi: -
m

L L

— b= = )
ma ] 2E 2mE

m

Will man die Trajektorie direkt berechnen, so geht man vom Energiesatz aus und erhélt

y

®()

I'min

(1)
r(t)

Abb. 5.10: Parameter eines dezentralen Streuproblems

fiir die radiale Koordinate die DGL

,_dr_ 2 o mM 2 Y2
7n_alt_ m K T m2r2
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bzw. fiir die Winkelkoordinate aus L = mr2¢

. d¢ L
O= G "

Da ¢ nicht von ¢ abéngt, kann man die Winkeldgl. direkt integrieren, und zwar in folgender
Form:

do dt ¢

d¢ = E% r = ;d?"
Ldr
=)= [ r
[2m (B -+ - 525)]

¢(r — o00) ist dann der Streuwinkel, unter dem der Korper den Einflussbereich des Po-
tentials verlasst.

Zu Beginn der Diskussion haben wir gesehen, dass wegen der Drehimpulserhaltung die
Planetenbewegung in der Ebene verlaufen muss. Dazu berechnen wir nun das gerichtete
Flachenelement dff, das der Ortsvektor in der Zeit dt iiberstreicht

—

dA
dt

1—)
= —7r X — =
2

dA

= zeitlich konstant sein. Somit ist auch

Da aber L eine Erhaltungsgrofe ist, muss auch
das 2. Keplersche Gesetzt bestétigt.

y

/ dt
N

Abb. 5.11: Zum 2. Keplerschen Gesetz

In Wirklichkeit ist leider alles viel komplizierter. Auf jeden Planeten wirkt nicht nur die
Gravitationskraft der Sonne, sondern auch die Kréfte aller anderen Planeten. Zwar ist,
wie wir eingangs gesehen haben der Summendrehimpuls eine Erhaltungsgréfie, aber auf
jeden einzelnen Planeten wirken die Zentralkréifte der anderen Planeten in verschiedenen
Richtungen. Somit kommt es zu einem Austausch von Drehimpuls {iber die interplanetare
Wechselwirkung. Damit sind auch die Planetenbahnen komplizierter.
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Kapitel 6

Beschleunigte Bezugssysteme

In Kapitel 1.5 haben wir gesehen, dass Inertialsysteme gleichwertig zur Beschreibung
physikalischer Vorgénge sind (Relativitdtsprinzip). Hingegen treten in beschleunigten Be-
zugssystemen Scheinkréfte auf, die der Beschleunigung entgegen wirken.

6.1 Beschleunigte Bezugssysteme

N
=

y

P
e R(t) X

Abb. 6.1: S': Inertialsystem, S: beschleunigtes Bezugssystem

S bewegt sich relativ zu einem Inertialsystem S’ beschleunigt. Fiir jeden Punkt im Raum
gilt

rr=R+7.
Um die Geschwindigkeitstransformation zu bestimmen, nehmen wir an, dass R(t) eine be-
schleunigte Translationsbewegung beschreibt. Das System S rotiere dariiber hinaus (ohne
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Beschrankung der Allgemeinheit) um die z-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit . Wir
wollen fiir den Augenblick die Translationsgeschwindigkeit vernachlédssigen und anneh-
men, dass S und S’ einen gemeinsamen Koordinatenursprung besitzen, also R(t) = 0.

S z

T?

Abb. 6.2: Bewegung eines beziiglich eines rotierenden Bezugssystems festen Raumpunktes

Sei P ein fester Punkt beziiglich des rotierenden Systems. Beziiglich des Inertialsystems
andern sich die Komponenten des Punktes in der Zeit dt um den Verschiebungsvektor
dr,,, also

|dr,| = a-dp = (rsinf)(wdt)
= wrsinfdt

= wrsin(d,7) - dt

und somit
— =W XT.
dt
Bewegt sich der Massenpunkt zusétzlich im Raum mit der Geschwindigkeit dCZ”, so ergibt

sich fiir die Verschiebung dr’ insgesamt

dr' = dr,, + dr,, = (& X 7)dt + dr, .
und
dr (@ %)+ dr,
— = (W0 X7 .
dt dt
An dieser Stelle miissen wir unterscheiden zwischen der internen Bewegung des Massen-

punktes relativ zum rotierenden System dé’;” = fl—f » und der Gesamtbewegung, gesehen
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T(t+dt)

r(t)

Abb. 6.3: Bewegter Massenpunkt im rotierenden Bezugssystem

aus dem Inertialsystem fl—f = ‘Zl—f ;> von der aus man die Rotation des Systems S sieht
dr dr ST
—| = = WX
dt |, dt |,
U ‘ ;7 = U ‘ Rt WXT.

Diese Transformation zwischen Zeitableitungen von Vektoren des Inertial- und rotierenden
Systems gilt allgemein, d.h. auch fiir die Geschwindigkeit der Systeme

duvy duy O xE
- = — w (%
dt |, dt |, !
_ 4 (0], + & x7) +& x (0], +d x7)
dtR R R
dv N sl om o L [
= —| +IXTFH20XUp+&x (JxT).
dt |,

(Bemerkung;: & = % ist fiir beide Systeme gleich. Beweis: %}1 = %}R +OXW= %}R
g-e.d.). D.h. wir erhalten fiir die Beschleunigung eines Massenpunktes im rotierenden

— du

System (d|g = %‘ ) bezogen auf die Beschleunigung im Inertialsystem (d|; = E‘ )

J\R:EL’\[—Q&XU‘R—QX(LUX'F)—QXF.
Kommt zusétzlich noch eine beschleunigte Translationsbewegung des Koordinatenur-
sprungs von S hinzu, erhélt man
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Der 'wahren Beschleunigung’ @|; gemessen im Inertialsystem wirken offenbar vier ’Schein-

kréfte’ entgegen: (i) Fr = —mﬁ| ; Triagheitskraft eines linear beschleunigten Bezugssy-
stems (typisch in Aufziigen) (i) Fx = —2m@ x @]z Corioliskraft, die auf einen im ro-
tierenden Bezugssystem bewegten Massenpunkt wirkt, (iii) Fy, = —m@ x (& x 7) die
Zentrifugalkraft und (iv) F, = —md x 7 eine Scheinkraft, die durch eine ungleichm#fi-
ge Rotationsgeschwindigkeit hervorgerufen wird. Wir wollen uns im Folgenden auf die
zwei Scheinkréfte beschranken, die wir in einem erdgebundenen Bezugssystem spiiren: die
Zentrifugalkraft und die Corioliskraft.

6.2 Scheinkrifte auf der Erdoberflache

6.2.1 Die Zentrifugalkraft

S

Abb. 6.4: Erdgebundenes Horizontalsystem (die x-Achse steht senkrecht auf der Bildebene
und zeigt in sie hinein).

Betrachte ein erdgebundenes Horizontalsystem unter der geographischen Breite ¢ mit den
Achsen

—

x-Achse : WO
—

y-Achse S

7z-Achse : Zenit

Beziiglich dieses Koordinatensystems gilt fiir die Zentrifugalbeschleunigung (Rg: Radius
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der Erde)

iy = —0Xx(Jx7)=—-dx (wRgsin(90° — p)é,)

= w?Rpsin(90° — ) sin(&, €,) (— sin €, + cos ¢e,)
da & L €, folgt unmittelbar
Gy = w’Rp cos o(— sin ¢e, + cos pé,) .

Die Zentrifugalkaft ist offenbar abhéngig von der geographischen Breite. Sie wirkt senk-
recht zur Drehachse (Polachse) nach aufien. An den Polen verschwindet Fy(p = £90°)
und ist maximal am Aquator. Berechnet man die Stéirke der Zentrifugalkraft im Vergleich
zur erdnahen Gravitation (w = 25, T' = 86400 s, R = 6,37 - 10° m) so erhélt man am
Aquator (p = 0°)

w’Rg  3,4-1072

g 98

Obwohl dieser Faktor so klein ist, hat sich die Erde wegen ihres fliissigen Kerns elliptisch
verformt, d.h. die Polarregionen haben sich abgeflacht. Wegen dieser oblat elliptischen Ver-

=3,47-1073 .

N

S

Abb. 6.5: Ellipsoide Verformung der rotierenden Erde

formung zeigt die effektive Kraft —m(g+ & x (J x 7)) auf einen ruhenden Massenpunkt
im rotierenden System an jedem Ort der Erde immer senkrecht zur lokalen Horizontal-
ebene in Richtung des Erdinneren, so dass bis auf eine kleine betragsméflige Korrektur
der erdnahen Gravitationskraft die Zentrifugalkraft keine Wirkung besitzt.
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S

Abb. 6.6: Zur Wirkungsweise der Corioliskraft

6.2.2 Die Corioliskraft

Im Gegensatz zur Zentrifugalkraft ist die Corioliskraft in vielen Phénomenen auf der
Erdoberfliche zu beobachten. Ein Massenpunkt, der sich auf einem erdgebundenen Ho-
rizontalsystem unter der geographischen Breite ¢ nordlich des Aquators bewegt, erfihrt
eine Ablenkungskraft (Corioliskraft) proportional zu seiner Geschwindigkeit

—

Fo = —2md x U|gp = —2md X (v,€, + vy€, + v,€%)
= 2mw(v, sin(90°)(— sin ey, + cos @€, ) + v, sin pe, — v, cos Ye)

= (Av, — Bv,, —Av,, Bu,)
mit
A = 2mwsing

B = 2mwcosyp .

Das erdgebundene Koordinatensystem ist so gewihlt, dass €, nach Osten, €, nach Nor-
den und €, in den Zenit gerichtet sind. Damit ergibt sich fiir die Richtung der Ablenkung
auf der nordlichen Hemisphére die Zusammenstellung in Tabelle 6.1. Dabei bedeuten die
Richtungen Zenit und Nadir Ablenkungen radial nach auflien bzw.innen. Diese Komponen-
ten der Corioliskraft werden durch die Gravitation {iberlagert und haben keine sichtbaren
Auswirkungen auf die Bewegung. Die Komponenten innerhalb der Horizontalebene zeigen
offenbar immer nach rechts bezogen auf die Bewegungsrichtung. Die Stérke der Rechts-
ablenkung durch die Corioliskraft ist abhéngig von der geographischen Breite (~ sin ¢):
am Aquator gibt es keine Ablenkung, am Nordpol ist die Ablenkung am groSten. Betrach-
tet man die Wirkung der Corioloskraft auf der siidlichen Halbkugel, so zeigt sich ein dhn-
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Bewegungsrichtung U Fe Ablenkungsrichtung
0 Av,
N Uy 0 O
0 0
Uy 0
O 0 —Av, S, Zenit
0 Buv,
0 —Av,
S —y 0 W
0 0
—Uy 0
W% 0 Av, N, Nadir
0 —Bu,

Tab. 6.1: Geometrie der Corioliskraft nérdlich des Aquators

licher Effekt, aber mit einer verbliiffenden Wendung: da ¢ < 0° fiir Orte siidlich des Aqua-

tors wechselt die Horizontalablenkung ihr Vorzeichen, da sin ¢ = sin(—|¢|) = — sin |¢| fir

¢ < 0° D.h. auf der siidlichen Hemisphére werden bewegte Massenpunkte immer nach

N
W

N

b<0

S

Abb. 6.7: Zur Corioliskraft auf der Siidhalbkugel

links abgelenkt.
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Beispiele:

B6.1 Wetterkarte auf der nordlichen Hemisphire
Warum werden Tiefdruckgebiete von druckausgleichenden Luftstromungen immer gegen
den Uhrzeigersinn umstromt? Es ist die Corioliskraft, die dafiir sorgt, dass die in das Tief-

Abb. 6.8: Coriolisablenkung in Tiefdruckgebieten

druckgebiet einstromenden Luftmassen, die aus allen Richtungen kommen, nach rechts
abgelenkt werden und einen Wirbel erzeugen, der gegen den Uhrzeigersinn gerichtet ist.
Auf der Siidhalbkugel haben Tiefdruckwirbel den umgekehrten Drehsinn.

B6.2 Waagrechter Wurf auf der Erde

Fiir die Ballistiker der Geschichte war die Corioloskraft durchaus ein ernstzunehmendes
Problem. Sie mussten die Zielvorrichtungen ihrer Kanonen so einrichten, dass die Abwei-
chung kompensiert wiirde. Wahrend einer Seeschlacht im Verlauf des 1. Weltkrieges in der
Nihe der Falkland Inseln (vor der Kiiste Argentiniens) staunten britische Kanoniere nicht
schlecht, dass ihre in England so sorgfiltig eingestellten Zielvorrichtungen dazu fiihrten,
dass sie ihre Ziele regelméfig um ca. 100 m nach links verfehlten. Warum?

B6.3 Foucault-Pendel

Die idealisierte Form eines ebenen mathematischen Pendels existiert nicht auf der Er-
de, allenfalls am Aquator. Durch die Corioliskraft wird die schwingende Masse auf der
nordlichen Hemisphére nach rechts abgelenkt und bildet im Lauf der Zeit die typischen
Rosetten des Foucault-Pendels.
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NN X

Abb. 6.9: Coriolisablenkung im Foucault-Pendel

6.3 Gezeitenkrafte

Wirkt ein inhomogenes Gravitationsfeld auf einen ausgedehnten Korper, so kénnen die
Differenzkréfte innerhalb des Kérpers so stark werden, dass er sich verformt. (bzw. in
Bruchstiicke zerfillt). Diese Differenzkraft nennt man Gezeitenkraft. Das Phédnomen der
Verformung in einem inhomogenen Kraftfeld werden wir in der Elektrostatik und in der
Atomphysik unter dem Begriff Polarisation wiederfinden. Um die Gezeitenkraft, welche
die Sonne auf die Erde ausiibt, abzuschitzen, wollen wir annehmen, dass sich die Erde
auf einer Kreishahn um die Sonne bewegt. Die Keplerbahn ist dann stabil, wenn der Mit-

z

N Y
NPELER

S

&

il

=

Abb. 6.10: Rotierendes Schwerpunktsystem von Erde und Sonne. T' = %’r ist die Umlaufzeit
der Erde.

telpunkt der Erde im geozentrischen System kréftefrei ist, d.h. im Mittelpunkt der Erde
kompensieren sich Gravitation und Zentrifugalkraft. Fiir ein beliebiges Massenelement
Am im Zentrum der Erde gilt dann im rotierenden System Erde-Sonne

MAm 5 T0
——— 70 = Amw’re—
,

ﬁ(FO)|R:ﬁG+ﬁZ ndie’
0 To
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Ein Massenelement an einem beliebigen anderen Punkt R der Erde ist dagegen nicht
kraftefrei. Da er sich mit der gleichen Geschwindigkeit bewegt wie der Mittelpunkt, ist
die Zentrifugalkraft, in diesem Punkt genauso grof. Dagegen ist die Gravitationskraft
der Sonne grofler oder kleiner je nachdem, ob sich der Punkt in Sonnennéhe oder -ferne

Abb. 6.11: Zur Gezeitenkraft.

befindet. Es gilt somit fiir die Gezeitenkraft

F(Rlr = Fa(P) + Fz(7)

MAm T
= —y—5 T+ Amw?ro—
,

To
o T
= AMAm (2 —— .
i (G5

Da der Radius der Erde Rg klein im Vergleich mit dem Abstand Erde-Sonne ist, gilt in
guter Ndherung :—g ~ f an jedem Punkt der Erde und somit

- 7o [ 1 1 ~ re
F(F)|R:7MAm—O <_2__2):_FG< ——0> :
To \T{

r
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Im Rahmen der gleichen N#herung approximiert man 7 ~ 7y + Ré, (R < 0: Punkt in
Sonnennéhe, R > 0: Punkt in Sonnenferne) und erhilt

2
FiA)g = —Fy (1_70):_1:’@ 1—

—ﬁG(1—(1—2§i...)) z—ﬁg-zﬁ
To To

R —
= ZVMAm—?)T—O .

Q

Bemerkung:

In einer verallgemeinerten Form findet man die Gezeitenkraft {iberall in der Physik, wo
wir es mit einem polarisierbaren Medium zu tun haben. F'(7) = % ist die Kraft, die ein
Dipol in einem Zentralkraftfeld spiirt und « (Polarisierbarkeit) ist die Fahigkeit eines

Mediums sich in einen Dipol zu verformen’.

Analog erhélt man eine Gezeitenkraft auf Massenelemente der Erde im System Erde-
Mond (Am =1 kg)

ro [m] Fg [N] | F(Rg) [N]

Sonne | 1,495 - 10" | 0,594 - 1072 | 0,506 - 10~°

Mond | 3,84-10% |0,333-107*| 0,11-107°

Tab. 6.2: GroBenvergleich zwischen Gezeitenkraft und Gravitation bezogen auf ein Mas-
senelement Am = 1 kg auf der Erdoberfliche (y = 6,668 - 10711, M = 1,99 - 10%,
mg =5,98-10%*, my; = 7,35 - 10%2, Rp = 6,37 - 10°).

Beispiele:

B6.4 Ebbe und Flut

Aus der Tabelle ersieht man, dass obwohl die Gravitation der Sonne 178 mal grofler ist als
die des Mondes, die Gezeitenkraft des Mondes an der Erdoberflache mehr als doppelt so
grof} wie die der Sonne ist. Daraus erklért sich auch, warum der Mond fiir die Ebbe und
Flut verantwortlich ist. Die Gezeitenkraft des Mondes kann zwar die Erde nicht zerreiflen,
wohl aber die "Wassermassen deformieren’. Die Erde dreht sich unter der deformierten
Wasserflache durch: so entstehen Ebbe und Flut. Schaut man genauer hin, so passiert
noch mehr: Die Flutberge werden durch die Reibung an der rotierenden Erde etwas ver-
schoben. Dadurch bildet sich ein Winkel zwischen der Richtung der Flutberge und der
Verbindungslinie Erde-Mond. Diese 'Dephasierung’ bewirkt zweierlei: (i) durch die Rei-
bung zwischen Flutbergen und Erdoberfliche verlangsamt sich die Erdrotation und (ii)
da die Massenverteilung des Wassers auf der Erde elliptisch verformt ist, ist die Gravita-
tionskraft auf den Mond keine reine Zentralkraft mehr. D.h. die Gravitation der Erde vor
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Abb. 6.12: Dephasierung durch Reibung der Flutberge an der Erdoberfliche.

dem Mond (bezogen auf die Bewegungsrichtung) ist stérker als ’hinter’ dem Mond, was
zu einer leichten Beschleunigung des Mondes auf seiner Bahn fithrt. Erhoht sich jedoch
die Bahngeschwindigkeit des Mondes, wird die Zentrifugalkraft grofer und der Mond wird
sich langsam auf einer Spiralbahn von der Erde entfernen.

B6.5 Der Roche-Limes

Die Gezeitenkrifte konnen so stark werden, dass der Planet oder der Mond, der dem
Gravitationszentrum zu nahe kommt, zerreifit. Den Mindestradius einer Kreisbahn ry_, ,
unter dem ein Mond gerade noch durch seine eigene Gravitationskraft zusammenhélt,
erhilt man aus der Bedingung, dass eine beliebige Masse Am an der Oberfliche des Mon-
des beziiglich Gravitation des Mondes und Gezeitenkraft des Planeten in Gleichgewicht
ist also

Nimmt man an, dass die Massen des Planeten und des Mondes homogen verteilt sind mit
den Massendichten pp bzw. pys, so erhilt man

4

Mp = gﬂ'R%pP
4 3

/2
o = Rp3 ﬁ
PM

fiir den Minimalabstand (Roche-Limes) des Mondes vom Planeten. Eine genauere Analyse,
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Abb. 6.13: Zur Bestimmung eines minimalen Mondabstandes
die die elliptische Deformation von Planet und Mond mit einbezieht zeigt, dass

2
TOZOZRPf/—pP , a=2.5.
PM

Fiir die Erde gilt o = 2, 9Rg, d.h. wenn der Mond der Erde ndher kdme, wiirden Felsen aus
der Mondoberflache herausgerissen werden. Etwas dhnliches passierte mit dem Kometen

Abb. 6.14: Die Saturnringe liegen innerhalb des Roche-Limes

Shoemaker-Levy (1994), der in der Nahe des Jupiters zerrissen wurde. Die Unterschreitung
des Roche-Limes ist auch die Ursache, dass die Materie der Saturnringe sich nicht zu einem
Mond verdichten konnte.
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Kapitel 7

Bewegung starrer Korper

Ein starrer Korper ist ein System von Massenpunkten mit fixierten Relativkoordinaten
bezogen auf den Schwerpunkt des Korpers. Im Ubrigen gelten alle Aussagen, die wir
bisher fiir Systeme von Massenpunkten kennen gelernt haben: Energiesatz, Impulssatz
und Drehimpulssatz mit den gegebenenfalls existierenden Erhaltungsgrofien.

z'

R(t)

Abb. 7.1: Zur Definition der Bezugssysteme fiir die Bewegung eines starren Koérpers

Die Bewegung eines starren Korpers konnen wir wie in Kapitel 6 ganz allgemein zerlegen
in eine Translationsbewegung des Schwerpunktes relativ zum Inertialsystem S’ und eine
Rotationsbewegung beschrieben im korperfesten System S, wobei die Drehachse & zur
korperfesten Achse beliebig orientiert sein kann.

7.1 Die kinetische Energie und der Trigheitstensor

Ein starrer Korper ist dadurch definiert, dass die Relativgeschwindigkeit aller Massen-
punkte bezogen auf das koperfeste System verschwindet (¥]g = 0). Somit gilt mit den

93
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Ergebnissen aus Kapitel 6.1 fiir einen beliebigen Massenpunkt « (7, Relativkoordinate)
Uo=0; =R+ 3 X7, .

Die kinetische Energie des starren Korpers ist dann
T = 25 mer? =23 ma(B+ 5 x 7)?
9 - alqy 9 - « o
1 . - 1
= 5;%32 +;maR- (@ X 7)) + 5;%@ X 7)? .

Fiir den Mischterm gilt (beachte die Definition der Schwerpunktkoordinate)

S maR- @ x ) = R (m Zm@)

— R-(3x MR|g) .

Da 7, die Relativkoordinate bezogen auf den Schwerpunkt ist, ist ﬁ| r die Schwerpunkt-
koordinate bezogen auf das Schwerpunktsystem, also R|z = 0. Somit verschwindet der
Mischterm und man erhélt

T = Erans + Trot
1 o 1 5
,I‘trans = 5 ;maR = §MR

1
Trot = 5 ;ma(ﬁ X Fa>2

Wie bereits intuitiv erwartet, erfolgt die Zerlegung der Bewegung in eine Translation des
Schwerpunktes und eine Rotation um eine beliebige Achse durch den Schwerpunkt. Fiir
das Quadrat des Kreuzprodukts erhilt man aus allgemeinen Uberlegungen

(B X T0)? = (BxTo) (& xT,)
2

= wr, —

und somit fiir die kinetische Rotationsenergie
]- — —
Trot = 5 ; Ma [W2T§ - (w ' TQ)Q] :

Auswertung der Skalarprodukte in einem kartesischen Koordinatensystem, d.h. mit

Fa = (xa,la La,2, xoz,?»)

und
(I} - (wlu w2, C()g)
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ergibt

1 3 3 3 3
2 2
Trot = 5 E My § w; E Lok — E :Wixa,ii :wj'ravj
P k=1 i=1 =1

i=1

3 3
1 § § § 2
= 5 me wiwj@j xa,k — wiwjxa,i:pa,j
k=1

a 4,j=1
3 3
= 5 WiWj my 5ij xa,k — To,ila,j .
1,j=1 «a k=1

Definiert man mit
3
_ 2
Oy =) ma <5ij > k- %,z‘%,j)
«@ k=1

die Matrixelemente des symmetrischen Tragheitstensors ©

Za mey (xi,Q + xi,g) - Ea ma$a,1xa,2 - Za ma$a,1xa,3
O=| =Y. MaTa2Ta1 DooMa (T2 +223)  — D, Mala2las
— > MaTa3Ta — > Malaslal  2oqMa (22, +225)

so erhélt man fiir die kinetische Rotationsenergie

3
Trot = % Z @ijwiwj = %QTQ(D
ij=1

(Mathematisch ist T, eine symmetrische Bilinearform). Die Diagonalelemente der Trég-
heitsmatrix ©11, @99, O33 nennt man Tragheitsmomente, die auferdiagonalen Elemente
O12 = O91, 013 = O31, Oy3 = O3y Deviations- (oder Lager-) momente. Wir werden spéter
sehen, dass sie ein Maf fiir die auf die Drehache wirkenden Drehmomente sind. Haben wir
es mit einer kontinuierlichen Massenverteilung der Dichte p(7) zu tun - anstatt mit einem
Drahtgittermodell diskreter starr verbundener Massenpunkte « - so gilt fiir die Elemente
der Tragheitsmatrix

3
@zg:/p(f) <5Z]Z{L‘2—ZL‘ZZEJ> d37“ Z,jzl,,g
v k=1

wobei die Integration iiber die kartesischen Komponenten (d*r = dxdydz = dxdzedxs)
des Volumens V' des starren Korpers auszufiihren ist.

7.2 Berechnung von Trigheitsmomenten

7.2.1 Das Parallelachsen-Theorem: Satz von Steiner (1796-1863)

Angenommen wir kennen den Tragheitstensor QSP fiir einen Korper bezogen auf eine
Drehachse durch den Schwerpunkt des Korpers, wollen aber den Kérper um eine parallele
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Abb. 7.2: Zur Geometrie des Parallelachsen-Theorems

Achse durch einen Punkt O des starren Korpers drehen. Kann man den Trégheitstensor
(S bezogen auf die neue Drehachse durch O°F ausdriicken? Bezeichnet man die Position
eines beliebigen Punktes « im starren Korper durch 7, (bezogen auf das Schwerpunktsy-
stem) bzw. 72 (bezogen auf das O-System), so gilt wegen 7° = 7, + d fiir die Elemente
der Tragheitsmatrix bezogen auf die Drehachse x4

3
o _ B o 2 __ o0 .0
@ij = E Mq 5@]§ Lok xa,ﬂa,j)
k=1
3

= Zma 0 Y (Tap +di)” = (Tay + di) (w0, + dj))

a k=1

3
2
= E M, 5ij§ Tok — Ta,iTa,
k=1

3
+ Z Mgy <5,] Z(onukdk + di) — (dixa,j + dj$a,i + d,d])>
a k

=1

3
= 0+ m, <5ij > dy - didj>
« k=1
3
+ Z Mg <25ij Z Topdy — diToj — djTg Z>
a k=1

mit

3
ZmaEM ; Zd2:d2 (Lénge von d)
ot k=1
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folgt
3
O = O3 4 M (&, — ) 20,5 Y s
k=1 «a
—dz Z MaTea,j — dj Z MaZai -

Im Schwerpunktsystem gilt: jede Komponente der Schwerpunktkoordinate (hier die k.
Komponente) verschwindet im Schwerpunktsystem, also

E MaTak = 0.
«

Man erhalt schlieilich
6?]' = @;S;P + M (d25ij - dzd]) .

Somit koénnen wir den Tragheitstensor bezogen auf eine beliebig verschobene Drehachse
berechnen. Fiir das Tragheitsmoment ©9, bezogen auf die x5 Achse als Drehachse gilt
dann z.B.

09, =03 + M (di +d3) .

Die Differenz der Triagheitsmomente bezogen auf den Schwerpunkt und O ist gleich der
Gesamtmasse des Korpers M multipliziert mit dem Abstand zwischen den parallelen
Drehachsen.

7.2.2 Tragheitsmoment einfacher starrer Korper

(i) Tragheitsmoment eines diinnen Stabes

Ein sehr diinner Stab der Léange [ habe die Masse M, die homogen iiber den Stab verteilt
sei. Folglich liegt der Schwerpunkt in der Mitte des Stabes und die Massendichte p = %
ist konstant. Die Drehache ist senkrecht zum Stab gewahlt.

y .
e we

O /2 SP /2

Abb. 7.3: Diinner Stab
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Das entsprechende Tréagheitsmoment ist dann

/2 1M
O, = e5F = / pridr = = —a°
_1/2 31

12 1M 1
_ __2[3

— M.
24 1 12

—l/s

Nach dem Steiner’schen Satz ergibt sich das Tréagheitsmoment bezogen auf eine parallele
Achse durch den Endpunkt des Stabes zu

1> L1 1
=0+ M| | =MP = -MP*.
Or=0"+ 2 271)73

(ii) Tragheitsmoment einer kreisférmigen Scheibe
Eine diinne, kreisformige Scheibe mit Radius R und homogener Masse M drehe sich um
eine Achse durch den Schwerpunkt senkrecht zur Scheibenflache.

z

G Wa

=
R O

Abb. 7.4: Kreisscheibe
Mit p = % ist
M
sP
@Z _[/WRQ(x +y)d[[’dy,

wobei das Volumen der Kreisfliche 22 + y? < R? entspricht. Bei der Transformati-
on von kartesischen Koordinaten in ebene Polarkoordinaten x = rcosp, y = rsin ¢ gilt
fiir das Volumenelement dxdy = rdrde (sieche 'Funktionaldeterminante’ im Skript zur
Differential- und Integralrechnung) und somit

M 1
sp _ 4 2
O3 T / / rirdrdp = 27T 27 -R §MR

bzw.
3

0% =05 + MR* = 5MR2 :
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4

————~_ h/2

\ i
r————~_ -h/2
>

Abb. 7.5: Zylinder

(iii) Tragheitsmoment eines Zylinders

Fiir einen Zylinder der Hohe h und der Masse M erhilt man (p = —4-)

TR2h
@fpz/p(x2+y2)d:cdydz.
v

Die Integration kann leicht in Zylinderkoordinaten ausgefiihrt werden

e5F = h/Qd d dr( M —hor —R4 —MR2
z 7TR2h _hy2 - e | rdr(r ~ 7R?h 2 '

Das Triigheitsmoment ©57 eines Zylinders lisst sich also mit einem Stapel von kreisférmi-
gen Scheiben der Dicke dz vergleichen. Fiir das Tragheitsmoment bezogen auf eine Dreh-
achse senkrecht zur z-Achse erhélt man

e5F = @SP e5F = th/(y2+22)dxdydz

h/2
= ﬁ h/de/ dgp/ rdr(r®sin® ¢ + 2%)

und mit

1 1
/sin2 pdp = 3971 sin 2¢p

dann

M 1 1 1h3
CH o) =i = - (4R <2 ) + R(w)34

M [ _, h?
a 4<R 3)'
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Offenbar zeichnen sich die gewédhlten Achsen als Symmetrieachsen des Zylinders aus. In
diesem Fall gilt fiir ein beliebiges Deviationsmoment (z.B. ©37)

e%F — _ M /x dxdydz = — M v dz/%d /R(rcos )(r sin @) rdr
Ty 7TR2h v 4 4 N 7TR2h —h/2 0 v 0 7 7
und mit
/ . 1.,
sin @ cos pdp = 5 Sin"y
schliefllich
M (1,1 o
SP 4 202
= — — - h — .
02, oS <4R 5 Sin” ) ) 0

Wir werden sehen, dass die Deviationsmomente fiir eine Drehachse, die gleichzeitig eine
Symmetrieachse des Korpers ist, immer verschwinden. In diesem Fall ist der Tragheits-
tensor diagonal

[ (72 +2) 0 0
@glyjlinder = ? 0 % <R2 + %2) 0
0 0 R?

(Beziiglich der Symmetrieachse des Zylinders).

(iv) Homogene Kugel

Abb. 7.6: Kugel

Zur Berechnung des Tragheitsmoments einer Kugel mit Radius R und Masse M wihlt
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man Kugelkoordinaten mit

xr = rcosygsinf
y = rsinpsinfd
z = rcosl

dedydz = d*r = r*drsin0dfdy .

Aus Symmetriegriinden sind die Tragheitsmomente alle gleich, d.h. es gilt exemplarisch

SP _
07" =

(v) Homogener Quader

éﬂRs

/ (z* + y*)dxdydz
v

2 2 2 .9 2
—7rR3/ dgp/l cos@/ redr | r sm@&sm gptcos gpl

(1—cos2 6) -1
% (ng’ <2 — ;) 27r)
2
gMR2 .
Z
y
C

()SI’

Abb. 7.7: Quader

M
= /(:p + y*)dxdydz
b/2 c/2
= / dx/ dy/ dz(z* + y°)
abe —a/2 b/2 —c/2

B yl20 120
- abc @378 T3
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Analog gilt

1
@fP == EM(bQ + Cz)

und

1
SP __ 2 2
;" = M + ) .

Fiir einen Wiirfel (¢ = b = ¢) findet man

1
SP SP SP 2
@x = @y = ®y = élwa .

7.3 Der Drehimpuls - Bewegungsgleichung eines star-
ren Korpers

Bezogen auf ein korperfestes Schwerpunktsystem ist der Drehimpuls eines diskreten star-
ren Korpers

L = E'Faxﬁazgmafaxﬁa;ﬁa:&xfa
[} [}
= E MaTo X (0 X 7).
[0
Da Allgemein

gilt, folgt unmittelbar

Schreibt man diesen Ausdruck fiir eine beliebige Komponente (z.B. L;) aus, so erhélt man
3 3
L, = Z Me (wj Z :cik — Taj Z xamwn)
« k=1 n=1
3 3
S 3] FER SERSEE
[e%

n=1 k=1
3 3
_ S 2 .
= Wnp Mg in Lok — Lajlan
n=1 a k=1
N - >
Ojn

3
n=1

bzw. in Vektorschreibweise

gl

I
|

&l
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Aus der linearen Algebra wissen wir, dass die Vektoren & und L im allgemeinen nicht
gleichgerichtet sind, wenn die Matrix © nicht diagonal ist (dass © diagonal ist, ist nicht

hinreichend, damit L | J. Es muss zusétzlich & parallel zu einer der Hauptachsen (sie-
he 7.4) gerichtet sein (siehe auch Beispiel B7.7)). D.h. der Drehimpuls eines rotierenden
Korpers wird im allgemeinen in eine andere Richtung zeigen als die Drehachse!

B7.1 Rotierende Hantel

Abb. 7.8: Rotierende Hantel

Fiir die Geschwindigkeiten der beiden Massen m,, gilt

—

Uy = W X Ty

und fiir den Drehimpuls
2

L= E MaTa X Uy -
a=1

L steht senkrecht auf 7 und @. Da aber & nicht senkrecht auf 7 steht, miissen & und L einen
Winkel zueinander besitzen. Hinzu kommt, dass L zeitlich nicht konstant ist, sondern sich
auf einem Kegel um die Drehachse mit der Winkelgeschwindigkeit & bewegt. Da aber L
von der Zeit abhéngt, ist L # 0. Wir wissen aus dem Drehimpulssatz, dass eine zeitliche
Anderung des Drehimpulses nur durch ein Drehmoment hervorgerufen werden kann, also

[= =Y N,
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Andererseits gilt fiir einen zeitlich konstanten Trégheitstensor

so dass wir eine Bewegungsgleichung fiir den rotierenden Korper erhalten (bezogen auf
ein korperfestes Schwerpunktsystem)

0-5=S N, .

(Beachte die Analogie zur Newton’schen Bewegungsgleichung mv = F .) Wirken keine
duBeren Drehmomente sind L und somit & konstant (unter der Voraussetzung, dass ©
zeitlich konstant ist).

7.4 Hauptachsentransformation

Wir haben gesehen, dass im allgemeinen L und & nicht gleich gerichtet sind. Wir kénnen
aber immer ein korperfestes Achsensystem finden, in dem der Trégheitstensor diago-
nal wird und somit L und & gleichgerichtet sein konnen. Dieses ausgezeichnete System
nennt man Hauptachsensystem, die zugehorigen Diagonalelemente des transformierten
Tragheitstensors nennt man Haupttragheitsmomente. Mathematisch erhélt man das Haupt-

achsensystem aus dem Ansatz
Od = 0d .

Man nennt diese Gleichung eine Eigenwertgleichung: Gesucht sind diejenigen Vektoren &,
die der Trégheitstensor © in sich selbst abbildet (gestreckt oder gestaucht). Die 3 Haupt-
achsenmomente ©;, ©,, ©5 erhilt man aus der Bedingungsgleichung fiir die Existenz einer
nichttrivialen Losung des homogenen Gleichungssystems (Sidkulargleichung oder charak-
teristisches Polynom)

C'_')11 - @ C'_')12 C'_')13
det(g K ;) = @21 @22 -6 @23 =0.
@31 @32 633 -0

Diese kubische Gleichung besitzt nur reelle Losungen, da ©,; = 6;;. Haben wir das Haupt-
achsensystem gefunden, so gilt, falls & entlang einer Hauptachse gerichtet ist

© 0 0
0 6 0|c="L,
0 0 O

dass & und L gleichgerichtet sind. Ist & konstant, so folgt unmittelbar, dass auch L fiir
diesen Fall konstant ist. Fiir ein beliebiges korperfestes System ist das nicht der Fall (siehe
Hantel: L ist zeitabhédngig, obwohl & konstant ist). Daraus a8t sich folgende Interpretation
ableiten:

(i) Ist &J konstant, so ist L konstant, falls wir ein Hauptachsensystem gefunden haben
(© ist diagonal) und die Drehachse einer Hauptachse entspricht.
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(ii) Ist L konstant, wirken keine Drehmomente.

Die Auflerdiagonalelemente ©;; des Tréagheitstensors sind also ein Maf fiir Drehmomente,
die an den Lagern der Drehachse angreifen. Diese Lagermomente verschwinden, wenn wir
den starren Korper um eine seiner Symmetrieachsen (allgemeiner Hauptachsen) rotieren
lassen.

7.5 Beispiele

B7.2 Pirouetteneffekt

-bi2 b2
0> 9

Abb. 7.9: Pirouetteneffekt

Ein Beispiel fiir die Erhaltung des Drehimpulses ist der Pirouetteneffekt. Durch die zeit-
liche Anderung des Trigheitsmomentes bezogen auf die Drehachse dndert sich bei kon-
stantem Drehimpuls die Winkelgeschwindigkeit &

01

L= @1&)1 = @2&)2 — Wy = —W .

O,

Betrachtet man die Arme der Figur idealisiert als diinnen Stab, so ergibt sich mit © = %M a’

a 2
Wy = (g) w1,

wobei § die Armlidnge bei ausgestrecktem Arm und % der Korperradius bezogen auf die
Léangsachse bedeuten.

B7.3 Torsionspendel

Ein Torsionspendel besteht aus einer kreisformigen Scheibe, die mittig senkrecht zur Schei-
benfliche an einem Stahlseil aufgehéngt ist. Fiir kleine Drehwinkel stellt sich eine har-
monische Torsionsschwingung um die Ruhelage ein. Das resultierende Drehmoment ist
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Vi 2222

Abb. 7.10: Torsionspendel

proportional zum AuslenkWiI}kel M = —cyp, wobei ¢ eine Materialkonstante (die Torsi-
onskonstante) bedeutet. Die Anderung des Drehimpulses ist gleich dem Drehmoment

dL

i

dt
— Ow=0¢=—cp
— Gt —p=0.

©

Aus dieser Gleichung fiir den harmonischen Oszillator folgt sofort die Oszillatorfrequenz
und die Periode

B7.4 Physikalisches Pendel

Abb. 7.11: Physikalisches Pendel
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Im Gegensatz zum mathematischen Pendel, das Pendelfaden und Masse idealisiert, besteht
das physikalische Pendel aus einem realistischen starren Korper, der um einen Aufhéange-
punkt O schwingt. Es folgt wieder aus dem Drehimpulssatz
L = M
— O¢ =—mgRsinpx~ —mgRyp

mit der Frequenz und Periode

mgR
Q = —
)

| ©
T = 2m|——=.
i mgR

Interessant ist der Grenzfall R — 0, d.h. das Pendel wird im Schwerpunkt (SP) auf-
gehéngt: in diesem Fall ist 7" — oo, d.h. das Pendel befindet sich fiir jede Auslenkung
¢ in Ruhe, es dauert also unendlich lange, bis die Anfangsauslenkung wieder erreicht wird.

B7.5 Rollender Zylinder auf schiefer Ebene

Abb. 7.12: Rollende Zylinder

Zwei duflerlich identische Zylinder mit Radius R und der selben Masse m rollen die selbe
schiefe Ebene unter identischer Anfangsbedingung hinunter. Zylinder (2) erreicht das Ende
der schiefen Ebene nach kiirzerer Zeit als Zylinder (1). Warum? Zylinder (1) ist innen
hohl, die Masse im Zylindermantel konzentriert, wahrend Zylinder (2) eine homogene
Massenverteilung besitzt. Die kinetische Energie lautet

T = Ttrans + Trot
1 1
= émvf + é@lwf

1 1
= §mv§ + §@gw§ .
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Sie ist in beiden Fillen gleich, da die Zylinder aus der gleichen Hohe h starten. Die Transla-
tionsgeschwindigkeit der Zylinder erhélt man aus den jeweiligen Winkelgeschwindigkeiten
v; = w;R. Somit ergibt sich

wi(mR? +0,) = wi(mR?+ 0,)
(,(_)2 . (,(_)2 mRQ + @1
2 ! mR2 + @2 ’

Da aber die Tragheitsmomente verschieden sind

©1 =mR? (Hohlzylinder)
O, = imR? (Vollzylinder)

und somit ©; > O, ist, folgt daraus wy > wyq, d.h. der Zylinder mit homogener Massen-
verteilung erreicht eher das Ende der schiefen Ebene.

B7.6 Atwood Maschine

Wit gz

z

o

_Mg

Abb. 7.13: Atwood Maschine

Zwei Lasten M und m sind durch ein Seil {iber eine feste Rolle mit Trégheitsmoment
O = % puR? verbunden. Stelle die Bewegungsgleichung fiir diese Atwood’sche Fallmaschine
auf. Es gibt zunichst eine Bewegungsgleichung fiir jeden der 3 Korper (S und 7" entspre-
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chen den jeweiligen Seilspannungen, die als Drehmomente an der festen Rolle angreifen):

Mz=—-Mg+S die schwere Masse wird nach unten beschleunigt,

Op=(S—-T)R die Rolle dndert ihren Drehimpuls entsprechend
dem resultierenden Drehmoment.

Da das Seil beide Massen schlupffrei verbindet, gibt es die einschrénkende Bedingung
P=Rp— 0= (S-T)R*.

Somit erhalten wir 3 Gleichungen fiir S, 7" und Z mit der Auflésung

B M—m _

= Mgl
S =Mg(l—\)
T=mg(1+\).

B7.7 Kriaftefreier Kreisel - Nutation

Figurenachs:

Abb. 7.14: Kriftefreier Kreisel (Nutation der Figurenachse)

Ein kriftefreier Kreisel ist ein Korper, der beziiglich einer ausgezeichenten Achse (Fi-
gurenachse), die durch den Schwerpunkt verlduft rotationssymmetrisch ist, und der im
Schwerpunkt gelagert ist. Wird der Kreisel so gedreht, dass Figurenachse und momentane
Drehachse & zusammenfallen, so sind Drehachse, Figurenachse und Richtung des Drehim-
pulses gleichgerichtet. Wird durch das Anfangsdrehmoment, mit dem man den Kreisel in
Bewegung versetzt, die Drehachse gegeniiber der Figurenachse geneigt (z.B. durch einen
leichten Schlag gegen die Figurenachse des sich bereits drehenden Kreisels), so sind L
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und & nicht mehr gleichgerichtet: in diesem Fall dreht sich die Figurenachse auf einem
Nutationskegel. L und & sind wegen L = © - & immer dann nicht gleichgerichtet, wenn
der Trigheitstensor zwar diagonal ist, die Drehachse & aber nicht mit einer Hauptachse
zusammenfillt. Man beachte: Auch wenn © diagonal ist, sind L und @ im allgemeinen
nicht gleich gerichtet. Beispiel: a

100 [0
L=1040|c,s=(1 | - L=|4
00 1 1

L und & sind gleich gerichtet, wenn & mit einer Hauptachse zusammenfillt oder ©; = O, = ©3.
(Bei symmetrischen Korpern ist die Figurenachse immer auch eine Hauptachse des Korpers.)

B7.8 Schwerer Kreisel (Gyroskop) - Prézession

o

®

i

ehr

v
X OV
X X

33
o «l

~<€D¢

Abb. 7.15: Schwerer Kreisel (Prézession der Figurenachse)

Betrachte die Rotation einer Kreisscheibe (6. = $ma?) um eine Hauptachse senkrecht
zur Scheibe durch den Schwerpunkt. Fiir diesen Fall ist © diagonal

L2+ %) 0 0
0 S+ %) 0
0 0 a’

@

m
2

und man findet wegen

und

schliefilich

t~
Il
o
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Da die Scheibe nicht im Schwerpunkt sondern am Ende einer Achse der Lange R gelagert
ist, wirkt die Gravitation auf die Scheibe (F' = mge,) und erzeugt das Drehmoment
M = R x mg = Rmgeé, beziiglich des Auflagepunktes.

Abb. 7.16: Zur Drehung der Figurenachse im schweren Kreisel.

Der Kreisel reagiert auf das Drehmoment mit einer Drehimpulsédnderung dL = M dt, die
sich zum Drehimpuls das Kreisels addiert und die Figurenachse um den Winkel dy dreht
dL  Mdt mgR
dp=—=—=——dt.
PTL T ew | ew
Die Ausweichbewegung des Kreisels aufgrund einer &ufleren Kraft nennt man Prézession.
Die Winkelgeschwindigkeit {2 der Prézession ist

Q_d_ap_ng_ mgR  2gR

dt Ow %ma%} aw
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Kapitel 8

Einfiihrung in die analytische
Mechanik

Die Newton’sche Mechanik - mit der zentralen Aussage

F(7,71),

.1
r=—
m

dass ein (System von) Massenpunkten sich entlang einer Trajektorie 7(¢) unter dem Ein-
fluss einer duBeren Kraft F geméfl dem 2. Newton’schen Gesetz bewegt - beschreibt die
Dynamik klassischer (nicht relativistischer) Systeme korrekt. Solange die Bewegungs-
abldufe einfach sind und in kartesischen Koordinaten beschrieben werden koénnen, sind
die Newton’schen Bewegungsgleichungen auch iibersichtlich genug, um sie als gekoppelte
Differentialgleichungen 2.0rdnung behandeln zu kénnen. Das &ndert sich sofort, wenn wir
die Dynamik von Systemen untersuchen wollen, die (i) komplexere Symmetrien enthalten
oder (ii) Zwangsbedingungen unterworfen sind (z.B. Bewegung auf gekriimmten Fléichen).
Intuitiv haben wir an einigen Beispielen gesehen, dass Symmetrien mit Erhaltungsgrofien
verkniipft sind und wie der Einbau von Symmetrien in die Bewegungsgleichungen zu
einer wesentlichen Vereinfachung der theoretischen Beschreibung fiihrt. Diese lukrative
Losungsstrategie ist in der Newton’schen Mechanik nicht immer einfach umzusetzen. Sehr
schwierig wird aber die explizite Behandlung von zusétzlichen Zwangskriften, die einen
Massenpunkt im dufleren Kraftfeld z.B. auf einer vorgegebenen Bahn halten. Beschreiben
Sie z.B. die Bewegung eines Wagens auf einem Achterbahn-Parcour! Stellen Sie sich vor
wie kompliziert das System von Kréiften aussehen muss, um den Wagen auf dem Par-
cour zu halten. Es wire also von Vorteil, die Mechanik auf einer Ebene zu formulieren,
die es erlaubt, Zwangsbedingungen und Symmetrein entweder automatisch oder explizit
zu beriicksichtigen. Eine Reformulierung der Newton’schen Mechanik aus einer verall-
gemeinerten Sicht ist Ziel dieses Kapitels. Dabei beschranken wir uns auf konservative
Systeme. In verallgemeinerter Form l&sst sich die nachfolgende Diskussion auf dissipative
bzw. explizit zeitabhédngige Systeme erweitern.

113
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8.1 Hamilton’s Prinzip

Wir werden sehen, dass sich die Newton’sche Bewegungsgleichung aus einem Extremal-
prinzip ableiten lédsst: dem Hamilton’schen Prinzip der minimalen Wirkung. Es besagt,
dass

von allen méglichen Pfaden zwischen zwei Punkten, die Dynamik eines Systems, in-
nerhalb eines vorgegebenen Zeitintervalls, durch denjenigen Pfad beschrieben wird,
fiir den das Zeitintegral iiber die Differenz aus kinetischer und potentieller Energie
minimal ist.

Mathematisch bedeutet dies, dass

5/t2(T )it =0 (8.1)

Der Integrand 7' — U = L heifit Langrangefunktion - besitzt die Dimension einer Ener-
gie, das Integral somit Energie*Zeit=Wirkung. Die Minimierung bedeutet, dass ein Mas-
senpunkt in gegebener Zeit moglichst wenig Energie aufwenden mochte, um von einem
Anfangsort zu einem Endpunkt zu kommen. Stellen Sie sich vor, Sie miissten einen Fluss

rty)
C2

r(tq)

Abb. 8.1: Suche nach dem ¢konomischsten Weg zwischen 7(t1) und 7(ts).

schwimmend {iberqueren, um von Ort 7(¢;) nach 7(¢2) zu kommen. Der kiirzeste Weg
entspricht dem Pfad c¢;. Aber ist dies auch der ckonomischste? Um den Fluss auf ¢; zu
iiberqueren, miissen Sie viel Energie aufwenden, um gegen die Strémung anzuk&mpfen.
Verniinftiger wire es, sich entlang des Pfades ¢y abtreiben zu lassen, um dann auf dem
bequemeren Landweg etwas schneller zu laufen, damit Sie in der gleichen Zeit ¢y — ¢; Thr
Ziel erreichen. Eine andere Aufgabe wire in vorgegebener Zeit ¢t —t; von 7(t1) nach 7(t5)
zu laufen, aber unter der Zwangsbedingung, dass Sie nur auf vorgegebenen FuBBwegen Thr
Ziel erreichen diirfen. Der direkte Weg ¢; wire versperrt und ¢y wére der 6konomischste
Weg unter den 'FuBBweg Alternativen’. Warum die Lagrangefunktion L und nicht die Ge-
samtenergie £ = T + U das Wirkungsprinzip bestimmt, liegt daran, dass sich nur aus
(8.1) die Newton’sche Bewegungsgleichung ableiten lédsst. (In verallgemeinerter Form lésst
sich die Diskussion auch auf dissipative bzw. explizit zeitabhingige Systeme erweitern.)
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rt.,)

rty)

Abb. 8.2: Suche nach dem kiirzesten Weg bei gegebener Zwangsbedingung

8.1.1 Variationsrechnung

Die entscheidende Frage ist, wie bestimmen wir eine Funktion y(x) so, dass das Integral

- / Y Hy(e) v (@), 2)de

extremal wird?

y(a %)

y(0,X)

Abb. 8.3: Zwei Wege mit y(o, x1) = y(0, 1) und y(a, x9) = y(0, x2).

Dabei sind f und die Grenzen 1, x5 vorgegeben. Die Funktion y(x) muss jetzt so variiert
werden, dass I extremal wird. Nehmen wir an, die Schar moglicher Losungen y(a;, x) 1dsst
sich durch einen zusétzlichen Parameter o charakterisieren, so dass

yla,z) = y(0,2) + a()

mit der Bedingung, dass £(x;) = £(z2) = 0. (Alle Losungen der Schar sollen in x; und o
tibereinstimmen). Dann gilt fiir eine beliebige Funktion aus dieser Schar I = I(«) mit

I(a) = /  fy(on 1), v (o, 7). 2)da
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und die Frage nach dem Extremum lautet

dr

—=0.
da

Daraus ergibt sich (z; und x5 sind Konstanten) mit Hilfe der Kettenregel

ar o [™ , [ (ofoy Of oy
dae — Oda Jy, f(y,y,x)d:c—/xl (8y6a+8y’8a de

 Jo, \Oyoa = Oy dadx '
Integriert man den 2. Term partiell, so erhédlt man
Oro (oy\, _5’f@”_/”i 9\ %,
- z dx \0y') da

8—y’ Oxr \ O« e 8—y’ Oa
mit dem gewihlten Ansatz fiir y(«, z) gilt g—z = (), so dass die Variation an den Rand-
punkten verschwindet

1

T2

=&(x2) —&(71) = 0.

xr1

ﬁ_/” ofoy _ d (9f\oy\,
do — J,, \9yda dz \dy) O« *
(™ [of dof B
a /x (8y dx@y’) edw =0

Damit 2 fiir beliebige Funktionen ¢(z) verschwindet, muss gelten

%
Oa

Somit erhalten wir

— — ——- =0 Euler-Gleichung (1744)

Da f vorgegebenen ist, bildet die Euler-Gleichung eine Differentialgleichung fiir y(x).

8.2 Lagrange-Gleichungen

Wir sind jetzt in der Lage das Prinzip der minimalen Wirkung auszuwerten. Mit L = T—U
ist die Lagrangefunktion also abhingig von Ort und Geschwindigkeit aller Teilchen eines
Systems von N Massenpunkten

L = L(ZL‘j,i‘j) 5 jzl,,gN

Tsp—2 = (Tgp—2,Tak—1,2ak) , k=1,...,N.

Das Extremalprinzip

5 / ® Ly ds)dt = 0 (8.2)

t1
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erfordert somit eine Losung (z;(t),7 = 1,...,3N), fiir die gilt

oL d oL

aSL’j dt 31’] N
Dies sind die Langrange’sche Bewegungsgleichung der Mechanik und wir wollen jetzt zei-
gen, dass sie dquivalent zu den Newton’schen Bewegungsgleichungen sind. Dazu miissen
wir beriicksichtigen, dass die Lagrange-Funktion nur fiir konservative Kréfte formuliert
werden kann. Nur wenn F = —VU (also F konservativ ist), lasst sich das Bewegungspro-
blem durch ein Potential U charakterisieren. Das Potential ist aber nur eine Funktion des
Ortes. Fiir einen einzelnen Massenpunkt gilt dann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

0, j=1,...,3N.

1
L=T-U= 5m(x'%+jcg+x'§)—U(x1,x2,x3).

Aus den Lagrange-Gleichungen folgt somit

0L d 0L U
"=or, " @o, or; o T e
— mr = —VU.

unmittelbar die Newton’sche Bewegungsgleichung. Wir kénnen aber noch eine weitere
interessante Eigenschaft aus den Langrange-Gleichungen ablesen. Dazu betrachten wir

oL

d. h. wir kénnen die Langrange Gleichung in der Form schreiben

doL _d 0L

Gon, = @i " on,

Ist die Lagrange-Funktion von einer der kartesischen Komponente unabhéngig, so folgt
daraus sofort, dass der Impuls dieser Komponente eine Erhaltungsgrofie ist

. j=1,...,3N

oL d
8_% =0 — b = 0 — p;(t) = konst.
Man bezeichnet die Koordinate xz;, fiir die % = 0 ist als ’zyklische Koordinate’. Sie

enthélt offenbar eine Symmetrie des Potentials: man nennt das System translationsin-
variant in der zyklischen Koordinate. Diese Translantionsinvarianz ist wiederum &dquiva-
lent zur Erhaltung des Impulses, welcher der zyklischen Koordinate zugeordnet ist. Die-
se Aquivalenz zwischen Symmetrien und ErhaltungsgroBen ist ein wesentliches Element
der analytischen Mechanik. In seiner verallgemeinerten Form wurde von Emily Noether
(1882-1935) bewiesen, dass die Invarianz der Lagrange-Funktion gegeniiber Symmetrie-
transformationen immer die Existenz einer Erhaltungsgrofie zur Folge hat.

Nun wird man mit Recht behaupten, dass sich der Aufwand zur Ableitung der Lagrange-
Gleichung bisher kaum gelohnt habe: solange man sich auf kartesiche Koordinaten be-
schriankt, hiatte man schliefilich auch die Newton’sche Bewegungsgleichung diskutieren
konnen. Es ist also an der Zeit, dass wir das Konzept, das hinter dem Hamilton-Prinzip
steckt, auf einer verallgemeinerten Basis erweitern.
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8.2.1 Generalisierte Koordinaten

Betrachten wir ein System aus N Massenpunkten, so haben wir gesehen, dass ohne weite-
re Einschrankungen dieses System 3NV Freiheitsgrade besitzt. In der Regel sind jedoch die
N Massenpunkte einer Reihe von Zwangsbedingungen unterworfen: einige Massenpunkte
sind fest miteinander verbunden und formen einen starren Korper, einige Massenpunkte
konnen sich nur auf einer vorgegebenen Fliche oder Raumkurve (Achterbahn!) bewe-
gen. Jede dieser Zwangsbedingungen reduziert die Zahl der Freiheitsgrade, so dass bei S
Zwangsbedingungen die N Massenpunkte nur noch 3N — S Freiheitsgrade besitzen. Diese
reduzierte Zahl von Freiheitsgraden wollen wir auf eine Zahl von 3N — S verallgemeinerte
(generalisierte) Koordinaten abbilden. Der Begriff 'generalisiert’ impliziert, dass diese Ko-
ordinate nicht mehr ausschlieflich die Dimension einer Lénge haben miissen: es kénnten
Winkel, Energie oder dimensionslose Grofien als generalisierte Koordinaten geeignet sein,
um die S Zwangsbedingungen zu berticksichtigen.

Beispiele

B8.1 Das ebene Pendel

Die Pendelmasse eines ebenen Pendels wird zu jeder Zeit durch eine x- und y- Koordinate
beschrieben, scheint also 2 Freiheitsgrade zu besitzen. Das ist aber nicht wahr: durch den
Pendelfaden der festen Lénge [ kann sich das Pendel nur auf einer Kreisbahn um die
Aufhdngung bewegen. Es gibt also eine Zwangsbedingung

y

welche die Zahl der Freiheitsgrade auf 1 reduziert. Gesucht ist somit eine generalisierte
Koordinate, die diese Zwangsbedingung beinhaltet. Aus Erfahrung wissen wir, dass es
sich bei der Zwangsbedingung um eine trigonometrische Relation handelt

sin®q +cos’q=1.
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Unsere einzige generalisierte Koordinate ¢ ist offenbar ein Winkel (¢ = ¢).

B8.2 Bewegung auf einer Kugel (z.B. Erdoberfliche)
Zur Beschreibung eines Massenpunktes auf der Erdoberfliche sind offenbar 2 generalisierte
Koordinaten notwendig, denn die Zahl der Freiheitsgrade (3) wird um eine Zwangsbedin-

gung
x>y 2P .
i + T2 + 17 1 , (R: Radius der Kugel)

reduziert. Wir suchen Koordinaten ¢; und ¢o, die diese Zwangsbedingung erfiillen und
probieren

sin? ¢, cos® qu + sin? gy sin® gy + cos®> ¢ = sin® ¢y (cos® gy + sin® gy) + cos® ¢

= cos’q +sin®q =1

¢1 und g5 sind offenbar wieder Winkel und tatséchlich wissen wir aus Erfahrung, dass jede
Position auf der Erde durch die Angabe zweier Winkel (geographische Lénge und Breite)
vollstéandig bestimmt ist.

"
- X

Abb. 8.5: Schiefe Ebene Abb. 8.6: Bewegung einer Perle entlang
eines unendlich langen, starren, rotieren-
den oder wippenden Drahtes

B8.3 Bewegung auf einer schiefen Ebene
Die Bewegung auf einer schiefen Ebene wird durch die Zwangsbedingung

z— (tana)r —b=0 , (y beliebig)

beschrieben. D.h. die Koordinaten des Massenpunkts miissen zu jeder Zeit die Zwangs-
bedingung erfiillen.
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B8.4 Bewegung unter zeitabhingigen Zwangsbedingungen
Beispiele hierfiir sind der rotierende Draht

y — (tanwt)r =0
und die Zwangsbedingung, die durch eine Wippe hervorgerufen wird
y— (asinwt)r =0.

Man klassifiziert die Zwangsbedingungen nach starren (skleronomen) oder zeitlich verdnder-
lichen (rheonomen) Zwangsbedingungen. Ist eine Zwangsbedingung stetig bzw. ldsst sich
die Zwangsbedingung als totales Differential formulieren, so nennt man sie holonom.

Man sieht schon, dass es im allgemeinen nicht einfach sein wird generalisierte Koordinaten
zu finden, die alle Zwangsbedingungen enthalten. Wir wollen jedoch annehmen, dass wir
3N — S generalisierte Koordinaten (¢, , o« = 1,...,3N — §) fiir ein System von N
Massenpunkten mit S Zwangsbedingungen kennen. Diesen generalisierten Koordinaten
lassen sich generalisierte Geschwindigkeiten (¢, , « = 1,...,3N — S) zuordnen. Ferner
kennen wir den Zusammenhang zwischen den ¢, und den kartesischen Koordinaten x;, so
dass sich mit
o =qa(zj), =1,....3N -5, j=1,...,3N

die Lagrange-Funktion, die wir zunédchst in kartesischen Koordinaten berechnet haben,
beziiglich der generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten ausdriicken lésst

L(zj,25) = T(2;) — Ulxy)
= T(Qm qa) - U(qa) .

Damit erhdlt man mit den selben Argumenten wie in Abschnitt 8.1.2 die Lagrange-
Gleichungen in den 3N — S generalisierten Koordinaten

Der Vorteil gegeniiber den Newton’schen Bewegungsgleichungen ist, dass die Lagrange-
Gleichungen immer die selbe Form haben, unabhéngig von der speziellen Wahl der Koor-
dinaten. Ebenfalls analog zu 8.1.2 definiert man die generalisierten Impulse

oL

a:—" :1,,3N_S
P = 94,

Auch jetzt gilt: ist L aus Symmetriegriinden nicht von ¢, abhéngig, so ist p,, eine (eventuell
abstrakte) ErhaltungsgroBe. g, heifit in diesem Fall 'zyklische’ Koordinate und enthélt eine
(eventuell abstrakte) Symmetrie.
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8.2.2 Beispiele

B8.5 Kurbelmechanismus

Der Kurbelmechanismus dient dazu, eine Translations- in eine Rotationshewegung umzu-
wandeln. Anwendungen sind vielfiltig, z.B. der Antrieb der Kurbelwelle im Auto durch
die Kolbenbewegung im Zylinder.

%

'//R " ™
N

Abb. 8.7: Kurbelmechanismus

Wir wollen die Bewegung der Massen m; und msy beschreiben. Grundsétzlich haben wir
fiir die N = 2 Massenpunkte 3N = 6 Freiheitsgrade, die durch die folgenden Zwangsbe-
dingungen eingeschrinkt werden:

(1) my bewegt sich in der x-y-Ebene: 2 =0

(2) my bewegt sich auf einem Kreis mit Radius R: 2% +y? — R* =0
(3) my bewegt sich mit der Winkelgeschwindigkeit: w

(4),(5) mg kann sich nur entlang der x-Achse bewegen: ys = 25 =0

(6) my und my sind durch eine starre Stange

verbunden: (11 —22)? 4+ (1 —2)?> =12 =0

Offenbar legen die 6 Zwangsbedingungen die 6 Freiheitsgrade der Massenpunkte vollstandig
fest. Es verbleibt kein Freiheitsgrad, der noch durch die Bewegungsgleichung zu bestim-
men wére. Man erhélt aus (2) und (3) mit der Anfangsbedingung x1(0) = R, 3,(0) = 0,

x1(t) = Rcoswt
y1(t) = Rsinwt

und aus (4) - (6)

(w1 —a2)? +y; =P =0
Rcoswt — x5)* + R*sin®wt — > =0
( )

x5 — 2ryRcoswt + R* — 12 =0
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29 = Reoswt +Y vVR2cos?wt — R2 — I2
To = Rcoswt + \/12 — R%sin® wt

UDas '+ ’-Zeichen gilt, weil x5 > 21 sein muss, sonst bleibt die Kurbel hangen.

Es gibt einen interessanten Sonderfall fiir | = R und die Anfangsbedingung x;(0) = R,
y1(0) = 0, 25(0) = 2R:

79 = R(coswt + V1 — sin®wt) = 2R coswt .

In diesem Fall schwingt die Kurbel iiber die Mitte des Kreises hinaus. Mit der Anfangs-
bedingung x1(0) = R,y;(0) = 0,22(0) = 0 erhdlt man hingegen z5(¢) = 0, d.h. die Masse
mo bleibt im Mittelpunkt und m; bewegt sich im Abstand R um ms herum.

B8.6 Bewegung eines Massenpunktes in einem Trichter

Abb. 8.8: Bewegung auf der Innenseite eines Kegels

Wegen der Zylindersymmetrie des Systems wihlen wir Zylinderkoordinaten r, ¢ und z
mit

T = TCosy
= rsingp
z = z.

Der Massenpunkt bewegt sich auf der Innenseite eines Kegels z = r cot 6. Somit verbleiben
2 Freiheitsgrade, die wir durch generalisierte Koordinaten (z.B. 7, ¢) beschreiben miissen.
Zunéchst beginnt man mit der Bestimmung der Lagrange-Funktion:

U2:(i2+y2+22):f"2+7"2@2+22.
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Unter Briicksichtigung der Kegelfliche findet man

-2

v =77 12" + 7% cot? § = #2(1 + cot® 0) + 17" = T—29
S1n

+ TQ@Q

und somit

1 1 [ 2
T o— I 2.2
M = <sin29 r ‘p)

U = mgz=mgrcott

1 2
L = T—U:am (Si£29+r2¢2> — mgr cot 6

Wir sehen, die Lagrange-Funktion ist nur noch von den zwei generalisierten Koordinaten r
und ¢ abhédngig, entsprechend der beiden Freiheitsgrade, die fiir eine Bewegung auf einer
Fléache moglich sind. Wir sehen auch, dass die Bestimmung der generalisierten Koordi-
naten nicht eindeutig ist: Wir hétten iiber die Zwangsbedingung genauso gut r anstatt z
eliminieren kénnen. Ohne weitere Rechnung erkennt man, dass L nicht von ¢ abhéngt.
Offenbar ist ¢ eine zyklische Koordinate mit

doL _ d 0
oy at’t
Dy = mr?p = | = konst.

Die Erhaltungsgrofie p,, entspricht dem Drehimpuls des Massenpunktes beziiglich der z-
Achse. Somit verbleibt noch die Lagrange-Gleichung fiir r

I————,:mrgbz—mgcot@— - 29%".
sin

Nach einigen Umformungen ergibt sich

i —rsin?0p* + gsinfcos = 0

2019
0l
f—smﬁ—i-gsinecose = 0.
m2r

8.3 Kanonische Bewegungsgleichung - Hamiltons For-

mulierung
Wir definieren die Hamilton-Funktion H eines mechanischen Systems (benutze die Defi-
nition des generalisierten Impulses p, = gTLa)

. 0L .
H:anﬁ_LEZQapa_L
und wollen zunéchst zeigen, unter welchen Bedingungen sie eine Erhaltungsgrofle ist

dH _ (3 0L 4 dOLY _dL
dt % 560 1 dt a4, dt

(67
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Mit Hilfe der Lagrange-Gleichung fiir ;t aaL und der Kettenregel fiir % findet man
dH 8L . 0L oL . oL . oL
0L
ot

H ist also eine Erhaltungsgrofie, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit
abhéangt. Die Hamilton-Funktion ist nun Ausgangspunkt einer Reformulierung der Bewe-
gungsgleichung der klassischen Mechanik. Dazu betrachten wir die folgenden partiellen
Ableitungen von H

OH 9L ddL
04 aqa T dog.

oOH dp )
e = BN Zqﬁpﬁ ZQB %= -

Die resultierenden Bewegungsglelchungen fiir die generahslerten Koordinaten und Impulse

oH . _0H
apaapoc_ aqaa

nennt man die Hamilton’schen Gleichungen oder die kanonischen Bewegungsgleichungen.
Sie sind dquivalent zu den Lagrange-Gleichungen und damit auch zu den Newton’schen Be-
wegungsgleichungen. Die Hamilton Funktion eines Systems von Massenpunkten ist iden-
tisch mit der totalen mechanischen Energie, wenn die Zwangsbedingungen des Systems
(i) holonom, d.h. unabhéngig von der Geschwindigkeit der Massenpunkte, sowie (ii) skle-
ronom, d.h. zeitunabhéngig sind. In diesem Fall sind die generalisierten Koordinaten nur
von den kartesischen Koordinaten der Massenpunkte abhéngig, so dass ¢, = ¢a(z;): Man
kann zeigen, dass unter solchen Zwangsbedinungen die kinetische Energie eine homogene
quadratische Funktion der generalisierten Geschwindigkeit ist, d.h.

T = Z aa,@dad,@ .
a,B

(o = a=1,...,3N -8

Somit folgt

oT
anﬁ—% - ZQa aﬁyé]ﬁd«/)

a afy

= > Gatpy (asdy + Galay) = 2T
aBy

und man erhélt fiir H (U ist unabhéngig von der generalisierten Geschwindigkeit)
) 6L 8T
H = Z o7 aq - Z Qa T U)
= 2T—T+U—T+U—E-

Da H eine Erhaltungsgrofle ist, ist auch E eine Erhaltungsgrofie, wie wir das von einem
konservativen System erwarten.
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8.3.1 Poissonklammern - die systematische Suche nach Erhal-
tungsgrofle

Betrachte zwei stetige Funktionen der generalisierten Koordinaten und Impulse ¢(qq, pa)
und h(qq, pa). Die Poissonklammer dieser Funktionen ist definiert durch

{g’h}:;<8g oh  dg 8h) |

940 Opa  OPa Oa

Im allgemeinen verschwindet die Poissonklammer nicht: man sagt die Funktionen ¢ und
h vertauschen nicht miteinander. Wir werden jedoch sehen, dass die Poissonklammern
ein niitzliches Instrument sind, um Erhaltungsgrofien eines mechanischen Systems aufzu-
spiiren. Dazu betrachten wir die totale Zeitableitung von g

dg  Og Jg . Jdg .
it ot g (aqaq“ o)

woraus sich mit Hilfe der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

dg 9y dg OH 0g OH
dt ot +za: <8qa 0P Opa 04
_ 9
= o o H}

ergibt. Ist g nicht explizit zeitabhéngig und vertauscht g mit H, so ist g offenbar eine
Erhaltungsgréfie des Systems, das durch die Hamilton-Funktion beschrieben wird. Ins-
besondere ist die Hamilton-Funktion selbst eine Erhaltungsgroéfe, falls sie nicht explizit
zeitabhéngig ist, da {H, H} = 0. Man kann zeigen, dass alle Symmetrietransformationen
des Systems mit H vertauschen und erhélt so systematisch die Erhaltungsgrossen des
mechanischen Systems. Dariiber hinaus gelten die folgenden Aussagen:

(i) Hamiltons Bewegungsgleichungen

0q, OH B dg. OH |  OH
dqs Ops  Ops Jqp Opa
~— ~—

=60 =0

OH

pOé {pOH } 8qa

o = {qaaH}:Z
B

(ii) Impulse und Koordinaten

{pa7p,8} =0 ) {QOHQ,@} =0 ) {QOupﬁ} = 50{5 .
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R § 52 M2
S
r R2
)
ik
v sp
R1

Abb. 8.9: Raumfestes Schwerpunktsystem

8.3.2 Bewegung eines Satelliten im System Erde-Mond

An diesem Beispiel wollen wir die Behandlung des eingeschrankten Dreikorperproblems
etwas naher betrachten. Die Aufgabe wird sein u.a. eine Rakete auf einer ballistischen
Flugbahn von der Erde zum Mond zu bringen und wieder zuriick zur Erde.

Das Raumschiff bewegt sich also im Gravitationsfeld von Erde und Mond. Erde und
Mond bewegen sich in guter Ndaherung auf Kreisbahnen um den gemeinsamen Schwer-
punkt. Stérungen von Sonne und Planeten schliefen wir aus und die Masse des Raum-
schiffs ist zu klein, um Himmelskérper zu beeinflussen. Das ist also das Kennzeichen
eines eingeschrinkten Dreikorperproblems: ein Korper mit geringer Masse bewegt sich
im zeitabhéngigen Potential zweier massereicher Korper. Da keine dufleren Kréafte auf
das System Erde-Mond-Raumschiff wirken, wird sich das Raumschiff bei entsprechen-
der Anfangsbedingung in der Ebene der Mond-Erde Bahn bewegen. D.h. wir miissen
ein zweidimensionales Anfangswertproblem losen. Satt in kartesischen Koordinaten, wol-
len wir das Problem in System-angepafiten Koordinaten 16sen: ebene Polarkoordinaten.
Wir miissen zunéchst alle Koordinaten beziiglich des raumfesten Schwerpunktsystems
ausdiicken (R = 38400 km ist der als konstant angenommene Abstand zwischen Erde
und Mond)

Die Masse des Raumschiffs ist © und wir konnen jetzt die Lagrange-Funktion bestimmen

L = T-U
Hor2 2.2 mip mapt
= —(7’ +7’g0)+’y—+’y .
2 S1 52

Aus der Lagrange-Funktion erhalten wir die generalisierten Impulse

oL
or
_ L,

Pr = /ﬂz
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Erde Ry = 2R o1 (01(0) = )
Mond Ry = R (02(0) =0), o1 =2+

Raumschiff r(t); p(t) (r(0), ¢(0))
R s1(t) = [r2 + R? — 2rRy cos(p — 1))
MR s5(t) = [r? + R} — 2rRy cos(p — 5)]"/*

Geschwindigkeit des Raumschiffs |7(t)|, $(¢)

Tab. 8.1: Koordinaten im eingeschrankten Dreikérperproblem

und somit die Hamilton-Funktion

H = Y pgp—L
k
m m
g(‘2+r2¢2)—v—1“—v H-riU.
S1 S9

Da das System als Zentralkraftproblem konservativ ist, also keine z.B. geschwindigkeits-
abhéngigen Potentiale enthélt (z.B. Reibung), ist die Hamilton-Funktion identisch mit
der Gesamtenergie. Beziiglich der generalisierten Impulse gilt

g Lpy Ll mup  map
2u” " 2ur? S1 S9
und man erhilt die Hamilton-Gleichungen
: OH
G = 71—
* Opr,
. OH
P = —45 -
Oq
) 1
r = —Dr
L
. 1p,
80 - M T2
. 1 pi mip maft
pr = ——5 =75 (r—Ricos(p— 1)) —y—5 (r — Racos(p — ¢2))
T 51 52
. mip . malt .
Do = —7 3 rRysin(p — 1) —v 3 rRysin(p — ¢2)

1

2

fiir die Bewegung des Raumschiffes in dem durch die Bewegung von Erde und Mond
zeitabhédngigen Potential. Diese Bewegungsgleichungen miissen numerisch gelost werden.

Interessante Fragen wiren z.B.
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a) Untersuche die Stérung erdferner Satellitenbahnen durch das Gravitationsfeld des
Mondes.

b) Bestimme die Anfangsbedingung fiir einen ballistischen Flug zum Mond mit Riick-
kehr zur Erde.
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