Losungen - Kapitel 8
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Der Kurbelmechanismus dient dazu, eine Translations- in eine Rotationshewegung umzu-
wandeln. Anwendungen sind vielfiltig, z.B. der Antrieb der Kurbelwelle im Auto durch
die Kolbenbewegung im Zylinder.
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Wir wollen die Bewegung der Massen m; und msy beschreiben. Grundsétzlich haben wir
fiir die NV = 2 Massenpunkte 3N = 6 Freiheitsgrade, die durch die folgenden Zwangsbe-
dingungen eingeschréankt werden:

(1) my bewegt sich in der x-y-Ebene: 21 =0

(2) my bewegt sich auf einem Kreis mit Radius R: % +y? — R* =0
(3) x1 bewegt sich mit der Winkelgeschwindigkeit: —w

(4),(5) mg kann sich nur entlang der x-Achse bewegen: 1y, = 25 =0

(6) my und my sind durch eine starre Stange

verbunden: (r1 —x2)? 4+ (1 —y2)* —1* =0

Offenbar legen die 6 Zwangsbedingungen die 6 Freiheitsgrade der Massenpunkte vollsténdig
fest. Es verbleibt kein Freiheitsgrad, der noch durch die Bewegungsgleichung zu bestim-
men ware. Man erhélt aus (2) und (3) mit der Anfangsbedingung z1(0) = R, 41(0) =0
z1(t) = Rcoswt
y1(t) = Rsinwt

und aus (4) - (6)

(z1 — )+ —1>=0
(Rcoswt — 1) + R*sinwt — 1> =0
73 — 2wpRcoswt + R* — 1> =0

29 = Reoswt +Y vVR2cos?wt — RZ — I2
Ty = Rcoswt + \/12 — R2sin® wt




UDas ’+’-Zeichen gilt, weil x5 > 21 sein muss, sonst bleibt die Kurbel hangen.

Es gibt einen interessanten Sonderfall fiir [ = R:

Ty = R(coswt + V1 — sin®wt) = 2R coswt .

In diesem Fall schwingt die Kurbel iiber die Mitte des Kreises hinaus.
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Die Zylinderoberfliche wird durch z? + y*> = R? beschrieben. Wahl der generalisierten
Koordinaten:

I Y
q1 = ¢ = arctan —
x

g2 =z

g =2 +y*.

Zwangsbedingung: g3 = R = const.
D.h. ¢; und ¢» sind fiir die Beschreibung ausreichend. Umschreibung der kartesischen
Koordinaten:

ry=x=Rcosq, ©1=—R¢sing
Ty =y = Rsing , 3= Rqg cosq
T3 =%2=4(q2, T3 = Go

Kinetische Energie:
1 . . . 1 : .
T = Qm(x% + i3+ i3) = §m(R2q1 +3)

Fiir die Bewegungsgleichung



bendétigt man nicht die generalisierte Kraft
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Bewegungsgleichungen:
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mqg+k:qQ~|—mg:O—>qg+w8qQ:—g mit wy = -

Losung der inhomogenen Differentialgleichung: ¢; = A coswot + B sinwot — %
0

Die Losungen fiir ¢; und ¢o beschreiben die Uberlagerung einer gleichférmigen Kreis-
bewegung in der x-y-Ebene (¢ = ¢ = const.) durch eine harmonische Schwingung in
z-Richtung. Einsetzen in die Anfangsbedingungen liefert:
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Zwangsbedingung: 22 + % + 22 = [?
Elimination einer Koordinate moglich. Wihle Polarkoordinaten: ¢, = (6, ¢)

x=Isinfcosy, @=160coshcosyp — lpsinbsing
y=Isinfsiny, y=I10cosfsiny + [psinbcosp
z=1cosl , Z=10sin6

Kinetische Energie:
1 .9 .9 .9 1 2/)2 22 12
T:§m($ +79 +z):§ml (07 + p*sin” 0)

Potentielle Energie:
V = —mglcost

Lagrange-Funktion L =T — V:

1 :
L= iml2(02 + ¢?*sin* ) + mgl cos 0

Bewegungsgleichungen:

Q: %(mlapstQ =0— ¢sin?0 = const. = A (1)
0: mlh —mlp? cosfsind + mglsinf = 0 (2)

Verwende (1) in (2)

Spezialfall ebenes Pendel ¢ =0 — A =0
6 = —% sin ¢

Durch die Substitution v = % bzw. % = v% kann in der allgemeinen Bewegungsglei-

chung eine Integration ausgefiihrt werden:

2 A2
U:\/TgCOSQ— +c.

sin? 6

Eine weitere Integration fiithrt auf ein elliptisches Integral.
Betrachte die z-Komponente des Drehimpulses:

L. = mi*¢sin® 0 = const.

Die Flédche, welche die Projektion des Ortsvektors auf die x-y-Ebene iiberstreicht, ist
zeitlich konstant (Flachensatz, vgl. Kepler Gesetze).
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Die vermeintlich einfachste Wahl fiir die generalisierte Koordinate ist der Parameter 6
(Rollwinkel): ¢; = 6

r=a(@+sinf), 1=ab(l+cosh)

y=—a(3+cosl), y=absind
Kinetische Energie:

1 .
T = §m($2 +9?) = ma*0*(1 + cos f)

Potentielle Energie:
V =mg(y + 4a) = mga(1l — cos )

L =T —V, Bewegungsgleichungen: %g—g — g—g =0

sinf ., L9 sin ¢
2(1 + cos ) a2(1+ cosb)

Dies ist eine sehr komplizierte Differentialgleichung, wéhle daher eine andere generalisierte
Koordinate:

g2 = sin 3

0 = 2 arcsin ¢,

6 0
sinf = QSiHECOS§ =2qo0/1 — @3

0
0059:1—251n2§:1—2q§

x = 2a(arcsin ga + 2qo+/1 — ¢3) , & = 4goar/1 — ¢3
y=—2a(2—q3), § = 4agago
Kinetische Energie:
T = 8ma*j;

Potentielle Energie:
V = 2mgaqs



Bewegungsgleichung %g—q@ - g—qLQ = 0:

. qg
+ =g, =0.
q2 4aCI2

Die Koordinate g, fithrt eine harmonische Schwingung mit der Frequenz w = /- bzw.
mit der Schwingungsdauer 7" = 27 % aus. Dieses Resultat hédtte man auch durch eine

entsprechende Substitution in der urspriinglichen Bewegungsgleichung mit der generali-
sierten Koordinate ¢; = # erhalten.
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Generalisierte Koordinaten (1, s:
x1 =l sin
y1 = —lj cos
To =l Sin 1 + [y 8in oy
Yo = —ly cos 1 — I3 cos o
L=T-U=T+T,—Uy;— U,
mi o .
Ty = 71390%
Uy = —magly cos ¢y
Ty = Z2(32 4 92) = Z2(120% + 1202 + 2y 1o ¢ =
2= (T3 +95) = 5 (1107 + 1595 + 2l1lap1a cos(p1 — p2))

Uy = —mag(ly cos 1 + Iy cos s)

1 5 1 . L
L= 5(m1+m2)l%@f+§mzl§s@§+mzlllzwwz cos(1— )+ (my+ma)gly cos 1 +magly cos vy
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ngsgleichungen: £ ( - e
Bewegungsgleichungen: = (6%/2) B s

1) % [(m1 4+ ma)l§ o1 4+ malilags cos(pr — @2)] =
— malylopr o sin(py — o) — (Mmy + ma)gly sin ¢y

2) % [mal3 s + malilapy cos(pr — a)] =
malylor o sin(pr — @a) — magls sin s .

Fiir kleine Schwingungsamplituden gilt

sinp & ¢
2
4
~1—1—.
cos >
Damit ergibt sich
a1 ; . )2
1) 7 (m1 + ma)lié1 4+ malilogs (1 _ M)} ~

— malilap12(p1 — p2) — (M1 + m2)glips
d | . . —2)?
2) % mglg(pg + m2l1l2g01 (1 — M)] -

m251l2¢1¢2(801 - 902) - m29l2802 )

und nach weiterer Auflésung

1) (my+me) (g + ge1) + mala(P2 + @3(¢1 — @2)) =0
2) ma(lapa + gp2) + mali(G1 + @3 (1 — 2)) =0 .

Vernachléssigt man Terme der Form ¢Z¢; (d.h. cosg; ~ 1), so erhilt man

1) (mq+me)(ligr + ge1) + malaps =0
2) ma(lapa + g2) + malipr =0 .

Spezialfall myi = may, ll = l2 =1

1) 2(l¢1 +gp1) + 1P =0
2) P+ gpa+1lp =0.
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Lagrange-Gleichungen:



Hamilton-Gleichungen:

. OH
. OH
pi—_f)qz"

Ubergang von Lagrange nach Hamilton durch eine Legendre-Transformation:

H(p,q,t) szqz

Fiir konservative Systeme entspricht die Hamiltonfunktion der Gesamtenergie und bleibt
erhalten:

H=T+V.
Vorteil:
Man erhélt die Konstanten der Bewegung unmittelbar aus den zyklischen Koordinaten:
OH
—=0.
o

Lagrangegleichungen liefern n Differentialgleichungen 2. Ordnung, die Hamiltongleichun-
gen 2n Differentialgleichungen 1. Ordnung.
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[F’G]:g(w 9G  OF aa) :_g(aa OF  9G aF) __ier

OPa 04a 0qa Opa OPa 0qa 0qq Opa
Fiir die Poisson-Klammer gilt demnach nicht das Kommutativ-Gesetz der Algebra.

b)

Opa  04a 9qa  Opa
L5 (210G _OF 0G|~ (0F,0G _ OF 0G
=\ 0 040 0pa) = \OPa 04 Do Opa
= [F1,G] + [, G]

A+ B G =Y (8(F1 +F) 0G  O(F + Fy) aG)

Demnach erfiillt die Poisson-Klammer das Distributiv-Gesetz der Algebra.

OF 0q, OF 0q, oFr
F — I - o
£ q) Z (3pa 040 Oqa 0pa> op,

c)

Denn es ist 94 q =1 fiir « = r und 0 fiir a # r. Dagegen gllt = 0 fiir alle a.. Da
r beliebig ist, folgt das gesuchte Ergebnis.



B OF Op,  OF Op,\ _8F
o] = ; <8pa 9o Mo 0pa) 9

gg;zlfﬁra:rundOfﬂra%r.Dar

Denn es ist gf; © = ( fiir alle «, wihrend

beliebig ist, fofgt das gesuchte Ergebnis.




