Losungen - Kapitel 5
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Eine Kreisbahn um die Erde erhélt man, wenn die Zentrifugalbeschleunigung gerade die
Gravitationsbeschleunigung aufthebt:

- - . . vi M
a.=—d, — l|ad.|=ld,| & PR (1)

3

wobei 7 der Abstand zum Erdmittelpunkt, v die Gravitationskonstante = 6, 667-10~!! k;ZeCQ ,
M die Erdmasse = 6 - 10%*kg und Rp der Erdradius = 6,37 - 105m ist. Die Bahn wird
stationédr, wenn die Winkelgeschwindigkeit w der Bahnbewegung der Eigenrotation der

Erde entspricht.

2
WSatellit = WErde = i Terige = 24h = 8,64 - 10*sec
TErde
Fiir die Bahngeschwindigkeit gilt:
5 L . . oL 2rr
v = dx7 — |U| = wrsin(/d,7) = i
Aus (1) folgt dann
472 yM s YMT? 5[ YMT? .
WT:TT = T = 47(2 — T = 47_(_2 %4,23107)1

Der Abstand zur Erdoberfliche betrigt dann r — Rg,qe = 3,593 - 107m = 36000km.
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Die Losung der Bewegungsgleichung erfolgt komponentenweise.

a, = & = —w’z mit den Anfangsbedingungen x(0)=1 , #(0)=0
— allg. Losung  z(t) = ¢y sinwt + cocoswt v, = w(cy coswt — casinwt)
aus der Anfangsbedingung folgt ¢ =1 , ¢ =0

—  z(t) =coswt , v, (t) = —wsinwt

a, = ijj = —w?y mit den Anfangsbedingungen y(0)=0 , ¢(0)=w
— allg. Losung  y(t) = dysinwt + dycoswt |, v, = w(dy coswt — dy sinwt)
aus der Anfangsbedingung folgt dy =0 , dy =1

—  y(t) =sinwt , v,(t) =wcoswt



a,=%=0 mit den Anfangsbedingungen 2z(0)=0 , 2(0)=a
— zt)=at+c¢ — z(t)=at
Der Losungsvektor lautet also :
7(t) = (coswt,sinwt,at) , U(t) = (—wsinwt,w coswt, a)
a(t) = (—w?coswt, —w?sinwt,0)  Vergleiche mit der Aufgabenstellung !

Besonders ist bei der Losung zu bemerken, dass @ - ¥ = 0, a®> = const und v? = const gilt.
Bitte iiberpriifen! In der x-y—Ebene handelt es sich um eine Kreisbewegung. Dieser ist
eine gleichférmige Bewegung mit v, = a in z-Richtung iiberlagert. Die Gesamtbewegung
ist also eine Schraubenlinie. Die Ganghthe kann aus der Umlaufszeit berechnet werden.
Fiir einen Umlauf gilt:

2m 2m

WwI'=2r — T=— — Zgpg=0—
w w
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Lissajous-Figur:

0.5

Die vom “Fahrstrahl” 7(t) in der Zeit dt iiberstrichene Fliche ist

1
dF = §|F><77|dt.
Im vorliegenden Fall gilt
Lodr ( ; 0
V=~ = (awcoswt, az cos cw

1 1
(7% v), = AQw(§ sin wt cos §wt — sin Ewt coswt)

1 1 1 1 1
= A’w(sin —wt cos® —wt — sin —wt(cos® —wt — sin® ~wt))
2 2 2 2 2

1
= Aw sin3(§wt) :



so dass )
2| F. | =] 7% T|=| A%W?sin® (Swt) |

Offensichtlich ist der Flachensatz verletzt. Die Fldche wird durch Integration iiber eine
Periode der Bewegung bestimmt. Wegen wT1'/2 = 27 ist

4m 27 27

o = = 1
F:/ | F, | dt:2/ det:Azw/ sin® —wt dt
0 0 0 2

1 1
substituiere t' = gwt, dt’ = 5wdt

=242 / sin® t'dt’
0

1
benutze sin®t = 1(3 sint — sin 3t)

1 1 ™ 8
:§A2 [—3cost + gcos3t]0 = §A2 .
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Eine Zentralkraft kann allgemein als F= flr)ry mit 7, = 7 geschrieben werden. Es gilt

FxF=fr)fxm=0.

Wegen F'= m% kénnen wir schreiben:

dv
— 7 O
T X ”
d
durch Integration
— 7 x T = h(= const.) .

Bildet man auf beiden Seiten der letzten Gleichung das Skalarprodukt mit 7, so erhélt
man auf Grund der Indentitét 7 (7 x ) = (" x 7) - 7 =0

7-h=0.

Da sowohl 7 # 0 als auch h # 0 gilt, muss ¥ immer senkrecht zu h sein. Da h = const.
gilt, kann sich 7 nur in einer Ebene bewegen.
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Auf Grund von E — M = 7 x F berechnen wir

damit ist der Drehimpuls zeitlich konstant.
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Mit F = m# und di = 0dt konnen wir das die Arbeit definierende Wegintegral in ein
gewohnliches Integral iiberfiihren:

A /*d* /;d* /tl*dt : /tld('*)th ]
= F=m [ 7dr = rdt = — — ==
mtr thdtr 2mrt0
2_

0 0
m
25(7}1 Ug) .

v erhalten wir durch die Integration der Bewegungsgleichung:

v = (2m cos 2nt, 2mwsin2nt, — g)
—  U(t) = (sin(2wt) + ¢y, —cos2mt +co, — gt +c3) .

Mit v(0) = (0, —1, 0)und m =1, t=1sec, g=10 2 folgt daraus
1 2,2 L yo
Azé(l—l—gt —1):§gt =50 Nm = 50 Joule .

Die Angabe 7(0) ist iibrigens zur Losung der Aufgabe iiberfliissig.
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a) Die Bewegungsgleichungen der beiden Massen lauten:

m&zZﬁ
— firm 0,12=-0,1¢g+T (1)
~ fir M 0,25 = —0,259 + T, 2)

wobei T die Spannung am Seil ist. Die Lénge des Seiles ist konstant.

— —r—y=1 — E+§=0 (3)



b)

Dividieren wir die Gleichungen (1) und (2) durch ihre Massen (m = 0,1 M =
0,25), addieren sie und benutzen (3), dann folgt:

T T 1
P I T—Zg~14N
9791 9 02 79755

—~  F,=04N Fy=-11N

Energieerhaltung: Multipliziere (1) mit # und (2) mit ¢ und addiere sie:

0, 1&d 40,2595 = —0, 1gi — 0,259y + T (& +9) -
——

=0

Auf Grund von @2 = £ (14?) und dem entsprechenden Ausdruck fiir § kénnen wir
schreiben:
drl L 1 .
25008 +5(0.29)° + 0,197 + 0,259y | =0
\gesamte kine‘tgche Energie/ gesamte pote?gielle FEnergie
Aus

e=4/1+ (R + h)*v) sin®(¢) _ 2(RE + h)vy sin?(¢)
VM Mg

folgt fur eine Kreisbahn (e = 0):

(Rg + h)*vgsin®(¢)  2(Rg + h)ug sin®(¢)
VM VMg

L Be+hgNt
YMEg

1+ =0?

bzw.

Mg
R+ h '
Entsprechend erhélt man fiir eine Parabel aus e = 1 die Startgeschwindigkeit :

? Vo, Kreis —

YME
arabel — 2 = V2. reis-
Vo, Parabel V2 Re + h V2 Vo,K

Der Drehimpuls éndert sich durch den Fehler im Hohenwinkel
L = muvg(Rg + h) - sin(88%) ~ muvo(Rg + h) - 0,9994.

Startet man den Satelliten mit der Geschwindigkeit fiir eine Kreisbewegung, so
andert sich durch den verdnderten Hohenwinkel die numerische Exzentrizitit von

Null auf
€ =1/1 —sin*(88°%) ~ 0,035



Der erdnéichste Punkt dieser Ellipsenbahn (Rg = 6370km) ist

» 12 (0,9994)?
i = L = — (R + by - 20
r (R +h) - =35

= 6330km < R
14+¢  m2yMg(l+e) " g

Bei einem Fehler von £2% im Hohenwinkel stiirzt der Satellit also auf die Erde.
Allgemein nimmt der Drehimpuls mit zunehmender Exzentrizitit € ab. r,,;, ist bei
ellipsenférmigen Bewegungen der Abstand des Perihels vom Koordinatenursprung,

die Grofle p wird als Parameter bezeichnet, p = mQLjM




