Losungen - Kapitel 3

x(t) =Acos(wot) + B sin(wpt)
&(t) = — Awp sin(wot) + Bwy cos(wot)
B(t) = — wga(t)

a) Beim Maximalausschlag gilt:

i(t) =0, #(t) <0.

; 1 ; B
— —arctan | —
! wWo A

Mit cos(z) = ———, sin(z) = —22__ ergibt sich durch Einsetzen:

\/1+tan2(z)’ v/ 1+tan?(z)

Tmax =2(t1) = VA2 + B2,
i(t) = — wivV A2 + B2

Damit folgt:

b) Die Maximalgeschwindigkeit bestimmt sich aus der Forderung

Dies ist gleichbedeutend mit

t ! t A
= —arctan (| —— | .
2 wWo B

Zu dieser Zeit ty erreicht der Oszillator seine Maximalgeschwindigkeit

Daraus ergibt sich:

jfmax = .Cl?(tg) = WV A2 + 32 = WoLmax-
c¢) Die Maximalbeschleunigung setzt
T (ts) =0; zW(ts) <0

voraus. Nun ist



so dass man nach Teil a) t3 = ¢; vermuten konnte. Wegen x(t1) = xpqe > 0 hat &
bei t; aber ein Minimum. Wir miissen deshalb

7
ts =11 + —
wo

annehmen. Es ist dann

$(t3) = — w%x(tg) = O,
W (t3) =wiz(ts) = —wiz(ty

) 4
— $(t3) = = Tmax; I(t3) - ny(t3> - ngmax

= —W)Tmax < 0

betrachte (zur Erinnerung) geddmpften, harmon. Oszillator mit duflerer Kraft

1
i+ 261 +wir = —F(t)
m

zur Ableitung der Stromdifferentialgleichung gehe von Kirchhoffschem Spannungs-
satz aus

LI'+RI+%Q:E

Differentiation ]

oder, dquivalent dazu (da I = Q)

. R. 1 1.
I+—1+—I1=—-F
+L +LC’ L

die Ladungsdifferentialgleichung folgt aus dem Kirchhoffschen Spannungssatz mit
I1=0Q:
- R 1 E
Q+ ZQ + EQ -7
die Spannungsdifferentialgleichung erhélt man aus der Ladungsdifferentialgleichung
unter Verwendung von ) = UC
R E

.. . 1
UrzvrieV = 1o

im Falle des RLC-Kreises gelten folgende Korrespondenzen zum mechanischen Os-

zillator
R /1
B = E’ Wy = E



e setzt man dies in die Definition w; := y/wg — 32 ein, so folgt
1 R?
Wi = — — —
"V Ie T are

e schwache Dampfung heifit § < wy bzw. R < 2\/%
e im Falle einer konstanten EMK hat man

[+281+ Wi =0

e die Losung dieser Differentialgleichung ist in der Vorlesung im Abschnitt ,,geddmpf-
ter Oszillator ohne &duflere Kraft“ diskutiert worden und lautet

I(t) = Ae P sin(wit + ¢)

I(t) fiithrt also im Falle R = 0 eine reine Sinusschwingung mit der Eigenfrequenz wy =

% aus, im Falle R > 0 eine exponentiell abklingende Sinusschwingung mit der Kreis-

2
frequenz wy = (/Wi — 15 < wy.

3

Es handelt sich um die Eigenwertaufgabe

k
T+dr=0 , z(0)=2z(1)=0 mit A=—.
m

Die Eigenwerte sind A, = n?-7%, die zugehérigen Eigenfunktionen sind x,,(t) = ¢, sin(nmt)
mit ¢, # 0,n = 1,2,.... Die Masse geniigt immer dann der ,1-Sekunde-Forderung *,
wenn % = n?r? ist. In diesem Falle wird das Bewegungsgesetz gegeben durch z,,(t) =
0 sin(nmt).

Yo

vy = &(t = 0) = nmwe, cos(nmt) = nwe, — ¢, = —
nm

4

a) Die Kréfte eindimensionaler Bewegungen F' = F(x) besitzen immer ein Potential.
Fiir den harmonischen Oszillator lautet die Kraft F'(x) = —kz, das Potential ist da-
her gegeben durch V(z) = £2% 4 c. Man vereinbart i.a. V(z = 0) = 0, setzt also ¢ =
0.

Da keine dissipativen Kréfte vorliegen, gilt natiirlich der Energieerhaltungssatz :
m.o koo

Ea: + 59& = F = const.



Das kann man sich auch formal klarmachen, indem man die Zeitableitung des Ener-

giesatzes betrachtet:

d d (m k
—E:— _.2 _2 _ . ]C .:
it dt<2x+2x> (mi + kz) & =0

=0

b) Aus dem Energieerhaltungssatz folgt :

dz\* 2E
m’2:(d—§> :——ngQ; wgz

k
m m’

Separation der Variablen (22,,, = 22):

1 1 1 1 1
dt=—do =————do = ———dux.
\/%—W(Q)ZE2 wow/ifg—la Wo V ‘r?nax_'rg

Bei x = z,., gilt £ = 0. Damit folgt :

tt_l/x /dm/ _1/50/%% dy _ _
17&10 Tmax IZnam_xain 1 Vl—y27

1 ) T )
= — |arcsin — arcsin 1
wo Lmax

) = wolt — 1) + g

— arcsin <

Ima;r

Tmae 18t durch t; festgelegt und damit kein zusétzlicher freier Parameter :

w(f) = wio\/% cos(wolt — 1)),

c¢) Die maximale Geschwindigkeit wird beim Nulldurchgang erreicht, z(t5) = 0.

1 x/x'maw dy

t—ty = — —

wo Jo 1 =192



