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Kapitel 1

Einleitung

Das Verstdndnis physikalischer Vorgénge wird von Groéflen bestimmt, die sich entspre-
chend physikalischer Grundgesetze zeitlich oder raumlich verdndern. Diese, ein physika-
lisches System beschreibenden Grofien konnen deterministischen Charakter haben — z.B.
r(t) , plt) = mF(t) Phasenraumpunkt: vollstandige Beschreibung eines Massenpunktes,
der einer Kraft ausgesetzt ist — oder stochastischer Natur sein — p(7,t): Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit eines Quantenteilchens zur Zeit t.

In jedem Fall folgt die Grofle einem physikalischen Gesetz, das in der Regel als Differen-
tialgleichung formuliert ist zu gegebenen Anfangs- bzw Randwerten, welche die Vorgaben
eines konkreten physikalischen Systems beschreiben.

Beispiele fiir Naturgesetze formuliert als Differentialgleichungen sind:

e die Newton’sche Bewegungsgleichung
mi = F(7,7,t) ,

die alle Facetten der Punktmechanik enthélt einschliefllich nichtlinearer chaotischer
Systeme,

e die Maxwellgleichungen

VD = Amp Coulomb Gesetz

- 1 = Adrs
rot H — -0,D = —Wj Ampere’s Gesetz
c c
— 1 —
rot B+ -0,B =0 Faraday’s Gesetz
c
VB =0 Annahme: keine magnetischen Monopole

die alle Eigenschaften elektromagnetischer Felder erkldren, inklusive der klassischen
Optik,

e die Schrodingergleichung

1h0|) = F[|¢>

. 1 1
H = —izx — —  z.B. Wasserstoffatom
r
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4 Klassifikationen

die den Bereich der niederenergetischen Quantenphysik (Atome, Molekiile, Cluster,
Festkorper) umfasst.

1.1 Klassifikation von Differentialgleichungen

Mathematisch versteht man unter einer Differentialgleichung die Verkniipfung von Funk-
tionen und deren Ableitungen. Um spezifischer zu werden, teilt man Differentialgleichun-
gen in verschiedene Gruppen ein

1. die gewohnlichen Differentialgleichungen
F(a;y(@),y'(2), -y (2)) = 0
2. die partiellen Differentialgleichungen (z.B. zweiter Ordnung) der Form
AdZu + 2BO2 u + COju = F(zy; u(ay), ug, uy)

Partielle Differentialgleichungen unterscheidet man wiederum in drei Klassen, abhéngig
von den Kontrollparametern A, B, C:

e B? — AC < 0: elliptischer Typ

Au =0 (Laplace Gleichung)
Au = 4mp (Poisson Gleichung)
Au = —k*u (Helmholtz Gleichung)

e B2 — AC = 0: parabolischer Typ
Owu = dAu  (Diffusionsgleichung)
e B2 — AC > 0: hyperbolischer Typ
O*u— *Au=0 (Wellengleichung)

Beide Typen von Differentialgleichungen kénnen verschiedener
Ordnung: hochster auftretender Differentialquotient

Grad: hochste auftretende Potenz der Funktion und ihrer Ableitungen
sein. Beispiele sind:

e gewohnliche Differentialgleichung erster dritten Grades
4a°y? + (2y(— ")} cosx — by +T7=0

e partielle Differentialgleichung zweiter zweiten Grades

2
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Allgemeine Losungen einer Differentialgleichungen n. Ordnung erhélt man durch die Be-
stimmung aller n-mal stetig differenzierbaren Funktionen, welche die Differentialgleichung
erfiillen. D.h. formal durch n-fache Integration. Bei jeder Integration erscheint eine un-
bestimmte Integrationskonstante, so dass allgemeine Losungen immer eine Losungsschar
bilden.

Physikalisch realisierte Losungen erhélt man daraus durch Festlegung der Integrations-
konstanten mit Hilfe vorgegebener Anfangswerte der Losung (Anfangswertproblem), bzw
Randwerte (Randwertproblem) oder Anfangsverteilungen (gemischtes Anfangs- Rand-
wertproblem).

1.2 Allgemeine Losungsmuster fiir Anfangswertpro-
bleme

Die Losung von Differentialgleichnungen erfolgt in der Regel nicht nach allgemeinen Re-
zepten. Fiir bestimmte Klassen gibt es Regeln, i.a. muss man jedoch jede Differentialglei-
chung speziell analysieren. Dieses Kapitel soll einige allgemeine Strategien vorstellen, die
zumindest einen Losungsweg aufzeigen bzw eine Néherungslosung erméglichen.

1.2.1 Existenz- und Eindeutigkeitstheorem

Wenn eine Differentialgleichung vorliegt, deren Losung nicht offensichtlich angegeben wer-
den kann, ist es niitzlich festzustellen, ob die Differentialgleichung iiberhaupt eine Losung
besitzt. D.h. man kann in jedem Fall untersuchen, ob die Losung einer Differentialglei-
chung existiert und inwiefern diese Losung eindeutig sein wird.

Da die folgenden Aussagen sehr allgemein sein werden, sind zunéchst einige Vorbemer-
kungen notwendig.

Wir nehmen an, dass ein Anfangswertproblem in expliziter Form vorliegt, also

y' = fly,t),

wobei t die unabhéngige Variable benennt. Bisher haben wir f und y nur als skalare
Groflen behandelt. Wir konnen aber auch folgendes gekoppelte System von Differential-
gleichungen 1. Ordnung betrachten

—

g =1t

mit der Interpretation

yi = fl(yla"'>yn7t)
yé = fQ(ylﬂ"'7yn7t)

y;z = fn(yla"'7yn7t) :
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Insbesondere kann man jede Differentialgleichung n. Ordnung auf ein System von n
gekoppelten Differentialgleichungen 1. Ordnung zuriickfiithren. Z.B. erhélt man fiir n=2:

2 = gzt
Subst.: r=1 I =1y
yi = Qj/ = y2
y; = g($,x/,t) = g(y17y27t) 5
bzw allgemein
™ = gz a2 1)
Subst.: z) =yYi11 J=0,....,n—-1
g = fy1)
P
/ g(y,t) j=n

D.h. die Form ist allgemein fiir eine beliebige explizit gegebene Differentialgleichung.

1. Das Existenztheorem von Peano:
Das System von Differentialgleichungen

= flg.t),

—

besitzt eine Losung i = y(t), falls f(,t) beschréankt und stetig ist.

<y

2. Definition der Lipschitz Stetigkeit .
Sei f(y,t) eine Vektorfunktion mit f : R"™ — R™; |t —to| < a,y € D C R". f(¥,1)
heiBt Lipschitz stetig! beziiglich 7, falls fiir alle tg — a < t < to + a gilt

£ (@1 t) = [ (@, )] < LY [yar — sl
k=1
mit y1, %> € D und L einer beliebigen Konstante.

Eine hinreichende Bedingung fiir die Lipschitz Stetigkeit ist die Differenzierbarkeit
von f, d.h. 0f; /0y existiert und ist stetig in D.

3. Das Eindeutigkeitstheorem
Ist f(y,t) Lipschitz stetig in i € D fiir |t — to| < a, so besitzt das Anfangswertpro-
blem eine Losung (t), welche in tg —a < t < ¢y + a eine eindeutige Funktion der

Anfangsbedingung o = 7(to — a) ist.

D.h. zu jeder vorgegebenen Anfangsbedingung gibt es genau eine Losung, falls die parti-
ellen Ableitungen von f existieren.

'Rudolf Lipschitz: * 14.5.1832 in Kénigsberg t 7.10.1903 in Bonn. Mathematiker an den Universititen
Breslau und Bonn. Hauptwerke: Theorie der Differentialgleichungen, Potentialtheorie, Theorie von Rei-
hen, Zahlentheorie.
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Bemerkungen:

e Sei y = f(y,t) eine Differentialgleichnung 1. Ordnung. Ist f nach y differenzierbar,
so ist f auch Lipschitz stetig. f ist nach y differenzierbar, wenn |0f/0y| < L, (L
beliebige endliche Zahl). Falls aber der Differentialquotient von f beschréinkt ist, ist
in jedem Fall auch der Differenzenquotient von f beschrankt

|%| _ |f(y17t):f(y2,t)’§L
Yy Y1 — Y2
|fy,t) = fly2: )] < Llys — ol -

Dies entspricht aber gerade der Lipschitz Stetigkeit von f. Die Forderung nach
der Differenzierbarkeit von f ist offenbar starker als die Lipschitz Bedingung (aber
leichter zu tiberpriifen).

e Betrachte die Differentialgleichung 4/ = 3y?/% mit der Losung y(t) = (t — C)3. f ist
fiir y = 0 nicht Lipschitz stetig

of _

2 -1/3
Jy Y

— 00, y — 0.

Somit ist die Losung fiir ¢ = C' nicht eindeutig. Tatséchlich gibt es zu jedem C' eine
Punktlosung mit ¢’ = 0 fiir alle ¢, welche die Losung y(¢) = (¢t — C)? schneidet.

1.2.2 Analytische Verfahren

1. Die Skalentransformation
Die Losung einer Differentialgleichung ist nicht nur eine Funktion der unabhéngigen
Variablen und der Anfangsbedingungen sondern auch abhéngig von Parametern, die
in der Differentialgleichung stehen (Kontrollvariablen). Das Ziel einer Skalentrans-
formation ist die Anzahl der unabhéngigen Kontrollvariablen zu minimieren.

Beispiel.

Die Streuung von einem vollstdndig ionisierten Atom (kein Elektron) der Ladung
()1 an einem wasserstoffahnlichen Ion (ein Elektron) der Ladung )5 lésst sich mit
Hilfe der Zweizentren - Schrodingergleichung beschreiben

: _ 1 Q1 Q2
1o = —S8p — — =4 — i ﬁ’@D :

Mit Hilfe der Skalentransformationen
t=at' , 7=p8f", R=0R, =~

erhalt man

e / 1 i I QI'Y 1 / QQ’Y 1 /
Bl = — = Lag — < Sy %2 2y
Y v v 1] r’w I} |F/_R’|¢
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e Da die Schrédingergleichung linear ist, wird die Skalentransformation in v tri-
vial. Wir setzen v =1

e Damit kein neuer Faktor vor dem Laplaceoperator steht, withle a/3? = 1 =
a/B=p.
e Zur Elimination von @1 wihle @, =1 = 3 =1/Q;.

Damit erhélt man fiir die Schrodingergleichnung in den skalierten Variablen

_ @
7o

. 1 1 q
lhat’w = —§A¢ - Fw - m¢ )

D.h. um die Ladungsabhéngigkeit des Streuvorganges zu untersuchen, benttigt man
nicht beliebige Kombinationen von (); und ()5, sondern nur bestimmte Verhéltnis-
se q.

2. Das Superpositionsprinzip

Fiir lineare Differentialgleichungen gilt ganz allgemein das Superpositionsprinzip.
D.h. sind u; und us spezielle Losungen der Differentialgleichung, so ist auch u =
aug +ugy eine Losung. Man findet somit immer die allgemeine Losung einer Differen-
tialgleichung durch Superposition der Fundamentallosungen (n linear unabhéngige
Losungen einer Differentialgleichung n. Ordnung). Die zunéchst unbestimmten Ko-
effizienten werden durch die Randbedingungen oder Anfangswerte der konkreten
Aufgabenstellung festgelegt.

Zum Auffinden des Fundamentalsystems muss man einen Losungsansatz angeben.
Manchmal gelingt dies einfach (Bspl.: gewohnliche lineare Differentialgleichung n.
Ordnung mit konstanten Koeffizienten: u(x) = exp(Az) (siehe Kap. (3.1))), manch-
mal benotigt man umfangreichere Ansétze (Potenzreihenansatz (Kap. (4.1)), Sepa-
rationsansatz (Kap. (5))).

3. Die Transformation
In einigen Fallen lassen sich Differentialgleichungen mit Hilfe von Transformationen
(Substitutionen) auf bekannte Formen zuriickfiihren (Kap. (2.4.1), Kap. (4.2)), d.h.
man fiithrt die Losung iiber eine geschickte Substitution auf eine bekannte Losung
einer einfacheren Differentialgleichnung zuriick.

4. Die Stabilitatstheorie
Kommt man mit diesen allgemeinen Strategien nicht weiter, so bleibt in jedem Fall
eine Stabilitdtsuntersuchung kritischer Punktlosungen (Kap. (2.5)). Die Differenti-
algleichung wird in einer Umgebung um die Punktlosung «’ = 0 linearisiert und das
Verhalten der linearisierten Differentialgleichung untersucht.

In vielen Féllen ist man jedoch auf Naherungsverfahren, insbesondere numerische Losungs-
methoden angewiesen.
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1.2.3 Néiherungsmethoden

1. Methode der sukzessiven Approximation
Ausgangspunkt ist die Differentialgleichung

y,:f(y7t) )

wobei o0BdA f und y skalare Funktionen sind. Dann kann man die Differentialglei-
chung formal integriern

y(t) = yo+/t:f(y7t’) dt’

und erhilt eine Integralgleichung (Volterra Typ).? Man kann nun zeigen, dass fol-
gendes Iterationsschema gegen die exakte Losung y(t) der Differentialgleichung kon-
vergiert, falls diese existiert und eindeutig ist, also f Lipschitz stetig ist

yi(t) = yo+/t:f(yo,t’)dt'

wlt) = wet [ fnt) dr

. t
bont®) = w0+ [ Flyat) A
0

Die Folge der y,(t) konvergiert gegen die exakte Losung y(t) falls f die Lipschitz-
bedingung erfiillt.

Beweis:
Betrachte die Differenz aufeinanderfolgender Néherungen (¢ > 0)

=gl = | [ (FOn®).8) = Flgn1(2).2) A
< [ 1) - Sl

Wenn f eine Lipschitzbedingung erfiillt, gilt ferner
t
S L/ ‘yn - yn—1’ dt/ .
0
Wir wollen nun explizit die Differenzen abschéatzen

t
pr—wl < L[ Jl d¥ = Lilts (-1 =0)

2Vito Volterra: * 3.5.1860 in Ancona, f 11.10.1940 Rom. Mathematiker in Rom. Hauptgebiete:
Differential- und Integralrechnung, Integralgleichungen, Variationsrechnung und Potentialtheorie.
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t t 12
o= wl < L[ ol At < Lol [ ¥ dE = ol

t / L3 ¢ 2 ! L3 3
lys —y2| < L/ [y — 1| dt’ < —|yo|/ t= dt = |yo| o7t
0 21 0 3!

n+1
n+1

(n+1)!

Ynt1 — Unl < |0l

Im nachsten Schritt betrachten wir die Reihe

|R(t)| = |yo+ (1 —v0) + (W2 —y1) + . (Yns1 — Yn) + - .|

und fragen, ob diese Reihe absolut konvergiert. Falls der Grenzwert fiir n — oo
existiert, ist R(t) = y(t) die gesuchte Losung, da f Lipschitz stetig und somit die
Losung eindeutig ist.

IR()| < |yl + Z [ Yn+1 — Ynl

n=0
Ln+1 1
< 1+ t"
= |yo| exp(Lt) .

Wir haben somit folgende Aussage bewiesen:

Die Reihe R(t) konvergiert absolut (Majorantenkriterium). D.h. es existiert ein
Grenzwert der Folge der Approximationen y, mit R(t) = lim, .. y,(t). Da f die
Lipschitzbedingung erfiillt, existiert eine eindeutige Losung y(t) der Differentialglei-
chung mit yo = y(0) als Anfangsbedingung. Da y(t) eindeutig ist, andererseits R(t)
eine Losung der korrespondierenden Integralgleichung ist, muss R(t) = y(t) sein.

Das Approximationsschema erlaubt immer ein System von Differentialgleichungen
1. Ordnung nidherungsweise zu l6sen. Es ist von grofler Bedeutung in der Quanten-
theorie (Storungstheorie).

2. Numerische Methoden

Wenn man eine Differentialgleichung n. Ordnung 16sen mochte, so ist es fiir die
numerische Behandlung bequemer, diese Differentialgleichung in n gekoppelte Glei-
chungen 1. Ordnung umzuwandeln. Man hat damit den Vorteil, dass nur Ableitungen
1. Ordnung approximiert werden miissen. Diese Umformung ist immer moglich, wie
wir in Kapitel (1.2.1) gesehen haben.

e Das Euler Verfahren

Die einfachste Approximation einer Differentialgleichnung der Form

y=f(y,t)
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besteht in der Ersetzung der Ableitung ¢ durch den Differenzenquotient (dabei
ist h die Schrittweite, in der man die unabhéngige Variable (hier t) diskreti-
siert)

Dadurch erhilt man eine Rekursionsformel fiir y(t + h)
y(t+h) =y(t) + hf(y(t),t) + O],

die bis auf Ordnungen h? der Schrittweite exakt ist. Ein entsprechend gekop-
peltes System von Rekursionsformeln erhélt man fiir Systeme von Differential-
gleichungen

yi(t+h) = y;(t) + hfi(n (), .. ya(t), ) + O] j=1,....n.

Dieses System von Rekursionsformeln nennt man das Euler Verfahren. Man be-
stimmt die Losung sukzessive durch lineare Extrapolation. Ein Nachteil dieses
Verfahrens ist seine inhédrente Instabilitdt, die im Verlauf der Zeitentwicklung
zu einer Summation der Fehler fiihrt.

e Verbessertes Euler Verfahren
Eine Verbesserung des Euler Verfahrens findet man, wenn man die Taylorreihe
von y(t + h) systematisch weiterfiihrt. So erhélt man z.B. bis zur 2. Ordnung

v+ n) =y +hS B o
h2d f \
= y(t) + hf(y(t), >+?E|t+0[h]'

d f/dt ersetzt man wieder durch die Vorwértsdifferenz

df o f(y(t+h)7t+h)_f(y(t>7t)
1 - A + O4]h]

y(t+h) = y(t)+hf(y(t),t) + Oo[h’]

df  _ fly®) +hf(y(0), 1), t+h) = Fy(t), 1)
g - + 0400 .

f ist also konsistent in der Fehlerordnung h approximiert worden. Beriicksich-
tigt man, dass f mit h— gewichtet wird, hat man eine Rekursionsformel, die
konsistent in der Ordnung h3 ist

JE+R) = yl0)+ RS+ o (Fly+hf) — 1) + O

B+ 1)+ ) + O

Zur Vereinfachung der Schreibweise fithrt man folgende Abkiirzungen ein

Y= f(y(n), 1)
K@ = fly(t) +hkW t + h)

= y(t)+
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und erhélt endgiiltig
o 4@ 3
y(t +h) :y(t)+§(k + k<) + O[h°],
bzw analog fiir ein System von Differentialgleichungen

h
yi(t+h) = y;(t)+ 5(1::](” +EN) +0m¥,i=1,...,n

Y = fint),- . ya(t), 1)
K2 = i) + bk ya(t) + hED £+ h)

e Das Runge - Kutta® Verfahren
Man kann auf die gleiche Weise eine systematische Verbesserung dieser so-
genannten Finschrittverfahren erzielen. Das wohl bekannteste Beispiel dieser
Familie ist das Runge - Kutta Verfahren. Da es verschiedene Varianten dieses
Approximationsschemas gibt, soll es hier nur allgemein beschrieben werden.
Zunéchst formt man die Differentialgleichung

in eine Integralgleichung fiir das Intervall [¢t,¢ + h] um (formale Integration
beider Seiten)

t+h
yE+h) =y + [ F). ) ar.

Man nihert das Integral durch eine Integralformel der Ordnung h®, z.B. Simp-
son Regel*

t+h 1 h h
[ ). 0) dt = Sh( (o), 0+ (u(t+5). )+ R 1) +O [

2

und ersetzt die Funktionswerte an den Zwischenstellen durch ihre Taylorreihen

h h h? .
2

y(t+h) = y(t)+hf+%f'+... .

Im letzten Schritt werden die Ableitungen von f diskretisiert. Eine Spielart
des Runge - Kutta Verfahrens ist dann durch die folgende Rekursionsformel

3Carl Runge: * 30.8.1856 in Bremen, f 3.1.1927 in Gottingen. Mathematiker an der Technischen
Hochschule Hannover und der Universitdt Gottingen. Arbeitsgebiete: Approximationstheorie und Funk-
tionentheorie. Wilhelm Kutta: % 3.11.1867 Pitschen (Schlesien), { 25.12.1944 Fiirstenfeldbruck. Mathe-
matiker an den Universitdten Jena, Aachen und Stuttgart. Arbeitsgebiete: angewandte Mathematik und
Geschichte der Mathematik.

4Thomas Simpson: * 20.8.1710, 1 14.5.1761 in Market Bosworth. Zunsichst Weber und Lehrer wurde
der Autodidakt Simpson 1743 Professor fiir Mathematik an der Militérschule von Woolwich.
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definiert

h h h
P = fn() + 5/@5”, () F §k§>,t+ 5)
h h h
Y = fn() + §k§2), () F §k:§f>,t+ 5)

Y = Fn @)+ 0k, ya(t) + hED R

e Runge-Kutta Verfahren mit Schrittweitensteuerung

Manche Anfangswertprobleme skalieren sehr unterschiedlich in der Zeit. Fiir
bestimmte Zeitintervalle ist die Bewegung schnell, was eine feine Diskretisie-
rung von t erfordert, zu anderen Zeiten ist die Bewegung langsam und eine
feine Diskretisierung wire eine Verschwendung von Rechenzeit. Deshalb ist
eine automatische Steuerung der Schrittweite h abhingig vom momentanen
Bewegungszustand sehr niitzlich.

Dazu betrachten wir die Differentialgleichung

y(t) = fly, 1)

im Zeitintervall [t;,¢s]. y(¢;) ist bekannt und man kann y,(t;) bei gegebe-
ner Schrittweite h aus der Rekursionsformel fiir das Runge - Kutta Verfahren
berechnen. Dabei ist die Abweichung vom wahren Wert y(ty)

en = |yn(ty) —y(ts)l .

Der Fehler ist von der Ordnung h°, d.h. bei halber Schrittweite (%)® kénnten
wir den Fehler auf 1/32 des urspriinglichen Fehlers ¢;, reduzieren. Andererseits
benotigen wir aber doppelt so viele Schritte, um von ¢; nach ¢y zu kommen,
somit gilt

€, ~ 16€n
2
mit
en = lyn(ty) —y(ty)l

Jetzt kann man den unbekannten wahren Wert y(¢;) eliminieren, indem man

schreibt (unter der Annahme, dass y;, und Yn den wahren Wert entweder iiber-

schreiten oder unterschreiten)

16

€n ~ 166%:1—5(6h—6%)

16
~ e ln(ty) —ye ()l

Wenn man eine Toleranzgrenze fiir den Fehler €,,,, vorgibt, ldsst sich die
Schrittweite iiber den folgenden Algorithmus anpassen
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(i) 1ose die Differentialgleichnung im vorgegebenen Intervall [t;,tf] in einem
Schritt (h =ty —t;)

(ii) 16se die Differentialgleichung in [t;,t¢] mit halbierter Schrittweite h/2 und
schétze ¢, ab

(iii) suche die maximal erlaubte Schrittweite entsprechend

Emaas hmaz
=== (=)

€p N h

(iv) falls hpae < % — setze h = 2h,00

falls hpez > % = Yn ist bereits das gesuchte Ergebnis

falls hyae < hmin — Fehlermeldung.
Dabei ist h;,;, eine vorgegebene minimale Schrittweite, die nicht unterschritten
werden soll. Fiir jedes neue Zeitintervall beginnt man wieder bei (i), um mit
der grofiten erlaubten Schrittweite weiter zu rechnen.

Zum Abschluss dieses Kapitels folgt ein MAPLE Arbeitsblatt zum Vergleich der bespro-
chenen Methoden:

Numerische Lésung von Differentialgleichungen
Finite Differenzen Ndherungen

Differentialgleichung:
> diff(y(x),x)=cos(x) *y(x);

0

Sy(@) = cos(a) - y()

Exakte Losung:
> with(plots):with(plottools):
> f:=dsolve(diff(y(x),x)=cos(x)*y(x),y(0)=1,y(x));

f = y(x) = exp(sin(z))

> fl:=unapply(op(2,f),x):
> fig:=plot(fl(x),x=0..10,color=[black]):
> display(fig,view=][0..10,0..3], axes=boxed, title=‘ Exakte Losung ‘);

Maple Code: Euler Verfahren

> Digits:=10:

> x1[0]:=0:y1[0]:=1:h1:=0.5:n1:=20:

> for k from 0 to nl do

> yllk+1]:=y1[k]+hl*cos(x1[k])*y1[k]:
> x1[k—+1]:=x1[k]+h1:

> malllk]:=[x1[k],y1[k]]: § Maple Liste

> od:

> figl:=plot([seq(malllj],j=0..n1)],color=green):
> display([fig,figl],view=][0..10,0..3], axes=boxed, title=‘ Einfaches Euler Verfahren ‘);
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Maple Code: Erweitertes Euler Verfahren

> x2[0]:=0:y2[0]:=1:h2:=0.5:n2:=20:

> for k from 0 to n2 do

> sl:=y2[k]*cos(x2[k]):

> §2:=(y2[k]+h2*s1)*cos(x2[k]+h2):

> y2[k+1]:=y2[k]+h2/2*(s1+s2):

> x2[k+1]:=x2[k]+h2:

> mal2k|:=[x2[k],y2[k]]; § Maple Liste

> od:

> fig2:=plot([seq(mal2lj],j=0..n2)],color=blue):
> display([fig,figl,fig2],view=[0..10,0..3], axes=boxed, title=" Erweitertes versus einfa-
chem Euler Verfahren °);

Maple Code: Runge-Kutta Verfahren

> x3[0]:=0:y3[0]:=1:h3:=0.5:n3:=20:

> for k from 0 to n3 do

> t1:=y3[k]*cos(x3[k]):

> t2:=(y3[k]+h3/2*t1)*cos(x3[k]+h3/2):

> t3:=(y3[k]+h3/2*t2)*cos(x3[k]+h3/2):

> t4:=(y3[k]+h3*t3)*cos(x3[k]+h3):

> y3k+1]:=y3[k]+h3*(t14+2*t2+2%t3+t4) /6:

> x3[k+1]:=x3[k]+h3:

> mal3k|:=[x3[k],y3[k]]; § Maple Liste

> od:

> fig3:=plot([seq(mal3[j],j=0..n3)],style=point,symbol=circle,color=red):
> display([fig,figl,fig2,fig3],view=[0..10,0..3], axes=boxed, title=‘ Euler vs Runge-Kutta
Verfahren °);

Vergleich des einfachen (griin), des erweiterteten (blau) Eulerverfahrens mit dem
Runge-Kutta Verfahren (rot) bei vergleichbaren Schrittweiten; exakte Losung (schwarz).



Kapitel 2

Gewohnliche Differentialgleichungen
1. Ordnung

In diesem Kapitel werden einige systematische Strategien zur analytischen Diskussion von
Differentialgleichungen 1. Ordnung besprochen. Der Schwerpunkt liegt bei Lésungsmetho-
den linearer Differentialgleichungen (2.3). Nichtlineare Differentialgleichungen lassen sich
in bestimmten Féllen analytisch l6sen, wenn sie sich durch Transformationen auf linea-
re Differentialgleichungen zuriickfiithren lassen (2.4.1), exakte Differentialgleichungen sind
(2.4.2) oder auf exakte Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden kénnen (2.4.3). Sonst
bleibt in jedem Fall eine topologische Untersuchung von Losungen nichtlinearer Differen-
tialgleichungen in einer Umgebung um sogenannte kritische Punktlosungen (2.5). Diese
Diskussion erlaubt die Stabilitdt von Phasenraumbereichen zu bestimmen, um somit zu-
mindest ein qualitatives Bild der Losungsschar zu erhalten.

2.1 Richtungsfelder

Gegeben sei eine Differentialgleichung in expliziter Form

y(z)=fz.y).

Diese Gleichung kann man direkt interpretieren: 3/(x) gibt offenbar in jedem von einer
speziellen Losung realisierten Punktepaar (x,y) die Steigung der Funktion y(z) an, also
die Steigung der Tangente im Punkt (z,y). Ordnet man so jedem Gitterpunkt (z,yo) die
Steigung f(xo,yo) zu, so erhilt man ein Richtungsfeld der Losungsschar. Spezielle Losun-
gen sind dann diejenigen Kurven y(z), die durch das Richtungsfeld gelegt werden kénnen.
Technisch ist die Interpretation eines Richtungsfeldes nicht einfach. Deshalb zeichnet man
Kurven durch diejenigen Punkte (x,y), welche die gleich Steigung f(z,y) besitzen: man
bezeichnet diese Kurven als I[soklinen.

16
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Beispiel: ¢y =1+ x — y.

Gesucht sind die Punkte gleicher
Steigung, d.h. iy’ = a. Fiir das vor-
liegende Beispiel ergibt sich somit
die Isoklinenschar

y(x)0]

—2

y(r) =14z —a..

B2 0 1 2 s a Die Losungsschar lautet

y(x) = —-Ce™™ .
Richtungsfeld, Isoklinen und
Losungen der
Differentialgleichung
y=1+x—y.

In der nebenstehenden Abbil-
dung sind spezielle Losungen mit
C =1,2,3 dargestellt.

2.2 Trennung der Variablen

Viele Differentialgleichnungen 1. Ordnung lassen sich mit der Methode der Trennung der
Variablen durch direkte Integration l6sen. Voraussetzungen sind, dass sich die Differenti-
algleichung

F(z;y(z),y () =0

explizit schreiben lasst, d.h.

"= f(x,y(x :M:%

und in der unabhingigen x und abhéngigen Variablen y separiert. Dann gilt
h(y)dy = g(z)da
und man erhélt durch unbestimmte Integration beider Seiten
/h@ﬁdy = /gwﬁdf
Hy) = G)+C.

Dabei sind H(y), G(z) Stammfunktionen von h,g und C' die gemeinsame Integrations-
konstante der linken und rechten Seite. Kann man die linke Seite nach y auflésen, so hat
man eine allgemeine Losung der Differentialgleichung. Eine physikalisch realisierte Losung
erhdlt man aus der mathematischen Losungsschar durch Festlegung der Integrationskon-
stanten mit Hilfe eines Anfangs - bzw Randwertes, also

y(ro) = wo
C = H(yo) — G(w) .
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Beispiele:

1. Malthus Wachstum mit zeitabhéngiger Wachstumsfunktion k(). Die Wachstums-
funktion beschreibt fiir eine Population x die zeitlich verdnderlichen Lebensbedin-
gungen in einem Biotop.

t = k()r z(ty) =z9 (Anfangsbedingung)
dz

K
nz = K(t)+C dd—t:k:(t).

Daraus ergibt sich die mathematische Losungsschar
z(t) = e ekl
Fiir die realisierte Losung mit der Anfangspopulation x(tg) = zo gilt

Ty = eC K (to) C=lnzy— K(to)
z(t) = ez K (B -K(to) — 5 oK(H=K(t0)

2. Fiir die Differentialgleichung ¢y = 1+x—y ist zunéchst keine Trennung der Variablen
moglich. Aber nach der Substitution z(x) = x — y(z) erhélt man die Losungsschar

d
1-2 = 142z 2Z=—2 8F _ _dg
z
Inz = —a+C z@@)=Ce", " =e"

() = x—y(x)=C"e™™
y(r) = z—C'e™ .

Diese Methode ist unter den genannten Voraussetzungen sowohl fiir lineare als auch nicht-
lineare Differentialgleichungen einsetzbar.

2.3 Lineare Differentialgleichungen

Eine lineare Differentialgleichung ist von der Form

y'(x) = f(x)y+g(x) .

Ist g(x) = 0, so heifit die Differentialgleichung homogen, sonst inhomogen.

Man erhélt die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung als
Summe aus der allgemeinen Losung der zugehdrigen homogenen und einer speziellen
Losung der inhomogenen Differentialgleichung (Superpositionsprinzip).
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1. Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung erhélt man wieder nach
der oben besprochenen Methode der Trennung der Variablen (F(x) ist Stammfunk-
tion von f(x))

y'(x) = flz)y
yn(z) = Cref'@

2. Losung der inhomogenen Differentialgleichung:
Gesucht ist eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung

y'(z) = flx)y +g(x) .
Nach dem Verfahren Variation der Konstanten macht man den Ansatz
yi(z) = C(x) e ()

mit dem Ziel, eine einfach 16sbare Differentialgleichung fiir C'(x) zu erhalten. (Idee:
fir g(x) = 0 ist C(x) = Cy; ist g(z) klein, wird die Integrationskonstante gestort
aber die Grundstruktur exp(F'(x)) der Losung bleibt erhalten).
Einsetzen des Ansatzes fiir y; in die Differentialgleichung ergibt

y/(x) - Cl(:):) eF (@) —|—C($)f(:):) oF (@)
F£)O@) " +(a)
C'(z) = glx)e @

Da die zu bestimmende Funktion C(z) nur als Ableitung vorkommt, kann man
direkt integrieren

Cz) = Co+ / g(z') e FE@) ag

wile) = (Gt [gla)e T dal).

3. Allgemeine Losung:
Nach dem Superpositionsprinzip erhédlt man die allgemeine Losung

y(@) = yn(z) +vi(x)
_ Cl eF(x)—FeF(I)(CQ—F/g(ZL'/) e—F(a:/) dfl)

_ eF(x)(Cg—f—/g(:E,) e~ F") dx’),

Beispiel: Gleichung fiir einen LR-Schwingkreis:

Man bestimme die zeitliche Anderung des Stromes in einem Schwingkreis, aufgebaut aus
einer Spule der Induktivitdt L und einem Widerstand R, getrieben durch die &uflere
Spannung U. Je nachdem ob der Schwingkreis durch eine konstante Spannung U, oder
eine Wechselspannung U (t) betrieben wird, erhdlt man die Losungen zusammengefasst in
der folgenden Tabelle:
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L R
— .
LI+RI = U
I(0) = I
U
Der LR Schwingkreis
Spannung U U = Uy = const U =Uysinwt
C) = 240 C(t) =Y [sinwt e dt' + Cp =
Partikularl. "
L(t) = g_g + Oy e~wot Y w‘;fwg (wo sinwt — w coswt) + Cy
10) = I 100) =0 I(t)=
Losung ) .
I(t) = Y4 (I — Y)e ot VA Em {we ¥ 4wy sinwt — w cos wt }

2.4 Nichtlineare Differentialgleichungen

In diesem Kapitel werden zwei Themenbereiche bearbeitet: (i) Differentialgleichungen,
die sich mit Hilfe einer Transformation auf lineare Differentialgleichungen zuriickfithren
lassen und (ii) Umformung auf sogenannte exakte Differentialgleichungen.

2.4.1 Transformationen bestimmter Klassen von Differentialglei-
chungen

Zu diesem Typ von Differentialgleichungen gehort die Bernoulli’sche Differentialgleichung?

y'(r) = f(x)y + gx)y" .

Zur Transformation setzt man folgende Substitution mit unbestimmtem Exponenten k

yix) = z2(x) y=zF
@) = 2
Y\ =g

!Johann Bernoulli: * 27.7.1667 in Basel { 1.1.1748 in Basel. Promovierter Mediziner und Mathema-
tiker an den Universitdten Groningen und Basel. Hauptwerke zur Differential- und Integralrechnung,
Integration von Differentialgleichungen und zur Theoretischen Mechanik.



Transformationen 21

in die Differentialgleichung ein und erhélt die neue Differentialgleichung

/!
1—-k

SE = f(a)ek +gle)t

| ¥

k—1+4n

2= kf(x)z+kg(x)z*
Setzt man den bisher unbestimmten Koeffizienten £ = 1 — n, so erhélt man
7 =(1=n)f(z)z+ (1 —n)g(z)

eine lineare, inhomogene Differentialgleichung in der substituierten Funktion z(z). Deren
allgemeine Losung lautet

2(2) = exp{(1 = W)F@)}C + [ (1= mga’) e ) da)

und somit
y(x) = 277 =" (C + / (1 —n)g(z') e VFE g /)T

Beispiel:
Betrachte die Differentialgleichung

mit
fa) = — gla)=a* n=2
F(z) = —In|z|.

Man erhélt als Losung

y(x) _ (efln\x|(c_/x/2671n|x’| dx/))fl

_ l _ / /71_1 _1271
- —(C /xdx) = ~(C—57%
B 1

N x(C —3a?)

Die folgende Riccati’sche Differentialgleichung?

y'(x) = f(x)y + g(x)y* + h(z)
ldsst sich auf die Bernoulli’ sche Differentialgleichung zuriickfiihren, wenn man eine spe-
zielle Losung y(x) = u(x) erraten kann. Dann ist ein Ansatz fiir die allgemeine Losung

y(x) = u(z) +v(z) .
Einsetzen liefert
u +v = fu+ fo+ gu®+2guv + gv® +h
v o= fu+ 2guv + gv?
= o(f + 2gu) + gv* = hv + gv*

eine Bernoulli’sche Differentialgleichung in v.

2Jacopo Francesco Riccati: * 28.5.1676 in Venedig 1 15.4.1754 in Treviso. Privatgelehrter in Padua
und Treviso.
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2.4.2 Exakte (totale) Differentialgleichungen

Man kann eine Differentialgleichung 3’ = h(z,y) alternativ schreiben

flz,y)dz+g(z,y)dy =0 h= =

Erfiillen die Funktionen f(z,v), g(z,y) die Bedingungen

0z 0z

flz,y) = B g(r,y) = R

so lasst sich die Differentialgleichung in Form eines totalen Differentials der Funktion
z(x,y) schreiben

0 0
O:fdx—kgdy:a—;dx—i-a—;dy:dz

und sofort integrieren
dz=0= z(z,y) =C".

z(x,y) = C ist dann eine implizite Losung der Differentialgleichung. I.a. lasst sich diese
Gleichung nach y = y(x) auflésen. Erfiillen f und g die oben genannten Bedingungen,
nennt man eine Differentialgleichung exakt bzw vollstindig oder total. Eine notwendige
Bedingung, die f und g erfiillen miissen erhélt man aus der Tatsache

Pz Pz
oxdy  Oydx
0%z 0 0z dg
ot o )=
0x0y Ox 0y Ox
0z _ Q(%) _9f
oydx Oy Oz’ Oy
of 9y
— == = .
dy ox

In der Regel muss man eine Differentialgleichung zunéchst umformen, um eine exakte
Differentialgleichung daraus zu erhalten.

2.4.3 Der integrierende Faktor

Unter einem integrierenden Faktor versteht man eine Funktion pu(z,y), die aus einer Dif-
ferentialgleichung eine exakte Differentialgleichung formt

w(z,y) f(z,y)dx + p(z,y)g(z,y)dy =0 .

Die oben formulierte notwendige Bedingung fiir f und g gibt die Moglichkeit p(z,y) zu
bestimmen

s = ()

Hﬁ—ﬂg—a—u + <8g af)
ox Jy v oy
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Man erhélt also eine Differentialgleichung fiir den integrierenden Faktor p(z,y). In der
Regel ist diese Differentialgleichung komplizierter als die urspriingliche. Man benotigt aber
nur eine spezielle Losung fiir p, die sich in einigen Féllen erraten lésst.

Beispiel:
Betrachte die Differentialgleichung

3
r_ Y 3 2,2 —
y__71+2x2y2 —  ay'dr+ (14+22°y°)dy =0

— f(z,y) = zy° g(z,y) =1+ 22°y°

Damit ergibt sich die Differentialgleichung fiir den integrierenden Faktor

0 0
—Mxyg + 3uxy? = —M(l + 22%9%) + dpzy?
oy ox
Um eine spezielle Losung dieser Differentialgleichung zu finden, versuchen wir den Ansatz
91 — ()
ox
op
= nay’
Yy
o

Als spezielle Losung erhalten wir p = y. Multiplikation der Ausgangsgleichung mit y
ergibt

rytdr + (y +22%y%)dy = 0

0z 1
f= a:y4 = o - z(x,y) = §x2y4 + C4(y)
0 1 1
g=y+22%y° = a—; - z(x,y) = §y2 + 51723/4 + Cy(z) .

Der Vergleich der beiden Ausdriicke fiir z(z, y) ergibt Cy (y) = 2y* und Cs(z) = C' =const,

somit | )
2, 4 2

— —y - =C.

Nicht immer ist es so einfach, eine spezielle Losung der partiellen Differentialgleichung

fiir den integrierenden Faktor zu finden. Deshalb sollen (ohne Beweis) einige Kriterien

angegeben werden, die das Auffinden eines integrierenden Faktors erleichtern.

Z(.T,y) =

1. Ist

( 5y —x) h(z) eine Funktion von x alleine, so ist p(zy) = exp(H (z)) mit
f h(z') da’ ein integrierender Faktor.

Beispiel:
Lose die Differentialgleichung (22 +4*+x)dz+zydy = 0 = f(x,y)dx+g(z,y) dy.
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Diese Gleichung ist wegen 3 af = 2y, % = y nicht exakt. Es gilt jedoch

13f dg,
g dy Ox xy

exp/hx yda') = exp(lnz)=ux

x ist somit der gesuchte integrierende Faktor. Man erhélt nach Einsetzen

(2° +2y? + 2B dr +2°ydy = 0
dr+r*de+ (vy’de +2°ydy) = 0

1
setze wxy’dr+2iydy = d(ixzyz)
— 32t +42® + 627y = C.
2. Ist entsprechend 5 ( ( 99) — _p(y) eine Funktion von y alleine, so ist pu(zy) =

0
/

of _
Oy x
exp(H (y)) mit H(y ) = [h(y') dy/ ein integrierender Faktor.

3. Sind f(z,y) und g(z,y) homogen von gleichem Grade, d.h. gilt mit

fQz, Ay) = A" f(z,y)  g(Az, Ay) = A" g(x,y)

n =m, so ist
1

vf +yg

wz,y) =

ein integrierender Faktor.

Beispiel:
Lose die Differentialgleichung y*dz + (2* — 2y — y?)dy = 0. Die Gleichung ist
homogen und
1 B 1
fr+gy  yla®—y?)
ist ein integrierender Faktor, mit dem sich die Differentialgleichung in die exakte
Form umschreiben lésst

a? —xy —y°
dx +
a? —y? y(@® — y?)

dy=0.

Zur Losung definiere

F(x,y) :/ i dx:;/( LR )ydz
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Man erhalt

OF (z,y) _ x :
w2 —ay—y* 1 x

y(22 —y?)  y a2 —y?’

Daraus bestimmt sich die bisher unbekannte Funktion ¢/(y) = + und damit ¢(y) =

Iny. Als allgemeine Losung erhélt man schliefSlich !
=Y
—In
2 z+y
(z—y)y* = Clz+y).

+Iny = InC;

4. Lasst sich die Differentialgleichung in der Form
yfi(zy)dx + zg1(xy)dy =0

schreiben, so ist
ple,y) = lzy(fi—g)]™ fi—gp #0

ein integrierender Faktor.
Beispiel:
Lose die Differentialgleichung y(2xy+1) d z+x(14+2xy—23y?) d y = 0. Die Gleichung
besitzt als integrierenden Faktor ﬁ und transformiert sich in die exakte Form
2 1 1 2 1

232 T x4y3)dx+ (1:33/4 T 2B ;)dy =0.

(

Wie im vorigen Beispiel setze

F(x,y):/( 2 1 1 1

+ ) de = 55 T o)
und erhalte daraus

wy? | hyd _x2y2 B 333

oF(xz,y) 2 1 N | 2 1
dy - x2y3 - 23y t¢ (y) - 3yt - 22y3 gy )
mit ¢'(y) = —1/y bzw ¢(y) = — Iny. Fiir die allgemeine Losung erhélt man schlief3-
lich
1 1
—hy———-—-—= =

722 B 333
y = Cexp{—(3zy+1)/(32°y")}.

2.5 Topologische Analyse

Kann man eine Differentialgleichung nicht exakt 16sen, so erlaubt eine topologische Ana-
lyse des Phasenraumes, Aussagen iiber Eigenschaften der Losung zu gewinnen. Dieses
Kapitel fithrt in die damit zusammenhéngende Stabilitédtstheorie ein.
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2.5.1 Der Phasenraum

Wir haben schon zu Beginn der Vorlesung eine alternative Darstellung der Losung ei-
ner Differentialgleichung erwéhnt: die Phasenraumdarstellung. Dazu betrachten wir das
Beispiel des harmonischen Oszillators

T+ kxr=0.

Mit der Substitution x = y;, & = y, erhalten wir ein System aus zwei Differentialglei-
chungen 1. Ordnung

ho= Y
2 = —kuy
y1 und y» sind als abhéngige Variablen beide eine Funktion von ¢. Man kann aber auch

y1 als unabhéngige Variable auffassen und die Losung y2(y;) suchen. Dazu schreibt man
die zweite Differentialgleichung wie folgt um

o dy2:dy2dyl
b2 dt  dy, dt
dys
S TN,
dyly2 n

und 16st die verbleibende Differentialgleichung durch Trennung der Variablen

yodys = —kyidy |/
v +hyt = C.

Berticksichtigt man die urspriingliche Substi-

O'GE tution, so erhéalt man
y20.4 .
] P4k’ =C .
0.2 7
1 Die Darstellung © = g¢(z) nennt man

108 04 O] 0204 01.‘6 08 1
-0.2 Y

die Phasenraumdarstellung. Sie ist immer
moglich, wenn das System von Differenti-
041 algleichungen autonom ist, d.h. nicht expli-
] zit von der unabhéngigen Variablen (hier ?)
abhéngt. Der Begriff des Phasenraumes ist
allgemeiner als in der Physik gebrauchlich.
Mathematisch handelt es sich um die Dar-
stellung der Losung einer Differentialgleich-
gung als Funktion einer der abhingigen Va-
riablen.

-0.6 1

Phasenraumorbitale des
harmonischen Oszillators
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Jeder Punkt im Phasenraum représentiert in diesem Fall die Geschwindigkeit (bzw den
Impuls) und den Ort eines Teilchens zu einer bestimmten Zeit. Die Phasenraumkurve
(Trajektorie bzw Orbital) wird im Zeitverlauf durchlaufen. Welche Phasenraumkurve der
Kurvenschar % + kx? = C' durchlaufen wird, hingt von der Wahl der Anfangsbedingung
und somit der Festlegung von C' ab. Wird die Lipschitzbedingung fiir die Differential-
gleichung der Phasenraumkurve erfiillt, so schneiden sich Trajektorien zu verschiedenen
Anfangsbedingungen nicht.

Zum Abschluss betrachten wir die explizite Losung des harmonischen Oszillators
2(t) = Asin(wt + ¢) W =k.
Daraus ergibt sich

i = Awcos(wt+ ¢)
P?+ k= A’w?cos?(wt + @) + kA sin®(wt + )
C
k
C'ist eine Funktion der Amplitude (Anfangsauslenkung) und ¢ positioniert den Anfangs-
punkt auf der Ellipse 42 + kz? = C. Fiir k = 1 erhélt man als Phasenraumorbitale Kreise
mit dem Radius 72 = C' = A2
Eine Verallgemeinerung der Betrachtung erhilt man fiir Systeme von autonomen Diffe-
rentialgleichungen

?7:]?(?7) Yj :fj(yla-'-ayn)‘

Definiert man eine der Komponenten (z.B. ;) als neue unabhéngige Variable, so erhilt
man

prm— e 1:

dt dy.?
dy; fi
— = = =2,...,n; 0
duy A J Ji#
die Differentialgleichung fiir die Phasenraumlosung. Falls f; = 0 im Definitionsbereich,

kann man als unabhéngige Variable eine beliebige andere Komponente y;, definieren mit

Je # 0.

dy; dy; . dy; .
dy1f1 - fy

2.5.2 Kritische Punktlésungen

Das geschilderte Verfahren, eine Differentialgleichung fiir die Phasenraumtrajektorie zu
erhalten versagt, wenn alle f; in einem Punkt des Definitionsbereiches verschwinden. Die-
se Situation soll gesondert behandelt werden.

Definition: '
Betrachte die Differentialgleichung i = f(7). Existiert eine Nullstelle iy von f, so gilt
¢ = 0 und g ist eine Losung der Differentialgleichung zur Anfangsbedingung 4(ty) = .



28 DGI 1. Ordnung

Beispiel:
0'62 Die Phasenraumtrajektorien des
y20.4- harmonischen

0.2 Oszillators sind #? + k2z? = C.
1 Fir C = 0 ergibt sich die kriti-
-1-08 -04 01 02 O.‘4y01.‘6 08 1 sche Punktlosung @ = 0 , = =
—0.21 0, d.h. mit der Anfangsbedingung
041 x(tg) = 0 und & (o) = 0 bleibt der
—o.e—z Oszillator fiir alle Zeiten in seiner

] Gleichgewichtslage.

Punktlosungen im Phasenraum

Solche Losungen nennt man kritische Punktlosungen, da sie im Phasenraum nur als iso-
lierter Punkt erscheinen.

Der Begriff kritisch wird klar, wenn wir die Differentialgleichung des harmonischen Os-
zillators in Standardform bringen

T+kr = 0
Substitution: T=1Y T =1
=1 = Yo
Yo = —ky
Punktlésung r=x=0 = 2 _ 0 :
Y1 0

D.h. die Differentialgleichung fiir den Phasenraum

da _ 12
dys hn

ist fiir die speziell gewédhlte Anfangsbedingung ’kritisch’, der Grenzwert muss kontrolliert
werden!

Da f in einer Umgebung um seine Nullstelle klein ist, kann man die Differentialgleichung
in dieser Umgebung linearisieren. D.h. ist y, eine Punktlosung der Differentialgleichung
y = f(y) mit der Eigenschaft f(yo) = 0, so gilt in einer Umgebung um diese Losung

y = g_g|y=yo (v — wo) + Ol(y — v0)’]

of
8_y|y:y° (Z/ - yo) .

Q

In der Regel substituiert man y so, dass die Nullstelle von f in yo = 0 liegt (hier y = y—yo)

.0 _
Y= a_g|§=0(y) .
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Die Verallgemeinerung eines linearisierten Systems von Differentialgleichungen in einer
Umgebung um die kritische Punktlosung ist dann

—

y ~ Ay
of of1
i T Oyn
A = : -
Ofn Ofn
oy T dyn / §=0

gj = Ay reprisentiert ein System linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizi-
enten. Die allgemeine Losungsstruktur diskutieren wir spéter. An dieser Stelle wollen wir
die Eigenschaften der linearisierten Differentialgleichung fiir zweidimensionale Systeme
explizit betrachten.

2.5.3 Elementare Stabilitidtstheorie

Definition:

Eine kritische Punktlosung heifit ein positiver Attraktor, wenn jede Losung der linearisier-
ten Differentialgleichung v = Ay aus einer Umgebung diese Punktlosung als Grenzwert
besitzt. In diesem Fall nennt man die Losung stabil. Umgekehrt nennt man ¢ einen nega-
tiven Attraktor, wenn sich jede Losung aus der Umgebung von der Punktlosung entfernt.

Wir betrachten im Detail das System von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten

v = Anyi + Ay
Yo = Anyr + Asys

und setzen den Losungsansatz

At Aot

Yy =€ Yy = €

in die Differentialgleichungen ein

My = Anyr + Ay
Aoy = Anyr + Axys

(An A12) <yl> _ <>\1 0 ) <3/1>

A21 A22 Y2 0 )\2 Y2 ‘

Diese Form entspricht strukturell einem algebraischen Eigenwertproblem. Der Ansatz ist
eine Losung, wenn die Eigenwerte A\, Ay existieren.

Man erhilt die Eigenwerte aus der notwendigen Bedingung fiir die Existenz nichttrivialer
Losungen des linearen Gleichungssystems

(An—)\ A1 ><y1) — 0
Ag Agp — A Y2

A — A Aqo .
de (M anta) 0

bzw in Matrixform
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Diese Gleichung heifit Sikulargleichung oder charakteristische Gleichung und ergibt sich
ausgeschrieben als

PR (A1 4+ Ago) A + A1 Ags — A9 Ao =0
_ A + Ago I \/(An — Ag)?

A1/ + Ajp Ay .

2 4
Die Losung lautet dann
. <yl> _ <C1e)‘1t)
v= y2 ) \Coedt )~
A; kann dabei reell oder komplexwertig sein. Im Einzelnen unterscheidet man die folgen-
den Fiélle:

1. Ay, Ay € R und AjAe > 0: der kritische Punkt ist ein positiver (negativer) At-
traktor und heifit Knoten, wenn A; , Ay beide negativ (positiv) und reell sind. Die
Trajektorien in einer Umgebung eines Knoten sind in diesem Falle Parabeléste.

0.2 ]
08"
Y201+ 7
‘I N\
-1-08 04 0] 02040608 : i
N ! 2 4 |6
l & 1
~0.1 /
~0.2
Knoten: positiver Attraktor fiir Knoten: negativer Attraktor fiir
AM <0, <0 €eR AM>0, >0 €eR
H
2.\ , A2 € R und M < 0O 0.8
der kritische Punkt ist ein Sat- 061
telpunkt, d.h. die Punktlosung 041

ist weder stabil noch instabil. 0:2§ \\

Phasenraumlésungen in der Néhe

eines Sattelpunktes sind Hyper- ~ Pl 248
belaste. DYE

206

081

1]

Sattel fiir z.B. \; > 0 , M <0 eR



Stabilitatstheorie 31

3. A1 = A5 € C : der kritische Punkt ist ein positiver (negativer) Attraktor und heifit
Fokus, wenn A\; = A5 und A\, < 0 (RA; > 0) ist. Die Trajektorien in einer Umge-
bung eines Fokus sind Spiralen mit der Punktlosung als Anfang (Ende).

]
04

0.8 -06 -

| /;\
! T T T ‘{\ /FJ T T T T
108 0.4 %i/o. 0.4]0.6 0.8
1
L0
>@4\§

-0.6-

Fokus: positiver Attraktor fiir Fokus: negativer Attraktor fiir
)\1:)\3 GC,%)\1<O >\1:/\; GC,?R)\1>O
4. M = X3 € Cund R\, = 0: der 05
kritische Punkt ist ein Zentrum, ]
d.h. Losungen in einer Umgebung y2047
um den kritischen Punkt oszillie- 02+
ren mit konstanter Amplitude. ]
Kennt man die Eigenschaften von ~1-08 . L04. .01 02 04/0608 1
isolierten Punktlosungen, so hat ~0.21 Y7
man auch Informationen iiber _04£
Losungen zu Anfangsbedingun- -
gen aus der Umgebung. Man 0.6

erhilt so Aussagen {iiber Stabi-

litatszonen im Phasenraum:
Zentrum fiir \y =Xy € C, ®\; =0

Theorem: ‘

Betrachte die Differentialgleichung 7 = f(7) = A7 + §(i). Falls ¥ = 0 eine Punktlésung
der linearisierten Differentialgleichung (¢ = 0) ist, so ist sie auch eine Punktlosung des
nichtlinearen Systems mit identischen Stabilitdtseigenschaften.

Beispiele:

1. Mathematisches Pendel mit Reibung

T+ px+ksine =0 k==
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Substitution x = T = 1Y

Y1 = Y2 Y2 = —ksiny; — pyo

P Y2 )
= f = . :
/ (—k siny; — pys
Die Punktlsung erhilt man aus der Bedingung f(7) = 0 zu 4 = (00)7. Im
néchsten Schritt linearisieren wir die Differentialgleichung fiir das mathematische
Pendel und erhalten den harmonischen Oszillator:

Y1 = Yo
Yo = %\ y—%\ Yo = —kyr — py
2 o y1=0 Y1 Dy, y2=0 Y2 1 2 .

In Matrixform erhalt man

N - 0 1 U
7= (5 S) ()
Y Y —k —pu Y2
Aus der Existenz einer nichttrivialen Losung zur Bestimmung der Eigenwerte von
A erhilt man die Sékulargleichung

det(A —AI) = 0 I Einheitsmatrix

0 %
Mp = ——+4/B k.
1/2 2 4

(i) # = 0: keine Reibung — Ay = £i4/|k|. Losungen oszillieren ungedampft.
Phasenraumtrajektorien sind Ellipsen, die kritische Punktlosung ist ein Zentrum,

_ *
da Ay = As.
l,
0.6 1 0.8
y20.4- y1(9 967
0.41
021 021
o8 o4 01 0% 0408 08 1 224 6/ 8 10|12 14 16 18 20
: : 2 0400 0.2 t
-0.27 —0.4]
—0.4 -0.6 1
0.8
—0.6 11

Die Losung fiir den harmonischen
Oszillator ist dhnlich der des
mathematischen Pendels bei kleinen
Amplituden x

Phasenraumtrajektorien des
ungeddmpften mathematischen
Pendels in einer Umgebung um die
kritische Punktlosung © = x =0
(Zentrum)
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i) pu?/4 — k > 0: aperiodischer Grenzfall — \;,, = —4 + £2 _ k. Losungen os-
(ii) p / > 1 g

zillieren nicht. Phasenraumtrajektorien sind Parabeléste, die kritische Punktlésung
ist ein Knoten (positiver Attraktor), da A; , Ay < 0.

yl 1]
o ‘
-0.02 4
-0.04 4 0.8
~0.06
~0.08 06
y2—0.1 | yl(t)
-0.12 4
-0.14 1 0.4
—0.16
-0.18 1 0.2
0.2
. _ 0 2 4 . 6 8 10
Phasenraumtrajektorien des
aper j?diSCh gedéimpft'en ' Amplitudenfunktion des aperiodisch
mathematischen P epdels 1 emer gedampften mathematischen Pendels
Umgebung um die kritische fiir kleine Amplituden =

Punktlosung @ = = 0 (Knoten)

(iil) u*/4—k < 0: geddmpfter Oszillator — Ao = —5+i 4/ \“TQ — k|. Phasenraumtra-
jektorien sind Spiralen, die kritische Punktlosung ist ein Fokus (positiver Attraktor),
da 5}%)\1/2 < 0.

0.8

o y10*°
0.4

EREA

214 6/8 10 12 1416 18 20 22 24 26

-0.2 1

—0.4

Amplitudenfunktion des gedampften
mathematischen Pendels fiir kleine
Amplituden x

Phasenraumtrajektorien des
gedampften mathematischen Pendels
in einer Umgebung um die kritische
Punktlésung & = x = 0 (Fokus)

2. Volterra Lotka Réuber-Beute System
Gesucht sind die Bedingungen, unter denen ein System aus zwei Populationen in
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einem Biotop stabil koexistieren konnen. Die Population z ernéhrt sich von den Re-
sourcen des Biotops (z.B. Pflanzenfresser), ist aber gleichzeitig die Beute der fleisch-
fressenden Population y. a ist die Nettogeburtenrate der Beute, ¢ die natiirliche
Sterberate des Raubers und b die Kopplungsstéarke zwischen beiden Populationen
(z.B. ist das Biotop klein, so wird b grof} sein, denn Rauber und Beute treffen haufig
aufeinander). Eine einfache mathematische Beschreibung gibt folgendes System von
Differentialgleichungen (a, b, ¢ > 0)

r = axr—bry
= bry —cy.
Unter welcher Bedingung findet man ein dynamisches Gleichgewicht fiir die Koexi-

stenz von Rauber und Beute?
Kritische Punktlosungen:

ar — bxy =0 bry —cy =0
0 c a
Tr = = Xr = — = — .

Y Y=y

Linearisierung in einer Umgebung um beide Punktlosungen

(0,0) = = ax

= —cy
(G:3) & = —cly—73)
gy = alx— g) )

Loésung in einer Umgebung um (0,0):

o(t) =z y(t) =yoe

Da a, b positiv sind, stirbt die Ra&uberpopulation aus wéihrend die Beutepopulation
exponentiell anwéchst. Bei der Punktlésung handelt es sich offenbar um einen Sattel.
In einer Phasenraumumgebung um diese Punktlésung ist somit kein Gleichgewicht
in Koexistenz zu erwarten.

Losung in einer Umgebung um (§, §):

Substitution § = y —

Daraus ergeben sich oszillierende Losungen und somit ein dynamisches Gleichge-
wicht beider Populationen

7(t) = To eV (1) = goe VL
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1.2

0.9
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Stabile Losung des Volterra-Lotka Modells



Kapitel 3

GewoOhnliche, lineare
Differentialgleichungen n. Ordnung

Wir wollen eine lineare Differentialgleichung n. Ordnung in Operatorschreibweise formu-

lieren
Zp ¥ =r(t),

wobei die gesuchte Losung x abhédngt von der unabhéngigen Variablen ¢, den Ableitungen
v. Ordnung z*) = d” 2/ dt und der Inhomogenitit r(¢). Ist 7(t) = 0 nennt man die Line-
arform L,[z] = 0 eine homogene Differentialgleichung n. Ordnung, sonst eine inhomogene
Differentialgleichung. p,(t) sind beliebige Funktionen der unabhéngigen Variablen. Der
Grad der Differentialgleichung ist 1 (linear in z®)).

L,lx] = r(t) ist die implizite Form einer linearen Differentialgleichung n. Ordnung. Ist
pn(t) # 0 im Definitionsbereich der unabhéngigen Variablen, so ldsst sich die Differenti-
algleichung explizit formulieren

2 = Zp” ”+——qu s(t) .
VOpn =

Wir haben gesehen, dass sich jede Differentialgleichung n. Ordnung in ein System von
Differentialgleichungen 1. Ordnung umwandeln lasst. Mit Hilfe der Substitution

eV =y j=0,....n—1

folgt aus der expliziten Form

- =1,....n—1
iy _‘,t ) {%21, J ) ) ]
W fi= 20=0 Qz/( VY41 + s(t)

Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitstheorem erhélt man bei einer linearen Differen-
tialgleichung n. Ordnung immer eine eindeutige Losung, die sich als Linearkombination
des Fundamentalsystems der homogenen und einer speziellen Losung des inhomogenen
Systems ergibt.

36
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Eigenschaften:
(a) Betrachte die homogene Differentialgleichung L,[z] = 0. Sind x4 (¢) und x4(t) spezielle
Losungen, so ist auch z(t) = Cyxq(t) + Caxo(t) eine Losung:

Lolz] = Lu[Cizy + Com = 3 p,(0)(Crat”) + Coal)
v=0
= O Y pal) + Y poal) = CiLyfan] + CoLyfws] = 0.

v=0 v=0

(b) Ein System von n speziellen Losungen {z;(t), j = 1,...,n|Ly,[z;] = 0} heifit Fun-
damentalsystem einer homogenen Differentialgleichung n. Ordnung, wenn die z; linear
unabhéngig sind, d.h. wenn gilt

Y az;=0 = a;=0,j=1,...,n.
j=1
In diesem Fall ergibt sich als allgemeine Losung der Differentialgleichung
j=1

Nach dem Eindeutigkeitssatz ist z(t) eine eindeutige Funktion der Anfangsbedingung
z(t), 7' (to), . .. 2™ D(ty). Es gilt fiir die C;

x(te) = xo= ) Cjz;(to)

a'(tg) = xp = Cjr(to)

20 = g™ =3 G (k)

d.h. sie sind Losung des linearen Gleichungssystems unter der Voraussetzung, dass die
Determinante der Koeffizientenmatrix

T .. Tn
R
det _ ) " # 0 (Wronski Determinante)
x§”_1) I%nq)

nicht verschwindet. Da man diese Eigenschaft fiir jede beliebige Anfangsbedingung for-
dern kann, ist sie nur erfiillt, wenn die Losungen x;(¢) ein Fundamentalsystem bilden, also
linear unabhingig sind. Somit ist die Wronski! Determinante ein unmittelbarer Test zur

! Jozef Maria Hoene- Wronski: * 24.8.1778 in Posen,  9.8.1853 in Paris. Privatgelehrter und Philosoph.
Beitrige zur Theorie der Differentialgleichungen.
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Uberpriifung der linearen Unabhéngigkeit von Funktionensystemen.

(c) Die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung L, [z] = r(t) er-
gibt sich als Summe der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung L, [xp,] =
0 und einer beliebigen speziellen Losung z; der inhomogenen Differentialgleichung

z(t) = zp+a;
L,lx] = Lylzy + x;] = Lyfzs] + L[z
= 0+7r(t)=r(t).

(d) Die Ordnung einer Differentialgleichung L, [x] = r(t) lasst sich auf n — 1 erniedrigen,
wenn man eine spezielle Losung z,(t) der homogenen Differentialgleichung L,[x] = 0
kennt. Dann gilt

x(t) = xpy(t)

L,y = nz—: Pl,(t)y(”) =s(t) .

3.1 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten

Betrachte die Differentialgleichung

n d 5
Lofa] = > pat(t) = r(t) =0
v=0

mit p, # 0 aber konstant. Wir schreiben als Ansatz fiir die homogene Differentialgleichung
zp, = exp(At) und erhalten aus L,[z] =0

LM =0 = > pA=0
v=0
die charakteristische Gleichung. Sie besitzt nach dem Fundamentalsatz der Algebra n
Losungen Aq, . .., Ay, reell oder komplex, so dass die Funktionen z; ein Fundamentalsystem
der homogenen Differentialgleichung bilden, also

xh(t) = Z C] e)\jt
=1

die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist. Dies gilt unter der Vor-
aussetzung, dass alle \; verschieden sind. Ist z.B. \; eine r-fache Wurzel , so erhélt man
als Fundamentalsystem

{eMt eht oMt pett yReNt o grleMt ety s 4 =1n

Y
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Beispiel:

Lose die Differentialgleichung % — 42” + 4z = 0 mit dem Ansatz x = exp(At). Ein-
setzen liefert die charakteristische Gleichung A\* — 4\? + 4 = (A\? — 2)? = 0 mit den
Losungen A\; = Ay = V2 und A3 = \y = —v/2. Das Fundamentalsystem lautet dann
{exp(v/2t), t exp(v/2t), exp(—+/2t), t exp(—+/2t)} und die allgemeine Losung

2(t) = exp(V24)(Cy + Cot) + exp(—V2)(Cy + Cat)

Jetzt suchen wir eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung L, [z] = r(t). Dazu
gibt es verschiedenen Methoden, von denen ich nur einige besprechen mdochte.

1. Das Verfahren Variation der Konstanten
Vollig analog zu Kapitel (2.3) machen wir den Ansatz

@@—iquﬁ

Dabei ist zu berticksichtigen, dass nur eine spezielle Losung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung benotigt wird. Um die Ubersicht zu wahren, méchte ich das Ver-
fahren an einer Differentialgleichung 2. Ordnung demonstrieren:

Differentialgleichung:  ma” + k2’ + cx = r(t)

k k2
homogene Losung: z, = aeMt fper?t AMpp=—-—= \/j )
2m dm m

Ansatz mit Variation der Konstanten

zi(t) = alt)eM +b(t) e
zh(t) = a(t)A M 4b(t) Ay et /(1) et 11/ (1) e

Da das Gleichungssystem zur Bestimmung einer speziellen Losung der inhomogenen
Differentialgleichung iiberbestimmt ist, kann man zusétzliche Bedingungen fordern,
die die folgende Rechnung vereinfachen (das Ziel ist, hohere Ableitungen von a und
b zu vermeiden)

Forderung. a'(t)eM! 4-V/(t) e =0

Damit erhélt man fiir die zweite Ableitung

2 (1) = a(t) N2 M £b(t)A2 e 4-d/ (1) Ay M+ (1) Ay ™2t

(3

Einsetzen in die Differentialgleichungen ergibt unter der Beriicksichtigung, dass der
blaue Anteil bereits die homogene Differentialgleichung erfiillt

m(a()NF M Hb(0A; ) + k(a(H)h e+ b(t)he @) + e(alt) M +b(t) )
+m(a (H)A M+ (DA ™) = r(t)
(1) dOM M DA = %
/t) — —a/(t> e()\lf)\Q)t

<

(o

(2) d(B)MHH (e =0 =
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r(t)

Einsetzen in (1) ' (t)(A\eMf =Xy eMt) = —=2

m
' r(t) “Mit / r(t) ot
a(t) = ————e 1 : V() = ——— 7 =X
®) m(A — A2) ®) m(A1 — A2)
a(t) = ; /t’l"(t,) e—)qt’ d+ . b(t) - _# /tr(t’) e_)\Qt/ a4+
- ma =) S 7 o omA =) Sy
Allgemein erhélt man mit Ly[zs] = 0 ; 2, = X; Ciz; und Lyjx] = r ;) o =

>2; Cj(t)z; die n Gleichungen zur Bestimmung von C’(t)

ch’.(t):cg.”) =0 j=0,1,...,n—2

ZC/ (nl _ L

durch Losung des Gleichungssystems. Die gesuchten Koeffizienten ergeben sich
danach durch Integration

2. In vielen Fillen kann man die spezielle Losung einfacher ermitteln, indem man einen
Ansatz aus der gleichen Funktionenklasse, der auch die Inhomogenitét r(¢) angehort

ausprobiert:
ht) = a i) = A(t)
{ h(t) - Z?t:ajtj } () :Ji%AJ( )t
h(t)=ae* o x(t) = A(t)e™
{ ht) — EIOI;Z } o mi(t) = A(t)sinkt + B(t) cos kt

3. Heaviside’sche Operatormethode:
Betrachten wir noch einmal als Beispiel die allgemeine Form einer Differentialglei-
chung 2. Ordnung mz” + kx’ + cx = r(t). Diese Differentialgleichung kénnen wir
durch die Einfithrung des Differentialoperators D = d / d ¢ formal umschreiben

(D—X\)(D— X))z = % =7(t).
Beweis:

(D — )\1)(1) — )\2)1‘ = (D2 — >\1D — )\gp + )\1)\2)1’ = —

mz” —m(A\ + X))’ + mA o = 1
= m(/\1 + >\2) = -k
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m>\1)\2 =Cc — )\2 = L
m)\1
c k k2 c
— ) =— = — 44— — —.
mA+ m)\l) b= A 2m 4m?2  m

Eine Partikularlosung dieser Differentialgleichung erhélt man durch die algebraische

Auflésung nach z
1

= r(t) .

D)D)
Man muss jedoch mit inversen Differentialoperatoren achtsam umgehen. Wir tun
dies wie folgt:

1 1 1
(t) = r(t)| =: t
xl() D—)\l[D—AQT( )] D_)\ly()
Somit ergibt sich
1
I WA IO y' = Aoy =7(t)
y(t)y = M / F(t')e 2" dt’
und damit ]
wi(t) = Foyuld) = / y(t') e dt’

Als Beispiel betrachte die inhomogene Differentialgleichung
i — 3%+ 22 =¢
mit der Operatorzerlegung
(D—-2)(D—1)x=¢".

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung erhélt man sofort aus
dieser Zerlegung zu
zp(t) = Ae* +Be' .

Die Partikulérlosung erhélt man aus folgender Rechnung

j-y = ¢

Yy = et/et' ot dt — tet
und somit
zi(t) = €2t/et' te 2 gt = th/t’ et dt!
= M(—tet—e) = —te' e .
Die allgemeine Losung lautet also

z(t) = Ae*+Be' —te' —¢f
Ae? 4+ B'et —tet |
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3.2 Euler’sche Differentialgleichung

Die Euler’sche Differentialgleichung ist eine lineare Differentialgleichung n. Ordnung mit
spezieller nichtkonstanter Koeffizientenstruktur

L] =Y pt’a™) =r(t).
v=0

Sie ldsst sich mit Hilfe einer Substitution auf eine Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten zuriickfiihren

s=Int — :es;ﬁ:t
S
Jdo_ dedt
ds  dtds
d? d
d_sf = () =ta' 4 t(ta") = ta’ + 12
dx dz d d
t2 " _ ___:___1
= v ds?2 ds ds(ds )

d, d d
t'yY = —(——Dx...(— — 1z .
‘ ds(ds )z (ds vl
Somit ergibt sich fiir die Eulergleichung
” " d d d
L = A = v—(——-1)...(— — 1
nlz] Vgop @ ;::Op Gl V(g vt

= > DY =r(e)
v=0

eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, aber modifiziertem Diffe-

rentialoperator
) v—1 d
DV = — —7).
1:[0( )
‘77
Jetzt kann man alle Eigenschaften einer linearen Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten anwenden. Wir wéhlen als Ansatz fiir die homogene Gleichung « = exp(As)
und erhalten als charakteristische Gleichung mit

v—1 v—1
D(V)e)\s _ H(i_j)e/\s: H(}\_j)e)\s
=0 ds j=0
n v—1
L =0 — Y pJ[A-j)=0
v=0 7=0

Dies ist wieder eine Gleichung n. Ordnung in A. Besitzt sie n verschiedene Losungen
A # A2 # ... # Ay, so bilden die {exp();s,j = 1,...n} ein Fundamentalsystem und man
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erhélt als allgemeine Losung der homogenen Eulergleichung
zn(s) =y CjeM*,
j=1

bzw. mit s = Int

zp(s) =Y CyeNMt =3"Cith .
= =1

3.3 Lineare Differentialgleichungen mit periodischen
Koeffizienten

Gegeben sei die Differentialgleichung
Lylz] = Zpy(t)x(”) =r(t)
v=0

mit periodischen Koeffizienten der Form

P (t +27) = p,(t)
und periodischer Inhomogenitét

r(t+2m) =r(t) .

Das Theorem von Floquet besagt, dass die Losung z(¢) dann folgende Eigenschaften
besitzt
x(t +2m) = ¥ 2(t) .

Speziell fiir exp(2mu) = 1 erhdlt man periodische Losungen im engeren Sinne. Das Theo-

rem ermoglicht, den Definitionsbereich fiir die Bestimmung der Losung auf eine Periode
einzuschranken. Aus der Kenntnis der Losung in einem beliebigen Bereich 27 kann man
dann auf den gesamten Definitionsbereich schliefen.



Kapitel 4

Potenzreihenansatz zur Losung
spezieller linearer
Differentialgleichungen

Eine sehr wichtige Klasse von Funktionen wird durch die Differentialgleichung

oy’ +(B—2)y —ay=0 >0

definiert. Es handelt sich dabei um eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung der
Form

Lyly] = Zpu(x)y(”) =0.

Da die Koeffizienten nicht konstant, sondern Polynome in der unabhéngigen Variablen
sind, muss man sich um ein neues Losungsverfahren bemiihen. Unter bestimmten Bedin-
gungen (siehe unten) ldsst sich die Differentialgleichung durch einen Potenzreihenansatz
16sen:

ylx) = 2™ Z a,x”
v=0
y(z) = 2™ ! Z(m + v)a,x”
v=0
o0
y'(x) = 2" (m+v—1)(m+v)a,z" .

v=0

Einsetzen in die Differentialgleichung und Sortieren nach gleichen Potenzen in x ergibt

g (m+v—1)(m+v)aa” + Bz (m+v)a,a”

v=0 v=0
oo o0
— 2™ (m+v)a,z’ —az™d (m+v)a,z” =0
v=0 v=0

Terml = 2™ Y(m - Dmag+2™ > (m+v —1)(m+v)a,z" "

v=1

44
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[e.9]

= 2" D (m - Dmay + 2™ (m+v)(m +v+ Da,12”
v=0
Term2 = Bz Ymag + B2™ D (m +v + Da, 12"
v=0

" rag[(m — )m + Bm] + 2™ i z’[(m+v)(m+v+1a,
v=0
+ Bm+v+1a,4 — (m+v)a,ea,] =0.

Diese Relation muss fiir alle x gelten, d.h. der Ansatz ist nur dann eine Lésung, wenn
alle Koeffizienten verschwinden !

0 = [(m=1m+pml=m(m—-1+5) = m=0 m=1-0
0 = anlm+v+D)m+v+p)]—a(m+v+a)
S aye m-+v+

Yt D)mtvtp)

Die Bedingung fiir den Potenzreihenansatz ist, dass die Rekursionsformel erfiillt werden
kann. Damit die Rekursion 'anlduft’, muss ag vorgegeben werden. I.a. wéhlt man

apg = 1
m+ «
— a =
' (m+1)(m + B)
m—+ o m+o—+1
Ay =

(m+1)(m+B) (m+2)(m+ B+ 1)

(m+a)m+a+1l)...(im+a+n—1)
(m+1)(m+2)...(m+n)(m+p)(m+p+1)...(m++n—1)

D.h. wir erhalten insgesamt zwei linear unabhéngige Losungen als Fundamentalsystem
unserer Differentialgleichung fiir m =0 und m =1 — j:

> ala+1)

a
m=0: y = am=0)"=14+ o+ —— 20>+ ...
= =0 8 AR+ 1)
oo 1_
m=1—-0: y, = xl_BZdy(mzl—ﬁ)x”:xl_ﬂ(l—i-#x—l—...).
v=0 -

Man nennt y; die konfluente hypergeometrische Funktion und schreibt

y=Flo,Bz) 8>0.
Dann ist ¥
p=2'""PFla-p3+1,2-82) >0.

IEin analoges Argument: die Monome bilden ein linear unabhingiges Funktionensystem, somit miissen
die Koeffizienten verschwinden




46 Spezielle Differentialgleichungen

Die allgemeine Losung ergibt sich als Konsequenz der Linearitét der Differentialgleichung
als Superposition der Losungen des Fundamentalsystems

y=C\F(a,p;2) + Cor PF(a — B+ 1,2 — B;2) .
Die spezielle Losung y; () ist reguldr bei z = 0, d.h.
lir%yl = lirr(l)F(oz,ﬁ;x) =1,

wie man sich aus der Potenzreihendarstellung iiberlegen kann. 1y, dagegen ist i.a. nicht
regulér (irregulir), d.h. besitzt eine Singularitidt bei z = 0, abhéngig von der Grole von

&

lir%yzzlir%xl_ﬁﬁoo 1-08<0.

e Rekursionsformeln:
Da F(a, ;) als Potenzreihe mit bekannter Rekursionsformel fiir die Koeffizienten
definiert ist, ergeben sich einfache Relationen

(B —a)F(a—1,0;2)+ (2a = B+ 2)F(o, f2) = aF(a+1,6;7)
(B —a+)F(a, f52)+ (8- 1)F(a,f - 12) = aF(a+1,05;x)

d

g P fa) = GR@+1Lp+ 1),

e Spezialfille:
Einige elementare Funktionen lassen sich {iber die Identifikation ihrer jeweiligen
Taylorentwicklungen als Spezialfille der konfluenten hypergeometrischen Funktion

formulieren:
(i) a =  — Exponentialfunktion:

2 ZIZ'3

o) — r v e
Fla,a;2) =142+ 5 + i +...=¢€" .
(i)a=1, =2, = —-2i¢ — Trigonometrische Funktionen:

F(1,2;-2i€) = — sin¢ .

3
(i) a =1, =2, x =2 — Hyperbelfunktionen:

eé
F(1,2;2¢) = zsinhf .

(iv) a =05, =15, z = —&* — Fehlerfunktionen:
F0515—¢) = YEefe
26
2 3
erff = ﬁ\/ok e_t2 dt.
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4.1 Spezielle Funktionen der theoretischen Physik

Eine Reihe weiterer Spezialfélle erhdlt man, wenn « eine negative ganze Zahl wird. In
diesem Fall bricht die Rekursionsformel (z.B. fiir m = 0) ab und man erhélt

Vv—n

yy1 = Qy
o (v+1)(v +0)
V=n ap1 = a,-0=0 = apo=ap3=...=0.
D.h. die konfluente hypergeometrische Funktion ist fiir &« = —n ein Polynom n. Grades

F(—n,B;z)=> a,z".
v=0

Dieser Spezialfall generiert eine Reihe spezieller Funktionen der theoretischen Physik,
die ich im Folgenden etwas detaillierter betrachten mochte. Explizit erhdlt man fiir das
Polynom

o aeme a2 "1 —n)an
Flonfia) = 1= 5o = gy o ~sa e s v gl

Diese Polynome lassen sich allgemein iiber eine erzeugende Funktion definieren, z.B.

2 1
F(=2,3; = 1-Zz+—2°
(—2,3;2) Sx 12x
de Funkti F(-2,3;z) = ¢ 2(4_I)
: —2,3; = ——(@"e™).
erzeugende Funktion , 3, 1922 422 x

Die allgemeine Form der erzeugenden Funktion lautet

r1PerT(3) d"

F=n, B;z) = F(B+n) dan

(Iﬂ-l-n—l e—:!:) )

['(x) heifit Gamma Funktion. Sie ist eine Erweiterung der Fakultdt mit den Eigenschaften:
10+

- I(m) = (m—1)!
4 F(—m) = :i:OO
‘] [(z) = /OO t""te~t dt ; Integraldarstellung
0
1 < et ®© o
M) = [ Sode=2f e ar
(2) 0o Vi o °

= merf (00) = /7

[’ Funktion (blau) und inverse
I' Funktion (griin)
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1. Hermite Polynome

Die Differentialgleichung fiir die Hermite Polynome?

H"(z) —2zH'(z2) + 2nH(z) =0

ergibt sich aus der Differentialgleichung fiir konfluente hypergeometrische Funktio-
nen durch die Substitution

2o, 4 _dds
dr dzdz

d 1d

de — 2zdz

¢ 14 1d

da? 422d22 428dz

Einsetzen der Substitution in die Differentialgleichung fiir die konfluente hypergeo-
metrische Funktion liefert

14> 1d )
a2 mas TPy el = 0

1
v'+(20—-1)—y — 22y —day = 0.
z

1 d

Damit wir aus dieser Form die Hermite’sche Differentialgleichung erhalten, miissen
wir fiir o und ( folgende Wahl treffen:

20—1=0 = 6=
—4da=2n = o=——.

Zunéchst fillt auf, dass a nicht ganzzahlig ist, die Rekursionsformel fiir die Koeffizi-
enten der Potenzreihenentwicklung also nicht trivial abbricht. Wir machen folgende
Fallunterscheidung:

e n — 2n gerade — a = —27” = —n ganzzahlig:

die Rekursionsformel bricht fiir m = 0 ab und es gilt

2n)! 1
Hoa(2) = (<1 2R (o, 1522
e n — 2n + 1 ungerade:
In diesem Fall gilt fiir die Rekursion
m+v+«
a, ay
i (m+v+1)(m+v+[5)
v—(n—1)/2 1
= a, m=1—-0=—-.
(vr+3/2)(v+1) g 2

2Charles Hermite: * 24.12.1822 in Dieuze f 14.1.1901 in Paris. Mathematiker an der Sorbonne (Paris).
Arbeiten zur Theorie elliptischer Funktionen und Invariantentheorie.
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Die Rekursionsformel bricht in diesem Falle nur fiir die Losung m = 1 — 3 ab,
da "?_1 ganzzahlig ist und man erhélt

y = ()7Fa-F+1,2- 527

n—1 3

bzw. iiber die Rekursionsformeln fiir die Funktionen F

n2n+1)! 3

Hynii(z) = (1) 22F(—n, X 2?) .

n!

Hermite Polynome: H,(z): schwarz,
Hy(z): blau, Hs(z): griin, Hy(z): rot,
Hs(z): magenta

2. Laguerre Polynome
Die Differentialgleichung fiir die Laguerre Polynome lautet

"+ (1 —2)L'+nL=0.

Sie ist ebenfalls ein Spezialfall der Differentialgleichung fiir die konfluente hyper-
geometrische Funktion, wenn man annimmt, dass

=1 a=-n.

Die Losungen lassen sich somit auf die reguléren F' (m = 0) zuriickfithren und man
erhélt
L,(x)=F(—n,1;z) .

Die erzeugende Funktion ergibt sich ebenfalls aus der erzeugenden Funktion fiir F’

1 X dn n —T
Ln(x)zae dx”(x e ).

Spezialfille sind

Lo(z)=1; Li(z)=1—x; Ly(x) =1—2x+22/2; L3(x) =1—3z+32%/2 — 23 /6
Zur selben Klasse gehoren die zugeordneten Laguerre Polynome. Sie erfiillen die
Differentialgleichung

eL(z)+ (m+1—2)L(z)+ (n —m)L?(z) =0,
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die ebenfalls ein Spezialfall der konfluenten hypergeometrischen Funktion fiir
B=m+1 a=-n+m

ist. Somit gilt
LM(z)=F(—n+m,m+ 1) n>m.

Durch sukzessive Anwendung von

d «Q
L F(a,B2) = SF(a+1,8+1;
erhalt man
) = - pen o) = Y r )
n dam N

D.h. die zugeordneten Laguerre Polynome ergeben sich durch m-fache Ableitung
der gewdhnlichen Laguerre Polynome

Zugeordnete Laguerre Polynome

Lg(x)zl Lr)=1—2| LY2) =122+ 2%/2
L%(a:) =—1 L%(aj) =24z
L%(x) =1
201
181
24 16 -
A 14
p “ 12
0 \\ N \‘\ 1(8):
c\\ 64
] ‘\\ 4
\ \ 21
N 0 ‘ =
—4- \\ 21 1 6
—41
Laguerre Polynome: L(z): schwarz, Zugeordnete Laguerre Polynome:
Lo(2): blau, L3(z): griin, L4(z): rot, L7 (z): schwarz, Ly*(z): blau, L§'(2):
Ls(z): magenta griin

3. Bessel Funktionen:
Die Bessel’sche Differentialgleichung®

2

T!(2) + ;]Z’)(z) +(1- %)Jp(z) =0

3Friedrich Wilhelm Bessel: * 22.7.1784 in Minden f 17.3.1846 Konigsberg. Professor fiir Astronomie
in Konigsberg. Arbeiten zur Theorie von Differentialgleichungen und Bessel’sche Funktionen.
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definiert die Besselfunktionen erster Art fiir p € Ny

- (—1)k Z\pt2k
B =2 G

Sie lassen sich durch geeignete Substitutionen ebenfalls durch die konfluente hy-

pergeometrische Funktion ausdriicken

1
—(Eye F(p+05,2p+1;22) |

Copl2

Fiir den Fall, dass p nicht ganzzahlig ist, findet man mit J, auch in J_,, eine spezielle
Losung der Bessel’schen Differentialgleichung. Die allgemeine Losung gibt man dann
i.a. in Form der Neumann’schen Funktionen (Besselfunktionen 2. Art) an

1

Ny(z) = sinpﬂ(Jp(z) cospm — J_,(2))
Jp(z) = ﬁ(%)p e *F(p+0.5,2p+1;22) .

Bessel
Funktionen Jy(z): schwarz, J;(z): blau,
Jo(2): griin, J3(2): rot, Jy(z): magenta

Eine asymptotische Darstellung von J, fiir groe 2 und beliebige p ist

2 P s
Jp(2) — gcos(z 5T Z) :

Sie werden im Rahmen der Quantenmechanik 6fter halbzahlige Besselfunktionen
betrachten (sphérische Besselfunktionen). Sie sind definiert iiber

\/ Jz+1/2
und
nz = Hl\/ J—z 1/2

Asymptotisch gehen die sphérischen Besselfunktlonen iiber in

1 1
Ji(z = 0) — 2 cos(z — l%w)
(_)l+1 I
n(z — o0) — . cos(z + 57?) :
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4.2 Legendre Polynome und Kugelflichenfunktionen

Vertreter einer anderen Klasse spezieller Funktionen sind die Legendre Polynome,* die
durch die Legendre’sche Differentialgleichung definiert werden

(1—2%)y" —2zy +nn+1)y=0 ze[-1,1].

Auch in diesem Fall setzen wir fiir die Losung y(x) eine Potenzreihe der Form

y(x) = 2" Z c,x”
v=0
an und erhalten fiir die Koeffizienten ¢, die Rekursion
m—v+2)(n—v+1)c,9=—-rv2n+1-v)c,.

Offenbar bricht die Rekursionsformel fiir v > n ab, so dass die y(z) Polynome des Grades
n sind. Mit ¢y = 1 ergibt sich dann explizit fiir gerade n

nn—1mn=2)(n-3) .4
2-4(2n —1)(2n — 3)

. o onn—1)
yn(z) = —72(271_1)% +

bzw mit ¢; = 1 fiir ungerade n

n(n —1) 2 nn—1)n-2)(n—-3) , 4
2(2n — 1) 2. 4(2n —1)(2n — 3)

yn(z) = 2" —

Man definiert normierte Legendre Polynome in Relation zu den y,

2"(n!)?
Yn(z) = (2n)! Py (x)

und erhélt in den niedrigsten Ordnungen
1 1
Ph=1 P =x P2:§(3x2—1) P3:§(5x3—3x).

Auch die Legendre Polynome spielen eine besondere Rolle. Sie sind die Entwicklungsko-
effizienten der folgenden Potenzreihenentwicklung

1 o0
— NPy
V1= 20h + 12 ,;) ()

Dahinter verbirgt sich die Multipolentwicklung des Coulomb Potentials
1
\/a2 — 2ar cos(a, ) + r?

;= cos(d,r)

sl el

1 S
a\/1—21:r:h+h2 r<a;h=
; x = cos(d,r)

rv/1—2zh+h2 T>a; h =
4Adrien Marie Legendre: * 18.9.1752 in Paris 1 10.1.1833 in Paris. Professor an verschiedenen Pa-

riser Schulen. Arbeiten zur Zahlentheorie, Geodésie, euklidische Geometrie, Variationsrechnung und
Astronomie.
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Man kann die Legendre Polynome ebenfalls iiber eine erzeugende Funktion definieren
(Formel von Rodrigues)

1 d"
~ 2npldan
Die Legendre Polynome bilden ein vollsténdiges und orthogonales Funktionensystem. Fiir
deren Skalarprodukt gilt

P () (% —1)" .

1 2

] ‘ Legendre Polynome Pi(z): schwarz,
087 Py(z): blau, Ps(z): griin, Py(z): rot,
P5(z): magenta

Die Legendre Polynome sind ihrerseits wieder ein Spezialfall der zugeordneten Legendre
Polynome. Sie werden durch die Differentialgleichung

m2

1 — 22

definiert. Diese Differentialgleichung lisst sich mit Hilfe der Substitution y = (z2—1)™/2f
in folgender Weise auf die Legendre’sch Differentialgleichung zuriickfithren: man erhalt

im ersten Schritt nach Einsetzen der Substitution eine Differentialgleichung fiir die neue
Funktion f

(1 —2?)y" = 2zy + (n(n+ 1) -

Jy =10

(1=a®)f" =2m+Dzf +(n—m)n+m+1)f=0.

Differenziert man andererseits die Legendre’sche Differentialgleichung m mal nach z, so
erhélt man
d? d " P,

[(1- 902)@ —2(m A+ Da—+ (n—m)(n+m+ 1)l

Ein Vergleich der letzten beiden Differentialgleichungen gibt im zweiten Schritt unmit-
telbar die Losung

=0.

d™ P,
dazm
d.h. die zugeordneten Legendre Polynome lassen sich aus den einfachen Legendre Poly-

nomen generieren. Sie bilden ebenfalls ein vollstiandiges Orthogonalsystem (Achtung: m

ist identisch!)

y=PFl(z) = (a* - )"

I

| Pr@Pi@) da = oY
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Fiir die theoretische Physik sind die aus den Legendre Polynomen abgeleiteten Kugel-
flichenfunktionen von grofler Bedeutung. Man definiert

20+ 1 (1 — ! )
Ylmw,@:J . Elﬂﬁ!m(eose)em

Legendre Polynome und Kugelflichenfunktionen sind ein Spezialfall der hypergeometri-
schen Funktion F'(a,b;c;z), die eine Losung der Differentialgleichung

r(1—2)y"+ (c—(a+b+1)x)y —aby =0

darstellt.



Kapitel 5

Spezielle Aspekte partieller
Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen definieren Losungen mehrerer unabhéngiger Verdnderli-
che. Sie sind von zentraler Bedeutung in der theoretischen Physik. So gleicht in manchen
Lehrbiichern die Einfithrung in die Elektrodynamik stellenweise einer Einfithrung in die
Theorie partieller Differentialgleichungen.

Wir werden uns in diesem Kapitel auf partielle, lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung
spezialisieren. Sie bilden den mathematischen Rahmen fiir die Elektrodynamik, Quanten-
mechanik, Statistische Physik und Thermodynamik, also den ’klassischen Gebieten’ der
theoretischen Physik. In Kapitel 1 haben wir bereits eine weitere Klassifikation mit Bei-
spielen dieses Typs von Differentialgleichungen kennen gelernt.

Um die Losungsmethoden moglichst anwendungsnah zu diskutieren, werde ich mich auf
eine Darstellung der Methoden am Beispiel der Laplace- bzw Poisson Gleichung be-
schrénken.

5.1 Separation partieller Differentialgleichungen

Ziel eines Separationsansatzes ist, eine partielle Differentialgleichung auf ein System gewhn-
licher Differentialgleichungen in den jeweiligen unabhéngigen Koordinaten zuriickzufiihren.
Im einfachsten Fall ldsst sich das mit Hilfe eines Produktansatzes erreichen (siehe dieses
Kapitel), allgemeiner benttigt man eine Darstellung der Losung nach bestimmten Funk-
tionensystemen (siehe Kapitel 5.3).

5.1.1 Die Laplace Gleichung

Die Laplace Gleichung AV (7) = 0 ist eine partielle homogene Differentialgleichung vom
elliptischen Typ. Ihre Losung V() beschreibt z.B. das elektrostatische Potential innerhalb
eines von Randflichen begrenzten Volumens, das von einer Ladungsverteilung auflerhalb
dieses Volumens erzeugt wird. Die Randbedingungen — Vorgabe des Potentials auf der

%)
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Grenzfliche (Dirichlet’sche Randbedingung)!, bzw das elektrostatische Feld (Richtungs-
ableitung des Potentials) entlang der Flichennormalen (v. Neumann’sche? Randbedin-
gung) — bzw genauer die Geometrie der Randflichen definieren die Symmeterie des Pro-
blems. Fiir die verschiedenen Symmetrien erhélt man eine jeweils andere Darstellung des
Laplace Operators A

Symmetrieangepasste Koordinaten
Randflache Koordinaten Darstellung von A
Quader Ty z 63_;2 + 83_;2 + 59_;2
Kugel r=+a2+y?+ 22 ¢ =arctan ¥ g—; +22 4 10 (sinh2)
= arctan miﬂﬁ +m837)22
Zylinder p=+22+y? ¢=arctan’ g—;—%%a@p—i—p%a%—l—g—;

5.1.2 Der Produktansatz

Als ein Beispiel fiir die Variablenseparation mit Hilfe eines Produktansatzes, wollen wir
die Laplace Gleichung in Kugelkoordinaten 16sen

”? 20 1 0 0 1 0?
A I S X Py R T § V|
or? + ror * r2sinf 00 (sin 89) + r2sin® 6 8¢2}
In diesem Fall wahlen wir als Separationsansatz
U(r
v =" pw)a)
Einsetzen und Multiplikation mit 72 sin® /U P® liefert
1 0%u 1 10 oP 10°®
2ein20{ -~ 20w = 2 gy 2T .
TS g2 + TQSinHPGQ(Sm 89>}+ b 0¢? 0

Man sieht, dass Term 1 unabhéngig von ¢ ist, wiahrend der zweite Ausdruck ausschliefllich

von ¢ abhingt. Da die Koordinaten r, 6, ¢ jeden beliebigen Wert annehmen kénnen und
voneinander unabhéingig sind, kann die Gleichung nur erfiillt sein, wenn beide Terme fiir
sich konstant sind. Wir definieren somit eine Separationskonstante m? und schreiben

10°0
62—&:—7712 — " +mPP=0.

!Peter Gustav Lejeune-Dirichlet: * 13.2.1805 in Diiren 1 5.5.1859 in Géttingen. Privatlehrer in Paris,
Dozent in Breslau und Berlin, seit 1855 Nachfolger von Gauss in Go6ttingen. Beitrige zur Theorie der
Fourierreihen, Potentialtheorie, Variationsrechnung und Zahlentheorie.

2Johann von Neumann: * 28.12.1903 in Budapest { 8.2.1957 in Princeton (USA). Mathematiker,
Physiker und Chemiker! Professor in Princeton. Beitridge zur Mengenlehre, Topologie, Gruppentheorie,
Operatortheorie, Spieltheorie und zur Theorie elektronischer Rechenmaschinen.
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Somit bleibt zu untersuchen

, 1 0%u 1 10 oprP

- Z =) — -
U8T2 +{sm9Pc90(Sm 89> }
Jetzt haben wir eine Separation in den verbleibenden Koordinaten r und 6 erreicht.
Die Gleichung kann fiir beliebige Werte der Koordinaten nur verschwinden, falls jeder
der beiden Terme fiir sich konstant (Separationskonstante c) ist. Insgesamt erhalten wir

damit

sin 9

vie) = S p@)a)
O+ m’d = 0
C
Ul/_ ﬁU —
2
P”—Cotepl—i—(c—m) = 0.

Damit haben wir die Laplace Gleichung in gew6hnliche Differentialgleichungen der jewei-
ligen Koordinaten umgeformt. Im Folgenden werden wir die Differentialgleichungen l6sen
und gleichzeitig die Separationskonstanten m und ¢ bestimmen.

1. & +m?d =0
Dies ist die Gleichung des harmonischen Oszillators mit dem Fundamentalsystem

O (p) = exp(ime). Da die Losung fiir beliebige ¢ eindeutig sein muss, fordern
wir die Bedingung ®(¢ + 27) = ®(¢) mit der Konsequenz

e:i:imd) e:l:im27r — e:l:im¢

:> eiimQﬂ' — 1 N m E./\/’(]

OL(p) = ™M meN.

2. Differentialgleichung fiir P(0):
Substituiert man x = cos# und fiir die Ableitungen i = digll_ = —sinf ddx SO
ergibt sich aus der Differentialgleichung fiir P(6)

2

1 —2*)P" — 2P —
(1—2%) zP" + (c 2

)P =0.

Das ist die Differentialgleichung fiir die zugeordneten Legendre Polynome P/"(x)
(siehe Kapitel 4), falls man folgende Wahl fiir die Separationskonstanten trifft

c=1l(l+1) |m| <l leN.

Man sieht, dass die Separationskonstanten nicht eindeutig sind, sondern verschie-
dene ganzzahlige Werte annehmen konnen.

3. Differentialgleichung fiir U(r):
Fiir die verbleibende radiale Differentialgleichung

I(1+1)

r2

U" — U=0
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machen wir den Ansatz
u(r) = ar'™ +br .

Einsetzen bestétigt, dass der Ansatz eine Losung der Radialgleichung ist:

(l+1 (l+1
0=a(l+ 1)l1"li1 + bl(l + 1)7"172 - ai( —Z )r”l — b7< —Z )r*l )
r r

Somit haben wir als Losung der Laplace Gleichung in Kugelkoordinaten die allgemeine
Losung fiir beliebige I,m € Ny, |m| <1

b .
Vi (7) = a; (1! + a—lr_l_l)le(cos g) e=ime
I

Da die Laplace Gleichung linear ist, wird auch eine beliebige Linearkombination der V;,,
eine Losung darstellen

00 l b )
V(IR =33 ar'+ a—lr’l’I)PZ‘m‘(cos 0)elm?
1=0 m=—1 !

Die Koeffizienten a; und b; werden aus den physikalischen Randbedingungen bestimmt.
Liegt z.B. der Koordinatenursprung innerhalb des von der Randfliche begrenzten Volu-
mens, so muss b; = 0 fiir alle [ sein, damit die Losung regulér ist. Die Koeffizienten q;
ergeben sich dann aus der Bedingung, dass das Potential auf der Begrenzungsfldche einen
bestimmten Wert annimmt.

Analog lisst sich die Laplace Gleichung in Zylinderkoordinaten

2? 10 1 02 0?
o0 "o T pag ot

durch einen einfachen Produktansatz
V() = R(p)®(#)Z(2)

in die drei gewohnlichen Differentialgleichungen

7'-kZ = 0
" +n*d = 0
/! 1 / n2
R +;R+(k—?)R =0

separieren (n und k sind die Separationskonstanten). Die Losungen fiir Z und & sind
unmittelbar einsichtig:

Z(z) = etk

(I)( ¢) _ eFine
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Wegen der Eindeutigkeit der Losung ® muss wieder n € N gefordert werden. Die Diffe-
rentialgleichung fiir R(p) kann man mit Hilfe der Substitution « = kp auf die Bessel’sche
Differentialgleichung zuriickfiihren

n2

R(a) + - R(x) + (1~ ")R() =0,

deren Eigenschaften in Kapitel 4 diskutiert werden.

Ein anderes Beispiel fiir den Erfolg einfacher Produktansétze zur Separation partieller
Differentialgleichungen ist die zeitabhéngige Schrodinger Gleichung

Lo 1
i = (5 0+ V).

Der Produktansatz
P(r,t) = () x(t)

erlaubt die partielle Differentialgleichung nach Orts- und Zeitkoordinate zu trennen

0 1 1
oin = M5+ Ve |

ot by
1 oy 11
X — 2 ®
LinfX — LAV,

wenn beide Seiten fiir sich konstant sind. Bezeichnet man die Separationskonstante mit
€, ergibt sich

0 i
iha_f = ex x=c

(—;A FV)® = €.

Die verbleibende Differentialgleichung nennt man die stationére Schrodinger Gleichung.

Der weitere Losungsweg héngt von der Komplexitidt des Potentialterms V(7) ab. Besitzt
das Potential eine einfache Symmetrie — z.B. Kugelsymmetrie V() = V(r) — so kann man
wieder mit Hilfe eines Produktansatzes die Winkelkoordinaten von der Radialkoordinate
(in Kugelkoordinaten) separieren. Zu l6sen bleibt dann 'nur’ noch die radiale Schrodinger
Gleichung, eine gewohnliche Differentialgleichung in der Koordinate 7.

5.2 Die Green’sche Methode

Bisher haben wir iiber die Losung homogener partieller Differentialgleichungen gespro-
chen. In diesem Kapitel geht es um eine Losungsmethode fiir inhomogene partielle Diffe-
rentialgleichungen, die am Beispiel der Poisson Gleichung diskutiert wird.
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5.2.1 Die Poisson Gleichung

Die Poisson® Gleichung
AV () = —4mp(T)

besitzt als Losung das Potential, das von einer Ladungsverteilung (Quellterm) p inner-
halb eines betrachteten Volumens verursacht wird. Im Gegensatz zur Laplace Gleichung
wird das Potential nicht ausschliellich durch die Randbedingungen bestimmt sondern
auch iiber die Inhomogenitit p. Komprimiert man in einem Gedankenexperiment diese
Ladungsverteilung unter Ladungserhaltung auf einen Raumpunkt, so erhélt man in die-
sem Raumpunkt eine unendlich hohe Ladungsdichte, {iberall sonst aber die Ladungsdichte
0. Die Poisson Gleichung einer solchen Punktladung lautet

AV (i) = —4mé (7 — ') .

Die o-Funktion, die eine solche Punktladung definiert ist keine Funktion im mathemati-
schen Sinne, sondern eine Distribution. Sie ist durch die folgenden Eigenschaften erklart

dx—2a) = 0, firx#£a

/bé(x—xl) ds = {1 fir v € [a,0]
a 0 sonst
Insbesondere lésst sich die 6-Funktion als Grenzwert von Funktionen darstellen, z.B. der

GauBlfunktion

1 2
e_ o

8
|

f(l',d) =

Dabei ist die Fliache unterhalb einer normierten Gaufkurve (Substitution: y = z/0)

gerade
o 1 00 2
/ flz,o0)da = —/ e 2 dx
—00 ﬁU —00
1 o0 2
= — eV dy=1.
ﬁ/oo

Die §-Funktion ergibt sich dann als Grenzwert einer Gau3kurve mit infinitesimaler Breite
o bei konstanter Flache

(ye

1 1 2
lirr(l)f(a:,cr) =—Ilim—e -

/T o0

Folgende Eigenschaften der J-Funktion werden wir benutzen

| t@ie - de = f)

/mﬂ@&@—@dw::f@ﬁ@—@ﬁ;—/if@ﬁu—@dx

- @
(r—dad) = 0(z—ay)d(y—ay)d(z—a,) kartesische Koordinaten

|H

|

=d(x) .

S(F—7') = :26(7‘ —1r")d(cosf — cos0")d(¢p — ¢')  Kugelkoordinaten .

3Simeon Denis Poisson: * 21.6.1781 in Pithiviers t 25.4.1840 in Paris. Student und Professor an
der Ecole Polytechnique in Paris. Arbeitsgebiete: theoretische Mechanik, Warmelehre, Potentialtheorie,
Differentialgleichungen und Wahrscheinlichkeitstheorie.
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Wir haben oben gesehen, dass sich das Potential einer Punktladung aus der Ladungs-
verteilung p(7) = 6(7"—7’) ergibt (dabei ist 7 der Beobachtungspunkt und 7" der Ort der
Punktladung). Das Potential einer Punktladung ist aber gerade das Coulombpotential
1/]7— 7|, so dass man folgende Aussage erhilt (A,: Ableitung beziiglich 7)

= —Ams(7 — ) .

=

5.2.2 Greensfunktionen

Die Verallgemeinerung dieser Differentialgleichung
NG(F 7)) = —4md(F —7")

definiert einen besonderen Typ von Funktionen: die Green’schen Funktionen. Dabei ist
die allgemeine Form dieser Funktionenklasse

1

G — =/
(7, 7") = T

mit der Bedingung
NF(, 7y =0.

F ist eine Losung der Laplace Gleichung zu den vorgegebenen Randbedingungen. D.h.

Greensfunktionen erlauben in einen Losungsansatz zu einer Differentialgleichung sofort
die gewiinschten Randbedingungen zu integrieren.
Anschaulich kann man G(7,7") als das Potential einer Punktladung am Ort 7 innerhalb
eines durch Randflachen begrenzten Volumens 7 interpretieren, das von einem Potential
F uberlagert wird, welches durch ein zusétzliches Potential auf der Randfliche S[r] oder
eine Ladungsverteilung auflerhalb des betrachteten Volumens hervorgerufen wird. Man
kann sich nun mit Hilfe des Green’schen Theorems (g—f bezeichnet die Richtungsableitung
der Funktion ® entlang der Flidchennormalen der Randfliche S)

ov 0D
% ©o on’ -V on’

/(cpm/ _UAD) A7 = lds

eine formale Losung der Poisson Gleichung beschaffen, die diese Randbedingung enthélt.
Setzt man ® =V, ¥ = G, so ergibt sich

JAV ) A = 77) = G ) (~Am)p() i =

Das Oberfliachenintegral legt die Randbedingungen fiir das Problem fest. So erhalten wir
z.B.
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1. fiir ein unbegrenztes Volumen (S[r] ist eine Grenzfliche im Unendlichen)

7
limz_., V() =0, hmr_m 0

V) = [ GEFp) di

2. Fiir ein begrenztes Volumen unter der Vorgabe des Potentials auf der Grenzfliche
(Dirichlet’sche Randbedingung)

Gp(7,7")|7esr
oG p(T, 7’

_ e NV N T i o/ ) /
V(r) = /TGD(T’,T’ )p(7') d 7 ym ]g[T]V(T ) o ds’ .

3. Fiir ein begrenztes Volumen unter der Vorgabe des Normalenfeldes auf der Grenz-
fliche (Neumann’sche Randbedingung)?

OGN (7, 7' 47 .. .
% lrresy] = ) (S: Flidcheninhalt von S[7])
VE) = [OnEre) ditg f, v a
1 ov

+ m&ﬁ“ J o 45"

Man erhélt also mit Hilfe der Greensfunktionen eine formale Losung der Poisson Gleichung
unter der Beriicksichtigung der vorgegebenen Randbedingungen. Wie die Greensfunktion
fiir einfache Symmetrien bestimmt werden kann, wird im n&chsten Kapitel angedeutet.

Greensfunktionen fiir einfache Symmetrien

Fiir einige einfache Geometrien lésst sich die Greensfunktion durch die Methode der Spie-
gelladungen elementar bestimmen. Betrachten wir z.B. das rechnerisch einfachere Di-
richlet Problem: eine Ladungsverteilung vor einer unendlich ausgedehnten Ebene erzeugt
ein Potential V' (7) unter der Vorgabe des Potentials auf der Ebene V(z,y,z = 0) =
Vo(z,y,0). Die Losung erfordert die Bestimmung der Dirichlet’schen Greensfunktion mit
Gp(7,7")|#1=(zy0) = 0. Gp enthilt die Geometrie der Randbedingung und ist Losung des
zur Aufgabe entsprechenden Punktladungsproblems. Als Ansatz schreibt man
1 q

Go(n) = =7 T g

und bestimmt die virtuelle Ladung ¢’ und deren Position so, dass Gp in der zy Ebe-

ne verschwindet. Offenbar kompensiert eine virtuelle Spiegelladung mit ¢ = —1 , @ =
(',y', —2") gerade das Potential der wahren Einheitsladung in der zy Ebene, so dass man
fiir das interessierende Volumen z > 0 erhalt

4Die Randbedingung %GTZ,V\;/eS = 0 ist nicht vertrédglich mit der Differentialgleichung fiir die Greens-
funktion. Wie man mit Hilfe des Green’schen Theorems zeigen kann (setze ® = 1,¥ = @) gilt
$ BG ds’ = —4m. Setzt man dagegen z.B. gG, = const = —‘% erhilt man eine mit dem Green’schen

Theorem und der Differentialgleichung fiir die Greensfunktion konsistente Aussage.
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Spiegelladungsmethode zur Bestim- A G=0

mung der Greensfunktion fiir einfache

Dirichlet’sche Randwertaufgaben n'=-e,

<_
@ ® > 7
q q=1
y
Gp(7,7') = 1 F(7,7') F(F#') = -
P |7 — 7| ’ ’ 7 —
ANGp = —4xdé(F—7") Gp(F,7")|.=0=0.

Um die Randbedingungen korrekt zu beriicksichtigen, muss man die Richtungsableitung
von Gp senkrecht zur Randfliche (Normalenableitung) kennen. Vereinbarungsgeméf ist
die Flichennormale bezogen auf das Volumen, in dem die Poisson Gleichung gelost wird

nach auen gerichtet, in diesem Falle also 7’ = —¢€,:
oG oG
(9711’j iV Gp = = 8;
B z—2z 2+ 2
___{Kx—fy+%y—yy+%z—fﬂw2+Kw—fy+%y—yﬁ+42+%ﬂw2
J0Gp B 2z
L s e e

Damit erhalten wir als Losung der Poisson Gleichung fiir eine beliebige Ladungsverteilung
im Halbraum z > 0, begrenzt durch die zy Ebene, auf der das Potential V|, vorgegeben
ist

1
="

T

=/

1 )
4 ::-A@zm ) dr

1 2z
i V =
i A }ém (™) [(x— 22+ (y—y )% + 222

[

da'dy’ .

Bemerkungen:

e Das Oberflichenintegral ist im Unendlichen geschlossen.

e Die Losung ist zunéchst unabhéngig von der Funktion V; (7). Bisher ist die Geometrie
des Problems berticksichtigt worden (in der speziellen Form der Greensfunktion)
und die Tatsache, dass ein Potential auf der Randfliche vorgegeben werden soll
(Dirichlet’sche Greensfunktion).

}
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e Ein cinfaches Beispiel erhélt man fir den Fall einer geerdeten Ebene (Vy = 0 —

§...=0).

Ein dhnliches Vorgehen erlaubt die Berechnung der Greensfunktion in Kugelsymmetrie.
Nocheinmal die Idee: Wir haben die Greensfunktion interpretiert als das Potential ei-
ner Punktladung innerhalb, iiberlagert durch das Potential einer Ladung auflerhalb eines
begrenzten Volumens

1
G i) = ———— + F(7,i) AF =0

=7

mit der Dirichlet’schen Randbedingung G p|7ecs = 0. Im Falle eines kugelsymmetrischen
Problems bedeutet dies, dass Gp auf der Kugeloberfliche verschwinden muss. Ich méchte
veranschaulichen, dass der folgende Ansatz diese Eigenschaft innerhalb einer Kugel mit
Radius a erfiillt

1 q 1 a
= -] + — EN e dg | o -2 a? =y
[ =7 " |F—=R| =7 r|F 57|

Gp(r,7")

e Auf der Kugelschale gilt

a

G p(7, ) 0.

T r—d  alf-%a

e Fiir ' < a liegt die erzeugende Punktladung innerhalb der Kugel. In diesem Fall
ist R = (7?,2)27"’ = ‘;—? > a. D.h. die Spiegelladung ¢’ = —7 liegt aulerhalb des
Kugelvolumens und kompensiert das Potential auf der Kugeloberfliche. Beachte,
dass (i) |¢'| > 1 und (ii) die Spiegelladung abhéingig von der Position der 'wahren’
Ladung ist.

e Fiir ' > a liegt die erzeugende Punktladung auflerhalb der Kugel. In diesem Fall
ist R = ‘:,—? < a. D.h. die Spiegelladung ¢’ = —% liegt innerhalb des Kugelvolumens
und kompensiert das Potential auf der Kugeloberfliche. Beachte, dass |¢'| < 1 ist.

Aus Symmetriegriinden liegen die wahre Ladung und Spiegelladung immer auf einem
Radiusvektor.

5.3 Darstellung partieller Differentialgleichungen

Eine sehr wichtige Strategie zur Losung partieller Differentialgleichungen besteht darin,
die Losung bzw. die Greensfunktion nach vollstédndigen Funktionensystemen zu entwickeln
(darzustellen). Statt eine Funktion in Ortskoordinaten anzugeben, schreibt man sie als
Reihe beziiglich eines bekannten (handhabbaren) Funktionensystems. So haben wir bereits
die Darstellung des Coulombpotentials als Reihe in Legendrepolynomen kennen gelernt

(y:< 7))
1 1

(12772 — 277! cos y]1/2
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M4+ (B)2 =28 cosn] V2 = 05, %Pz(cosv) >
L1+ (£)? = 2% cosq]™V2 = 522 A Pi(cosy) r <1’

[e's) 7,l
= 3 Ao
=0

Um die Darstellung auf die zu 7" und 7 zugehorigen Kugelkoordinaten und nicht nur
auf den Zwischenwinkel v zu beziehen, nutzt man das folgende Additionstheorem der
Kugelfldchenfunktionen:

4 ! !
Py(cosy) = 57 _7; 7 Z ;JZY* (0'¢") Y1 (09)

m=—1

(Zur Definition der Kugelflachenfunktionen sieche Kapitel 4). Somit erhalten wir die Dar-
stellung des Coulombpotentials nach Kugelflaichenfunktionen

1 l
S S Y Yinl00).

|7" | 1=0 m=—1

Entsprechend kénnen wir auch die Greensfunktion nach Kugelflichenfunktionen darstel-
len (z.B. duBeres Problem fiir kugelférmige Randflache mit Radius a)

0o l 1 l 1&2

Go(7 7 =4m 3" 3 o i = L () G (09 Yin (09)

Dariiber hinaus kann man die Dichteverteilung der Feldquellen nach Kugelflichenfunk-
tionen entwickeln

Z Z prae (1) Y (09
=0m/==0

so dass sich das Volumenintegral

[[anr e ar = 3 Z 3 G Tinl09) [ 5 = 1S )

L= a rr!

/ / VYo (0'6) A
[ ar = [ dr+/ ) dr

in ein einfaches Radialintegral umformen l&sst, allerdings um den Preis einer zusétzlichen
unendlichen Summation.

Man kann natiirlich auch dierekt die Poisson (Laplace) Gleichung in ein unendliches
System gekoppelter gewohnlicher Differentialgleichungen umschreiben. Die Schritte sind
dann wie folgt:

X

AV = —dmp

Ansatz fiir eine beliebige Losung
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[e'e) l
- 1
=0 m=-—I
9] l 1
=0 m=-—I
Laplace Operator in Kugelkoordinaten

102 1-

- 1 0,. 0 1 02

0 = G500"" 90 T wrgag

Wir haben schon bei der Diskussion der Laplace Gleichung gesehen, dass Kugelflachen-
funktionen Losungen der Differentialgleichung

{I+1(1+ 1)}, =0
sind.

Bemerkung:

Man nennt die Y;,, Eigenfunktionen des Operators [ zum Eigenwert [ (I+1), da der Ope-
rator [ Y, skaliert in sich selbst abbildet.

Somit bleibt das System radialer Gleichungen

lz{%ﬂ%”}vm(rmmw@ = X mlr¥in(09) | [ Vi 40
0% I(l+1)

o+ g Winlr) = pinlr)

fiir alle Werte [,m zu lésen. Ist p;,, = 0, so erhalten wir wieder die radiale Laplace
Gleichung

mit der Losung
Vim (1) = @™ 4 by

Die Darstellung einer partiellen Differentialgleichung nach einem vollsténdigen Funk-
tionensystem (hier Kugelflichenfunktionen) ist im Prinzip immer moglich. Wahlt man
jedoch ein in Bezug auf die Symmetrien der Ladungsverteilung und der Randbedingun-
gen ungiinstiges Funktionensystem, so kann die Konvergenz erdriickend langsam sein.
Deshalb lohnt es sich immer, die Problemstellung sorgsam zu analysieren.



