Mathematische Erginzung zur

Theoretischen Physik 1

Differential und Integralrechnung

Lineare Algebra

JW Goethe — Universitat Frankfurt

Hans Jiirgen Liidde

Institut fiir Theoretische Physik
der J.W. Goethe — Universitét

Max-von-Laue-Strafle 1
60438 Frankfurt am Main

e-mail: luedde@th.physik.uni-frankfurt.de



Vorwort

In diesem Skript finden Sie die wichtigsten Definitionen und Rechenregeln der Analysis
und Vektoralgebra, wie sie in den Vorlesungen zur Theoretischen Physik benotigt werden.

Mit Grundbegriffen, wie Mengenlehre, Zahlensysteme Folgen und Reihen, sowie der Ana-
lysis von Funktionen einer reellen Verdnderlichen, wird in den beiden ersten Kapitel das
mathematische Schulwissen zusammengefasst. Das dritte Kapitel befasst sich mit grund-
legenden Rechenoperationen zwischen Vektoren und deren Anwendungen: Geometrie und
lineare Abbildungen (lineare Algebra). Die Differential- und Integralrechnung fr Funktio-
nen mehrerer Verdnderlicher (Skalar- und Vektorfelder) schliefit sich an. Die wichtigsten
Begriffe sind im Text in roter Farbe hervorgehoben.

Dieses Skript ersetzt kein Mathematikbuch. Insbesondere Beweise mathematischer Aus-
sagen treten gegeniiber praktischen Aspekten — Rechenregeln, wie sie in den theoretischen
Naturwissenschaften bedtigt werden — zuriick.

Frankfurt, Wintersemester 1999,/2000
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Zahlen, Folgen, Reihen

In diesem Kapitel werden einige Grundbegriffe der Mathematik erkldrt: Dazu gehoren
unser Zahlensystem und Begriffe wie Folgen und Reihen. Der zweite Abschnitt enthélt
einen Uberblick iiber Eigenschaften elementarer Funktionen.

1.1.1 Vorbemerkungen
Der Begriff der Menge ist nach Cantor® die

....Zusammenfassung bestimmter, wohl unterschiedener Objekte
(Elemente einer Menge) unserer Anschauung oder unseres Denkens
zu einem Ganzen....

Dabei ist durch die Eigenschaften der Objekte eindeutig bestimmt, ob ein Element der
Menge M angehort (z € M) oder nicht (x ¢ M). Zur Charakterisierung einer Menge
schreibt man

M = {z |z Eigenschaft}

und spricht: M ist die Menge aller z mit der Eigenschaft x ist .... Eigenschaft .... .
Beispiele fiir Mengen sind

N = {n|n=0,1,...}
R = {x]x:reelle Zahl}

Endliche Mengen besitzen eine endliche Anzahl von Elementen (die Kardinalzahl) im Ge-
gensatz zu unendlichen Mengen. Man unterscheidet abzidhlbar unendliche Mengen, wenn
die Elemente mit Hilfe der natiirlichen Zahlen abzéhlbar sind, von iiberabzidhlbaren Men-

gen.
Zwei Mengen A, B

e sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente besitzen

1Georg Cantor: * 3.3.1845 in St. Petersburg, t 6.1.1918 in Halle. Mathematiker an der Universitit
Halle. Hauptwerke: Definition der irrationalen Zahlen, Begriindung der Mengenlehre



2 Zahlen, Folgen, Reihen

e sind gleichméchtig, wenn jedem Element aus A genau ein Element aus B zugeordnet
werden kann

e sind disjunkt, wenn sie kein Element gemeinsam besitzen.

Folgende Relationen lassen sich zwischen Mengen definieren:

ACB={z|xe A=z € B} Teilmenge
ANB={z|z€e ANz € B} Schnittmenge
A\B={z|xzec ANz ¢ B} Differenz
AuB={z|ze€e AVzxe B} Vereinigung

Die Symbole A und V bedeuten 'und’ bzw. 'oder’. Konsequenzen obiger Definitionen
sind:

ACB N BCA= A=A
ANB = O = A, B sind disjunkt.

Man nennt O die Nullmenge.
Das kartesische Produkt zweier Mengen ergibt sich aus allen geordneten Paaren der Ele-
mente aus A und B

ARB={z,y|ze AyecB}.

Beispiel:
A={2,4y B=1{1,3,5}

AR B = {(271>’(273)7(275)7(471>’(473)7(475)}
BoA = {(1,2),(1,4),(3,2),(3,4), (5,2), (5,4)}

Man sieht sofort, dass die Reihenfolge der Faktoren des kartesischen Produktes nicht
vertauschbar ist.
Eine Abbildung zwischen zwei Mengen ist definiert, indem man den Elementen der Ur-
bildmenge A Elemente der Bildmenge B zuordnet. Andere Begriffe fiir A und B sind
Definitionsbereich und Wertebereich der Abbildung.
Eine Abbildung

f:A—B
e ist eindeutig (surjektiv), wenn jedes Element von B Bild eines Elementes von A ist

e ist eineindeutig (injektiv), wenn die Zuordnung zwischen Bild und Urbild in beiden
Richtungen eindeutig ist

e heiflt bijektiv, wenn die Abbildung injektiv und surjektiv ist, d.h. die Mengen
gleichméchtig sind.
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1.1.2 Zahlensysteme

Wir haben schon zwei wichtige Mengen kennen gelernt: die natiirlichen Zahlen N und die
reellen Zahlen R.

1. N: Natiirliche Zahlen
Die Menge der natiirlichen Zahlen {0,1,2,3,...} ist definiert durch die Peano Axio-

meZ

e () ist eine natiirliche Zahl.
e Jede natiirliche Zahl n hat einen bestimmten Nachfolger n’.

e Aus n' =m/ folgt n = m.

0 ist niemals Nachfolger.

Jede Menge natiirlicher Zahlen, die 0 und mit n auch dessen Nachfolger n’
enthélt, umfasst alle natiirlichen Zahlen.

Das letzte Axiom wird auch als das Axiom der vollstindigen Induktion bezeichnet.
Es ist Grundlage eines wichtigen mathematischen Beweisverfahrens.
Es gibt viele wichtige Beispiele von Teilmengen der natiirlichen Zahlen, die in ma-
thematischen Anwendungen von Bedeutung sind.
Fakultit: das Produkt von n aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen definiert
durch die Rekursion

Ap = NQp_1, a1 =1

nennt man Fakultiat und schreibt

nl=1x2x3x...xn, 0=1

Die ersten acht Fakultidten

n|0f1}2/3[41] 5| 6 | 7 8
nl | 1]1]2]6|24 120|720 | 5040 | 40320

Als Anwendung findet man, dass die Anzahl der Permutationen einer Menge von n
Elementen gerade n! ist. Z.B. die Menge {1,2,3} bildet die Menge der Permutationen
mit 3!=6 Elementen {(123),(312),(231), (321),(132),(213)}. Die ersten 3 Elemente
der Permutationsmenge nennt man zyklische (im Uhrzeigersinn lesbar), die anderen
antizyklische Vertauschungen der Urbildmenge.

Doppelfakultit: ist definiert durch die Rekursion

Ap = NAp_—2 , CL1:1,CL2:2.

Die ersten acht Doppelfakultiten

n |0]1/2(3]4|5|6]| 7 | 8
n!! [1[123|8]|15|24|105 | 384

2Guiseppe Peano: * 27.8.1858 Cuneo, t 20.4.1932 Turin. Mathematiker an der Universitdit Turin.
Hauptwerke: Mathematische Logik, Grundlagen der Mathematik
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Binomialkoeffizienten sind definiert durch

Sie ergeben sich als die Koeffizienten im binomischen Lehrsatz
(a+b)? = a*+2ab+ b

oy = 3 (e

m=0 m

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung bilden die Binomialkoeffizienten (") die An-
zahl der moglichen Kombinationen von m Elementen aus dem Vorrat von n Ele-

menten ohne Wiederholung. Z.B.: Gesucht sind alle Paare der Definitionsmenge
{1,2,3,4}. Das Ergebnis bildet die Menge mit den (;l) =6 Elementen {(12),(13),(14),

(23),(24),(34)}.

2. Z: Gange Zahlen
Die Menge der ganzen Zahlen ist eine Erweiterung der natiirlichen Zahlen um ne-
gative Werte, d.h.

Z = NTUN~
Nt = N N ={n||n|e NAn<0}.

Auf der Menge der ganzen Zahlen ist eine Rechenoperation (Addition) definiert,
mit den Eigenschaften

Die Gruppenaxiome der Addition

(A1) | Existenz des neutralen Elementes a+0=0+a=a
(A2) | Existenz des inversen Elementes | a+(-a) = (-a)+a = 0
(A3) Assoziativitit a+(b+c)= (a+b)+c

(A4) Kommutativitét a+b = b+a

Die Eigenschaften (A1)-(A3) kennzeichnen eine Gruppe, in diesem Fall fiir die Ad-
dition. Zusammen mit der Eigenschaft (A4) bilden die ganzen Zahlen eine kommu-
tative oder Abel’sche® Gruppe beziiglich der Addition.

Bemerkung: Die ganzen Zahlen bilden nicht nur eine Abel’sche Gruppe beziiglich
der Addition, sondern dariiber hinaus beziiglich der Multiplikation eine Halbgruppe
(es fehlt das inverse Element). Zusétzlich gilt das Distributivgesetz: damit bildet die
Menge der ganzen Zahlen einen Ring.

3Niels Henrik Abel: * 5.8.1802 Finds (Norwegen),  6.4.1829 Oslo. Mathematiker an der Universitéit
Kristiana (Oslo). Hauptwerke: Theorie der algebraischen Funktionen.
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3. O: Rationale Zahlen
Um die folgende Gleichung
ra=b, abeZ

nach der unbekannten Variablen x aufzulésen, muss man beide Seiten der Gleichung
durch a dividieren. x = b/a ist aber i.a. kein Element der ganzen Zahlen: wir miissen
also unser Zahlensystem erweitern und definieren die rationalen Zahlen

b
Q={z|z=—a,b€ ZNa#0}.
a
Auf dieser Menge kénnen wir eine neue Rechenoperation einfithren: die Multiplika-

tion. Man sieht leicht ein, dass die Menge der rationalen Zahlen neben der Addition
auch beziiglich der Multiplikation eine kommutative Gruppe bilden (a, b, € Q)

Die Gruppenaxiome der Multiplikation
(M1) | Existenz des neutralen Elementes al=1la=a
(M2) | Existenz des inversen Elementes | a (1/a) = (1/a) a =1
(M3) Assoziativitét a(bc)=(ab)c
(M4) Kommutativitét ab=Dba

Dariiber hinaus gilt das Distributivgesetz (eine Kombination von Addition und Mul-
tiplikation)

Distributivgesetz

(AM1) | Distributivitéat | a (b+c) =ab + ac

Zahlenmengen, welche die Eigenschaften (A1)-(A4), (M1)-(M4) und (AM1) erfiillen,
nennt man Korper. Der Korper der rationalen Zahlen ist abzdhlbar unendlich, d.h.
man findet eine Abbildung von den rationalen Zahlen auf die natiirlichen Zahlen.

4. R: Reelle Zahlen
Noch immer reicht das Zahlensystem nicht aus, um die Ergebnisse aller bisher be-
sprochenen Rechenoperationen zu umfassen. Beispiele sind irrationale Zahlen: Quo-
tient aus dem Umfang und dem Durchmesser eines Kreises; Hypotenuse eines gleich-
schenkligen, rechtwinkligen Dreiecks mit Kathetenldnge 1.

Irrationale Zahlen

T e V2
3.14159265... | 2.718281828459... | 1.414213562...

Die Dezimalstellen von irrationalen Zahlen folgen nicht einer GesetzméBigkeit wie
z.B. bei rationale Zahlen mit Perioden (1/3= 0.333...; 204/445= 0.41212...). Man
benutzt irrationale Zahlen deshalb auch als Pseudozufallszahlen.
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Die reellen Zahlen bilden einen Korper und sind iiberabzéhlbar. Auf dem reellen
Zahlenkorper sind alle folgenden Operationen mit den entsprechenden Inversen de-
finiert: Addition (Subtraktion), Multiplikation (Division), Potenzieren (Radizieren
(Wurzel ziehen) aus positiven Radikanden).

. C: Komplexe Zahlen

Die letzte Einschrankung erscheint willkiirlich. Deshalb erweitern wir das Zahlensy-
stem nochmals, um auch Wurzeln aus negativen Zahlen berechnen zu kénnen. Dazu
definiert man die imagindre Einheit ¢ durch

, i =+v—1L

i =-1

Komplexe Zahlen lassen sich auf verschiedene Weisen darstellen. Man definiert sie
iiber ihren Real- und Imaginérteil und schreibt z.B.

z = T4y
x =Rz y=Sz.

In einem Koordinatensystem, in dem die Abszisse die Realteile und die Ordinate

Im(z)
A

> Re(2)

Zeigerdiagramm komplexer Zahlen

die Imaginérteile kennzeichnet, lasst sich jede komplexe Zahl als "Zeiger’ darstellen.
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Man nennt diese Ebene die komplexe Zahlenebene. Zu jeder komplexen Zahl gibt
es eine komplex konjugierte Zahl z*(oderz) mit der Eigenschaft

Zf=r—1y,

nicht zu verwechseln mit

-z = —r—w

-2 = —x+wy.
Der Betrag einer komplexen Zahl entspricht der Zeigerldnge

| 2= a2 42 = Ve
Eine alternative Darstellung erhélt man iiber die trigonometrische Darstellung
z=x+ 1y =| z| (cos ¢ + isin ¢).

Man kann diese Darstellung mit Hilfe der Euler’schen Gleichung # vereinfachen

et = cosp+ising
z = |z|e?
2 = |z e~

Man nennt den Winkel das Argument der komplexen Zahl mit
tan ¢ = g.
x

Besonders wichtig fiir den Umgang mit komplexen Zahlen sind die folgenden Re-
chenregeln fiir z, w € C:

z2=x+1y w=u-+1
z+w = (xtu)+ilyto)
2425 = 2Rz
z—2" = 2z
1z = —y+ir
2w = (zu—yv)+i(xv+ yu)
P B P
zz = (2% —9?) +i2zy
z zw* TU+Yyv —xv 4+ Yyu
wo wwt w2 F0? u? 4 v?
o= () =] 2| e
Vz o= ZYm=|z |V e™ (Hauptwert)
Inz = In|z|+ip (Hauptwert).

4Leonard Euler: * 15.4.1707 Basel, 1 18.9.1783 St. Petersburg. Studium der Philosophie, Theologie,
Mathematik. Professor fiir Physik und Mathematik in St. Petersburg. Sein Gesamtwerk umfasst 886 Titel
in Physik und Mathematik, darunter viele umfangreiche Lehrbiicher
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Die Division komplexer Zahlen ist etwas 'indirekt’. Man muss zunéchst einen reel-
len Nenner erzeugen durch Erweiterung des Bruches mit dem komplex konjugierten
Nenner.

Beispiel:

4+ 3i (443i)(2+3i) (8—9)+i(12+6)

2 3 (2—30)(2 + 30) 419
1,18
13 13

Die komplexen Zahlen bilden wie die reellen Zahlen einen Korper. Diese Eigenschaft
lasst sich unmittelbar aus den Rechenregeln ablesen.

1.1.3 Folgen und Reihen

Eine Abbildung f von der Menge der natiirlichen Zahlen auf eine Bildmenge nennt man
eine Folge. In der Regel entspricht die Bildmenge den reellen Zahlen. In diesem Fall nennt
man die Abbildung eine reelle Folge oder Zahlenfolge mit der Schreibweise

fNe—=R [f=(aga,...a,,...)=(a,).
Fiir jedes Folgenglied gilt
a, = f(n) neN,a, €R.

Wenn fiir alle n aus dem Definitionsbereich eine der folgenden Eigenschaften erfiillt ist,
so nennt man eine Zahlenfolge:

e positiv fiir a,, > 0, negativ fir a,, < 0.

e beschrénkt, falls a,, < M (obere Schranke), a, > L (untere Schranke).
e monoton, falls a,, < a,,1 (steigend), a,, > a,.; (fallend).

e alternierend, falls a,a,1 < 0.

Eine Zahlenfolge besitzt einen Haufungspunkt bei a, wenn fiir ein beliebiges € > 0 im
Intervall (a — €,a + €) unendlich viele Folgenglieder liegen. Jede Folge kann mehrere
Haufungspunkte besitzen. Gibt es genau einen Hiufungspunkt bei a, so nennt man
a den Grenzwert von (a,) und die Folge konvergent oder Cauchy-Folge®

lim a,, = a.
n—oo

5 Augustin Louis Cauchy: * 21.8.1789 Paris, t 23.5.1857 Sceaux. Mathematiker an den Universitiiten
Paris, Turin, Prag. Hauptwerke zur Theorie der Differentialgleichungen und Funktionentheorie
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Sonderfalle: ist a = 0o, so ist die Folge divergent, ist a = 0, so nennt man die Folge eine
Nullfolge.
Aus diesen Definitionen leiten sich einige Eigenschaften ab:

(an) konvergent = (a,) beschrinkt
(a,) beschrinkt = (a,) besitzt mindestens einen Haufungspunkt
Satz von Bolzano-Weierstraf
(a,) monoton = (a,) besitzt hochstens einen Haufungspunkt

(a,) monoton und beschrénkt = (a,) ist konvergent.

Beispiele fiir wichtige Zahlenfolgen sind:

e arithmetische Folgen: a, = ag + ng — (a,) =(1,2,3,4,...), ag =0, =1

An+1

e geometrische Folgen: a,, = agq", (¢ =

) o
(an) = (2,4,8,16,32,64,...), ap=1,q = 2

e Fibonacci® Zahlen: a, o = apy1 + an, (a3 = a3 = 1) —
(@) = (1,1,2,3,5,8,13,21,34,...).

Reihen sind Summen von Folgengliedern

sn:Zai lim s, = s

n—oo

konvergiert. Es gibt einige wichtige Kriterien fiir die Konvergenz von Reihen:

e das Majorantenkriterium: die Reihe 77 b, ist eine Majorante von »_>° ; a,, wenn
ab einem Folgenglied kg gilt ay < by, k > ko. Ist > b, konvergent, so ist auch > a,
konvergent.

e das Minorantenkriterium: die Reihe > 07 b, ist eine Minorante von »_>°  a,, wenn
ab einem Folgenglied kg gilt ai > by, k > ko. Ist > b, divergent, so ist auch > a,
divergent.

e das Quotientenkriterium: eine Reihe ist absolut konvergent, wenn es eine Zahl ¢ < 1
gibt, so dass fiir alle k > ko gilt | =5 [< ¢

e das Leibniz Kriterium:” ist (a,) eine alternierende Folge und (] a,, |) eine Nullfolge,
so konvergiert die Reihe Y7 g a, = s und es gilt | s — s, |<| api1 |-

6Leonardo Fibonacci: * 1180 Pisa, T 1250 gehorte zum Gelehrtenkreis Friedrichs II. Hauptwerk: Liber
Arbaci — Einfithrung der arabischen Ziffern in Europa

"Gottfried Wilhelm Leibniz: * 1.7.1646 Leipzig, t 14.11.1726 Hannover. Studium der Philosophie, der
Rechte, der Theologie. Hauptwerke: Differentialrechnung (Calculus 1682), Formalisierung der Mathematik
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Beispiele fiir wichtige Reihen:

Euler Zahl:
= 1+ — ! + — ! + — ! + ...+ L +
= 1o nl
© 1
= Z — = 2.71828128284590. ..
o n!
Harmonische Reihe:
1 1 1 < 1
1—|—§+§—|—...+ﬁ+...:n§%g divergent
Alternierende harmonische Reihe:
1 1 1
1l— =4 - —=... £ =+ =In2=0.693147 ...
2 3 n
Inverse Euler Zahl: - .
—=3 - ~— = 0.367879441 ...
— nl

Die Zahl 7

n

Z:: n—|—1

Eine sehr wichtige Eigenschaft im Umgang mit Reihen ergibt sich aus der Kommuta-
tivitdt der Addition: man kann Reihen beliebig umordnen (Umordnungssatz). Und als
Konsequenz der Distributivitdt der reellen Zahlen: das Cauchy Produkt zweier Reihen

ist
S oS be=3 3 nb

n=0[=0

1.2 Elementare Funktionen einer reellen Veranderli-
chen

In diesem Kapitel werden wir uns mit den elementaren Funktionen beschéftigen, die ganz
wesentlich das quantitative Verstdndnis der Naturwissenschaften pragen. Funktionen sind
i.a. Abbildungen von einer reellen oder komplexwertigen Definitionsmenge auf eine reelle
oder komplexwertige Bildmenge. Einige Begriffe lassen sich am Beispiel der nachfolgenden
Abbildung anschaulich erldutern:

Die Asymptotik einer Funktion fiir die Grenzfélle x — too. Hier: lim,_,_~, f(z) = 0 (z.B.
1/2); lim, .o f(x) = const (z.B. arctan z)

mehrdeutige Funktion (z.B. /)

Polstelle einer Funktion (a) fiir z — x,. Hier: lim,_ - f(x) = —oo, lim,_ + f(z) = o0
(z.B. tanx)
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Asymptotik\\ l

1 NE

f--= \
T

11
f(2) |
Pol | |
[ I
Wendepunkt \ | I ll
|
i i I I [ Siittigung
| | ‘
Minimum ! / ! : | I | |
+— } } } } } }
\\:/ mehrdeutig ‘ll b ¢ d
i Singularitdt
|
[
|

Figenschaften von Funktionen (Graphik aus: H.Schulz, Physik mit dem Bleistift; Verlag

Harri Deutsch 1999)

Unstetigkeit einer Funktion (b)fiir x — ;. Hier: lim, - f(z) # lim,, f(z) (z.B. Stu-

fenfunktion ©(x))

Knick, Spitze, Cusp einer Funktion (c) fiir + — z.. Hier: lim,_ - f'(z) # lim,_ .+ f'(z)
(z.B. | z|) f ist stetig aber nicht differenzierbar.
Singularitit einer Funktion (d). Hier: lim, .., f(z) = oo (z.B. 1/2?%)

1.2.1 Grundbegriffe

Dariiber hinaus lassen sich noch weitere Funktionsbegriffe definieren. Eine Funktion heifit:

monoton wachsend, wenn f(z1) < f(z2), x2 > x;, monoton fallend, wenn f(z;) >

f(z2), xo > xq, bzw streng monoton, falls keine zwei Funktionswerte iibereinstim-

men.

Beispiel: f(z) = x?: streng monoton wachsend fiir positive z, streng monoton fallend
fiir negative x. Achtung: f(x) ist nicht monoton in (—o0, 00).

gerade, wenn f(—z) =
ungerade, wenn f(—x)

f(x) (z.B. f(z) = 2, cos ax)
= —f(z) (z.B. f(z) = 2*""! sinax).

periodisch mit der Periode p, wenn f(z + p) = f(z) (z.B. sinz,p = 27).

stetig in xy, wenn ein beliebig kleiner Definitionsbereich um xy: (xg — 0,29 + d) in

einen beliebig kleinen Wertebereich abgebildet wird.

unstetig in x, wenn links- und rechtsseitiger Grenzwert nicht {ibereinstimmen

lim f(z) # lim f(z).

J?—>$O J?—>$O
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Man sagt die Funktion springt in x.

e stetig ergénzbar in g, wenn in einer Definitionsliicke der Grenzwert der Funktion
f(z) existiert.

sin x

Beispiel: f(x) = 2% ist in 0 nicht definiert. Wir zeigen spéter, dass man f(z) in 0
stetig ergénzen kann durch

ol Psa

e umkehrbar im Definitionsbereich, wenn sie bijektiv ist, also eine eineindeutige Ab-
bildung vorliegt. Dann gilt mit y = f(z), = f~'(y). f~'(y) nennt man Umkehr-
funktion oder inverse Funktion zu f. Man erhélt sie graphisch durch Spiegelung an

y=x.

1.2.2 Polynome, Wurzeln

1. Die Polynome sind eine sehr wichtige Funktionenklasse. Sie werden insbesondere in
der Quantenmechanik bei der Losung der Schrodingergleichung abhédngig von der
physikalischen Situation eine ganze 'Palette’ orthogonaler Polynome kennen lernen:
die speziellen Funktionen.

Ein Polynom vom Grad n ist definiert als die Funktion

flxz) =3 a2/,
=0

Es lisst sich zweckméBig mit Hilfe des Hornerschemas® berechnen, z.B.
f(@) = ao + a1z + as2”® + aza® = ag + (a1 + z(az + asx)).

Jedes Polynom vom Grad n besitzt nach dem Fundamentalsatz der Algebra genau
n Nullstellen, d.h. die Gleichung

Z ajxj =0
j=0
hat n Losungen z;. D.h. jedes Polynom lésst sich in Linearfaktoren zerlegen der

Form
n . n
> ajx’ =a, [J(z — ).
=0 I=1

Die Wurzeln (oder Losungen) z; sind reell- oder komplexwertig. Es konnen auch
mehrfache Nullstellen vorkommen (zwei oder mehrere Nullstellen sind identisch).

8William George Horner: * 1786, t 1837. Das nach ihm benannte Schema war bereits islamischen
Mathematikern seit dem 11. Jahrhundert bekannt
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107
n=4 8-

-4 3 -2 ]
_2—;

n=3 e
[
/ _8—;
-10- 0 2 a6 8 10
Monome: z™ Wurzeln: {/x

Beispiel: Quadratische Gleichung
?+pr+qg = 0
ZELQ = —=4 — —q.

Die Losungen sind

2
% —q¢>0 reell und verschieden

P

T qg=0 reell und identisch

P

V. <0 komplex und verschieden.

2. Eine Funktion des Typs
f(2) = aa”

nennt man Monom.

3. Die zu den Monomen inversen Funktionen sind die Wurzelfunktionen. Im Definiti-
onsbereich der positiven reellen Zehlen gilt

flx)y=2" — f )= r= .
Damit 2= eindeutig ist, verstdndigt man sich immer auf die positive Wurzel.

1.2.3 Rationale Funktionen
1. Funktionen vom Typ
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nennt man rationale Funktionen, wobei p(z) und ¢(z) Polynome sind. f besitzt die
Nullstellen des Polynoms p und hat Definitionsliicken in den Nullstellen des Poly-
noms ¢. Um herauszufinden, ob eine Definitionsliicke hebbar ist, muss man p und ¢
in Linearfaktoren zerlegen. Haben p und ¢ eine oder mehrere Wurzeln gemeinsam,
so ist f in diesen Punkten stetig ergdnzbar.

Beispiel:
B 2+ x—2 (242 (z—1)
Jw) = B +622+1lr+6 (z+1)(z+2)(x+3)°
Die Funktion besitzt Definitionsliicken bei x = —1, -2, —3. Offenbar lidsst sich
die Funktion bei x = —2 stetig ergénzen (Zéahler- und Nennerpolynom haben die
gemeinsame Nullstelle z = —2), so dass man folgenden Ausdruck erhilt:

$2+$—2
ﬁ {L‘ % _17 _27 _3
f(x) — { 3;912“1 +6

z2++4x+3

r=—-2.

Spezialfille rationaler Funk-
tionen sind die Hyperbeln

2. Eine Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion ist immer moglich, wenn der
Grad des Zahlerpolynoms kleiner als der Grad des Nennerpolynoms ist, somit f eine
echt rationale Funktion ist.

e Sind die n Linearfaktoren des Nennerpolynoms verschieden, so léasst sich f
darstellen als Summe der Partialbriiche

fl@)=> 7=

j=1 (:U - xj)

e Liegt eine k-fache Wurzel des Nennerpolynoms vor, so ergibt sich fiir diesen
Teil der Partialbruchzerlegung
Al A2 Ak

(x — ) (x—x0)2+”'(x—x0)k'
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Beispiel (1):

r+1
f(x)_m q(z) = z(r —2)(z+3) .
Ansatz, da alle Wurzeln verschieden sind:
A A A +1
flo) = “re o :

v x—-2 z+3 a3+a2—6x
r+1 = Ai(z—2)(z+3)+ Asx(z + 3) + Asz(z — 2)

r=2 104,=3 = A=

b Bl

r=-3 15143:—2 = A3:7

—
ot

Beispiel (2):

1
flz) = % x = 4 ist Doppelwurzel
x j—

Ansatz, da beide Wurzeln gleich sind:
A Ag
) = x—4+(x—4)2
A =1 Ay =5.

1.2.4 Trigonometrische Funktionen

Trigonometrische Funktionen werden i.a. iiber die Parameterdarstellung des Einheitskrei-
ses definiert.
Lauft der Radiusvektor mit wachsendem Winkel, so éndern sich seine z,y Komponenten
gerade wie
r=cos¢p y=singo.
Man definiert somit die 27-periodische Funktionen sin x, cos x und leitet daraus andere
Funktionen ab

Cos T sinx
tan z und cot z besitzen Polstellen bei halbzahligen Werten von 7.
Es gelten die folgenden Eigenschaften:

e sinz,tan z, cot x sind ungerade Funktionen, cos x ist eine gerade Funktion.

e Es gelten die Additionstheoreme

sin(x +¢) = sinzcos¢ + cosxsin ¢

cos(r £ ¢) = coszcos¢ F sinzsin @
t +t

tan(z £ ¢) = anz + tan ¢

lFtanxtang
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e Der Satz von Pythagoras®
.92 2 1 2
sin“z +cos“x =1 ;- =1+tan"z .
cos? x
sin(x)
cos(X)

of] |

e o

8- —8%

-1 ~10°

Die Funktionen: sin x, cos x Die Funktionen: tan x, cot x
Die trigonometrischen Funktionen sind i.a. nicht injektiv, da f(z + 27) = f(z). Zur

Definition der inversen Funktionen muss man sich auf einen Teil des Definitionsbereiches

beschranken.

Zyklometrische Funktionen 3
f(2): D~ B @) :B~D oy
sing : [-5, 5] — [-1,1] | arcsinz : [-1,1] = [-F, 7] | arcsin(x)
cosz : [0,7] — [-1,1] | arccosz :[—1,1] — [0, 7] g
tanx: [-3, 5] — R arctanz : R +— [—7, 7] ) 2 0 2, 4
cotz : [0,7] — R arccotx : R+ [mr, 0] arctan(x) 14

1.2.5 Exponentialfunktion und Logarithmus

Die Exponentialfunktion ist die Losung der Malthus Gleichung. Sie beschreibt ungebrem-
stes Wachstum einer Population oder den Zerfall instabiler Kerne. Wir konnen somit die

Differentialgleichung
f'(@) = f(x)

9Pythagoras von Samos: * 580, 1 496. Griechischer Philosoph und Zahlenmystiker. Der nach Pytha-
goras benannte Satz war schon vorher in Babylon bekannt
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als Definitionsgleichung fiir die e-Funktion auffassen

fR—Ry f(x)=¢"=expz.

Eigenschaften: Rechenregeln:
e ¢” ist unbeschrinkt fiir x — oo. o %Y ="V
e lim, , e =0. o ()" =€
e c'=1 o L —¢®

Die Umkehrfunktion zur e-Funktion nennt man natiirlicher Logarithmus
"Ry =R flz)=hz.

Eigenschaften: Rechenregeln:

e In x ist unbeschrankt fiir x — oo und * lng =z —Iny, Inzy =Inz +Iny.

besitzt eine Singularitét fiir x=0. o Inz" — nlna

enl=0 e log, z = 2% (Logarithmus zur Basis a)
cosh(x)
4{ exp(x)
exp(-x)
2- In(x)
| B AR T
B A M R |
: —21]
_zi 1
sinh(x) 41
4] ]
Exponentialfunktion und natiirlicher Hyperbolische Funktionen
Logarithmus

Von der Exponentialfunktion abgeleitet sind die Hyperbelfunktionen mit den folgenden
Definitionen

shx = Sinushyperbolicus

chz = Cosinushyperbolicus



18 Flementare Funktionen

et =%
thr = ———— Tangenshyperbolicus
et e "

Fiir die inversen Hyperbelfunktionen gilt eine entsprechende Darstellung nach Logarith-
men

arshz = In(x+ V22 +1) Areasinushyperbolicus
archr = +ln(z+Va2-1) z>1

1. 1
arthz = =In T lz] <1
2 1—-=x
1. 1+
the = -1 >1
arcth z Sl —— ||



Kapitel 2

Analysis von Funktionen einer
Veridnderlichen

2.1 Differentialrechnung

2.1.1 Zwischenwertsatz

Nachdem Sie nun einige Eigenschaften von Funktionen kennen gelernt haben, werden wir
diese intuitiven Kenntnisse verallgemeinern.

Zwischenwertsatz

Sei f: [a,b]' — R eine stetige Funktion, so gilt der Zwischenwertsatz: ist y ein beliebiger
Wert zwischen f(a) und f(b), dann gibt es mindestens einen Wert x aus dem Definitions-
bereich [a,b] mit y = f(x).

Ein wichtiger Spezialfall des Zwischenwertsatzes kann dazu benutzt werden, die Nullstel-
len einer Funktion zu finden: gilt fiir zwei beliebige Werte x, 2" aus [a,b] f(z)f(2') < 0,
so hat f mindestens eine Nullstelle zwischen x und 2.

2.1.2 Die erste Ableitung einer Funktion

Eine stetige Funktion f : [a,b] — R ist differenzierbar in einem Punkt z € (a,b), wenn
der Grenzwert des Differenzenquotientes existiert

£(o) :}lii% f(xo-l—h})L—f(J?o) _ g‘xo .

Geometrisch stellt f/(zg) die Steigung der Tangente g(z) an die Kurve in z( dar

g(x) = f(wo) + f'(w0)(x — 20) -

!Diese abgekiirzte Schreibweise bedeutet: f ist eine Funktion, die von der Menge der reellen Zahlen
auf dem kompakten Intervall [a,b] auf die Menge der reellen Zahlen abbildet. Ein kompaktes Intervall
enthiilt die Randwerte. Andere Formen sind: (a,b] halboffenes Intervall enthilt b aber nicht a; (a,b)
offenes Intervall enthélt weder a noch b.

19
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Differentialrechnung
Beispiel: f(z) = z?
f(@o +h) — f(x0) 1 1
- = E{(azo—l—h)z —zl} = E(2$Oh+h2)
. 2woh + h?
f(xo) = }ILE%OT =210 .
Analog findet man
d n n—1
P 22" = nxy

Die Ableitungen der wichtigsten elementaren Funktionen finden Sie in der nachfolgenden
Tabelle:

Die ersten Ableitungen
f) | fi@) | fl=) | fl=) | [flo) f'(@) f(x) f'(x)
A e R R
e’ e’ a® a®lna Inz % log, x ﬁ
sin COS & COS ¥ —sinx tanzx COSE — cot x — Sin12 -
arcsin 11—332 arccosr | — 11_12 arctan x : +1I2 arccot -1 +1I2
shz chzx chz shz thaz ﬁ cthx —ﬁ
arsh x ﬁ arch x x;_l arthz | =, |z <1| arcthz | —5,[z| > 1

Ein Beispiel fiir eine stellenweise nicht differenzierbare Funktion ist f(z) = |z|. In x=0
gilt

lim [z|=—-1 lim |z|=1.

h—0~ h—0t

D.h. der Differenzenquotient in x = 0 ist abhéngig davon, ob man einen linksseitigen
oder rechtsseitigen Grenzprozess durchfiihrt: der Grenzwert existiert nicht.

2.1.3 Ableitungsregeln

Es gibt ein paar einfache Regeln fiir zusammengesetzte Funktionen. Seien f, u, v differen-
zierbare Funktionen, dann gilt:



Ableitungsregeln 21

Ableitungsregeln
f(x) f(x) Bemerkungen

u(z) +v(x) | v(z) + ()

u(z)v(x) u'v + uv Produktregel
Zgg % Quotientenregel
u(v(x)) %v’ Kettenregel

Aus diesen Grundregeln lassen sich komplexere Rechenregeln ableiten:
e die Ableitung einer Umkehrfunktion
y=fz) < a=f")

df de
dy  dy

e das Logarithmische Differenzieren. Mit Hilfe der Kettenregel findet man

d _dlnfdf_l,_i’
@(lnf(a?))— — f'= 7

df dz f
e das Implizite Differenzieren. Lésst sich eine Funktion f(zy) = 0 nicht nach der
abhéngigen Variablen y = y(z) auflosen, so spricht man von einer implizit gegebenen
Funktion. Fiir die Ableitung gilt dann nach der Kettenregel

f:c"’fyy, = 0
_df _df
fm_dx fy_dy

Beispiel:

flz,y) =42® +9y*> =36 =0
Diese implizite Funktion kann man unter einschrinkenden Bedingungen in die ex-

plizite Form
_ [V Jal <3,y >0
YTV e <3y <0

umschreiben. Die Ableitung erhélt man durch Differenzieren nach x

d dy
8z 4+9— ()= = 0=38z+ 18yy
x+ dy(y)dx r + 18yy
, dx
y = _—
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2.1.4 Ableitungen héherer Ordnung

Ableitungen hoéherer Ordnungen werden rekursiv definiert. Man sagt, eine Funktion ist
zweimal differenzierbar, wenn ihre erste Ableitung differenzierbar ist. Somit schreibt man
fiir die k-te Ableitung

A ey

d f
dzx '

f& = () =

Beispiel:
Betrachte die k-te Ableitung des Monoms y = z*

y = ka®D " = k(k — 1)x(k*2)
Y@ =k(k—1)(k—2)2"3, ..., y(k) = Kl

Auf diese Weise kénnen wir jedes Polynom

an einer beliebigen Stelle xy durch seine Ableitungen charakterisieren,da

™ (z) = mlen,
B f(m)(;m)
Cp = ————.

m!

Somit erhélt man fiir das Polynom die dquivalente Form

f//(xo)
2

fl@) = flzo) + f(zo)(x — 20) + (z—x0)*+ ...+

Wir werden sehen, dass diese Aussage auch fiir andere Funktionen gilt (siehe Taylorrei-
hen) und somit von auBlerordentlicher Tragweite ist.

Ebenfalls eine Konsequenz der rekursiven Definition hoherer Ableitungen ist die verallge-
meinerte Produktregel (Leibniz Regel)

L= (o

(Beachte die Analogie zum binomischen Lehrsatz!)
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n-te Ableitungen
/() f(=)
2™ |mm—1)(m—=2)...(m—n+1)2™" m>n
Inz (=1)"Hn—1)l=
log, (D)
ekx knekaz
a® (Ina)*a®
sin kx k" sin(kz + %)
cos kx k™ cos(kx + )

2.1.5 Mathematische Anwendungen

Ableitungen lassen sich geometrisch als Steigung von Tangenten an einer Funktion inter-
pretieren. Daraus ergeben sich die folgenden Konsequenzen fiir

1. lokale Eigenschaften von Funktionen:

e Ist f differenzierbar in zy € D und f'(zg) = 0, so ist dies die notwendige
Bedingung dafiir, dass die Funktion an dieser Stelle ein Extremum besitzt.
Man sagt die Funktion ist in zy stationér, eine wichtige Eigenschaft fiir die
Formulierung physikalischer Prinzipien.

e Ist f zweimal differenzierbar in xy € D und gilt f'(xg) = 0, so ist die hinrei-
chende Bedingung dafiir, dass f(xp) ein Maximum (Minimum) ist f”(z) <
0(f"(xg) > 0). Man sagt die Funktion ist in zy nach rechts (links) gekriimmt.

e Gilt f(x9) = 0, so ist die Funktion in z( nicht gekriimmt. Man nennt z, einen
Wendepunkt, wenn gilt

fxo) =0 A f"(x0) #0.
2. Globale Eigenschaften von Funktionen sind z.B.

e Ist fiir alle x f'(z) = 0, so folgt f(z) = const.
o Ist fiir alle z f/'(x) > 0, so folgt f(x) ist streng monoton wachsend. Ist fiir alle
x f'(x) <0, so folgt f(x) ist streng monoton fallend.

3. Unbestimmte Ausdriicke der Form %, 0oo, 22,00 — oo lassen sich mit Hilfe der Regel

von I'Hospital? analysieren. Sei f(z) = u(z)/v(z) unbestimmt in xo, u und v aber

2Guillaume L'Hospital: * 1661 Paris,  2.2.1704 Paris. Erstes Lehrbuch der Infinitesimalrechnung 1696
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m- fach differenzierbar in xy. Existiert der Grenzwert

u® (z)

fiir ein k < m

so gilt f(xo) = g.
Beispiel (1):

_ sinz B u'(r) . cosw
flo)=— f(0) = lim (z) =lim ——=1.
Beispiel (2):
1 1
o) =t = 70 = i 1=t~ =i =

2.2 Taylorreihen, Funktionenreihen

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie man jede beliebig oft differenzierbare Funktion in
Form einer Potenzreihe entwickeln kann. Diese Taylorreihen sind eine spezielle Form der
Darstellung von Funktionen (Funktionenreihen) und ein sehr wichtiges Hilfsmittel zur
Analyse komplizierter Funktionen.

Zur Vorbereitung betrachten wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

e Ist f in [a,b] stetig und differenzierbar, dann gibt es mindestens eine Stelle £ € [a, 0]

mit
£~ (@)

e ===

Ganz allgemein konnen wir somit jede Funktion um einen Punkt xg linearisieren:

f(@) = fzo) + f1(€(@))(x —20) > 20,& € [w0,2] .

Das Problem ist natiirlich, dass wir die Stelle £ nicht kennen. Die Verallgemeinerung ist
der Satz von Taylor® (1715):

e Ist f in [a,b] (m + 1)-mal differenzierbar, so kann man f um zy € (a,b) durch ein
Polynom m-ten Grades darstellen

" (m)
f(x) = f(xo) + f(xo)(x — o) + / é!xo) (x—x0)*+... + fT('ﬂfo)(x —20)™ + R (2)
mit dem Restglied
(m+1)
nte) = L o g0 - celatlaeNgsmit.

3Brook Taylor: * 18.8.1685 Edmonton, 1 29.12.1731 London. Beruf: Jurist
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100
80
60
40

20 o[2]

-10-8 6 -4 20| 2 4,6 8 10
/ —20 1

-40 1
-60
-80 1
~100 -

Taylorentwicklung von exp(x) bis zur Taylorentwicklung von sin(x) bis zur
Ordnung O[n] Ordnung O[n]

Beispiele fiir Restglieder sind*

(m~+1)!
(@ —g)m(w —20) q=1 Cauchy’s Restglied

m!

Ro(x) { M(w —20)™)  g=m+1 Lagrange’s Restglied
m\T) =

Ist dariiber hinaus f(x) beliebig oft differenzierbar und gilt

lim R(z) =0,

m—00

kann man f als Potenzreihe um einen Entwicklungspunkt xg schreiben (Taylorreihe)

< Fm) (1
fay= S w0

|
0 m.:

Spezialformen ergeben sich fiir o = 0 (McLaurin Reihe®), wobei der Konvergenzbereich
iiber die Bedingung, dass das Restglied verschwinden muss, festgelegt wird.

4Joseph Louis Lagrange: * 25.1.1736 Turin,  10.4.1813 Paris. Professor fiir Physik und Mathematik
an den Universitdten Turin, Berlin, Paris. U.a. Arbeiten zur Variationslrechnung und dem Dreikorper-
problem. Hauptwerk: Mecanique analytique (1788)

Colin McLaurin: * 1698 Kilmoddan (Schottland), 1 14.6.1746 York. Professuren in Aberdeen und
Edinburgh; Schiiler von Newton
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Potenzreihenentwicklung

f(x) Konvergenzbereich
(1+z)™™ | 1Fme+ 202 4 (f])plmtleminzlgn lz| < 1
. 3 25 nz(2n+l)
sin R T IR ol Gl D ey R |z| < 00
z? z? n x?"
cos x l-F+5— - +CED)"gmE-- |z| < 00
T T x? z"
e I+ 5+5+. +5+... 2| < o0
o1, (a—1) (z—1)@n+D)
Inz 2 el T 3(z+1)3 +..F (2n+1)(z+1)Cn+D) T - 3 x>0

Die Taylorreihe ist ein Beispiel fiir die Entwicklung von Funktionen in Funktionenreihen.
Sie werden vor allem im Rahmen der Quantenmechanik den Begriff des ’vollstéindigen
Funktionensystems’ kennen lernen. Jede Funktion kann nach einem vollsténdigen Funk-
tionensystem entwickelt werden: z.B. wie hier nach Monomen. Ein anderes Beispiel ist die
Entwicklung von Funktionen nach trigonometrischen Funktionen (harmonische Analyse
oder Fourierreihen).® Eine Funktion ldsst sich dann schreiben

flx) = ao+ i(aj sin(jwz) + b; cos(jwz)

j=1
= Y c¢jexp(ijwz) .
j=—00
Die Koeffizienten (z.B. ¢;)
@) = [~ F@yesp(—ijor) do

nennt man die Fouriertransformierte von f.

2.3 Integralrechnung

Die Integralrechnung kann man als Umkehroperation der Differentialrechnung auffassen,

d.h.

Gegeben ist eine Funktion f: D +— R.
Gesucht ist deren Stammfunktion
F:Dw Rmit £ = f.

6Jean Baptiste Joseph Fourier: * 21.3.1768 Auxerre, t 16.5.1830 Paris. Mathematiker und Politiker
unter Napoleon. Professuren in Paris und Kairo. Hauptwerk: Theorie analytique de la chaleur (1822)
(Wérmeausbreitung mit Hilfe von Fourierreihen)
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Man schreibt die Stammfunktion

als unbestimmtes Integral und sagt f ist integrierbar, wenn F' existiert.

2.3.1 Unbestimmte Integrale

Aus der Definition wird sofort klar, dass die Stammfunktion F einer Funktion f nicht
eindeutig ist, sondern nur bis auf eine Konstante bestimmt werden kann

. dF dF
F=F — == .
LA dzx dzx /

Grundintegrale sind (vergleiche auch die Tabelle der ersten Ableitungen)

Grundintegrale
f() F(x) flx) | F(x)
" %, n#-1| 1 In |z|
o® o o a
sin x —COsST coS T sinx
tanx | —In|cosz| |cotz | In|sinz|

2.3.2 Integrationsregeln

Da Integrieren die Umkehroperation des Differenzierens ist, findet man die entsprechenden
Grundregeln wieder (Partielle Integration versus Produktregel; Substitutionsregel versus

Kettenregel):

Integrationsregeln
f(x) F(z) Bemerkungen

u(z)+v(x) | Ju(z) de+ [v(z) dz
w(x)v(z) | u(x)v(z) — [u(z)v(x) dx | Partielle Integration

u(v(z))v'(x) Ju(v) dv Substitutionsregel
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Beispiel (1) zur Substitutionsregel:

F = /\/@2 —x2dx
Substitution: + = asint
dx = acost dt

F:/\/a2—$2 dz = aQ/\/l—sin2tcost dt:CLQ/COSQt dt

a’ .
= 3(smtcost +t)

Riicksubstitution: x+ = asint; Va? —x? = acost ; t = arcsin —
a

1
F = i(x\/az—xQ—kaQarcsinz)—l—C.

a

Beispiel (2) zur partiellen Integration:

F = /xsinm dz

setze: v/ = sinz,v=ux
F:/:Esinx de = —xcosx+/cosx dz
= —xcosr+sinx+C .

Um die Stammfunktionen zusammengesetzter Integranden zu finden, muss man sich
verschiedener Techniken bedienen. Oft helfen nur Ubung und Intuition, z.B. die richtige
Substitution fiir einen Integranden zu finden. Es gibt jedoch einige generelle Regeln, an
denen man sich orientieren sollte.

1. Rationale Integranden
Integrale iiber rationale Funktionen lassen sich in der Regel mit Hilfe der Partial-
bruchzerlegung 16sen.

Beispiel:
x+1 r+1
et ae = d
Bra?—br x(x —2)(x +3) ’
x+1 B é+ B n C
v(r—2)(x+3) = -2 x+3
r+1 = A(x—2)(m+3)+Bm(x+3)—I—Cm(a:—Z)
o g - 1 dx
T 10 :1:'—2 x+3
3
= —fln|x|+ In |z — 2|—1—51n|m—|—3|+0.

10

2. Irrationale Integranden
Irrationale Funktionen (Wurzelfunktionen) kénnen mit Hilfe einer der folgenden
Substitutionen integriert werden
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Substitutionen fiir Wurzelausdriicke

J e qfesg) da t= /=2
[ f(z,vax? +bx + ¢) dx | lisst sich auf eine der folgenden Formen transformieren
J [z, Va2 +a?) da x =asht
S flz, Va2 —a?) dux z=acht
[ flz,Va® —2?) dx r = asint

Beispiel:

o / dz
rV3r2 +2x — 1
1. Substitution: x = 1 dx = —i dz

/\/3+2z—z2

—/ﬁ

2. Substitution: z —1 = 2sint, dz =2cost dt

2 cost dt
F = — / dt = —
\/4 48111
Riicksubstitutionen: ' = —t = — arcsin
o 1l—z
= —arcsin
T

3. Trigonometrische Integranden
Integrale iiber trigonometrische Funktionen lassen sich mit Hilfe einer der folgenden
Substitutionen l6sen

Substitutionen fiir trigonometrische Integranden
[ f(sinz,cosx) dx t=tan§
[ f(sinz)cosz dz t =sinx
[ f(cosz)sinz dz t = cos T

Beispiel:

1+sinz
F = /
sinz(1 + cosx)
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2
Substitution: t = tanz de = —— dt
2 1+¢2
2
po e ae _ peeap
1+ %)
1442 14+t2

_ /tdt+2/dt+/ dt)

= Etan §+tan§+21n|tan—|

2.3.3 Bestimmte Integrale

Ist F' eine Stammfunktion von f, dann ergibt sich fiir die Differenz der Stammfunktion
an verschiedenen Stellen des Definitionsbereiches der Zahlenwert

b
F) = F(a) = [ f(x) dv = F@)l;.
Man nennt diese Differenz ein bestimmtes Integral (Riemann Integral).” Graphisch re-

prisentiert das bestimmte Integral den Fldcheninhalt zwischen der Funktion f und der
Abszisse. Flachen oberhalb (unterhalb) der Abszisse sind positiv (negativ). Dariiber hin-

aus folgt aus der Definition
b a
/ flz) do = —/ f(z) dx
a b

Alle Rechenregeln fiir unbestimmte Integrale sind iibertragbar.

Beispiel:

1. Substitution: x =

p_ L= _dt o 1gotde

4 Je(z=1) 1-3% 4J2 iz -1

2. Substitution: ¢ = chz dt=shz dz

I 1/Z(t=1) chzshz dz

2(t=2) sh z

Analog zur Differentialrechnung gilt der Mittelwertsatz der Integralrechnung:

"Bernhard Riemann: * 17.9.1826 Breselenz, 1 20.7.1866 Selasca (Lago Maggiore). Studium der Philo-
logie, Theologie und Mathematik. Grundlegende Arbeiten zur Differentialgeometrie, konforme Abbildun-
gen, Analysis (Riemannintegral) und Zahlentheorie
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e Sind f stetig und g integrierbar und positiv im Integrationsbereich [a, b], so existiert
eine Zahl £ € [a, b] mit

[ f@at@) dr= 1) [ o) du.

Insbesondere gilt fir g(z) =1

2.3.4 Uneigentliche Integrale
Uneigentliche Integrale sind Integrale, fiir die

e das Integrationsintervall nicht beschriankt ist. Das Integral
b

/Oof(a:) dx:bli_{n f(z) dx

a

existiert, wenn der Integrand fiir x — oo ausreichend schnell abféllt.

Beispiele:
/1<>°d?x = blirglolnxh—blggolnb—
/1OO xc‘llfl B bh—glo(_aica m
= _abli»n;)(b_o‘_l):_ a>0

e der Integrand Polstellen im Integrationsintervall besitzt. Hat z.B. f eine Polstelle
bei ¢, so existiert das Integral

/a f(zx) dx—hm{/ dx—i—/ z) dx},

wenn f in einer Umgebung um c nicht zu schnell anwéchst.

Beispiele:

J— — 1 1 =1 — —

/ e = lImovall=lm(2 2y =2

/d_m = hmln:c]l—hm(o Ine) = —o0
x

/ AT g /_6 dz + / dz)
— = lim —dx — duzx
1 X e—0

Substitution: t = = —dt

= hm{/—dx—k/ —dz} =0

e—0
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Kapitel 3

Funktionen mehrerer Veranderlicher

In der Physik beschreibt man, wenn auch idealisiert, Phinomene der realen Umwelt. Das
sind Vorgénge, die in der Regel in einem dreidimensionalen Raum beobachtet werden,
z.B. charakterisiert durch Zahlenwerte, die sich von Raumpunkt zu Raumpunkt verdndern
konnen oder auch durch Groflen, die zusétzlich eine Richtung angeben. In jedem Fall muss
man solche Groflen als Funktionen mehrerer Variablen (Raumkoordinaten) auffassen und
man muss sich {iberlegen, wie man die Begriffe der Analysis einer Variablen auf solche
Funktionen iibertragen kann.

3.1 Vektoralgebra

Motiviert durch die Erfahrung unterscheidet man

e Skalare: Groflen, die durch die Angabe einer Zahl definiert sind (z.B.: Temperatur,
Dichte, Druck, Arbeit, ...)

e Vektoren: Groflen, die durch die Angabe einer Zahl und einer Richtung gekennzeich-
net sind (z.B.: Ort, Impuls, Kraft, ...)

e Tensoren: Groflen, die in verschiedenen Raumrichtungen durch unterschiedliche Zah-
len charakterisiert werden (z.B.: Materialeigenschaften (mechanische (Spannung in
einem Korper), elektrische (Leitfahigkeit), magnetische (Suszeptibilitét)), Tragheit
eines starren Korpers oder die Metrik der Raumzeit sind Tensoren zweiter Stufe,
die durch symmetrische Matrizen dargestellt werden konnen.)

3.1.1 Skalare, Vektoren, Tensoren

Natiirlich ist nicht jede Matrix ein Tensor. Wir benotigen daher eine etwas genauere De-
finition der Begriffe Skalare, Vektoren, Tensoren.

Dazu betrachten wir das Verhalten von Skalaren und Vektoren unter Koordinatentransfor-
mationen am Beispiel einer Drehung im zweidimensionalen Raum. Ein Vektor besitzt im
Koordinatensystem S die Komponenten (x,y). Damit sind die Richtung und der Betrag
vx? + y? festgelegt. Im Koordinatensystem S’ besitzt der selbe Vektor die Komponenten

33
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& y sin(a)

X coé(ssj\r)](a) "

Zum Verhalten von Vektoren unter Drehungen

(',y). Der Zusammenhang ist

= xcosa+ ysina

= —xsina-+ycosa,
oder allgemeiner formuliert (x; = x, 25 = y)

! 2 .
di1 = cosa diy = sina

dy; = —sina dog = cosa .
Damit erhalten wir als mathematische Definition:

e Skalare sind Grofen, die invariant gegeniiber Koordinatentransformationen sind (die
Raumtemperatur an einer bestimmten Stelle im Raum ist unabhéngig vom Koordi-
natensystem).

e Vektoren sind Zahlentripel (n-Tupel), die sich auf ein Koordinatensystem beziehen
und sich bei Koordinatentransformation wie eine gerichtete Strecke transformieren,
also

n

, .

vy = g djvi j=1,...,n.
i=1

v;, v} sind die Komponenten des Vektors ¢ in S oder S’.
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e Tensoren zweiter Stufe sind (n x n) Matrizen, die sich unter Koordinatentransfor-
mationen sowohl beziiglich der Zeilen als auch beziiglich ihrer Spalten wie Vektoren
transformieren

Jl]2 Z Z ddemz s J1,J2 = 1,.

i1=112=1

Bemerkungen:

(i) Skalare und Vektoren sind spezielle Tensoren. Skalare: Tensoren nullter Stufe; Vektoren:
Tensoren erster Stufe.

(ii) Man schreibt einen Vektor ¥/ als Liste seiner kartesischen Komponenten

U1
U= V2
U3

(hier im dreidimensionalen Raum) bezogen auf ein Koordinatensystem.
(iii) Spezielle Vektoren sind der Nullvektor

=11
I
o oo

und der Einheitsvektoren mit |€] = 1 (Betrag des Vektors €). Z.B. definieren die kanoni-
schen Einheitsvektoren

1 0 0
a=|o| e=[1] a=]o0
0 0 1

ein kartesisches Koordinatensystem. Sie sind zueinander orthogonal (senkrecht) und bil-
den ein Rechtssystem.

3.1.2 Rechenregeln fiir Vektoren

Vektoren lassen sich addieren und mit Skalaren multiplizieren. Es gelten die folgenden
Rechenregeln

Eigenschaften eines Vektorraumes
Addition Skalarmultiplikation
i+0=0+d=a neutrales Element la =dl =
@+ (—d) = (—a@)+d=0| inverses Element Apud) = (A u)
(@+b)+c=a+ (b+2) Assoziativitit M@+ b) = A\d+ A\b | Distributiv-
i+b=0b+a Kommutativitdt | (A + p)d = \d + pd gesetze

Eine Menge V heifit Vektorraum iiber dem Koérper K, wenn ihre Elemente unter der Addi-
tion eine Abel’sche Gruppe bilden und eine Skalarmultiplikation mit den Kérperelementen
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definiert ist.

Beispiel:

(i) R? iiber R ist der dreidimensionale Vektorraum iiber dem reellen Zahlenkérper. Er
entspricht unserer Erfahrungswelt der makroskopischen Physik.

(i) H iiber C heifit Hilbertraum.! Er ist ein unendlich dimensionaler Vektorraum iiber
dem komplexen Zahlenkorper, der eine Beschreibung mikroskopischer Prozesse erlaubt
(Quantenphysik).

Vektoren nennt man linear abhédngig, wenn sie durch eine Linearkombination der jeweils
anderen Vektoren darstellbar sind.

Beispiel: Seien

@b € R:\pueR
i = N+ uc,
so gilt fiir die anderen Vektoren

- 1 7

b = —d—=C
2T
1 A

¢ = —a——b
nooop

Vektoren nennt man linear unabhéngig, wenn gilt
dNd;=0 = XN=0 i=1...,n

Als Basis eines Vektorraumes R"™ bezeichnet man einen beliebigen Satz von n linear
unabhéingigen Vektoren. Jedes Element des Vektorraumes lésst sich dann als Linearkom-
bination dieser Basis beschreiben.

Beispiel: die Einheitsvektoren

1 0 0
d=éc=|o| a=z¢=[1]| a=a=|o0
0 0 1
sind eine Basis des R3. Ist @ € R?, so gilt
a,
a = a,€; + a,€, + a,€, = | a,
Q

Neben der Skalarmultiplikation gibt es auch multiplikative Verkniipfungen zwischen Vek-
toren.

!David Hilbert: * 23.1.1862 Konigsberg, 1 14.2.1943 Gottingen. Professuren in Kénigsberg und Gottin-
gen. Grundlegende Beitrage zur Zahlentheorie, Geometrie, Integralgleichungen, Variationsrechnung. H.
galt als der bedeutendste Mathematiker seiner Zeit.
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Skalarprodukt (inneres Produkt)

Unter einem Skalarprodukt zweier Vektoren versteht man das Kérperelement
@-b=|d||b| cos(a,b) .

Fiir eine Darstellung nach kartesischen Komponenten gilt
5 n n n
i=1 k=1 ik=1
. — =5,
{ 0 sonst i

n
=1

Beispiele:
(a) Betrag eines Vektors: |d| = vVd - ad
(b) Einheitsvektor (Richtungsvektor) in Richtung von a:

L a
€a = o
al
(c¢) Winkel zwischen zwei Vektoren
. d-b
cos(d,b) = Ci — .
|al|o]

Insbesondere gilt fiir zwei Vektoren, die keine Nullvektoren sind, dass sie orthogonal
(zueinander senkrecht) sind, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet.

(d) Satz von Pythagoras: Sei ¢ = @ + b, dann gilt

- -,

=(@+b)-(@+0b)

2 —
+a@-b+b-d+ b
+ b

¢ = c-
a2

(e) Projektion auf kartesische Basis:

a-é;=aj.

Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir Skalarprodukte:

i-b = b-a
(A@)-b = A@-b)
(@+b)-@ = @-+b-C.

Achtung: das Skalarprodukt ist nicht assoziativ, d.h.

-,

@-b)-¢#a (b7 .
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Vektorprodukt (duBleres Produkt)

Unter einem Vektorprodukt zweier Vektoren versteht man den Vektor

—

Axb = ¢
el = |a||b]sin(a,b)

der senkrecht auf @ und b steht und in der Reihenfolge a, I;, ¢ ein Rechtssystem bildet. Im
dreidimensionalen Raum entspricht der Betrag des Vektorproduktes dem Flacheninhalt

des von @, b aufgespannten Parallelogramms. Es gilt
€1 € €3
a; Qa9 das
bi by by
azbs — azbs
= a3b1 - (llbg
a,lbg — agbl

QL
X
>
I

Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir Vektorprodukte:

ixb = —bxa
(A@) x b = @ xb)
(@+b0)xT = @xC+bx¢.
Mehrfachprodukte:
e Spatprodukt: Volumen des von a, I;, ¢ aufgespannten Parallelepipeds

(@xb)-¢ = (bxd)-a=(@xa- b

a; Qa9 das

- bl b2 bg

C1 Cy C3

e Dreifaches Vektorprodukt:
ix(bxd = (

3.1.3 Geometrie

1. Geraden
Eine Gerade ist durch zwei Punkte bestimmt. Entsprechend erreicht man jeden

Punkt 7 der Geraden g durch
F=a+Ab—a).
Zwei Geraden g, go schneiden sich, wenn sie mindestens einen Punkt gemeinsam

haben B .
dl + )\1(b1 - 61) - 52 + )\2([)2 - 52) .
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Konstruktion von Geraden durch Vektoren

Daraus erhélt man Ay, Ay fiir den Schnittpunkt.
Der Schnittwinkel zwischen zwei Geraden ergibt sich aus dem Skalarprodukt
(by — @) - (by — iin)

b1 — @1 [b2 — Gol

= Ccos7 .

Zwei Geraden heiflen windschief, wenn sie sich nicht schneiden und nicht parallel
sind.

2. Dreiecke
Folgende Aussagen gelten fiir beliebige Dreiecke:

e Verallgemeinerter Satz von Pythagoras (Cosinussatz)

¢ = da—b
? = (@—b)-(@—0b)
— 2+ —23-b.

e Dreicksungleichung

i+b=¢c — |a+0b| <l|al+]bl.

e Schwarz’sche? Ungleichung

|G- b| = |d] - [b]| cos(d, b)| < |al - [0] -
3. Ebenen
Jede Ebene wird durch zwei Richtungsvektoren b, ¢ aufgespannt. Sie ist definiert
Hermann Amandus Schwarz: * 25.1.1843, 1 30.11.1921 Berlin. Professuren in Halle, Ziirich,

Gottingen, Berlin. Arbeiten zur Theorie konformer Abbildungen, partieller Differentialgleichungen und
Variationsrechnung.
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Konstruktion von Ebenen durch Vektoren

durch die Menge aller Punkte, fiir die gilt
F=a+\o+pué, MpeR.

Der Normalenvektor einer Ebene steht senkrecht auf der Ebene und definiert die
Orientierung der Ebene im Raum

i=bx@.
Somit kann man die Ebene auch als Menge aller Punkte 7 definieren mit?
n-(f—ad) =0 (Hesse- Normalform) .

Zweil Ebenen schneiden sich in einer Geraden unter dem Schnittwinkel

cosy =

Die Schnittgerade ist bestimmt durch die Menge aller Punkte, fiir die gilt

—

Da die Schnittgerade senkrecht zu beiden Normalenvektoren ist, kann man die
Richtung der Schnittgeraden durch 7y X 75 definieren. Man benétigt somit nur
einen beliebigen Punkt d auf der Schnittgeraden, um sie festzulegen

F=d+uv(i xiy), veR.

3Ludwig Otto Hesse: * 22.4.1811 Konigsberg, f 4.8.1874 Miinchen. Professuren in Konigsberg,
Halle, Heidelberg und Miinchen. Arbeiten zur analytischen Geometrie, Differentialgeometrie und
Invariantentheorie.
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3.1.4 Lineare Algebra
Matrizen

Das rechteckige Zahlenschema
a1
21

A:

Am1

41

Q12 Q1n
22 Q2p,
Am2 Amn

mit m Zeilen und n Spalten nennt man eine (m x n) Matrix. Die Zahlen a;; heiflen

Matrixelemente. Die Zeilen

—

2k (akl

nennt man Zeilenvektoren, die Spalten

Q2

Afn, )

amj

Spaltenvektoren einer Matrix. Vertauscht man Zeilen und Spalten, so erhélt man die zu

A transponierte Matrix

a11 A2 Qm1
AT — a2 A22 Am2
A1n Aop, Amn
Es gilt
A= (AT,

Rechenregeln fiir Matrizen:
e Addition: (A + B)U = Qjj + bij

e Skalarmultiplikation: (AA);; = Aay;

e Multiplikation einer (n x ) Matrix A mit einer (I x m) Matrix B

l
B)ij =Y aiby
k=1

C ist eine (n x m) Matrix und es gilt

AB + BA .

Es lassen sich nur solche Matrizen miteinander multiplizieren, fiir die gilt: Spalten-
dimension der ersten Matrix ist gleich der Zeilendimension der zweiten Matrix.
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Quadratische Matrizen

Eine Matrix

ist quadratisch, wenn Zeilen- und Spaltendimensionen gleich sind.

ist diagonal, wenn

_Jay 1=
Qj; = .
“ { 0 sonst

heifit Einheitsmatrix, wenn a;; = d;;.
ist symmetrisch, wenn a;; = aj; und a;; € R.

*

ist selbstadjungiert (hermitesch) , wenn ¢;; = ¢j; und ¢;; € C. Fiir hermitesche
Matrizen sind die Diagonalelemente reell.
ist orthogonal, wenn Zeilen- bzw Spaltenvektoren zueinander orthogonal sind, d.h.

AAT = ATA =F = Z aya; = 5ij .

=1

ist unitir, wenn Zeilen- bzw Spaltenvektoren einer komplexwertigen Matrix zuein-
ander orthogonal sind, d.h.

CCT = CTC =F = ZC,L'[C;Z = 5ij .

=1

Beispiel: Drehmatrix mit
D - ( cos ¢ sin¢> _( c s)
~ \—sing cos¢p/) \—-s ¢
DDT — ( & s> <c —s)
- \-s ¢/\s ¢

_ (02—1—52 —cs—l—sc)_(l O)
 \=sc+es 24+ ) \0 1)~

heifit Dreiecksmatrix, wenn
a;; 1<y . .
a;; = { B =J  obere Dreiecksmatrix
0 sons
[ 1 Z j . .
a;; = untere Dreiecksmatrix .
0 sonst

heifit invers, wenn AA™" = A™'A = E (rechts- bzw linksinvers, wenn nur eines
der beiden Produkte zur Einheitsmatrix fiihrt). Die inverse Matrix existiert, wenn
A regulér ist.

Fiir Matrixprodukte gelten die folgenden Regeln:
(AB)"Y = B'A"
(AB)™! = B'A™'.
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Spur und Determinante

Es gibt zwei Zahlenwerte, die man Matrizen zuordnet

e die Spur (engl.: trace) einer Matrix
Sp(A) =tr(A) =>_ay;
=1

mit den Rechenregeln:

Sp(A+B) = SpA+SpB
Sp(AB) = Sp(BA)
Sp(A)" = Sp(A)

e die Determinante einer Matrix

a1 a12 N A1p
a921 a992 Ce Ao,
det(A) =| . . .
am1 Am2 ... Amp
Beispiel:
(a) (2 x 2) Determinanten:
a1x Az |
= A11G22 — A12G21 .
21  QA22

(b) Entwicklung einer (3 x 3) Determinante:

a1 Qaiz2 Qi3
Q21 Q22 Q23| = Q11
31 A3z ass

a1 Q23

— 12
a31 Q33

Rechenregeln fiir Determinanten

43

Q21 A22

a3 Aas2

(i) Laplace’scher Entwicklungssatz (z.B. Entwicklung einer Determinante nach der k-ten

Spalte):
det(A) = aj (—1)7" det(A; )
= Adjunkte

Ajj ist die (n — 1 x n — 1) Matrix, die man durch Streichung der j-ten Zeile und k-ten

Spalte erhlt.

(ii) Bei Vertauschung von Zeilen bzw Spalten kehrt sich das Vorzeichen der Determinante

uin.

(iii) Die Determinante ist 0, falls mindestens zwei Zeilen (bzw Spalten) linear abhéngig

sind. (Z.B. zwei Zeilen (Spalten) sind gleich)
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(iv) Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist gleich dem Produkt der Diagonalelemente.
(v) Weitere Rechenregeln:

det(AA) = A'det(A)
det(A+ B) = det(A)+ det(B)
det(A)" = det(A)

det(4)™" = detl(A)
det(AB) = det(A)det(B)
det(B'AB) = det(A)

Lineare Abbildungen

Eine Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen heifit linear, wenn gilt

- -

fla+b) = f(@)+f(b)
faa) = Af(a).
Eine lineare Abbildung lédsst sich immer mit Hilfe von Matrizen darstellen z.B.
y=AT.

Fiir die Hintereinanderausfiihrung von linearen Abbildungen gilt

7= A7 7= By
2(j) = Bf = BAZ= (%)

e Spezielle lineare Abbildungen sind lineare Gleichungssysteme
AZ=1b.

D.h. man suche denjenigen Vektor Z, der vermittels der linearen Abbildung A in
einen bekannten Vektor b abgebildet wird. Die Losung des inhomogenen Gleichungs-
sytems existiert, wenn det(A) # 0. Dann ist A reguldr, d.h. es existiert die Inverse,
so dass

AZ=b Z=A"'D.
Die Cramer’sche Regel? erlaubt eine explizite Formulierung der Losung
a ce. Qip—1 b1 a ... Qip
Cdaay (M e e
T odet(A) T

Tk

Qp1 ... QApk—1 bn Qpk+1  --- Qnp

4Gabriel Cramer: * 31.7.1704 Genf, + 4.1.1752 Nimes. Philosoph und Mathematiker an der Universitt
Genf, spiter Kommunalpolitiker in Genf. Beitréige zur linearen Algebra.
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e Spezielle lineare Gleichungssysteme sind Eigenwertprobleme
AZ = .

D.h. man suche diejenigen Vektoren 7, die mittels der linearen Abbildung A in
sich selbst abgebildet werden. ¥, @ nennt man die Eigenvektoren bzw Eigenwerte
von A. Die notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Losung des homogenen
Gleichungssystems

(A—aE)Z=0
ist
det(A —aE)=0.

Man bezeichnet diese Bedingung als die charakteristische Gleichung des Eigenwert-
problems. Es handelt sich dabei um eine Gleichung n-ten Grades im Eigenwert mit
genau n Losungen (Fundamentalsatz der Algebra). D.h. die charakteristische Glei-

chung liefert alle Eigenwerte der Matrix. Die Eigenvektoren erhélt man schliefSlich
durch Losung der homogenen Gleichungssysteme zu jedem Eigenwert.
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Kapitel 4

Analysis von Funktionen mehrerer
Veranderlicher

4.1 Differentialrechnung

In der Physik hat man es in der Regel mit Funktionen mehrerer Variablen zu tun, z.B.
Eigenschaften, die von den drei Ortsvariablen xy = x,x9 = y,x3 = 2z abhéngen. Diese
Funktionen kénnen Skalare, Vektoren oder Tensoren sein. Man bezeichnet sie als Felder.
Funktionen mehrerer Variablen kann man auf verschiedene Weisen darstellen. Zunéchst
ist es giinstig Koordinatensysteme zu wéhlen, welche die Symmetrien der Funktionen
ausnutzen:

1. Koordinatensysteme:

e Sind keine Symmetrien bekannt, wird man i.a. kartesische Koordinaten bevor-
zugen.

e Bei Rotationssymmetrie beziiglich einer Achse (Wahl: z-Achse), wéhlt man
Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) mit der Definition:

10

x = pcoso p= a2+ 12

= psing ¢:arctany
x

z = Z

e Fiir zentralsymmetrische Systeme sind Kugelkoordinaten (Polarkoordinaten)
(r,0,¢) geeignet. Jeder Raumpunkt ldsst sich erreichen durch den Schnitt der
drei Flachen r=const (Kugelschalen mit bestimmtem Radius), ¢=const (Halb-
ebenen senkrecht zur x-y-Ebene) und f=const (Halbebenen senkrecht zur Ebe-
ne ¢=const).

47
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x = rcos¢sing r=/x?+ y?>+ 22

. . Yy
y = rsingsinf ¢ = arctan =
x
z
z = rcosf 6 = arccos —
,

e Systeme mit zwei Symmetriezentren im Abstand R koénnen z.B. in ellipti-
schen Koordinaten (£, 7, ¢) dargestellt werden: Jeder Raumpunkt wird durch

v o= D@D eoso
v o= e p)sing
z = gén

—20 A

den Schnitt der drei Flachen {=const (Ellipsoide), n=const (Hyperboloide),
¢=const (Halbebenen) dargestellt mit der Definition

. 1+ 7o
$= R

S S
T TR

9 = arctan ~

x

R
g = \/x2+y2+(2$5)2-

In der Regel lassen sich Funktionen mehrerer Variablen nur schwierig darstellen.
T'(xy) ist eine Fliache im dreidimensionalen Raum (z.B. die Temperaturverteilung
eines Ceran Kochfeldes), p(xyz) eine Hyperfliche im vierdimensionalen Raum (hier
endet das Vorstellungsvermogen). Man kann aber eine Dimension reduzieren, indem
man die Hohenlinien bzw Aquipotentialflichen einer Funktion bestimmt:

2. Hohenlinien z(zy) = k
o Kugel

Y+ = R
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r = R Polarkoordinaten
2=k = 22+y’ =R -}
Die Hohenlinien einer Kugel sind konzentrische Kreise mit Radius v R? — k2.
e Ellipsoid

T A
S+5+5 =1
2 2 2
_ y-_,_k
ek w atpsloa

Die Hohenlinien eines Ellipsoides sind Ellipsen mit den Halbachsen

a=a\/(1—k2/c?) b=0b/(1—k2/c?)

4,
-
21 ..
40 S
S
4
-2 . |
~
—4 ~ -4
52
2 0 2.y
X =2
Ellipsoid Héhenlinien des Ellipsoids

e Hyperbolisches Paraboloid

2 2
x_Q + Z—Q = 2z (Sattel)
a
z? P b
22 2
e 'Himmel und Holle’
22 — g2
x2 + 12 -

in Zylinderkoordinaten — z = cos(29¢)

2=k = yz:l:\/(l—k)/k+1)x Geraden
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Sattelflidche Hoéhenlinien der Sattelflache

2

Die Fliche » = =Y

12+y2

3. Die Begriffe Grenzwert und Stetigkeit kénnen wir aus der Analysis I {ibertragen.
Eine Skalarfunktion f(Z) heifit stetig in ¥y € D, wenn fiir jede Vektorfolge () € D
mit 7, — To gilt lim,, o0 f(Zn) = f(Zo). Eine Vektorfunktion heifit stetig, wenn
jede Komponente stetig ist.

Beispiel:
Die Fliche z = (22 — y?)/(x? + y?) ist nicht stetig in x=y=0

Grenzwert entlang x-Achse y = 0 lir% z(20) =1
Grenzwert entlang y-Achse © = 0 1iII(l) 2(0y) = —1
y—)

Die Grenzwerte zweier Nullfolgen sind ungleich. Somit ist z unstetig in x=y=0.

4. Eine andere Form der Darstellung ist die Parameterdarstellung, z.B. die Kinematik
eines Massepunktes 7 = (z(t),y(t), 2(t))" als Funktion des Parameters Zeit. Die
Funktion beschreibt eine Raumkurve, die spiralformige Bewegung auf einer Zylin-
derfliche mit dem Radius R.
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xz(t) = Rcoswt
y(t) = Rsinwt
z(t) = ot

Spiralkurve

4.1.1 Ableitungen
(1) Partielle Ableitungen

e Sei f eine Skalarfunktion f : D C R" — R stetig in einem Raumpunkt Zy. Dann
definiert man als partielle Ableitung die Ableitung entlang einer Koordinate Iy,
indem man alle anderen Koordinaten als konstant annimmt und schreibt

0 B
8_:‘L,J;|fo = f$k(fo) = fk(fo) = }llli% f($0 + 6}]:) f(ﬂfo)

o [st f eine Vektorfunktion f : D CR" — R™, so gilt die Definition der partiellen
Ableitung komponentenweise.

Beispiele:
N or _ 2, 2 21-1 _ Tk
f(r)_r a.fljk _8wk[xl+x2+x3] -
f(r) =7 8—%—8—%(2%6»—%

j=1
flzy) = zy foe=y fy=2

Die partielle Ableitung bestimmt den Anstieg der Tangentialebene in einem Funktions-
wert entlang einer bestimmten Koordinatenrichtung.

Rechenregeln fiir partielle Ableitungen
Skalarfunktionen Vektorfunktionen
fLg:DCR" = R,ANER U, U:DCR" > R™ANER
o (f+9) = fi +9; oy (U +7) = gl + 550
() = A, 2 (ni) = AL
LU =Fot T | @)= (20 v+ (L0
%(ﬁx v) = (%“) X T+ 1 X (%U)
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(2) Richtungsableitung

Statt sich auf eine bestimmte Koordinatenrichtung zu beschrénken, kann man sich auch
fiir die Ableitung einer Funktion entlang einer beliebig vorgegebenen Raumrichtung in-
teressieren.

e Sei f: D CR"™— R und € ein Einheitsvektor mit der kartesischen Darstellung

n
€ = ) cosaye
j=1
€-€; = cosa; Richtungscosinus

n
— > (cosay)? = €-e=1

J=1

Dann ist die Richtungsableitung entlang é definiert durch

%|£0 fa(fo) = D(a1...an)f(_,0)
i @0 1E) = f(To)
h—0 h
= ) cosa,fi(d) .
j=1

Dieser Ausdruck lédsst sich vereinfachen, wenn man einen Differentialoperator definiert,
den Nabla (del)- Operator

E

.
oot
1 ox,,

n
> €0; .
j=1

<
Il
i

1

Q

Wirkt dieser Differentialoperator auf eine Skalarfunktion, so vereinbart man als Rechen-
regel

Vf = gradf Gradient von f
= .60 f=>¢f;.
j=1 j=1

Damit lasst sich die Richtungsableitung umschreiben zu

of e -
%»fo = jz:l(?OSOéjfj(ZL’o)

I
NE
™y

-5 [
1

-V flz, -

I
™y ?
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Bemerkungen:
(i)Das Skalarprodukt ¢- V f ist maximal, wenn € und V f kolinear sind. Somit hat die
Funktion in Richtung ihres Gradienten die gréfite Steigung

= —— —=¢e-Vf=|V
bzw in entgegengesetzter Richtung das grofite Gefille
- Vf of
= —— — =—|Vf]|.
TV T ee V1]

(ii) Der Gradient einer Skalarfunktion ist orthogonal zu deren Aquipotentialflfiche (Er-
weiterung des Konzepts der Hohenlinien). D.h. sei f : D C R" — R und f(Z) = ¢ die
Flache, fiir die f den Wert ¢ annimmt, so gilt fiir zwei benachbarte Punkte 7, 7 + d Z der
Aquipotentialflsiche

0=f(@+dd)— f(Z) =Vf(zr)-dz.
— =~

=C =C

Da d Z Element der Aquipotentialfléiche ist, steht somit der Gradient einer Funktion im-
mer senkrecht zur entsprechenden Aquipotentialfliche in einem Raumpunkt.

(3) Totales Differential
Unter dem Begriff totales Differential versteht man den linearen Zuwachs einer Funktion.
Er ist definiert als

n

df =Vfls-dd =3 f;(To)da; .
j=1
Anwendung: Fehlerrechnung
Sei f eine Funktion der Messgréfien xy . .. x, mit den Messfehlern Axy ... Ax,, so erhilt
man eine lineare Abschétzung des Messfehlers in f durch (Dreiecksungleichung!)

(A< 2Nl
j=1

(4) Kettenregel
Sei f eine Funktion der Raumkoordinaten, die ihrerseits von der Zeit abhéngen, dann ist
f implizit zeitabhéingig und es gilt (’dividiere’ das totale Differential durch d )

df of dxy  O0f daxy  Of duxs

dt 8&71 dt 81'2 dt 81’3 dt
3
= > fitj.
j=1

Verallgemeinerung: Sei f : D € R" — R und ¥ = Z(«) eine Abbildung zwischen
Koordinaten. Sind ferner f(Z) und Z(@) partiell differenzierbar, dann ist auch f(«) partiell
differenzierbar und es gilt

of  Of 0y of Ox,
ou;  Oxy Ouy et ox,, Ou;

1=1,...,n.
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(5) Gradient, Divergenz, Rotation
Wir haben gesehen, dass die Einfiihrung von Differentialoperatoren ein niitzliches Konzept
fiir eine zusammenfassende Darstellung moglicher partieller Ableitungen ist. Wendet man
den Nablaoperator auf Skalar- oder Vektorfelder an, so erhélt man verschiedene Aussagen

e Operation auf Skalarfelder: Gradient
grad f =V [ = Z(?jfj
j=1

ergibt einen Vektor, dessen Betrag die maximale Anderung des Skalarfeldes angibt
und dessen Richtung senkrecht zu Aquipotentialflichen von f steht.

e Operation auf Vektorfelder: Divergenz

ergibt einen Skalar, der ein Maf fiir die lokale Quellstiarke eines Vektorfeldes in
einem Raumpunkt ist.

e Operation auf Vektorfelder: Rotation
Im dreidimensionalen Raum gilt die Rechenregel

. B €1 €y €3
rot f=V X f=|0xry 0ry Ox3
h  fa  fs

Sie ergibt einen Vektor, dessen Betrag ein Maf fiir die lokale Wirbelstérke eines
Vektorfeldes in einem Raumpunkt ist.

e Rechenregeln:

) = )9+ f(gradg) = (Vf)g + f(Vyg)

) = (grad f)-d+ f(divad) = (Vf)-d+ f(V-d)
rot(fu) = (gradf)xu—l—f(rotu) (V) xd+ f(V x 1)

) = V)04 (0-V)d+u x (VX0)+7Tx(Vxud)
Xv) = U otﬁ—ﬁrotﬁ
rot(d x v) = (0-V)i— (@-V)i+d(V-0)—0(V-ad).

Beispiele:
f(r) Skalarfunktion nur der radialen Koordinate r = /22 4 32 + 22
0 f of 1
VIO = 5 VT = By

Dimension des Raumes
divi=V.-7=3.
Rotation des Ortsvektors

rot ¥’ = €,(0yz — 0,y) — €,(0xz — 0,x) + €,(0yy — Oyx) =0 .
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4.1.2 Ableitungen héherer Ordnung

Ist eine Funktion f : D C R™ — R innerhalb ihres Definitionsbereiches k- mal stetig
differenzierbar, so nennt man die Funktion ein Element der Menge C*(D) bzw C*-Funktion.
Ist f eine C2-Funktion, so kann man verschiedene zweite Ableitungen definieren

0O O
8xk 81:j — Ik 8xk8xj ’
Nach dem Satz von Schwarz gilt
0 f 0 f
85Ek8$j N fkj N fjk N (%vjﬁxk '

Die Menge der zweiten Ableitungen ldsst sich in einer Matrix zusammenfassen — der
Hesse-Matrix
fll s fln

(f kj) = : :
fnl s fnn

Die Hesse- Matrix ist symmetrisch. Die Spur der Hesse- Matrix hat eine besondere Be-
deutung. Man definiert

Sp(fis) = - iy = AF
j=1

mit dem Laplaceoperator!

@2 82 n 82
A=gmt g T X

J=1""3

V-V.

Fiir Ableitungen zweiter Ordnung gelten folgende Rechenregeln als Konsequenz des Satzes
von Schwarz

rot(grad f) = 0 Gradientenfelder sind wirbelfrei
div(rot@) = 0 Wirbelfelder sind quellenfrei
rot(rot @) = grad(diva) — Au .

4.1.3 Taylorreihe

Exemplarisch fiir Funktionen zweier Variablen soll gezeigt werden, wie man Funktionen
mehrerer Variablen in einer Potenzreihe entwickeln kann. Sei f(zy) eine C (n+1) Funktion,

!Pierre Simon Laplace: * 28.3.1749 Auge, t 5.3.1827 Paris. Professur an der Militérschule von Pa-
ris. Hauptwerke: Analytische Theorie der Wahrscheinlichkeit (1812) (erzeugende Funktionen, Lapla-
cetransformation), Himmelsmechanik (1825) (Storungstheorie der Planetenbewegung, Potentialtheorie
(Laplacegleichung)).
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so gilt
F@thy+k) = Flay)+[foh+ fok] + l[fmm L2 bk 4 fyk] o+ Ry

= Jlay) + [hd, + kD,)f + 5 [ha +k;8]f+...+%[h@x+k8y]"f+}%n
"1

- >

= J!
= exp (h0, + k0, f(zy) + R,

— 1 n+1

Die formale Erweiterung sieht man sofort ein

f(@+h) =exp(h-V)f(#) + Rn ,

[hO, + kO,) f(zy) + R,

<.

wenn man den Exponentialoperator wieder als Potenzreihe auffasst.

Beispiel:
Entwickle die Funktion sin(zy) bis zur zweiten Ordnung um (00):

fo = ycos(zy); f, =zcos(zy) fur = =y sin(zy); f,, = —2*sin(zy)
foy = cos(zy) — zysin(xy) = fyz

f(ary) = f(00>+fmx+fyy+ (fmcx +2fxyxy+fyyy)
= f(00)+zy+....

4.1.4 Stationidre Punktlosungen
Analog zur Definition lokaler Extremwerte fiir Funktionen einer Variablen definieren wir
die

e notwendige Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Extremums einer Funktion

f:DCR"—R:
Ist f partiell differenzierbar in ¥y € D und gilt

vfl:vo -
so nennt man &y einen kritischen (stationdren) Punkt.

e hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Extremums:
Ist f € C?, & ein stationdrer Punkt und gilt fiir die Hesse- Matrix

(fera;) positiv definit = f besitzt in & ein lokales Minimum
(ferz;) negativ definit = f besitzt in Zj ein lokales Maximum
(frye,;) indefinit = f besitzt in &y einen Sattel .
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Man nennt eine symmetrische (n x n) Matrix definit, wenn fiir jeden Vektor ¥ € R™ die

quadratische Form
a1 ... Qi il
@)= (x1...2,) | : :
Gp1 - Gy Tn

eine der folgenden Bedingungen erfiillt

q(z) >0 A ist positiv definit

q(Z) >0 A ist positiv semidefinit
q(7) <0 A ist negativ definit

q(Z) <0 A ist negativ semidefinit .

Gilt fur zwel Vektoren
q(u) >0 q(v) <0,

so nennt man A indefinit.

Beispiele:
(a) Untersuche die Sattelfliche in (00):
flay) = 2" =y’
f:cle' - fz|x:O:0
fy=-2y — fy|y:0:0

) = (5 5)-

Uberpriife die quadratische Form mit den kanonischen Einheitsvektoren
=) 7-(1)
i= 1 v=1{
N 2 0
a@ = (1 0)(y 1)
N 2 0 0y _

D.h. in (00) liegt ein Sattelpunkt.

(b) Untersuche die folgende Funktion auf lokale Extrema:

flzy) = r*—r? 1?2 =2 447
_ Ofg, _9fT
vi= 8rvr_ orr

— (4#—2)(5) —0

= Dx=y=0 (2)r=

Sl -
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Berechne Hesse- Matrix

fow = 4r* — 24827
fxy = fyxZSxy
foy = 4r* —2+8y°

(1) Hesse- Matrix in x=y=0:

oo = (3 55)

Fiir jeden beliebigen Vektor ist die quadratische Form

i= (Z) @7 (fo)i = —2(a® + 1) < 0.

Somit liegt in (00) ein lokales Maximum vor.
(2) Hesse- Matrix in r = 1/4/2 (wihle Polarkoordinaten):

B 4deos?p  4cosgsing
(fly)‘T2:1/2 - (4COS¢Sin¢ 4Sin2 ¢ )

q(@) = 4a*cos® ¢ + 8abcos ¢sin ¢ + 4b%sin® ¢
= 4(acosd + bsing)? >0 .

Fiir den Kreis mit dem Radius r =
1/4/2 liegt somit ein Minimum vor.

77 AN /
NN
A SN
s
s

N\
B % S
0.8 i "§§§z{‘3’" ‘3:23;}/ o
—u. "9’%‘!“2‘&0!';”"’ e

Die ’Kuchenform- Fliche’ (muffin- tin)

Dariiber hinaus konnen wir auch Extrema einer Funktion f suchen unter einer ein-
schrankenden Nebenbedingung ¢, d.h. wir betrachten die Funktion f nicht mehr im ge-
samtem Definitionsbereich D C R"™, sondern in dem durch die Nebenbedingung ¢(&) = 0
eingeschrankten Teilbereich

D= {ieDcR"g(Z)=0}.



29

Somit erhélt man eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Extremums in Zj:
unter der Voraussetzung, dass g(Zy) = 0 (Nebenbedingung) und Vg|z, # 0 existiert ein
A € R mit

0=V f(Zo) + AVg(Zo) = V(f + Ag)lz, -

Die erweiterte Funktion, deren Extremwerte man finden mdochte
L=f+M\g

nennt man Lagrangefunktion, A den Lagrange Multiplikator.

4.2 Integralrechnung

Auch die Integration ist dhnlich wie die Differentiation eine unmittelbare Erweiterung
dessen, was wir fiir Funktionen einer Variablen besprochen haben, mit dem Unterschied,
dass unbestimmte Integrale von Funktionen mehrerer Verédnderlicher nicht sinnvoll sind.
Entsprechend der mehrdimensionalen Definitionsbereiche muss man auch zwischen ver-
schiedenen Typen von Integralen differenzieren. In der Physik sind folgende Integrale von
Bedeutung

Integraltypen
Skalarfunktionen Vektorfunktionen
f,g:DCR>*—-R,ANER U, T:DCR*—->RANER
Typ Anwendung Bemerkungen Typ Anwendung
Jo f(7) dl f=1: Lange Kurvenintegrale JoU- dl 7=1F:

von C L, IT. Art Arbeitsintegral
I's f(7) ds | Volumen zwischen Doppelintegral, Jgv-ds Fluss von ¢

fund S Oberflidchenintegral durch Oberflache
Wy f(7) &r f = p: Masse, Dreifachintegral,

Ladung in V

4.2.1 Kurvenintegrale

(1) Kurvenintegrale I. Art sind Einfachintegrale iiber Skalarfunktionen entlang einer vor-
gegebenen Kurve C. Ist die Kurve in Parameterdarstellung zwischen zwei Punkten 7 und
75 vorgegeben

C: F=7t) = (x(t),y(t), 2T t1 <t <ty, 7 =7(ty), 7o = 7(ta)

und das Bogenelement d [ entlang der Kurve in einem Kurvenpunkt (Pythagoras)

dl = \J(da)? + (dy)? + (d2)? = /a2 + g2 + 22 di
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so ergibt sich fiir das Kurvenintegral I.
Art die Berechnungsvorschrift

Lo at= [ pre) a2 e

Fir f = 1 entspricht dem Kurvenin-
tegral die Lange der Kurve C' zwischen
Anfangs- und Endpunkt 7 und 75. Ist
f: D C R* - R eine Fliche f =
f(zy) und C die ebene Kurve z(t) = 0,

Die Mantelfliche des Zylinders unterhalp 50 lasst sich das Kurvenintegral als die
der Sattelfliche ist durch ein Mantelfldche des Zylinders zwischen C

Kurvenintegral 1. Art gegeben und f interpretieren.

Beispiel:
Berechne die Bogenldnge der Kurve

C: z(t) = Rcost, y(t) = Rsint, z(t)=0 0<t<2rx

27 27
dl:/',f2 2dt = R[ dt=2rR.
/C A Tty A ™

(2) Kurvenintegrale I1. Art sind Integrale iiber Vektorfunktionen ¢ entlang vorgegebener
Kurven. Genauer handelt es sich dabei um die Summation der Projektionen o - d{ eines
Vektorfeldes ¢ entlang des gerichteten Bogenelementes d [. Ist C in Parameterdarstellung
gegeben, so gilt

/U-dl = /(vzdx—i—vydy—l—vzdz)
c c

to 5
— / 7-7dt.
t1

Ist insbesondere ¥ ein Gradientenfeld mit v = grad ¢ so gilt

. _ d¢ 99 d¢
/Cv dl = /o(aa: dx—!—@y dy+8z dz)

= [ do=0(m) - o).

Das Kurvenintegral ist unabhingig von der speziellen Kurvenform (Weg) lediglich eine
Funktion des Anfangs- und Endpunktes 77,7, der Kurve. Insbesondere verschwindet das
Integral iiber eine geschlossene Kurve

l%V¢df:O.

Das ist das definierende Merkmal fiir Gradientenfelder (konservative Kréfte): sie sind
wirbelfrei (zirkulationsfrei).
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Beispiel:

Berechne das Kurvenintegral von 7 = (000) nach 75 = (111) iiber das Vektorfeld v =
(x+yz,y+x2,2+2y)! entlang der Kurven (a) Oy : z =ty =12 2=t 0<t<1und
(b) Cy & (000) — (100), (100) — (110), (110) — (111).

Zu (a):
/(Jlﬁ'df B /()1[($+yz)x.+(y+$z)y+(Z—l—xy)z] dt
= /01(t+t5) dt+/01(t2+t4)2tdt+/01(t3+t3)3t2 dt
= /Ol(t+2t3+9t5) dt
%ﬂ+%#+gﬂ%:g,
Zu (b)

= 1 1 1
/0217.dl = /()(x+yz)|y:0 dx+/0(y—|—:xz)]x:1 dy~|—/0(z+:£y)|$:1 dz
z2=10 z2=0 y=1
1 1 1 5)
= §$25+§y25+(522+2)\é:§'

Offenbar ist das Integral wegunabhéngig. ¢' ist somit ein Gradientenfeld. Wir wollen das
iiberpriifen und nutzen mit ' = grad ¢ die Eigenschaft

rot(grad ¢) = 0 = rot ¢

aus, die aus der Symmetrie der Hesse- Matrix folgt:
Ov,  Ovy L 0v,  Ovuy ov,  Ov,

ay_E)_ey(am_azHeZ(ax 8y>
= élr—z)—¢€y—y)+e.(r—2)=0.

—

rot v = &,

—

Man sieht die Aquivalenz der Bedingungen fiir ein zirkulationsfreies Vektorfeld

fﬁ-dzzo o roti=0.

4.2.2 Doppelintegrale

(1) Doppelintegrale sind z.B. Integrale einer Skalarfunktion f iiber einer ebenen Fldche S.
Mathematisch etwas genauer ist S ein reguldrer Bereich, Teilmenge des Definitionsberei-
ches von f mit einem Flicheninhalt. Somit ist das Doppelintegral iiber f : D C R? — R

J] 1@ ds = [[ fay) az ay
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von Siaulen mit infinitesimaler Grund-

flache.

Beispiel: Bestimme das Volumen zwischen
den ebenen Fléchen

flzy)=2 = 4—y und 2*+3* <4
J[1@pazay =[] -y dzay.
S

x24y2<4

Die Aufteilung des Integrationsbereiches
S in x und y- Komponenten erfordert eini-
ge Uberlegung, da x und y iiber die Kreis-

1 li halb ei
Volumen des Zylinders unterhalb einer gleichung verkniipft sind,

schiefen Ebene

gerade das Volumen des Zylinders mit der Grundfléche S und der Deckelflache f(xy) mit
(zy) € S. Das Doppelintegral ergibt sich als Grenzwert der Summe {iber die Volumina
(a) Innere Integration iiber x, duflere Integration iiber y:

S:ax = £\J4—y* ye[-22

/4 —q2
I = / (4— ydxdy—/ [ y(4—y)dx} dy
r24+y2<4 v

Mit Hilfe der Substitution y = 2sint erhélt man
I = 8/ (2 —sint — 2sin®t +sin®t) dt
7r/2
= 16/ cos’t dt = 167 .
—7/2

(b) Innere Integration iiber y, dulere Integration iiber x:

S:y = +V4d—2a?2 ze[-272
I (4—y)d o
= / Y) xdy—/ U_ _4_x2(4—y)dy] dx
2_|_y2<4

- /(4y——)|‘/4w dx—8/ Vi dx—16/ cos?t dt = 167 .

Offenbar ist es gleichgiiltig iiber welche der beiden Raumrichtungen man zuerst inte-
griert! Man sieht aber in jedem Fall, dass die Integration in kartesischen Koordinaten
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recht beschwerlich werden kann. Kénnte man eine Koordinatendarstellung finden, welche
die Symmetrien der jeweils gestellten Aufgabe besser ausnutzt, so wiirden die Integra-
tionsgrenzen unabhéingig voneinander. Dieses Ziel erreicht man manchmal mit Hilfe der
Substitutionsregel:

e Sei der Integrationsbereich S(zy) = 0 in den neuen Koordinaten u, v gegeben, mit
r = z(uww) und y = y(uv), so gilt

//f(xy) dedy = //f(x(uv)y(uv))D(xy|uv) dudv

mit der Jacobi (Funktional) Determinante

or  ou
Deylun) = | 3 3_]
ou ov

Fiir das obige Beispiel sind ebene Polarkoordinaten als Substitution sinnvoll:

<x>:r<“’s¢) S S <d—r<2 el0,2n]

Y sin ¢
or Oz .
o 06 cos¢ —rsin¢
D(xzylre) = ‘gr 2 |= : =
9y By
i sing rcoso

I = //f(a:y) dxdy://(4—rsin¢)rdrd¢

= /()T/()Zﬂ(ll—rsinqﬁ) d¢}r dr:87r/02r dr =167 .

(2) Oberflachenintegrale summieren die
Projektion eines Vektorfeldes ¢ in allen
Punkten einer gegebenen Raumflédche
S(zyz) = 0 auf die Flichennormale in
diesem Raumpunkt (Flussintegral):

@z//ﬁ-d:?.
S

Wir wollen annehmen, dass S in Para-
meterdarstellung gegeben ist mit

Sz =ua(tu), y=y(tu), z = z(tu) .
Zum Begriff des Flussintegrals

In jedem Punkt der Fléche finden wir zwei Tangentenvektoren in die Raumrichtungen ¢

und u
00 Oy B2y 00 Oy 05
ot’ ot’ ot Su = ou’ ou’ ou’

St = (
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Das gerichtete Oberflachenelement d § ergibt sich somit aus

d5 = 5 x5, dtdu
- [ OyOz 020y, _ Oxdz 0z0x, _ Oxdy Oyox
ds = {em(atau 200~ Y oran " aon) T % ou atau)]dtd“

= [@D(yz\tu) + €, D(zz|tu) + e}D(xy\tu)] dtdu.
Damit erhélt man fiir das Flussintegral

o = //17 ds= // {UID(yz|tu) + Uy D(zz|tu) + ﬁZD(xy|tu)} dt du .
S S(tu)

4.2.3 Dreifachintegrale

Volumenintegrale iiber Skalarfunktionen werden &dhnlich berechnet wie Doppelintegrale.
Ist V' das Volumen, fiir das gilt

Via<e<f ye) <y <) duy) <z < (lay),

so ergibt sich fiir das Volumenintegral

/4/f(asyz) dz dy dZ:/Lyﬁ[/j:){/:::j)f(xyz) dz} dy] dz .

Beispiel:

Gegeben ist ein Volumen V', das be-
grenzt wird durch die Ebenen z = 6 —
22— 2y (bunte Dreicksflache), y = 3—x
(Teil der x-y Ebene unterhalb der bun-
ten Ebene) und die Koordinatenebenen
x-z und y-z. Berechne das Volumenin-

00O P N WA U O

5 0‘— o5 1Y tegral
Die Grenzen des Volumens /// ryz dr = /// ryz dz dy dz.
1% V

///xyz dedydz = /ngl/og_xy(/oﬁ_%_%z dz> dy] dx
V

3 3—$y
= / x[/ 2(6 — 27 — 2y)? dy]dm
0 o 2

1 ) 81
= 6/0:5(3—55) dx—%.
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In neuen Koordinaten wvw gilt nach der Substitutionsregel

/// flzyz) do dy dz = ///f(:v(uvw)y(uvw)z(uvw))D(a:yz|uvw) dudov dw

mit der Funktionaldeterminante (Transformation des Volumenelementes)

Oz Oz Oz

gu gv %w

— | 9y Y y
D(zyzluvw) = | 54 &
9z 0z 0z

ou ov ow

Speziell gilt fiir die wichtigsten Koordinatensysteme:
e Zylinderkoordinaten (p¢z): dz dydz=pdpdo dz
e Kugelkoordinaten (rf¢): dz dy dz =r?sinf dr df d¢
e Elliptische Koordinaten (£n¢): dz dy dz = (£)%(€? —n?) d¢ dndé

4.2.4 Integralsitze

Die folgenden Integralsitze verkniipfen Kurven-, Oberflachen- und Volumenintegrale. Sie
sind von zentraler Bedeutung in der theoretischen Physik.

1. Der Satz von Gauf? verkniipft den Fluss eines Vektorfeldes aus einer geschlossenen
Flache S mit dem Volumenintegral {iber die Divergenz des Vektorfeldes

j{ U-d§:// dividV |
sv) J

dabei bedeuten V' das Integrationsvolumen und S(V') die das Volumen einschlie-

Bende Oberfldche. Im Grenzfall infinitesimaler Volumina erhalten wir mit dem Satz
von Gauf} eine physikalische Interpretation des Begriffes Divergenz. Dazu betrach-
tet man ein kleines Volumen AV, in dem man div ¢ als ndherungsweise konstant
annehmen kann. Somit gilt

jq{ 7-d5 = diviAV
AS(AV)

divy = lim — v-d§.

AV—0 AV Jasav)y

D.h. die Divergenz beschreibt lokal den Fluss eines Vektorfeldes aus einem infinite-
simalen Volumen. Sie analysiert die Quellstérke eines Feldes in einem Raumpunkt

>0 Quelle in 7
divi(r) = ¢ =0 Quellenfrei .
<0 Senke in 7

2Carl Friedrich GauB: * 30.4.1777 Braunschweig, T 23.2.1855 Géottingen. Direktor der Sternwarte
und Professor an der Universitit Gottingen. Veroffentlichung einer grofien Zahl grundlegender Werke,
darunter: Disquisitiones arithmeticae (1801) (Zahlentheorie), Die Fléchentheorie (1827) (Grundlage der
Geodisie), Schriften {iber "biquadratische Reste’ (1831)(Primzahltheorie, Einfithrung der komplexen Zah-
lenebene), Potentialtheorie (1840).
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. Das Green’sche Theorem

Integralrechnung

2. Der Satz von Stokes® verkniipft das Kurvenintegral eines Vektorfeldes iiber einen

geschlossenen Weg C' mit dem Oberfléchenintegral iiber die Rotation des Vektorfel-

des .
]{ U-dl://rotﬁ-ds,
c(s) J

dabei bedeutet S die von der Kurve C' umrandete Oberfliche. Im Grenzfall infini-

tesimaler Flichen erhalten wir mit dem Satz von Stokes eine physikalische Interpre-
tation des Begriffes Rotation. Dazu betrachtet man eine kleine Flache AS, auf der
man rot v als ndherungsweise konstant annehmen kann. Somit gilt

§Tdl = rot7as
c(AS)

07— i OS5 § wal

rotv = lim ——— v-dl.
AS—0 (AS)? Jeo(as)

D.h. die Rotation beschreibt lokal die Verwirbelung eines Vektorfeldes. Sie analy-

siert den 'Grad der Wegabhéngigkeit’ des Feldes in einem Raumpunkt

rotT=0 < ]{a-df:o.
C

1 ist ein wesentliches Hilfsmittel zur Formulierung von

Randbedingungen in der Potentialtheorie. Sind ¢ und v Skalarfelder und V' ein
durch die Flache S(V') begrenztes Volumen, so gilt

Vv —uvel-ds= [[[lorv—vag av.

S(V)

Das Green’sche Theorem enthélt den Satz von Gaufl, wenn man ¢ = 1,7 = V)
substituiert.

3Sir George Gabriel Stokes: * 13.8.1819 Skreen (Irland), 1 1.2.1903 Cambridge. Professor fiir Mathe-

matik in Cambridge. Wichtige Arbeiten in Physik.

4George Green: * 17.7.1793 Nottingham, 1 31.3.1841 Sneinton. Zunsichst Bicker, unterrichtete Green

spater am Cajus College in Cambridge. Hauptwerk: 'Essay on the Application of Mathematical Analysis
to the Theories of Electricity and Magnetism’ (1828).



