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1. Einleitung

“Eine Intelligenz, die in einem gegebenen Augenblick alle Kréifte kennt, mit denen die
Welt begabt ist, und die gegenwértige Lage der Gebilde, die sie zusammensetzen, und die
iiberdies umfassend genug wire, diese Kenntnisse der Analyse zu unterwerfen, wiirde in
der gleichen Formel die Bewegungen der gréfsten Himmelskérper und die des leichtesten
Atoms einbegreifen. Nichts wire fiir sie ungewiss, Zukunft und Vergangenheit ldgen klar
vor ihren Augen.”

— Pierre-Simon Laplace, 1814 [8]

Vor dem Auftreten der computergestiitzen Physik war der einzige Weg, statistische Eigenschaften
eines Systems wechselwirkender Teilchen vorauszusagen, eine Theorie mit vereinfachenden Annah-
men zu entwickeln, die das Material ndherungsweise beschreibt. Fiir einige wenige Modellsysteme,
wie dem des idealen Gases oder des zweidimensionalen Ising-Modells, kénnen dann die Gleichge-
wichtseigenschaften mit den Mitteln der statistischen Physik exakt berechnet werden.

Computersimulationen ermoglichen es, die Eigenschaften eines gegebenen Modellsystems ohne
grobe Vereinfachungen dufierst genau zu bestimmen. Klassische Molekulardynamik (MD) ist eine
Methode dieser Art und basiert auf der Idee, das Vielkérperproblem durch numerische Integra-
tion der Newtonschen Bewegungsgleichungen zu 16sen. Dies hatte sich offenbar bereits Laplace
vorgestellt, doch ermdglichte erst die technologische Entwicklung der letzten Jahrzehnte solche Si-
mulationen. Heute wird MD auch in vielen Gebieten aufierhalb der theoretischen Physik, wie zum
Beispiel den Materialwissenschaften, der Biochemie und Biophysik, angewandt.

Diese Arbeit beschiftigt sich mit den Methoden klassischer Molekulardynamik-Simulationen. Sie
werden in Kapitel 2 bis 4 eingefiihrt und im 6. Kapitel am Lennard-Jones Potential angewandst,
das ein prizises Modell fiir Edelgassysteme bildet. Dazu wird ein im Zuge dieser Arbeit eigens
geschriebener Programmcode genutzt, der zur prinzipiellen Uberpriifbarkeit der Ergebnisse fast
vollstandig angehéngt ist.

Ein weiterer Bestandteil dieser Arbeit sind Quasikristalle, zu denen in Kapitel 5 eine Einfiithrung
gegeben wird. Quasikristalle wurden in den 1980er-Jahren als neue Phase von Materie entdeckt, die
trotz fehlender Periodizitét eine langreichweitige Ordnung besitzen. 2007 simulierten M. Engel und
H. Trebin [41] die Selbstassemblierung von Quasikristallen mit einem kurzreichweitigen, “Lennard-
Jones-Gauf” genannten, Potential. Jenes wird im 7. Kapitel mit dem eigenen MD-Code genutzt,
um ebenso Quasikristalle zu simulieren und zu analysieren.

Obwohl das Zitat von Laplace eigentlich nicht mit dem Verstdndnis der modernen Physik ver-
einbar ist und die Annahme der Giiltigkeit der Newtonschen Bewegungsgleichungen im Mikrosko-
pischen oftmals doch eine grobe Vereinfachung ist, machen klassische MD-Simulationen fiir viele
Probleme sehr genaue Voraussagen. Spéatestens wenn elektronische Effekte von Bedeutung sind,
sind jedoch Methoden wie ab-initio MD vonnéten, die in einem Ausblick (Kapitel 8) angesprochen
werden.



2. Grundlegende Konzepte

2.1. Integration der Bewegungsgleichungen

Sind in einem klassischen N-Teilchensystem die Positionen "V und Impulse p" zu einem Zeitpunkt
bekannt, so ist die Trajektorie 7 (t) = (rN(t), pV(t)) eindeutig durch die Newtonschen Bewegungs-
gleichungen 7; = p;/m, p; = F; festgelegt. Da jene aber bereits ab drei wechselwirkenden Teilchen
nicht analytisch integriert werden kénnen, miissen (numerische) Néherungsverfahren genutzt wer-
den. Einige solcher Integratoren sollen nun vorgestellt und anschliefend verglichen werden.

Ein einfacher Weg wére das explizite Euler-Verfahren [7], das der Taylor-Entwicklung bis zum
zweiten Grad entspricht:

. At? 3
r(t AL = r(t) + At#() + =i () + O(AF) (2.1)
=r(t)+ At v(t) + ?—thF(t) +0(A?)

v(t+ At) = v(t) + %F(t) + O(A?) (2.2)

Zu Beginn jedes Zeitschritts wird die Kraft F' anhand der aktuellen Positionen ausgewertet und
dann (2.1) und (2.2) auf die Koordinaten angewandt.
2.1.1. Verlet-Algorithmen

Zur Herleitung des originalen Verlet-Algorithmus [7] betrachtet man die Taylor-Entwicklungen von
r(t) um die Zeit ¢ nach +A¢,

r(t+ At) = r(t) + At v(t) + %F(t) + A3—1;3'7'-'(t) +O(AtY) (2.3)
r(t — At) = r(t) — At v(t) + %F(t) — Ag—f%‘(t) +O(Ath). (2.4)

Aus (2.3)+(2.4) erhélt man

r(t+ At) +r(t — At) = 2r(t) + %QF(t) +0(AtY)

=r(t+ At) =2r(t) —r(t — At) + AWtQF(t) +O(AtY). (2.5)

In dieser Form ([2.5) werden die Geschwindigkeiten allerdings nicht direkt mit berechnet. Sie kénnen
aber anhand der bekannten Ortstrajektorie errechnet werden. Aus (2.3) — (2.4) folgt

r(t+ At) — r(t — At) = 2At v(t) + O(A?)

() = r(t+At)2;tr(t— At) +O(A8).




Es gibt einige dem originalen Verlet Algorithmus (2.5) verwandte Varianten. Ein hdufig genutzter
Algorithmus ist der Velocity-Verlet-Algorithmus [7]

v(t+ At)2) = v(t) + %F(t) (2.6)
r(t+ At) = 7(t) + At v(t + At/2)

v(t+ At) = v(t + At/2) + %F(t—kAt). (2.7)

2.1.2. Kiriterien fiir geeignete Integratoren
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Abb. 1: Zeitentwicklung des harmonischen Oszillators mit verschiedenen Integratoren und Zeitschrittgrofsen
Atguler = 0.2, Atveriet = 0.4. Berechnet mit Algorithmus 20 und 21 im angehdngten Code.
(a)-(c) Zeitliche Verliufe der Energien. (d)-(f) Trajektorien im Phasenraum.

Fiir eine Integrationsmethode ist die Abbildung der Symmetrie- und Erhaltungseigenschaften der
Bewegungsgleichungen vorrangig gegeniiber einer (kurzfristigen) genauen Voraussage einer Teilchen-
bahn.

Um dies anschaulich zu machen werden die beiden vorgestellten Integratoren fiir den eindimen-
sionalen harmonischen Oszillator getestet, (s. Abb. . Obwohl bei der Integration mit dem Euler-
Algorithmus (Abb. [[[a),(d)) ein halb so grofer Zeitschritt wie bei Velocity-Verlet (Abb. [[b),(e))
verwendet wird, ist die Energieerhaltung deutlich schlechter erfiillt. Bei Verlet existieren zwar kleine



Energiefluktuationen, die langfristige Abweichung ist jedoch klein. Dies kommt zum einen daher,
dass die Verlet-Algorithmen zeitreversibel sind, wie es auch bei Newtons Bewegungsgleichungen
der Fall ist. Sie erhalten also diese Symmetrieeigenschaft klassischer Mechanik.

Zusatzlich sind sie flichenerhaltend: Sie gehorchen der klassischen Liouville-Gleichung und
stellen so sicher, dass die Trajektorie ?(t) im Phasenraum I' auf einer begrenzten Hyperfliche I's C
I’ bleibt. Fiir endliche Zeitschritte ist diese begrenzende Hyperfliche I's nicht gleich der “wahren”
Hyperflache I'g, welche im mikrokanonischen Ensemble durch den Hamiltonian des Systems H als
Fléche konstanter Energie

lg={7 el |H(7)=E=const.} CT

definiert ist. Stattdessen entspricht die begrenzende Hyperfliche I's der eines Schattenhamiltonians
‘Hs [10], der den wahren Hamiltonian H desto genauer approximiert, je kleiner der Zeitschritt ist.
WEeil fiir endliche Zeitschritte also Hg # H und damit I's # I'g ist, treten Abweichungen in der
Gesamtenergie H(7(t)) auf — némlich immer dann, wenn 7 () € (Is \ T'g). Da sich I's und I'g
fiir gentigend kleine Zeitschritte aber &hneln, wird sich die Trajektorie ?(t) auch iiber lange Zeiten
nicht weiter von 'y entfernen, sodass die Energie langfristig erhalten ist (ldsst man numerische
Rechen-/Rundungsfehler aufier Acht).

2.1.3. Liouville-Formulierung von Integratoren

Ein eleganter und méchtiger Weg von Tuckerman, Berne und Martyna [11], Integratoren mit den
oben genannten Symmetrieeigenschaften herzuleiten, wird im Folgenden eingefiihrt und in den
Abschnitten u. angewandt. Man betrachte die klassische Liouville-Gleichung [4]

8p_N .O0p . Op| (.0 .0
—&—;{QZ%‘FM% = 7"54‘17% p- (2.8)

Aus ihr folgt, dass das von Phasenraumtrajektorien eingeschlossene Volumen zeitlich konstant ist
(“Flachenerhaltung”). Anhand der rechten Seite von Gleichung (2.8) definiert man den Liouville-
operator in karthesischen Koordinaten

ﬁzfi’% +Pp—. (2.9)

L ist ein linearer hermitescher Operator, der im Raum der quadratintegrablen Funktionen wirkt.
Betrachtet man nun eine Funktion A(r,p), so kann diese formell mit Hilfe des Propagators eXp(IA/t)
nach ¢ entwickelt werden, .

exp(Lt) A[r(0),p(0)] = A[r(t),p(t)]. (2.10)
Hier ist noch nicht viel gewonnen, da die linke Seite von nur eine andere Formulierung der
exakten Integration der Bewegungsgleichungen ist.
Zerlegen wir den Liouvilleoperator aber in L = L, + L, und wenden exp(L,t) = exp(f“t%) auf
A[r(0),p(0)] an, erhalten wir

o0

S (t*@)@i) A[r(0).p(0)]

n=0

— Z ianA [T‘(O),p(O)] (t’l“(O))n ,

n! orn

exp (170 ) ATr(0) (0]

n=0



was gerade die Taylor-Entwicklung von A [r(0), p(0)] nach A [r(0) + ¢r(0), p(0)] ist. Demnach gilt
exp (15(0) 51 ) A[r(0),p(0)] = A[r(0) +15(0), p0)]. (2.11)

exp(f/,.t) bewirkt also eine einfache Verschiebung der Ortskoordinaten

exp(Lyt) : r(0) = r(0) + ¢ - 7(0), (2.12)

und analog exp(Lyt) = exp(pta@p) eine Verschiebung der Impulse

exp(Lyt):  p(0) = p(0) +t - p(0). (2.13)

Da L, und f/p allerdings keine kommutierenden Operatoren sind, gilt fiir die Anwendung des ge-
samten Propagators (2.9))

exp(L) = exp(Ly + L) # exp(Ly) exp(Ly).

Um exp(ﬁ) trotzdem zu zerlegen, kann die Trotter-Erweiterung [12] fiir zwei Operatoren A und
B verwendet werden: b
A+B — lim (eA/zpeé/PeA/zp) (2.14)
P—oo
Fiir die numerische Entwicklung gehen wir zu einem endlich grofen P tiber und identifizieren A+B
als Lyt + L,t = Lt. Dann ist die Entwicklung von A[r(0),p(0)] nach A[r(t),p(t)] in P diskrete
Zeitschritte der Grofe ¢/ P =: At unterteilt, wobei jeder Zeitschritt der einmaligen Anwendung des
Propagators A A A
eLpAt/2eLTAteLpAt/2 (215)
entspricht. Ubersetzt man ihn geméf (2.12)-(2.13) und mit # = p/m, p = F in einen Algorithmus,
so lautet dieser:
At
p(0) —+ p(At/2) = p(0) + 5 F(0) (216)

r(0) = r(At)  =7r(0)+ %p (At/2)
p(AL/2) = p(At) =p(At/2) + QA—ﬂiF (AL) (2.17)

(2.16)-(2.17) entspricht gerade dem Velocity-Verlet-Algorithmus aus (2.6])-(2.7).

Da alle einzelnen Propagatoren in (2.15) unitér sind, ist auch der gesamte Propagator unitér,
also gilt (exp(AtL,))~! = exp(—AtL,). Der Velocity-Verlet Algorithmus und analog hergeleitete
Integratoren sind also zeitreversibel.



2.1.4. Pradiktor-Korrektor-Algorithmen
Mit den Definitionen

ry(t) = AQ—t!ﬁ(t)
3
rP(t) = %'F(t)

lasst sich die bis zum Grad 3 entwickelte Prediction fiir die Funktion 7(t) und fiir ihre Zeitablei-
tungen schreiben als:

re (t+ At) = re(t) + ri(t) + rL(t) + rs (t)
ry(t+ At) = r(t) + 215 (1) + 3ry (1)
1"2P (t+ At) = rg(t) + 31“?1)) (t)
ry (t+ At) = P (t)

Mit dem nun fiir den Zeitpunkt ¢ + At vorausgesagten Ort r{ (t + At) kann die dortige Kraft
F(rf (t + At)) berechnet werden. Durch jene kann der vorausgesagte Wert der zweiten Ableitung
rY(t + At) mit
At? F(rl(t + At))
C 0
t+At) = — - ———=
Ty (t+ At) 91 m

korrigiert werden. Die Differenz zwischen dem vorausgesagten Wert der Beschleunigung =5 und
dem korrigierten Wert r$

Ary :=r$ —rF
kann dann genutzt werden, um Korrekturen r¢ fiir die vorausgesagten Werte anderer Ordnungen i
abzuschétzen:

re =1 4 CAr,

Die Konstanten C; hingen vom jeweiligen Algorithmus ab und werden gewéhlt als Kompromiss
zwischen Stabilitdt und Genauigkeit. Angemessene Werte fiir C; kénnen aus Tabellen entnommen
werden. Beeman [9] wihlt zum Beispiel fiir einen Algorithmus dritter Ordnung Cy = 1/6, C; =
5/6, Co =1, C3=1/3.

Theoretisch kénnte man den Predictor- und den Correctorschritt zur Selbstkonsistenz hin in
einer Schleife wiederholen. Da dies aber jedes mal eine neue (rechenaufwindige) Kraftberechnung
mit sich zieht, ist es meistens effizienter, stattdessen den Zeitschritt At zu verkleinern. Auferdem
ist auch die konvergierte, selbstkonsistente Losung nicht exakt. Ihr Fehler skaliert weiterhin mit der
Ordnung At™, wobei n die Ordnung des Algorithmus ist.



2.2. Modellierung eines physikalischen Systems

Bei Molekulardynamik-Simulationen steckt der grofste Teil der Modellbildung in der Wahl des
Potentials: Es determiniert aus welchen Teilchen das System zusammengesetzt ist und wie sie mit-
einander wechselwirken. Bei klassischen MD-Simulationen ist das Potential eine Funktion der Teil-
chenpositionen U(rV), die die potentielle Energie des Systems fiir die jeweilige Konfiguration der
Teilchen angibt und die Kraft

F=-Vv,U@Y)

auf ein Teilchen i bestimmt. Wie ausschlaggebend die Wahl des Potentials ist, wird bei der Analyse
konkreter Potentiale in Abschn. deutlich, wo Unterschiede in der Funktion U(r") vollkommen
verschiedene (Quasi-)kristallstrukturen hervorrufen.

In der Physik werden meist interatomare Potentiale der Form

N
U(rN) = Z¢1(rl) —+ Z(,ZSQ(TI',T‘]‘) + Z qﬁg(ri,rj,rk) + ... (218)

1<j i<j<k

genutzt, wobei der erste Term ein externes Potentialfeld verkorpert und die weiteren Terme
Zweikorper- bzw. Vielkorperwechselwirkungen beschreiben. In der Chemie hingegen sind oft zu-
satzliche intramolekulare Beitrige von Bedeutung, die die Ausdehnung und verschiedene (Torsions-
)winkel zwischen gebundenen Atomen betrachten. Ein Spezialfall von sind Paarpotentiale,
die nur aus dem zweiten Term bestehen. Ist ein solches zudem noch isotrop, so héngt ¢» nur noch
vom Abstand 7;; = |r; — r;| ab, sodass sich Potential und Kraft schreiben lassen als

U™y => " o(ry),

1<J

N
F=-) V,6(r;). (2.19)

j=0

J#i
Das klassische Ziel bei der Bestimmung des Potentials ist es, moglichst realistisch alle signifikanten
mikroskopischen Wechselwirkungen der zu simulierenden Art von Teilchen zusammenzufassen und
abzubilden. Mit MD-Simulationen kénnen dann die makroskopischen Eigenschaften eines Systems

der jeweiligen Teilchen bestimmt werden.
Explizite Potentiale werden in den Abschnitten und eingefiihrt.

2.3. Optimierung der Kraftberechnung

Berechnet man fiir jedes der N Teilchen die Kraft F; direkt mittels Gleichung , so steigt
die bendtigte Rechenzeit mit ~ N2. Dies ist mindestens einmal bei jedem Zeitschritt notig, fiir
Pradiktor-Korrektor- und einige andere Verfahren sogar mehrmals. Deswegen ist die Kraftberech-
nung meist die mit Abstand rechenaufwendigste Komponente von Molekulardynamik-Simulationen
und die erste Anlaufstelle fiir Optimierungen des Codes.

Zuallererst sollte Newtons drittes Gesetz F;_,; = —F;_,; (actio est reactio) ausgenutzt werden.
So wird die Rechenzeit halbiert, da jedes Paar zweier Teilchen nur einmal betrachtet werden muss.

Zusitzlich wird ein Cutoff-Radius angelegt: Bleibt das Paarpotential ¢(r) ab einem Abstand r¢
ungeféhr konstant, so werden die Beitrége zur Kraft von Paaren mit Abstand r;; > r¢ ignoriert



(s. Abb. [b). Beim Lennard-Jones-Potential (Abschn. wird oft rc¢ = 2.50 gewéhlt. Manche
Forscher gliatten die Funktion ¢(r) in der Néhe des Cutoff-Radius so, dass die Diskontinuitéat der
Kraft bei rc umgangen wird (z. B. [13]). Dafiir gibt es jedoch keinen standardisierten Weg.
Verlet-Liste

Verlet-Listen sind ein weiterer Weg, die Kraftberechnung

signifikant zu beschleunigen. Sie nutzen aus, dass die Dauer ® [ ]
eines Zeitschrittes At in atomistischen Molekulardynamik- [ L . ®
Simulationen viel kleiner ist als die Dauer von diffusiven . ' .

Bewegungen. Das ist vor allem fiir Simulationen von Fest-
korpern und Fliissigkeiten der Fall und bedeutet, dass die
Menge derjenigen Teilchenpaare, deren Teilchen sich in-
nerhalb des Cutoff-Radius r¢ befinden, iiber mehrere Zeit-
schritte grofitenteils gleich bleibt. Es ist dann sinnvoll fiir
jedes Teilchen 4 eine Liste von denjenigen Teilchen j zu fiih- .
ren, die innerhalb eines Abstandes 7y, sind. Bei den néchs- o
ten (71, — 1) Zeitschritten wird dann fiir die Berechnung e
der Kraft auf i nur iiber die Teilchen j iteriert, die in der » .. ®
Liste von Teilchen ¢ sind. Die Rechenzeit dieser Zeitschrit- - R p
te steigt fiir grofse Teilchenzahlen nur mit ~ V. Bei jedem
TL—ten Zeit.schritt WiI:d wieder iiber .a.lle Teilchenpaare it(.e— der Kugel mit Radius . werden
riert, um die Verlet-Listen zu aktualisieren. Die Rechenzeit in die Liste aufgenommen, Teil-
dieser Listenaktualisierung steigt wieder mit ~ N?2. chen innerhalb der mit Radius ro
Der Radius 7y, der bestimmt ab wann ein Teilchen in die wechselwirken mit dem Mittleren.
Liste aufgenommen wird, muss dabei grofer als der Cutoff-
Radius r¢ sein. Damit wird verhindert, dass ein Teilchen,
das wiahrend der Aktualisierung der Liste noch nicht in Reichweite von ¢ war, bei einem der néchsten
(Tr, — 1) Zeitschritte in die rc-Zone eintritt, aber filschlicherweise ignoriert wird (s. Abb. [2). Die
Kugelschale von r1, — r¢ stellt also eine Puffer-Zone dar, die eintreffende Teilchen innerhalb von 77,
Zeitschritten nicht tiberschreiten kénnen sollten.

Abb. 2: Verlet-Liste: Teilchen innerhalb

2.4. Periodische Randbedingungen

Wegen der begrenzten Rechenleistung werden MD-Simulationen in der Festkérperphysik meist mit
einigen Hunderten oder Tausenden von Teilchen durchgefiihrt. Bei einer regelméfigen Anordnung
von 1000 Teilchen in einem kubischen Gitter befinden sich 488 an der Oberfliche des Wiirfels. Fiir
Teilchendichten von Fliissigkeiten und Festkorpern wéren auferdem auch die inneren Teilchen von
den Wandeffekten betroffen. Von Interesse sind jedoch normalerweise die Eigenschaften im Inneren
eines Korpers mit einer Teilchenzahl der Gréfenordnung N =~ 1023, wovon bei kubischer Anordnung
nur ein Anteil von ~ 10~7 an der Oberfliche ist.

Um mit einer Simulationszelle mit Hunderten oder Tausenden Teilchen trotzdem das Gros des
Korpers zu simulieren, wird die Simulationszelle als ein kleiner Ausschnitt aus dem Inneren eines
viel groferen Korpers angesehen. Diese Primérzelle ist dann umgeben von identischen Kopien ihrer
selbst, den Bildzellen (s. Abb. [3).

Verlésst ein Teilchen die Primérzelle auf einer Seite, so betritt es eine der benachbarten Zel-
len. Da jene allerdings identische Abbildungen der Primérzelle sind, tritt gleichzeitig ein Abbild
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Abb. 3: Periodische Randbedingungen

des Teilchens der gegeniiberliegenden Bildzelle in die Primérzelle ein (s. Abb. a)). Die periodi-
schen Randbedingungen konnen also umgesetzt werden, indem jedes Teilchen, das eine Wand in
a-Richtung (« € x,y, z) tibertritt, um die Linge der Simulationsbox L in —a verschoben wird.
Zusétzlich muss beachtet werden, dass ein Teilchen nun nicht nur mit den restlichen Teilchen der
Simulationsbox, sondern auch mit den Teilchen der Bildzellen wechselwirkt. Je nachdem wie grofs
der Cutoff-Radius r¢ ist, miisste die Berechnung der Kraft also auf Teilchen in néchsten/iibernéchs-
ten/... Nachbarzellen ausgeweitet werden. Damit steigt allerdings schnell die Anzahl der Teilchen,
iiber die iteriert werden muss (~ 27N? fiir niichste Nachbarzellen, ~ 64N? fiir iiberniichste). Die-
ser zusétzliche Rechenaufwand kann umgangen werden, wenn L > 2r¢ gewéhlt wird, wobei L die
Seitenlange der Box ist. Dann kann die Minimum Image Convention angewandt werden: Bei
der Berechnung der Kraft, die Teilchen ¢ durch Teilchen j erfahrt, wird nur dasjenige Abbild von
Teilchen j betrachtet, das den kleinsten Abstand zu ¢ hat. Jenes kann eine Kopie j' des Original-
teilchens in einer Nachbarzelle, oder das Originalteilchen j in der Primérzelle sein (s. Abb. (b))
So kann weiterhin blofs {iber die Paare in der Primérzelle iteriert werden, wenn folgende Norm fiir
den Abstand r;; verwendet wird:
oy
rij = || vi; |- (2.20)
zl’»j
mit
oy
yi; =min(y; —y; — L, yi —yj, ¥i —y; + L)

=min(z — 2 — L, 2 — 25, zi — 2+ L), (2.21)

:min(aji—ajj —L, LE/L'—J?]‘,$7;—$]'+L)

¥4

Die Minimum Image Convention kann nur genutzt werden, wenn die Seitenlédnge L der Simulations-
box ldnger als der doppelte Cutoff-Radius ist. Ansonsten kénnen sich mehrere Abbilder von j im
Cutoff-Radius des Teilchens 7 befinden, sodass alle von ihnen aufser dem néchsten félschlicherweise
ignoriert wiirden.



3. Messen und analysieren

3.1. Statistische Eigenschaften

Sowohl mit Molekulardynamik-, als auch mit Monte-Carlo-Methoden kénnen statistische Eigenscha-
fen von Vielteilchensystemen berechnet (gemessen) werden. Monte-Carlo-Simulationen berechnen
iiber statistisches “Sampling” direkt den Ensemblemittelwert [4] einer Observable

<A>Ensemble = /A(TNapN)p(rNypN)dTNde7

wobei p die Phasenraumdichte ist. MD-Simulationen hingegen berechnen die Zeitentwicklung eines
Systems und daraus den zeitlichen Mittelwert einer Observable

T
A(t) = lim %/0 AlrN (), pN (t)]dt.

Nach der Ergodenhypothese wird jeder energetisch erreichbare Punkt des Phasenraums in einem
grofsen Zeitraum 7' von der Phasenraumtrajektorie beliebig nahe gestreift. Dann bevélkert die Tra-
jektorie den gesamten Phasenraum, sodass (A)gpsemble = A(%).

3.1.1. Energie

Die momentane kinetische Energie ist gegeben durch

1 N
Ekin = 5 Zlmzvf
i=

Fiir ein isotropes Paarpotential ¢(r) ist die potentielle Energie

Bpot = »_&(rij),  rij =|ri — 7).
1<j
Sie wird meistens bei der Kraftberechnung ausgewertet, da dort bereits die Abstande r;; berechnet
werden. Wenn ein Cutoff-Radius r¢ genutzt wird, sollte der Beitrag zur potentiellen Energie fiir
Paare mit 7;; > rc auf ¢(rc) gesetzt werden, da es sonst Energiespriinge beim Ubertritt von
Teilchen iiber den Cutoff-Radius anderer Teilchen gibt (s. Abschn. .
Werden MD-Simulationen im mikrokanonischen Ensemble ausgefiihrt, sollte die Gesamtenergie

Eges = Fyin + Epot

zeitlich moglich konstant bleiben. Die Uberpriifung der Energieerhaltung ist deswegen ein niitzlicher
Indikator bei der Wahl verschiedener Simulationsparameter, beispielsweise dem Zeitschritt At oder
dem Radius der Verlet Liste ri, (s. Abschn. [2.3).

3.1.2. Temperatur

Die momentane Temperatur eines Systems mit dN Freiheitsgraden der kinetischen Energie, mit
d als Anzahl der Raumdimensionen, ist gegeben durch das Aquipartitionstheorem:

2
kT = — Fy
B dN kin

10



3.1.3. Druck
Es gibt mehrere Wege, den Druck eines klassischen Systems zu messen. Fiir Paarpotentiale kann
der Ausdruck

1

1
p= V NkBT— g;(’l"i—rj)ﬂ'

verwendet werden, der auf dem Virialdruck basiert. Dabei ist Fj; die Kraft, die das Teilchen j auf
das Teilchen ¢ wirkt. Der Virialterm wird deswegen bei der Kraftberechnung ausgewertet. Alternativ
kann der Druck auch aus der radialen Verteilungsfunktion berechnet werden (3.1J).

3.1.4. Radiale Verteilungsfunktion

Die radiale Verteilungsfunktion

[ J ® q
1 1 2 firr<r;<r+A @ e
9(r) = = w5 D - e Q-
p N Vy(r,A) = |0 sonst o . @
gibt die durchschnittliche Teilchendichte in einer Kugel- A o ’.

schale mit innerem Radius r und Dicke A um ein Referenz- P \' r ®
teilchen herum an (s. Abb. . Sie wird mit der gemittelten ‘ \. .
Dichte p = N/V normiert. Dabei ist Vy(r, A) das Volumen Y )
der Kugelschale. Fiir den Teilchenabstand r;; gilt die Norm . B o
der Minimum Image Convention —. . o (|
Wenn ein isotropes Paarpotential ¢(r) genutzt wird, kann

aus g(r) viel Information tiber andere statistische Grofien . Q- ’. R
abgeleitet werden, z. B. iiber potentielle Energie und Druck:

oo
FEpot = Np2 2d
pot 2 7':/0 ¢(r)g(r)r-dr Abb. 4: Teilchen innerhalb einer Kugel-
1 oo 5'(1)(7‘) schale mit innerem Radius r und

2
NkgT — prﬂ:/ rg(r)r?dr (3.1) duferem Radius v+ A (rot) um
Vv 3 0 or

ein Referenzteilchen (blau,).

P

3.1.5. Strukturfaktor
2

S(a) = +

N
> exp(—igr;)
1=1

gibt die Intensitdt des Beugungsreflexes an einer Ebene mit Normalenvektor g an. Fiir Kristalle
besteht das Beugungsmuster aus scharfen Maxima, die das reziproke Gitter (s. Kap. |p) bilden.

3.2. Dynamische Eigenschaften: Diffusion

Ist bei einem Problem die Untersuchung dynamischer Prozesse von Interesse, kann dies ein Beweg-
grund sein, Molekulardynamik gegeniiber Monte-Carlo-Methoden vorzuziehen.

Diffusion ist der Prozess, bei dem sich ein anfidngliches Konzentrationsgefélle innerhalb eines
makroskopischen Systems durch molekulare Bewegung im Laufe der Zeit auflost. Sie wird durch

11



das Ficksche Gesetz
j=-—-DVn(r,t) (3.2)
beschrieben [I]. Dabei ist n(r,t) die Konzentration einer ausgewahlten Gruppe von Teilchen, D die

Diffusionskonstante und j der Fluss der ausgewédhlten Gruppe. Wir betrachten nun eine Gruppe
von Teilchen, die zum Anfangszeitpunkt bei » = 0 konzentriert war:

n(r,t =0) =0(r) (3.3)
Da die Teilchenzahl eine Erhaltungsgrofe ist, gilt die Kontinuitétsgleichung
0 t
% YV (e ) = 0. (3.4)
Aus Einsetzung von (3.2) in (3.4) folgt die zeitabhéngige Form des zweiten Fickschen Gesetzes
0 t
ng;, ) _ DV?n(r,t).

Mit der Anfangsbedingung (3.3)) ist ihre Losung in d Raumdimensionen

2
n(r,t) = (4nDt) "2 exp <4rDt> .

Multipliziert man Gleichung (3.4) mit 2 und integriert iiber den gesamten Raum, erhilt man

%/ﬁn(r,t) dr = D/rzvzn(r,t) dr. (3.5)

Wegen der Normierungsbedingung [ n(r,t) dr = 1 ist das Integral auf der linken Seite von (3.5)
gerade die mittlere quadratische Ausbreitung der Teilchengruppe zur Zeit ¢:

/r n(r,t) dr = (r’(t))

Das Integral auf der rechten Seite von kann mit Hilfe partieller Integration @), des Gaufischen
Integralsatzes @ und V[ (r ) (r)] = ( )[VF( )]+ [V@(r)]F(r) @ berechnet werden:

@ D/V(TQVn(r,t)) dr — D/Vr2 -Vn(r,t) dr
2 D/r2Vn(r,t) ds — 2D/r - Vn(r,t) dr
—o- 2D/V crn(r,t) dr + 2D/(Vr)n(r,t) dr
=0+ 2dD/n(r,t) dr

=2dD (3.6)

Gleichung verbindet den makroskopischen Transportkoeffizienten D mit (r?(¢)), das sich mit
der Dynamik auf mikroskopischer Ebene interpretieren ldsst als die mittlere quadratische Strecke,
die ein Teilchen in der Zeit ¢ zuriicklegt . Diese Relation wurde erstmals in Einsteins Disserta-
tion [14] entdeckt.

12



3.2.1. Mittlere quadratische Verschiebung

Die mittlere quadratische Verschiebung der Teilchen gegeniiber ihren Anfangspositionen ist gegeben
durch

N
1
<Aﬂm>:NZ;m@—an. (3.7)
Aus Gleichung (3.6)) folgt, dass der Diffusionskoeffizient proportional zur Steigung von (Ar?(t)) ist:

Do Ly B70)

= 5g Am ; (3.8)

Fiir ein Gas hat (Ar?(t)) einen zeitlich quadratisch wachsenden Anteil sodass D — oo, withrend
sie fiir einen Festkorper bis auf Fluktuationen langfristig konstant bleibt, also D — 0. Fiir eine
Fliissigkeit steigt (Ar2(t)) linear, so dass D einen endlichen Wert annimmt.

Bei der Berechnung von (Ar?(t)) miissen die periodischen Randbedingungen (PBC) beachtet
werden: Bewegt sich ein Teilchen in eine Raumrichtung um die Linge der Box L, so kommt es
wegen der PBC in der Simulation wieder am Anfangsort an und wiirde in keinen Beitrag
geben. Dies kann korrigiert werden, indem fiir jedes Teilchen die Zahl der Wandiibertritte in jeder
Richtung mitgezihlt werden. So kann bei der Berechnung von (A7r%(t)) die “wahre” Position zum
Zeitpunkt t rekonstruiert werden.

3.2.2. Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion

Zeitliche Korrelationsfunktionen sind in Molekulardynamik-Simulationen relativ einfach zugénglich.
Sie geben die Korrelation zwischen zwei zeitabhéngigen Signalen A(t) und B(t) an:

CAB(tQ) = <A(t1)B(t2)> = lim 1 -/OT A(tl) B(tg) df;l

T—00 T

Da Gleichgewichtseigenschaften invariant unter Anderung der Anfangszeit sind, hiingen sie dann
nur von to — t; =: t ab, sodass

(A(t1)B(t2)) = (A(0)B(?)) (3.9)

gilt. Ist A # B spricht man von Kreuzkorrelationsfunktionen, fiir A = B handelt es sich um
Autokorrelationsfunktionen. Die Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion ist demnach

Cult) = wOVE) = 3 1 T [ wilto) wito +1) e

Aus ihr lassen sich Informationen iiber die Vibrationsmoden und die Diffusion gewinnen. Letztere
héngt mit der Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion tiber eine Green-Kubo-Relation (3.10))
zusammen, die folgendermaften hergeleitet werden kann:

13



(r¥(t)) = <</Otv(t/) dt’>2>
-/ t / (o(t)o(ta)) dbrdts
_2/(: /Otl ((t)o(ts)) dirds

Setzt man dies in (3.8)) ein und nutzt die Zeitinvarianz (3.9)), erhélt man

1. i ’ ’
D= p tlggo ; (v(0)v(t'))dt'.

14
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4. Simulationen in verschiedenen Ensembles

Mit den bisher beschriebenen Methoden wird die Zeitentwicklung eines klassischen Systems von N
wechselwirkenden Teilchen innerhalb eines festen Volumens V' durchgefiihrt. Dabei bleibt die Ener-
gie F erhalten. Ist das System ergodisch, so wird also ein mikrokanonisches Ensemble beobachtet.
Monte-Carlo-Simulationen finden hingegen standardméfig im kanonischen Ensemble statt. Da vie-
le Experimente im kanonischen und die meisten im isotherm-isobaren Ensemble stattfinden, ist es
erstrebenswert Molekulardynamik in diesen Ensembles durchzufiihren. Verschiedene Methoden zur
Realisierung dessen werden in diesem Kapitel vorgestellt.

4.1. Kanonisches Ensemble

Es soll ein Thermostat implementiert werden, das die Temperatur des Systems an die eines Wér-
mebads (Text) koppelt. Der einfachste Weg wire es, die kinetische Energie jedes Teilchens konstant
auf %kBText = % B~1 zu halten. Damit géibe es jedoch eine unrealistische Dynamik und die Statis-
tik wiirde nicht derjenigen des kanonischen Ensembles entsprechen, was im Folgenden verdeutlicht
wird: Im kanonischen Ensemble ist die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen mit der kinetischen Energie
E anzutreffen, gegeben durch die Maxwell-Boltzmann-Verteilung (s. Abb.

tﬂE)=2vﬁiﬁgmm(—ﬁE) (4.1)

Der Mittelwert der Energie jedes Teilchens (E) und der Mittelwert dessen Quadrats (E?) sind dann
e 3 _ ° 15 _
B) = [ aBEfEB) =55 ()= [ BB ) =T
0 0

womit die relative Varianz der Energie pro Teilchen gegeben ist durch

op _ (E?) —(B)?

2
R 2
Ein Festhalten der kinetischen Energie jedes Teilchens auf E =
nicht geniigen.

Einen besseren Ansatz verfolgt das Berendsen-Thermostat: Die Geschwindigkeiten aller Teil-
chen werden bei jedem Zeitschritt mit einem Faktor

NT) = [1+th (T;“ —1”é

skaliert, sodass sich die aktuelle Temperatur T' des Systems der des Bades (Text) anndhert. 70—t ist
dabei die Frequenz, deren Stéarke die Kopplung zum Bad angibt. Das Berendsen-Thermostat kann
sinnvoll genutzt werden, um ein vorliegendes System, das sich im Gleichgewicht befindet und somit
(4.2) erfiillt, auf eine andere Temperatur Toyt zu bringen.

Neben der Abweichung der Energie einzelner Teilchen vom Mittelwert fluktuiert fiir endliche

Systeme allerdings zusétzlich die momentane Gesamttemperatur T = 231‘—]\‘,3 vazl E;:

3371 wiirde Gleichung ([4.2) also

1

or?  N(N —1)(E)>+ N(E?) — N*(E)> 1 (E?)—(E)> 12 (4.3)
(T)2 N2(E)? "N (E)? N3 '

Diese Fluktuationen werden vom Berendsen-Thermostat nicht simuliert.
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4.1.1. Andersen-Thermostat

Das Andersen-Thermostat erzeugt zuverlassig die korrekte Statistik zum Preis einer unrealistische-
ren Dynamik. Es ist quasi eine Mischung aus Monte-Carlo- und Molekulardynamik-Methoden, da
die Teilchengeschwindigkeiten stochastisch zur kanonischen Verteilung der festgelegten Temperatur
hin angepasst werden.

Dazu werden bei jedem Zeitschritt zuféllige Teilchen ausgewahlt, die mit Teilchen des Warmebads
kollidieren sollen. Diesen werden dann neue Geschwindigkeiten in den Raumrichtungen zugewiesen,
die zufillig aus der Maxwell-Boltzmann-Verteilung der Badtemperatur gezogen werden. Die
Starke der Kopplung wird durch die Koppelfrequenz v ausgedriickt: Bei jedem Zeitschritt ist die
Wahrscheinlichkeit eines Teilchens, einen Stofs durch das Warmebad zu erfahren, v - At.

Auf diese Weise erreicht das Andersen-Thermostat explizit die korrekte statistische Verteilung

der Geschwindigkeiten (4.1]), sodass (4.2) und (4.3)) erfiillt werden.

ge‘messeﬁe Vertéilung
05 f Maxwell-Verteilung 1
0.4 E
= 03¢ g
a
02 E
0.1 ]
O L L n
0 1 2 3 4 5 6 7
v [(e/m)'"?]

Abb. 5: Andersen-Thermostat: Geschwindigkeitsverteilung eines Lennard-Jones Fluids im kanonischen En-
semble bei T'= 1.5 €¢/kg. Berechnet mit Algorithmus 10 im angehdngten Code.

Die Nachteile des Andersen-Thermostats entspringen aus seiner stochastischen Natur: Aus einem
Punkt im Phasenraum folgt nicht mehr eindeutig der in der Zeitentwicklung nachfolgende Punkt. Je
grofer die Koppelfrequenz v ist, desto mehr Spriinge enthilt die Trajektorie im Phasenraum. Dies
verfilscht Messungen dynamischer Eigenschaften des Systems (z.B. Geschwindigkeitsautokorrelati-
onsfunktion Abschn. . Zudem ist der Gesamtimpuls des Systems nur noch im Erwartungswert
erhalten.

4.1.2. Nosé-Thermostat

Das Ziel des Nosé-Thermostats ist es, eine deterministische MD-Trajektorie zu erzeugen, deren Sta-
tistik die des kanonischen Ensembles ergibt. Dazu wird das System um eine kiinstliche Koordinate
s erweitert. Die erweiterte Lagrange-Funktion [15] lautet

N
1 1 L
£Nose - Z 57’77@827:12 - U (,',,N) + 5@52 - B In (S) (44>
i=1
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Dabei ist ) eine effektive Masse zu s wahrend die Konstante L an die Wahl der Koordinaten

anzupassen ist. Mit den konjugierten Impulsen p; = % =m;s%7; und ps; = % = (Q$ erhalten wir
aus (4.4) den erweiterten Hamiltonian
N 2 2
p; Ny, Ps | L
HNose = 4+ U(r == + —In(s). 4.5
Nose p 2mi82 ( ) + 2Q + /B ( ) ( )

HNose beschreibt das erweiterte System, das ein mikrokanonisches Ensemble mit 6N + 2 Freiheits-
graden erzeugt. Das urspriingliche System wird beschrieben durch

N ~o )
WY rY) =D P4 UEY), mit p =P
i=1 ¢

s ldsst sich interpretieren als ein Reservoir, das kinetische Energie aus dem System H(p™, %)
“speichern” kann. Die zusétzlichen Terme im erweiterten System Hyose (4.5) sind dann ein “fiktiver

Ostzillator”, der dem Originalsystem Energie entziehen und geben kann.

Aus dem Hamiltonian (4.5) folgen die Bewegungsgleichungen

dri a/HNose Pi
—_— = = 4.6
dt Op; m;s? (4.6)
dpi aHNose N
= — =-V,U
dt 8’!’1' T (T‘ )
@ o 8HNose _ &
a  dps  Q
N
dps _ _aHNose _ p% _ £ (4 7)
dt Ops p m;s3 s’ '
Die Zustandsdichte des erweiterten Systems Hyose (4.5 ist
1
ZNose = ﬁ /dps ds dedrN o (E - HNose)
1
= / dp, ds dp™VdrY sV 6 (F — Hyose) - (4.8)
Es gilt fiir eine Funktion f(s), die nur eine einzige Nullstelle bei s = s¢ hat:
5(s—so0)
0(f(s)) = ——= 4.9
() = 5 (49)

Setzt man (4.9) fir f(s) = F — HNose in (4.8) ein, folgt:
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BS3N+1
INose = / dp,dp™NdrVds 7
H(pY,rN)+p2/(2Q) — E
[ exp( g
18 3N +1 3N +1 p?
=ML E 17 /dpsexp B8 T .QQ X
=:C
3N +1
X /di)NdrN exp (—5 L+ H(ﬁN,rN))

Oy [ @ el 2 G )

Berechnet man nun den Mittelwert einer Observablen A, die nur von p~ und %V abhingt, ergibt
sich mit der Wahl L = 3N + 1 gerade der kanonische Mittelwert:

JdpNdrV AN, ) exp[-BH(PN, V)N +1)/L]
J dpNdrN exp[ BH®N,vN)(BN +1)/L]
_ (N [dpNdrYABY, ) exp[-pH(EY, V)]

ZNVT

(A", rY)) =

= (A@", r))nvr

Wie Hoover [18] gezeigt hat, existieren jedoch Systeme, die mit dem Nosé-Thermostat nicht
ergodisch sind. Ein Beispiel fiir ein solches System ist der harmonische Oszillator, wie in Abbildung
@(a) zu sehen ist: Dort wird mit dem Nosé-Thermostat blof das Phasenraumvolumen eines quasi-
isolierten Systems erreicht, das durch eine Energieschale F < H < E + A begrenzt wird. (vgl.
isoliertes System in Abb. f )). Interpretiert man das Nosé-Thermostat als einen fiktiven Oszillator,
der dem System Energie entzieht und gibt, so reicht dessen Schwingung in diesem Bild nicht aus,
um den Phasenraum ausreichend zu bevolkern.

1.5 T T T T - 3 T
(b)
17 2 .
0.5 1+
£
3 ot 0t
E
-0.5 -1t
-1t 2 b
1.5 3
1.5 -1 05 0 05 1 1.5 3 2 1 0 1 2 3
Ort Ort

Abb. 6: Punkte aus der Trajektorie eines Harmonischer Oszillators. Berechnet mit Algorithmus 24 u. 25
im angehdngten Code. (a) Nosé-Thermostat. (b) Nosé-Hoover-Chain-Thermostat, Kettenlinge 2.
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Hoovers Losung fiir dieses Problem liegt darin, die Schwingung des Thermostats s = s; an die
eines weiteren Nosé-Thermostat s zu koppeln. Durch diese gekoppelte Schwingung erreicht s einen
groferen Bereich des Phasenraums (s. Abb. [6(b)). Da das Problem wieder fiir das neue Thermostat
so auftreten konnte, kann auch eine langere Kette von Thermostaten genutzt werden. Dies ist das
Schema des Nosé-Hoover-Chain-Thermostats (NH-Chain) [20].

4.1.3. Integrator fiir das Nosé-Hoover-Chain-Thermostat

Im Vergleich zu den Bewegungsgleichungen (4.6))-(4.7) sind hier die Variablen nach dem Schema
Hoovers [18, [19] mit £ = sps/Q transformiert. Bei einer Kette von J Wirmebéddern lauten die
Bewegungsgleichungen [20]:

. Di
;= — 4.10
[y (4.10)
e LGRS
: D¢; .
=" je{l,..,J
J Qj { }
: S pE Ng\ pe
Pe = — — Q% | =7 P&
—mi B Q2
—_————
=:G1- Q1
pe, = pg]‘—l 1 —pfj“pg
’ Qi1 B Qi1 ™
—_———
= Gj-Q
PZ 1
De . = =L | =Gy 4.11
De; <QJ_1 ,8) 7 QJ (4.11)

Dabei sind @; die Massen und p¢, die Impulse der Thermostate ;. Ny ist die Zahl der Freiheitsgrade
des urspriinglichen Systems (= d - N, mit d als Zahl der Raumdimensionen). Die Erhaltungsgrofse
ist
is N p2 € ;

Hyos = i (N +1)>= J 4.12

i=1

Der mikroskopische Zustand des Systems ist festgelegt durch (rN ,pY, f‘] ) pg ) = p. Damit ist der

Liouville-Operator

N P J 5
— pap ; 3 m; 8'01 Z(_v&vi)% + ZU&J@

i=1 i=1 =1

J—-1 9 9
+ 3 (G = v ve) 5 — + Gag—
= + 8’1)5]. 8115]

Mz

Auf die in Abschnitt eingefiihrte Weise kann nun mit einer Trotter-Faktorisierung (2.14) von
elAt ein zeitreversibler Algorithmus gewonnen werden, der die Bewegungsgleichungen (4.10)- (. 11)
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integriert. Hier wird eine von Martyna et al. [21] vorgeschlagene Faktorisierung genutzt:
eﬁAt ~ eﬁTAt/QeL,At/QeirAteL,At/zeﬁTAt/Q (4.13)

Dafiir wird der Liouville-Operator unterteilt in L= I:r + I:v + f/T, wobei IA’I und i/v die Orts- und
Geschwindigkeitsentwicklungen des urspriinglichen Systems beschreibt und Lt die des Thermostats.

. *i”' B
A . 7,8 5
=1
N
- F,(rN) 0
Ly = ; m;  Ov;
N J J—1
A 0 0 0 0
Lr= ;(—vslvi)% + ;% 9, + ;(Gj - U&j”fyﬂ)ia% + GJ—aUEJ

Der Propagator von Ly ist wiederum nicht trivial anwendbar und muss deswegen selbst noch-
mal Trotter-faktorisiert werden. Im Code implementiert ist ein Nosé-Hover-Chain-Thermostat mit
Kettenldnge J = 2. Lt wird dafiir auf folgende Weise zerlegt:

N 2
Ly = ;( vglvl)aa +jz=;v5j88€j + Gla +( ’Uglvgz)a ) + 81?52 (4.14)
=: Ly = Lpe Lre, =: Lrye, =: Lra,
elrat/2 iy Gleichung wird folgendermafien faktorisiert:
olrdt/2 o (L1, At/4 (eI:TuglAt/SeI;Tc;lAt/4eliTv51At/8> obreat/2
 eLruAt/2 (eﬁTvElAt/SeﬁTclAt/zleﬁTUglAt/S) oLra, At/4 (4.15)

Um das System also um den Zeitschritt At zu entwickeln, miissen (4.13))/(4.15) angewandt werden.
Operatoren der Form exp(aa%) bedeuten dabei eine einfache Verschiebung der Koordinate x — z+a,

wie in (2.11)) gezeigt wurde. In (4.15) taucht jedoch mit i/val ein Operator der Form exp(bm%)
auf, der die Koordinate x stattdessen skaliert:

0 Oln 0
exp <bxax) f(x) =exp (bxaxaj . 8lnx) flexp(Inz)]

~exp (bail,) flexp(ln )]

= [ [exp(In(z +b))]
= f(xe?) (4.16)
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Damit ergeben sich folgende Vorschriften, um die obigen Propagatoren in einen Algorithmus zu
iibersetzen:

0
Gleichung (2.11) = exp (a Ey ) : xr = z+a (4.17)
0
Gleichung (4.16) = exp (bxa> : r — e’ (4.18)
x

Die “Ubersetzung” des Propagators elTAt/2 i einen Algorithmus ist im Anhangin der Funktion
NH chain zu sehen (Seite 60, ab Zeile 67).

4.2. lsotherm-isobares Ensemble

Da die meisten Experimente bei konstantem Druck und konstanter Temperatur stattfinden, sind
MD-Simulationen im NPT-Ensemble wiinschenswert. Auch hierzu gibt es verschiedene Methoden.
Analog zum Berendsen-Thermostat skaliert beim Berendsen-Barostat ein Faktor

3
:U’(P): 1_H(Pext_P)
P

bei jedem Zeitschritt die Ortskoordinaten aller Teilchen und aufierdem die Lénge der Simulationsbox
in jeder Dimension [22]. p ist dabei abhéngig von dem momentanen Druck des Systems, dem
angelegten Druck Pey und von 7p ! das die Stiirke der Kopplung angibt. So wird das System
zusammengedriickt, wenn der Aufendruck grofer als der Innendruck ist, und dehnt sich aus, wenn
der Innendruck gréfer ist. Der Zieldruck wird also durch eine Anpassung des Volumens erreicht. Das
Problem ist d&hnlich wie beim Berendsen-Thermostat: Das System kann zwar auf einen gewiinschten
Druck gebracht werden, man bleibt aber letztlich im NVE- bzw NVT-Ensemble, da die wahren
Fluktuationen eines NPT-Ensembles nicht simuliert werden.

4.2.1. Andersen-Barostat

Der Ansatz von Andersen [23] basiert wie das Nosé-Thermostat (Abschn. [4.1.2) auf einem um
zusatzliche Koordinaten erweiterten System. Das Systems des NH-Chain-Thermostats (4.12) wird
um die Koordinate € = % In(V/Vp) erweitert:

N

2 J
ngs:Z;:n +Z N+1% ZIEJ

=1

stV (4.19)

Dabei ist V' das momentane Volumen, V; das Anfangsvolumen und N; die Zahl der Freiheitsge-
rade des internen Systems. Zum Barostat € sind die Masse W und der Impuls p, zugehorig. Die
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Bewegungsgleichungen lauten [24]:

. D;
=Py Pe 4.2
7 mZ+Wr’ (4.20)
. 43 d p§1
i:—VT.UT‘N—Z’—<1+ )
P U(r™) o.P 0.
De
=d—=V
v w
1 ap?) »p
.e: dP—PeX ~r D)t €
p <( t)V+N;mi> 0.7
=G, W
D¢,
5 == ]E{la a‘]}
J Q]
N
e = (S PL _Nefb ) e
El P mz /8 W Q 1
= G- @1
2
[ Pg-1 1Y) pe
P <Qj1 5) Q"
—_———
=Gy Qj
2
. Pe, 1
= = —— =Gy Q. 4.21
De; 0. B 7-Q (4.21)

4.2.2. Integrator fiir das Andersen-Barostat mit dem Nosé-Hoover-Chain-Thermostat

Der Zustand des Systems ist beschrieben durch (TN N g, p*g ) €, pe) = p. Die Bewegungsgleichun-

gen - [4.21) sollen mit einem zeitreversiblen Algorithmus 1ntegr1ert werden. Das Vorgehen ist
dabe1 ahnhch wie in Abschnitt Der Liouville-Operator L= P+ d wird in L = L + Lq, + LE

aufgeteilt und sein Propagator mit einer Trotter-Zerlegung [21] faktorisiert.

L —i(’u»—i—vr-)i—i—vﬁ
T 3 €Zari 686

b{)
S
I
M=1
5
=
=
(S5

~ m ov;
. 0 0
Lg=Lr+ 0687 + (—vglve)é‘7
EGe Eve

Lg bezieht sich auf das Thermostat (L7) und das Barostat, wobei Ly bereits in Gleichung (4.14)
definiert wurde. L, beinhaltet nun zusiitzlich die Skalierung der Tellchenp081t10nen durch die Ba-
rostatgeschwindigkeit v, und die Anderung des Volumens iiber € = 4 In(V/Vj).
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Der Gesamtpropagator exp(I:At) wird folgendermafen faktorisiert:
oLt o oLuAt/2 LoAt/2 Lint LoAt/2 LeAt/2 (4.22)
Dabei ist die Expansion des Propagators von Lg:
oledt/2 o (Lra,At/4 (eﬁTvglAt/SeﬁTGIAt/4eﬁT1,§1At/8>
% (eﬁl,eAt/SeL&EAt/4eﬁU€At/8) oLret/2
« ebTult/2 (eﬁUEAt/SeLE;EAt/4ei,,UEAt/8)

X (el:T'”El At/geiﬂrcl At/4ei/Tv§1 At/S) ei/TG2 At/4

Zur Integration der Bewegungsgleichungen um At muss also (4.22) angewandt werden. Fiir Ope-
ratoren der Formen exp( % ) und exp b;v 5-) wurde deren Wirkung auf die Koordinaten bereits

gezeigt (51ehe Gleichung (4.17] . Mit el taucht in 2)) jedoch ein Operator der Form
exp [(a + bx) ] auf. In Anhan . erd gezeigt, dass seine erkung auf die Koordinaten folgen-

dermafien ist:
exp | (a +bx) : z— zeb +a -1
p ox )’ b

Der in einen Algorithmus iibersetzte Propagator eLEAY/2 st im Anhang in der Funktion
NPT chain zu sehen (ab Seite 60, Zeile 96).
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5. Quasikristalle

Um die besonderen Eigenschaften von Quasikristallen besser zu verstehen, wird zunéchst eine kurze
Zusammenfassung zum Aufbau konventioneller Kristalle gegeben.

Konventionelle Kristalle

Bis zur Entdeckung der Quasikristalle waren kristalline Festkorper durch ihre periodische Git-
terstruktur definiert: Die periodische Wiederholung einer Elementarzelle, die aus endlich vielen
Atomen, Tonen oder Molekiilen besteht, bildet den gesamten, idealisiert unendlich grofien, Kristall
ab [5].

Aus diesem Aufbau folgt direkt die Translationsinvarianz des Kristalls um alle Gittervekto-
ren, die Linearkombinationen von Basisvektoren der Elementarzelle sind. Zusétzlich kann der Kris-
tall verschiedene Punktsymmetrien besitzen; Kombinationen von Symmetrieoperationen, die den
Kristall beim Festhalten eines Punkts wieder auf sich selbst abbilden. Solche Operationen sind unter
anderem die Spiegelung an Ebenen, die Punktinversion und die Rotation um gewisse Winkel an
bestimmten Achsen. Aus der Bedingung, dass der Kristall den Raum liickenlos ausfiillen muss, folgt
zusammen mit der Bedingung der Periodizitédt, dass fiir jene Rotationsoperationen im zwei- und
dreidimensionalen Raum nur die Winkel 27”, 2—3”, %, % moglich sind. In héherdimensionalen Rdumen
sind mitunter weitere Rotationssymmetrien maoglich.

Neben dem direkten Gitter mit Gittervektoren R ist es moglich ein reziprokes Gitter zu definieren.
Dieses beinhaltet alle Vektoren G, fiir die e’G® = 1 gilt. Werden Beugungsmuster von Kristallen
beobachtet, so zeigen sich als scharfe Maxima gerade die Punkte des reziproken Gitters auf, was
Ausdruck der langreichweitigen Ordnung ist.

Abb. 7: Eine  mdgliche  Penrose- Abb. 8: Beugungsmuster eines ikosa-
Parkettierung (aus [30]) edrischen Kristalls ([29])

Quasikristalle hingegen sind Kristalle, die ohne Periodizitét eine strikte langreichweitige Ord-
nung besitzen. Dies ist moglich durch eine quasiperiodische Anordnung der Gitterpunkteﬂ Beispiele
fiir quasiperiodische Muster sind im eindimensionalen die Fibonacci-Kette (Abb. @ und im zweidi-
mensionalen Penrose-Parkettierungen (Abb. .

1Ohne Translationssymmetrie diirfte man eigentlich nicht von einem “Gitter” im mathematischen Sinn sprechen.
Im Zusammenhang mit Quasikristallen sind hier die Punkte des aperiodischen Musters gemeint.
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5.1. Entdeckung der Quasikristalle

Der israelische Physiker Dan Shechtman stief 1982 [28][29] wihrend der Untersuchung verschiedener
Kristalle mittels Elektronenbeugung auf ein Beugungsmuster mit zehnzahliger Rotationssymmetrie
(vgl. Abb. [8]) bei einer rasch abgekiihlten Legierung aus Aluminium und Mangan. Nach und nach
wurden hunderte weitere (Quasi-)kristalle in Legierungen gefunden, deren Symmetrieeigenschaften
unvereinbar mit Periodizitdt waren. Die Erkldrung lag in quasiperiodischen Anordnungen: Der
Mathematiker Penrose entdeckte 1974 ein Muster aus zwei Kacheln, das ohne Periodizitit den Raum
fiillen konnte. Die Struktur des von Shechtman gefundenen Quasikristalls war eine dreidimensionale
Version der Penrose-Parkettierung, die eine ikosahedrale Symmetrie besitzt.

Im Jahr 1992 dnderte die International Union of Crystallography aufgrund der Entdeckungen
ihre Definition eines Kristalls zu “any solid having an essentially discrete diffraction diagram” |33,
anstatt sie wie bisher durch ihre Periodizitit zu charakterisieren. Der Ort jedes Begungsmaximums
q lasst sich bei einem Kristall darstellen als Linearkombination der Basisvektoren des reziproken
Gitters:

=1

Fiir n = 3 handelt es sich dann um einen konventionellen Kristall, fiir n > 3 um einen quasiperi-
odischen.

Wihrend die ersten gefundenen Quasikristalle noch thermodynamisch instabil waren, so sind
inzwischen thermodynamisch stabile und, seit 2009 [32], natiirlich vorkommende Quasikristalle be-
kannt.

5.2. Konstruktion quasiperiodischer Kristalle, Phasonen

Die Fibonacci-Kette ist eine quasiperiodische Folge, die sich durch sukzessive Anwendung der Sub-
stitutionsregeln S — L und L — LS konstruieren lésst:

S - L—LS— LSL — LSLLS — LSLLSLSL — LSLLSLSLLSLLS — ... (5.1)

Ein eindimensionaler quasiperiodischer Kristall ergibt sich, indem man fiir S und L zwei Langen

wihlt, deren Verhéltnis irrational zueinander ist (z.B. goldener Schnitt 7 = 1+T\/5) und anhand der
Folge (5.1) aneinanderreiht:

r—r— 00— 00— 0—F0— 00—
L L S L S L L &S L

Abb. 9: Ausschnitt aus (5.1) als quasiperiodischer Kristall. Langenverhdltnis: % = 1+2

Uber diese Art von Konstruktion lassen sich auch Penrose-Parkettierungen aufbauen, wobei dann
in jedem Schritt die vorherigen Kacheln mit Substitutionsregeln durch neue ersetzt werden.

Quasiperiodische Muster sind aufierdem als Projektionen aus periodischen Gittern hoherer Di-
mensionen darstellbar. So ldasst sich die Penrose-Parkettierung aus einem fiinfdimensionalen und
quasiperiodische Isokaederkristalle aus einem sechsdimensionalen kubischen Gitter projizieren [34].
In diesen Dimensionen sind fiinfzéhlige Rotationsachsen mit Periodizitdt vereinbar. Die Fibonacci-
Kette ist aus einem zweidimensionalen Quadratgitter konstruierbar (s. Abb. .
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Abb. 10: Schnitt eines 1D-Quasikristalls (QK) aus einem 2D-quadratischen Kristall (2D-K). Der 2D-K
(gestrichelt, griin) ist gegeniiber dem 1D-QK um 2= gedreht (T = 1+T‘/5) Der resultierende 1D-QK
deckt sich mit der Fibonacci-Folge in Abb. @

Bewegt man den 2D-K in Abbildung nun uniform entlang der parallelen Achse Ell, so bewegen
sich alle Punkte des 1D-QK uniform entlang E!l und damit der gesamte Quasikristall. Die relativen
Positionen der Punkte bleiben dabei konstant, sodass die innere Energie des Quasikristalls durch die
uniforme Bewegung nicht gedndert wird. Dies ist analog zur Verschiebung eines dreidimensionalen
Kristalls bzw. Quasikristalls in einer Raumrichtung.

Anders als beim konventionellen Kristall sind beim 1D-QK in Abb.[10]jedoch zusétzlich Verschie-
bungen entlang der orthogonalen Achse E+ moglich. Auch hier belassen uniforme Bewegungen die
innere Energie konstant, sie &ndern jedoch die Struktur des Quasikristalls auf nichttriviale Weise
(sieche Abb. : Manche Gitterpunkte des 2D-K sind nun nicht mehr im Projektionsbereich des
1D-QK, wihrend andere, die zuvor nicht in jenem waren, nun auf die parallele Achse projiziert wer-
den. An solchen Stellen “flippen” die Punkte des QK. Dies geschieht im (unendlich ausgedehnten)
QK an unendlich vielen Stellen, sodass global eine andere Struktur entsteht. Trotzdem bleibt die
innere Energie des QK gegeniiber solchen Bewegungen entlang E- unveréndert.

Phononische Anregungen lassen sich im obigen Bild als nichtuniforme Bewegungen entlang
der parallelen Achse reprisentieren: Eine lokale Auslenkung innerhalb des 1D-QK entlang Ell be-
deutet eine energetische Anregung, die auch in konventionellen Kristallen existiert. Phononen sind
ein Spezialfall des Goldstone-Theorems: Kristalle sind nicht mehr invariant unter allen kontinu-
ierlichen Translationen (im parallelen Raum), sondern nur noch unter der kleinen Teilmenge von
Translationen um einen Gittervektor, sodass Goldstone-Bosonen als Phononen auftauchen.

Phasonische Anregungen sind im obigen Bild nichtuniforme Bewegungen entlang der orthogo-
nalen Achse. In diesem Fall “flippt” die Struktur des Quasikristalls nur lokal in eine andere Struktur,
wahrend der Rest des QK gleich bleibt. Dies ist eine energetische Anregung, die in konventionellen
Kristallen nicht moglich ist. Auch Phasonen sind ein Spezialfall des Goldstone-Theorems: Ver-
schiebungen entlang der orthogonalen Achse lassen sich als Eichtransformationen betrachten, unter
denen konventionelle Kristalle eine kontinuierliche Eichinvarianz haben [6]. Quasiperiodische Kris-
talle brechen diese kontinuierliche Symmetrie, sodass Goldstone-Bosonen in der Form von Phasonen
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Abb. 11: Schnitt eines 1D-QK aus einem 2D-K, allerdings gegeniiber Abb. entlang EL verschoben. Die
horizontalen gestrichelten Linien zeigen den vorherigen Schnitt. Der entstehende QK ist isomorph
zum vorherigen.

auftreten. Letztere konnen mit infinitesimal kleinen Energien angeregt werden, da in einem belie-
big grofien Quasikristall immer infinitesimal kleine uniforme Verschiebungen entlang E1 existieren,
durch die in der gesamten Struktur nur ein einziger bzw. nur einzelne Punkte flippen. In diesem
Grenzfall gibt es einen moglichen lokalen Flip, der keine Anhebung der Energie verursacht.

Da uniforme Translationen entlang E+ neue Realisierungen des selben Quasikristalls ergeben, ist
seine Energie gegeniiber einem konventionellen Kristall hochgradig entartet. Zusétzliche mogliche
Realisierungen schlagen sich in einer héheren Konfigurationsentropie nieder, was zu einer Frage
fiihrt, die sich seit Entdeckung der Quasikristalle stellt: Stabilisiert eine tiefe Grundzustandsener-
gie oder eine hohe Entropie den Quasikristall? Diese Frage ist weiterhin Gegenstand aktueller
Forschung und wurde erst fiir wenige Systeme beantwortet (z. B. [31] [35]). Sie ist eine Motivation,
Simulationen von Quasikristallen durchzufithren. Im Falle der Entropie-Hypothese miisste der Qua-
sikristall bei tiefen Temperaturen zugunsten eines periodischen Kristalls instabil werden, wihrend
bei hohen Temperaturen die phasonischen Moden thermisch ausgenutzt werden, sodass gegen die
strikten Konstruktionsregeln quasiperiodischer Muster verstoffen wird und ein sogenanntes random
tiling entsteht (random tiling hypothesis [36] [37]). Die Energie-Hypothese erwégt hingegen, dass
bei Quasikristallen bestimmte Wechselwirkungen so zusammenspielen, dass die quasiperiodische
Struktur als Grundzustand forciert wird (matching rule model [38] oder quasi-unit cell model |39]).
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6. Molekulardynamik-Simulationen von Edelgasen

Der fiir diese Arbeit entstandene Programmcode (Anhang [B) wird in diesem Kapitel am Lennard-
Jones Potential angewandt. Dabei sollen vor allem Charakteristika verschiedener Phasen und Pha-
seniibergédnge beobachtet werden.

6.1. Lennard-Jones Potential

Das Lennard-Jones (LJ) Potential ist ein isotropes Paarpotential U(r™) = . _ ; (riy), das die
Wechselwirkung zwischen ungeladenen und ungebundenen Atomen modelliert, weswegen es ein
gutes Modell fiir Edelgassysteme bildet,

o= |(3)" ()]

Der attraktive Term repréasentiert die London-Dispersion: Durch spontane Polarisation der in-
neratomaren Ladungsverteilung finden Dipol-Dipol-Wechselwirkungen zwischen den Atomen statt.
Mittels quantenmechanischer Stérungstheorie kann die —%—Abhéingigkeit gezeigt werden [5].

Der repulsive Term verkorpert, neben der Coulomb-Abstofsung der Kerne voneinander, die Hard-
Core-Abstofung durch das Pauli-Prinzip: Wenn sich die Elektronenhiillen zweier Atome tiberlap-
pen, so diirfen zwei Elektronen wegen des Ausschlussprinzips nicht den selben Zustand einnehmen,
weswegen hoherenergetische Orbitale besetzt werden miissen. Die r%—Abhéingigkeit hat dabei keine
streng physikalische Begriindung — teilweise werden hier auch andere Exponenten verwendet [40)].

Grofe Einheit
Energie €

Lénge o

Masse m

Zeit oy/mfe
Geschwindigkeit | y/¢/m

Beschleunigung | ¢/(om)

(r) [e]

Kraft e/a
Druck 6/03
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Temperatur e/kp
0 0.5 1 1.5 2 2.5
r[o]
Abb. 12: Lennard-Jones Potential Tabelle 1: reduzierte FEinheiten

Verschiedene Edelgase unterscheiden sich im Lennard-Jones Modell durch die Parameter € und o,
wobei € die Tiefe des Potentialminimums und o der Nulldurchgang des Potentials ist. In Arbeiten,
die sich mit der Methodik von Simulationen oder mit den allgemeinen Eigenschaften des Lennard-
Jones Systems beschéftigen, werden diese Parameter meist als ¢ = ¢ = 1 gewéhlt. So wird auch in
den Rechnungen dieser Arbeit verfahren. Aufierdem werden die reduzierten Einheiten in Tabelle
verwendet.
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6.2. Simulationen von Phaseniibergiangen

Die Simulationen werden im NPT-Ensemble durchgefithrt, weswegen die Gibbs-Energie G das
natiirliche thermodynamische Potential ist. Das Ensemble wurde mit einem Nosé-Hoover-Chain-
Thermostat und einem Andersen-Barostat realisiert (s. Abschn. u. algorithm 15 im angehing-
ten Code). Es wurde ein Cutoff-Radius bei r¢ = 2.5 angelegt. Je nach gewiinschter Genauigkeit
wurden Zeitschrittgrofen von At = 0.001 bis At = 0.007 und Teilchenzahlen zwischen N = 256
und N = 1372 verwendet.

Anfangs wurde das System mit fcc-Positionen und zuféllig gezogenen Geschwindigkeiten zu tiefen
Temperaturen initialisiert. Dem System wurden dann ¢equilib = 5000 Zeiteinheiten zur Aquilibration
gegeben, wobei sich die gemessenen Gréfsen schon ab ~ 300 Zeiteinheiten nicht mehr signifikant
dnderten. Als das System sonach als im Gleichgewicht angesehen wurde, wurden die in Kapitel
beschriebenen Observablen {iber 30 Zeiteinheiten gemittelt.

Fiir Messungen bei anderen Temperaturen oder Driicken wurde nun der Endzustand einer vor-
herigen Simulation bei #hnlichen Parametern als Initialzustand genommen, was eine kiirzere Aqui-
librationszeit rechtfertigte. So wurden nacheinander 200 Simulationen von N = 500 Teilchen aus-
gefiihrt, zwischen denen die Temperatur jeweils um %6 /kp erhoht wurde. Vor jeder Messung der
Gleichgewichtseigenschaften wurde tcquitib = 150 Zeiteinheiten gewartet. Die Anderungsrate der
Temperatur war demnach dd—:f ~ 7-1075. AnschlieRend wurden 200 Simulationen mit schrittweiser
Temperatursenkung durchgefiihrt, um beispielsweise Hystereseeffekte zu beobachten. Der Druck
wurde in beiden Richtungen konstant belassen.

Enthalpie Dichte Innere Energie
8 T T T 1.2 ; T 4 T . . .
6 (@) erhitzen (c)
abkihlen —— 17 27
4}
ol 08 | _ o}
L, o L,
= 0r b, 06 = 2+
T 2| a 3
T 04| 4t
4+
6l | 02} 6 | 1
g P=0.03 e/a® 0 g P=0.3 /08
0 0.5 1 1.5 2 25 0 0.5 1 1.5 2 25 0 0.5 1 1.5 2 25
T [e/kg] T [e/kg] T [e/kgl

Abb. 13: Thermodynamische Griflen in Abhangigkeit von T. (c) oberhalb des kritischen Drucks.

Abbildung [13] zeigt die Verldufe verschiedener Ableitungen von G in Abhéngigkeit von der Tem-
peratur. In (a) und b) sind zwei Phaseniiberginge erster Ordnung sichtbar. [13|c) wurde bei
einem Druck oberhalb des kritischen Punkts gemessen: Dort erfolgt statt dem fliissig-gasformig-
Ubergang ein Phaseniibergang zweiter Ordnung in die iiberkritische Phase.

Solche Erhitzungs- und Abkiihlungssimulationen wurden fiir 16 verschiedene Driicke parallelisiert
ausgefiihrt, um ein Phasendiagramm zu erstellen. Exemplarisch wurde das gemessene Gleichge-
wichtsvolumen als Farbung in einem T-P-Diagramm visualisiert (Abb. . Anhand von Messdaten
wie in Abb. und wurde ein qualitatives Phasendiagramm angefertigt (s. Abb. . Jenes zeigt
die typische Gestalt von Phasendiagrammen von Edelgasen mit einer Sublimationsdruckkurve bis
zum Tripelpunkt T, einer Schmelzdruckkurve und einer Siedepunktskurve, die im kritischen Punkt
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Farbe: Volumen
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100

Uberkritisch

fliissig
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104
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0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25
T [e/ks] T [s/ke]
Abb. 14: Rot: niedriges Volumen, Abb. 15: Qualitatives Phasendiagramm des
Blau: hohes Volumen. Lennard-Jones Systems

C endet.

Zusétzlich zur Berechnung einfacher statistischer Grofien bei jedem Messpunkt im Phasendia-
gramm wurden bei jedem Punkt nach der Aquilibrationszeit die in Kapitel [3| vorgestellten Funktio-
nen gemessen. Einige dieser Messergebnisse sind auf den Abbildungen der folgenden Seite sichtbar.
Sie zeigen Charakteristika der verschiedenen Phasen des Systems.

Die radiale Verteilungsfunktion (Abb. eines kristallinen Festkorpers besteht bei tiefen Tem-
peraturen aus klaren Maxima, da sich die Teilchen durch die Gitterperiodizitit nur in bestimmten
Absténden zueinander aufhalten. Im hiesigen Fall repréasentieren die Maxima die Abstinde im
fce-Gitter. Dabei ist anzumerken, dass Abb. [16[a) bei einer Simulation der Abkiihlungsrichtung
gemessen wurde. Die Struktur hat sich also selbststdndig beim Erstarren assembliert. Bei einem
Gas ist die Verteilung der Teilchen hingegen fast homogen (s. Abb. c)): Bis auf den Bereich der
Hardcore-Abstofsung und den des Potentialminimums bei ry ~ 1.122¢ ist die Paarverteilung nahezu
unkorreliert.

Anhand der mittleren quadratischen Verschiebung (Abb. sind die jeweiligen Phasen oft einfach
identifizierbar: Bei Fliissigkeiten steigt sie linear mit der Zeit, sodass die Diffusionskonstante D einen
endlichen Wert annimmt (s. Einsteinrelation ) Fiir Gase hat sie einen quadratischen Anteil, da
(quasi-)freie Teilchen sich lange mit unverdnderter Geschwindigkeit v(¢t) = v(0) = v fortbewegen
konnen, sodass fiir sie gilt ([ v(t)dt)? = (vt)?  t2. Fiir Kristalle bleibt (Ar2(¢)) neben kurzfristigen
Fluktuationen langfristig konstant, da die Atome auf ihren Gitterplatzen verharren und hochstens
um sie schwingen/vibrieren.

Auch die Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion (Abb. zeigt bei Festkorpern deren Vi-
brationen auf: Ein Teilchen mit einer Geschwindigkeit v(¢ = 0) wird innerhalb von ~ 0.1 Zeiteinhei-
ten mit hoher Wahrscheinlichkeit in eine andere Richtung gestofien. Durch Fourier-Transformation
kénnte man hier die Vibrationsmoden genauer beobachten. Im Gas sind die Teilchen weitestgehend
frei von Stofen, sodass die Geschwindigkeit lange erhalten bleibt, wihrend in einer Fliissigkeit die
zufdlligen Stofe zu einer schnellen Unkorreliertheit fithren.
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Abb. 16: Radiale Verteilungsfunktion bei verschiedenen Temperaturen und Driicken
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7. Molekulardynamik-Simulationen von Quasikristallen

Schon lange bevor Quasikristalle entdeckt wurden, wurden ihre Muster in der Kuns und spéter
in der Mathematik erfunden. Die Komplexitdt der wiederholungsfreien Muster suggeriert, dass sie
rein kiinstliche Objekte seien, die nur als Ganzes mit speziellen globalen Regeln konstruiert werden
koénnen, und dass sie zur Entstehung in der Natur eine sehr langreichweitige, ausgefallene Wechsel-
wirkung bendtigen wiirden. Dass das nicht der Fall sein muss, ist eine interessante Erkenntnis [41],
die durch die Ergebnisse dieser Arbeit reproduziert wird. Aufserdem sollen phasonische Anregungen
und Anderungen der (Quasi-)kristallstrukturen durch Variation des Potentials beobachtet werden.

7.1. Lennard-Jones-GauR Potential
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Abb. 19: Lennard-Jones-Gaufl Potential fiir verschiedene rq. Mit e =71 = 1, eq = 1.1, o0& = 0.02.
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Das Lennard-Jones-Gauf (LJG) Potential ergénzt das Lennard-Jones (LJ) Potential um eine
negative Gauksche Glockenkurve. Fiir viele Parameter handelt es sich um ein Doppelmuldenpoten-
tial, wobei die erste Mulde bei rg und die zweite bei rg liegt. Die explizite Form des Potentials
kommt aus einem anderen Ansatz heraus als die des LJ-Potentials:

Die Motivation fiir das LJ-Potential und die Rechnungen mit ihm im vorigen Kapitel war es, Vor-
aussagen fiir die Eigenschaften bestimmter Stoffe (Edelgase) zu machen. Dementsprechend wurde
das LJ-Potential nach den mikroskopischen Eigenschaften von Edelgasen geformt (s. Abschn. 7
sodass dann mit MD ihre makroskopischen Eigenschaften vorausgesagt werden konnten.

Das LJG-Potential hingegen ist ein sogenanntes “Designed Potential”, das von Rechtsman, Stil-
linger, und Torquato [44] entworfen wurde, um gezielt bestimmte Kristallstrukturen zu erzeugen.
Wenn ein solches Potential genutzt wird, ist die Motivation also weniger, Voraussagen fiir bestimm-
te Stoffe zu machen, sondern eher, die Eigenschaften besonderer Strukturen zu untersuchen. Auch

2In mittelalterlicher islamischer Architektur finden sich komplexe Parkettierungen zur Dekoration von Geb#uden.
Die Girih-Kacheln des Darb-e-Imam-Schreins (Isfahan, Iran) aus dem 15. Jahrhundert bilden ein fast perfektes
Penrose-Muster [43].
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wenn die dann gefundenen Eigenschaften nicht generell fiir alle Stoffe mit den jeweiligen Struktu-
ren gelten miissen, so konnen sie gerade fiir bisher nicht vollstéindig verstandene Strukturen (wie
quasikristallinen Strukturen) wichtige Hinweise geben.

Es kann trotzdem angemerkt werden, dass effektive Paarpotentiale fiir viele Metalle und Legie-
rungen oft stark abstofend beginnen und mit einem abnehmenden oszillierenden Term weitergehen
[45]. Die meisten Quasikristalle wurden in Legierungen gefunden und das LJG-Potential lasst sich
als ein solches Potential bis zum zweiten Minimum der Oszillation interpretieren.

7.2. Analyse unterschiedlicher Kristallstrukturen des Lennard-Jones-Gaul
Potentials

Es wurde untersucht, in welchen Strukturen LJG-Fluide fiir verschiedene Werte der Parameter
€a,ra,o0q (s. Tab. kristallisieren. Die restlichen Parameter des Potentials wurden dabei auf
e =rg = 1 gesetzt und die Analyse beschrinkte sich auf zweidimensionale Systeme.

€a | ra O'é Kristallstruktur
3 1.3 0.02 Hexagonal

0.8 | 2.3 0.02 Quadratisch

1 1.42 | 0.02 | Quadratisch

2.9 | 2.08 | 0.02 Quadratisch

4 1.9 | 0.02 | Quadratisch

1.8 | 1.52 | 0.02 | Dekagonal

2 1.95 | 0.02 | Dodekagonal @
2.8 | 1.42 | 0.042 | Dodekagonal )
4 1.54 | 0.02 | Bienenwabe*

Tabelle 2: Parameter der simulierten Systeme und deren assemblierte Kristallstrukturen. Fir die Parameter
2u “Bienenwabe™” konnte blof3 ein Kristall mit vielen Defekten geziichtet werden.

Um sinnvolle numerische Einstellungen (z. B. den Zeitschritt At) fiir das LJG-System zu fin-
den, wurden zuerst einige Testsimulationen mit verschiedenen Einstellungen im mikrokanonischen
Ensemble durchgefiihrt, wo At = 0.008, rc = 2.8 als Kompromiss zwischen genauer Energieer-
haltung und niedriger Rechenzeit gewéhlt wurden. Anschliefend wurde mit diesen Parametern im
isotherm-isobaren Ensemble gearbeitet (mittels NH-Chain-Thermostat und Andersen—Barostat)lﬂ

Fiir jeden Eintrag der Tabelle 2| wurde zunéchst auf gleiche Weise wie in Abschnitt ein grobes
P-T-Phasendiagramm angefertigt, wobei hier eine niedrige Genauigkeit ausreichte (N = 256, Tem-
peraturdnderungsrate % ~ 107%). Der Zweck dieser Phasendiagramme war nimlich blof, jeweils
einen Wert fiir den Druck zu finden, bei dem die fliissige Phase bei moglichst tiefen Temperaturen
existiert — im Allgemeinen also einen Druck leicht iiber dem Tripelpunkt.

Bei den jeweiligen Driicken wurden nun Abkiihlungssimulationen mit héherer Genauigkeit (N =
1024, % ~ 3-107°) durchgefiihrt: Die Systeme wurden oberhalb der Schmelztemperatur als Fliis-
sigkeiten initialisiert und dann iiber 30000 Zeiteinheiten bis T" = 0 abgekiihlt. Die entstandene
Kristallstruktur wurde darauthin mit dem Strukturfaktor und direkter Darstellung des Gitters ana-
lysiert. Der Strukturfaktor war fiir die Untersuchung der Quasikristalle besonders wichtig, da im
direkten Raum die Symmetrien nur in einem einzigen Punkt exakt bestehen.

3NVE-Simulationen: algorithm= —1. NPT: algorithm= —3 im Programmcode (Anhang
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Im Folgenden werden die Ergebnisse der Abkiihlungssimulation beschrieben, wobei auf die Ab-
bildungen der nachfolgenden Doppelseite Bezug genommen wird.

Fiir viele Kombinationen von Parametern bildeten sich beinahe defektfreie konventionelle Kris-
talle mit hexagonalen und quadratischen Strukturen (s. Abb. [20[a),(b)). Blok bei den Parametern
(¢ = 4,r¢ = 1.54,0% = 0.02) ist die Struktur nicht eindeutig identifizierbar (s. Abb. C))
Sie besteht hauptséchlich aus Zonen von Bienenwabenparkettierungen, die allerdings durch Defekte
voneinander getrennt sind und zum Teil unterschiedliche Ausrichtungen haben (polykristallin). Hier
kénnte man weitergehend untersuchen, inwieweit eine langsamere Abkiihlung zu einem Einkristall
fithren wiirde. Diese Arbeit konzentriert sich jedoch auf Quasikristalle (QK), von denen drei vor-
gefunden wurden (s. Abb. : Ein dekagonaler QK aus fiinf verschiedenen Kacheln und zwei
dodekagonale mit jeweils eigenen Kacheln. Die beiden dodekagonalen QK werden fortan mit “@”
und “@” voneinander abgegrenzt. Die Rotationssymmetrie der Quasikristalle wurde jeweils anhand
des Beugungsmusters festgestellt (s. Abb. 21fc), 22]c), 3]c)).

FEin defektfreier QK hat im direkten Raum nur einen Punkt mit perfekter zehn- beziehungsweiser
zwolfzéhliger Symmetrie. Da die simulierten QK jedoch defektbehaftet sind, was die Suche unter
Tausenden Teilchen zusétzlich erschwert, wurde zumindest nach Punkten mit hoher lokaler Sym-
metrie gesucht. Im Falle des dekagonalen QK sind dies Mittelpunkte von Clustern, die aus einer
O-Kachel in der Mitte und zehn sie umgebenden P-Kacheln besteht (s. Einfirbungen in Abb.[21fa)).
Beim dodekagonalen QK (D gibt es lokal symmetrische Cluster (s. Abb. 22[a)), die in der Mitte
ein Hexagon haben, das von 12 Teilchen umkreist ist, sodass um das Hexagon abwechselnd Q- und
D-Kacheln liegen. Die lokal symmetrischen Cluster des anderen dod. QK @ haben in der Mitte
stattdessen ein Pentagon (s. Abb. a))7 was zu einem Bruch der internen Symmetrie fiihrt: Das
mittlere Pentagon selbst ist flinfzéhlig und im Gegensatz zum Hexagon bei QK D konnen mit ei-
nem Pentagon keine symmetrischen Kacheln mit den zwolf umringenden Teilchen gebildet werden,
sodass es von vier P-Kacheln, drei D-Kacheln und einer Q-Kachel umgeben ist. Dieser Symme-
triebruch macht das innere Pentagon besonders anfallig fiir phasonische Anregungen, worauf im
nachfolgenden Abschnitt eingegangen wird.

Eine interessante Beobachtung ist die Dichteannomalie des dodekagonalen Quasikristalls @D (s.
Abb. 22(d)). Jener expandiert wéhrend der Kristallisation um circa 5%. Ein solches Verhalten
ist beispielsweise bei Wasser bekannt, das sich beim Gefrieren um ungefihr 9% ausdehnt. Der
andere dodekagonale QK @) hat hingegen ein regulires Verhalten der Dichte. Da sich die beiden
dodekagonalen QK in nur einer Kachel unterscheiden, kénnte der Grund fiir dieses unterschiedliche
Verhalten in der Blatt-Kachel von @ liegen: Sie verhindert wohl eine dichte Packung der an ihr
anliegenden Kacheln, wihrend die Pentagon-Kachel von ) eine dichtere Struktur ermoglicht. Um
hier aussagekréaftigere Aussagen zu treffen, miisste man wohl einerseits die Geometrie der moglichen
aperiodischen Strukturen um die jeweiligen Kacheln analysieren und andererseits die Eigenschaften
der Systeme oberhalb des Schmelzpunkts zum Vergleich hinziehen.

Fiir die Erstellung der gezeigten Beugungsmuster (Abb. 21fc), 22|(c), 23(c)) wurden die Abkiih-
lungssimulationen nochmal mit hoherer Teilchenzahl N = 3600 durchgefiihrt. Der Beweggrund
dafiir waren die periodischen Randbedingungen: Sie fithren fiir die Teilchen am Rand der Simulati-
onszelle die Zwangsbedingung ein, dass diese sich mit den Teilchen auf der anderen Seite der Zelle
arrangieren miissen. Dieses Umsortieren der Randteilchen kann als eine erzwungene Verformung,
die durch phasonische Flips realisiert wird, interpretiert werden [27]. Periodische Randbedingun-
gen bringen also fiir aperiodische Kristalle unnatiirliche Wandeffekte ein. Der relative Einfluss von

Wandeffekten sinkt mit hoherer Teilchenzahl (~ + ~ \/iﬁ)
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Abb. 20: Konventionelle Kristalle. (a) Quadratisch (ec = 0.8,7¢ = 2.3,08 = 0.02). (b) Hexagonal (eg =
3,7¢ = 1.3,0& = 0.02). (c) Polykristalline Bienenwabe, wohl konkurrierend mit dekagonaler
Struktur, vergleiche mit O-Kachel in Abb. E (b) (e = 4,7c = 1.54, 0% = 0.02).
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Abb. 21: Dekagonaler Quasikristall (e = 1.8,7¢ = 1.52,0& = 0.02). (a) Ausschnitt des direkten Git-
ters mit Einfdrbung zweier hochsymmetrischer Cluster und Markierung von aneinanderliegen-
den O- und U-Kacheln (rot) (b) Kachelbezeichnungen: O-formig, U-férmig, C-férmig, Sechseck,
Pentagon. (c) Intensititskarte des Sturkturfaktors.

36



o
\

L N

Lo

L

Y
G

)/
2%
L 4
.3 !

°

X/
¥
[

3

SLBIe
s, b a B =
e

K} =
Vol —_ C % & ]
olumen ( ) :1“_:’. o G )
‘#.: . ¥ & ?“__) .
LR * )
o * N
o i o
f 1 : o
L+ . S b T
Py ' I3
Yo Y %
. - ‘r';-
: kel T
NPT, P=0.3 re?/e I " Ty S . ;f
ol 4% U
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 ! AT » 1
] LY fo
T [e/ke] k- : s %

Abb. 22: Dodekagonaler Quasikristall D (e¢ = 2,7¢ = 1.95,0& = 0.02). (a) Direktes Gitter, Markierungen
zweier hochsymmetrischer Cluster. (b) Kacheln: Dreieck, Quadrat, Blatt. (c) Reziprokes Gitter.
(d) Dichteannomalie.
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Abb. 23: Dodekagonaler Quasikristall @ (eg = 2.8,rc = 1.42,08 = 0.042). (a) Ausschnitt des direkten
Gitters, Einfarbungen zweier dodekagonaler Cluster. (b) Kacheln: Dreieck, Quadrat, Pentagon.
(c) Reziprokes Gitter.
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7.3. Beobachtung phasonischer Anregungen

In Abschnitt wurden besondere Anregungen in Quasikristallen vorgestellt, bei denen sich die
Struktur des QK lokal &ndert und gegen die strikte quasiperiodische Anordnung verstofsen wird.
Dabei wechseln einzelne Teilchen auf andere oder neue Gitterplétze, so dass einzelne Kacheln ihre
Kachelsorte “flippen”. Um solche Flips zu beobachten, wurden die Teilchentrajektorien der simu-
lierten Quasikristalle bei endlichen Temperaturen unterhalb der Schmelztemperatur analysiert.

Im dekagonalen QK finden die meisten
Flips an O- und U-Kacheln statt. Diese
wandeln sich iiber den Einteilchenflip ei-
nes ihrer dufferen Teilchens in eine O-
bzw. eine U-Kachel um (s. Abb. 24fa)).
Abbildung [24(b) zeigt, wie aneinander
liegende O- und U-Kacheln den Flip ge-
meinsam ausfithren (vgl. rote Umkrei-
sung in Abb. RIfa)). Die Teilchen hal-
ten sich die meiste Zeit an bestimmten
Gitterplatzen auf, zwischen denen sie bei
einem Flip kurzzeitig springen.

Beim dodekagonalen QK @) sind die
betroffenen Teilchen hingegen beinahe
sténdig in einer Bewegung zwischen ver-
schiedenen Gitterplitzen (s. Abb. 25).
Dort finden die meisten Flips innerhalb
der bereits erwdhnten Cluster statt, die

@ T o4 [[® x e o« s
- - *5 ¥ P
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Abb. 24: FEinteilchenflips im dekagonalen QK. Temperatur
T = 0.45, Trajektorien tiber Zeitraum t = 40.
(a) Flip bewirkt Wechsel zwischen O- und U-Kachel.

(b) Beispiel Auswirkung auf anliegende Kacheln.

aus einer Pentagon-Kachel in der Mitte und um sie aus 4 P-, 3 D-; 1 Q-Kachel bestehen und die
Symmetrie eigentlich brechen. Die Trajektorien in Abb. [25] zeigen, dass die inneren Pentagone ihre
Orientierung oft in einem korrelierten Vielteilchenflip &ndern. Dass jener der haufigste Flip in die-
sem QK ist, kommt wohl daher, dass das innere Pentagon wegen der Symmetriebrechung instabil
ist, da alternative Orientierungen des Pentagons die lokale Symmetrie nicht verringern.

Abb. 25: Trajektorien im dodekagonalen QK Q) iiber einen Zeitraum von t = 40 bei T = 0.25. Vergrifierte
Ansicht zeigt Vielteilchenflip in einem dodekagonalen Cluster (vgl. Einfarbungen in Abb. IQ_Z?‘ (a)).
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8. Ausblick: ab-initio Methoden

Mit den bisher vorgestellten klassischen MD-Methoden miissen alle elektronischen Beitrdge iiber
das starre Potential U(r) in das Modell eingebracht werden. Bei ab-initio Methoden [46] werden
die Atome zwar weiterhin mit klassischer Mechanik bewegt, die Krafte auf sie werden allerdings
durch eine verdnderliches Potential bestimmt, das bei jedem Zeitschritt neu bestimmt wird. Dazu
muss jeweils die Schrédingergleichung des Systems von Elektronen und Ionen mit einem effektiven
Verfahren wie der Dichtefunktionaltheorie [5] gelost werden. Dies kann in der Born-Oppenheimer-
Néherung (BOMD) geschehen: Die sich weiterhin klassisch bewegenden Kerne werden wéhrend
der Losung des elektronischen Problems als statisch angesehen, wéhrend sich die Elektronen im
Vergleich quasi instantan anpassen (adiabatische Zustandsénderung).

Auf diese Weise werden allerdings nicht alle quantenmechanischen Phénomene reproduziert:
Nichtadiabatische Ubergiéinge konnen so beispielsweise nicht stattfinden. Sind jene von Bedeutung,
kénnen Ehrenfest-MD Methoden genutzt werden, bei denen die klassischen Bewegungsgleichun-
gen der Kerne und die elektronischen Schrodingergleichungen als gekoppelte Differentialgleichungen
simultan numerisch gelost werden. Gegeniiber BOMD sind sie allerdings um ein zwei- bis vierfaches
rechenaufwendiger [47].

Bei Car-Parrinello Methoden (CPMD) [48] wird die Entwicklung des elektronischen Systems
iiber zusétzliche dynamische Variablen in einem erweiterten Lagrangian umgesetzt. Anders als bei
BOMD muss so nicht bei jedem Zeitschritt eine explizite Losung der Schrédingergleichung durch-
gefiihrt werden. Stattdessen wird das elektronische System durch die Dynamik des erweiterten
Lagrangian im jeweiligen Grundzustand zur aktuellen Ionenkonfiguration gehalten.
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Anhang

Anhang A Wirkung des Propagators exp ((a + b:v)a%)

Gesucht ist die die Wirkung des o.g. Operators auf eine Funktion f(z). Gezeigt wurden bereits die

Wirkungen von e ([£.17) und e**%= (4.18). Es wird die Schreibweise % = 0, verwendet.
Wir wenden die Trotter-Identitat [12] (2.14) an:

adg £ 9 <\ P
e0eb20s £ (1) = Plim (eWe P eT) f(z)
— 00

Fiir endliche Werte von P, wobei (4.17)-(4.18)) genutzt werden:
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Die Koordinate x wird durch den Propagator also verschoben und skaliert:

b _
exp <(a+bx)§;): T — xebJra(e 2 1>

Fiir a — 0 bzw. b — 0 ergeben sich gerade wieder die Wirkungen der jeweiligen Propagatoren e
[@17) und eb*?= ([4.18). Die Singularitit bei b = 0 ist eine hebbare Singularitit:

ady

. eb -1 I’Hospital ;. eb
lim = lim — =
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I
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