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Ubungen zur Theoretischen Physik 2 fiir das Lehramt L3 - Blatt 11

Aufgabe 1: Faltungssatz fiir Fourier-Transformationen

Wir betrachten die Fourier-Transformation und ihre Umkehrung fiir zeitabhingige Funktionen, die durch

= f dt f(¢)exp(iwt),

deo ; M
f w)exp(—iwt)

gegeben sind.

Die Faltung zweier Funktionen f und g im Zeitbereich ist durch
= +8(0)= | dFa—g() ®
R
definiert. Zeigen Sie, dass fiir die Fourier-Transformierten dieser Funktionen

h(w)=f + g(w) = f(@)§(e) 5)

gilt.
Tip: Bei der Rechnung ist die Formel

J dtexp(iowt) =2n8(w) Q)
R

niitzlich.

Losung: Wir driicken (2) durch die Fourier-Transformierten von f und g aus, d.h.

f fdcol —exp[ ia)l(t—t)]fN(wOeXP (—icw,t")g(w,)
f d“)lf d“)zf dt’ exp(—iw, 1) exp[it'(w; — w,)]f (@) (w,)

deo i )
1 —_— J—
f 27 ). 2n exp( 10, 1)278 (e — w,)f (w
dew;, x q
= Z_GXP —iwt)f(w;)§(ey).
T
Daraus liest man unmittelbar ab, dass

h(w)=f(w)§(w) ©)

ist, und das war zu zeigen.




Aufgabe 2: Fourier-Darstellung elektromagnetischer Wellen

Es seien die Ladungs- und Stromverteilung durch ihre Fourier-Darstellung bzgl. der Zeit

dew |

o(t.5) = | 92 (0, ) expl—icot),
R 27
> dw % )
j(t, %)= | —j(w,X)exp(—iwt),
R 27
gegeben.
(a) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte
Bl )= | D (. F)explicr) ®
R
der retardierten Green-Funktion
- 1 r . -
Dret(t,x):—é\(t——) mit 7 =|x| ©9)
4ty c
des D’Alembert-Operators und interpretieren Sie das Resultat physikalisch.
Losung:
~ R 1 . 1 . . 2
D, (w,x)=— | drexp(iwt)d <t — 1) = ——exp(ikr) mit k= L=z (10)
4rr Jg c 4y c A

Zur physikalischen Bedeutung bemerken wir, dass die retardierte Green-Funktion die Gleichung
- 1 - -
OD,o(8.5) = (582 = ) D (1,7) = 8(1)8°R) an

16st. Das entspricht einer impulsartigen Stérung einer Quelle im Ursprung X = 0 zur Zeit ¢ = 0.
Zusammen mit dem Exponentialfaktor in der Fourier-Riicktransformation folgt aus (10)

. ~ o exp[—iw(t—7/c)]
exp(—iwt)D, (w,X) = yy.

; (12)

d.h. die Impulsstorung fithrt zu einer vom Ursprung (also dem Ort der Stérung) auslaufenden
Kugelwelle, die sich mit der Phasengeschwindigkeit ¢ ausbreitet. Die retardierte Losung der inho-
mogenen Wellengleichung Oy (¢,X) =J(t,x) fiir ein Skalarfeld

2 (t,%)= J dt/f &x'D, (t —t',F =X, %) (13)
R JRS

besagt dann, dass von jeder Stérung zu den Zeiten ¢” an den Orten X’ eine Kugelwelle ausgeht, und
diese Kugelwellen iiberlagern sich additiv zur Gesamtwelle (13).

Bemerkung: Dies wird oft zur vereinfachten Erklirung fiir Wellenerscheingungen (z.B. bei der Beu-
gung) einfach als Huygenssches Prinzip postuliert. Wie wir eben gezeigt haben, lisst sich dieses
Prinzip aus den Maxwell-Gleichungen herleiten. Interessanterweise gilt es nur fiir die Wellenglei-
chung, wenn der Raum eine ungerade Dimension besitzt (also wie in unserem Fall fiir d = 3). Fiir
die Wellenausbreitung in Riumen gerader Dimension (also z.B. fiir Wellen, die sich in einer Ebene
ausbreiten), ist es nur niherungsweise erfiillt!



(b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Faltungssatzes aus der vorigen Aufgabe die Fourier-Transformierten
der retardierten Losungen der Maxwell-Gleichungen fiir die Potentiale in Lorenz-Eichung

B(1,%) = if dt" | &Ex'D(t—t',x—%")p(t',X"),
(14)

-

€0 JR R3
A(t,3) = g f de’ f &x'D, (t—t, i —3)j(t, %)
R R3

Wir nehmen dabei an, dass die Ladungen und Strome fiir |x| = r > R, also aufSerhalb einer Kugel
vom Radius R um den Ursprung verschwinden. Geben Sie die einfachste Niherung fiir das ,,Fern-
feld“ bei » > R an.

Losung: Seien die Fourier-Transformierten der Ladungs- und Stromverteilungen mit §(cw, x) bzw.

7(w,x) bezeichnet. Nach dem Faltungssatz gilt dann fiir die Fourier-Transformierten der Potentiale

~ N 1 ~ -~ .
(w,¥)=— | &x'D,y(w,%—X")p(w, %),
€0 JR3 (15)
Alw, %)=y, | &$x'D it
R3

{2
?

ret(w’ 3_5 - 9_5/)](60’ J_5/)

Setzen wir nun (10) fiir die retardierte Green-Funktion ein, kénnen wir uns fiir » > R auf die
niedrigste Ordnung in der Entwicklung nach Potenzen von 1/7 beschrinken. Dazu schreiben wir
zunichst

d=|%—%|=Vr24r2—2%.%. (16)

Klammern wir nun 7 aus und setzen 7 = X/, entsteht

= =y ”n = =/ 72 72
d:r\jl—zn X +r—2:r|:1—n X +ﬁ<r—2>i|:r—ﬁ-)_c)/+0<r—>. (17)
7

r r r r
Damit wird
kr”
exp(i/ed):exp[ik(r—ﬁ-fl)][l+ﬁ( >] (18)
7
Dann benétigen wir noch
l = 1 +0 <7’_/ (19)
d r r2)’
Damit wird schliefilich
: /
D, (w,¥—%)= exp(ikr) [exp(—i/er_i X+ 0 <r_>} (20)
4ty r
und damit schlief$lich wegen
&(w,%) = explikr) f &’ x’ exp(—ik7 - ¥')(cw, ),
dmegr  Jprs

: ) : @
A, 7) = g =) f P’ exp(—ikii - )} (e, 7).
]R}
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(c) Berechnen Sie die Fourier-Transformierten der Felder, die wegen E=—Vd— A Aund B=V x A
durch

E(a), X)= —%i"(w, X)+ ia)z:f(a), x), B(w,x)=Vx g(a), xX) 22)
gegeben sind.
Behalten Sie auch hier wieder nur die fithrende Ordnung 0(1/7) in Potenzen von 1/ 7 (,Fernfelder)
bei.

Losung: Betrachten wir zuerst V®. Es gilt fiir die einzelnen Terme, in denen eine X-Abhingigkeit

vorkommt
V;:——Vr __ﬁ_ﬁ<72>
%exp(i/e r) =ik exp(ik r)Vr = k— exp(ikr) =iknexp(ikr)= 0(1), (23)
r
ikx-x =/ > 2Nz
Vexp(—ik7 - X') = Vexp <_1/ex * > = —ik exp(—ik7n - _,,)<x_ _ @ 9; )x> =0 <l>
7 r 7 r

Der erste Term ist bereits von 0(1/r?), kann also vernachlissigt werden. Der dritte Term kommt
im Integral vor, und der entsprechende Beitrag wird noch mit exp(ik 7 )/r multipliziert, ist also auch
von der Ordnung 0(1/r?) und damit vernachlissigbar. Wir miissen also effektiv in den Formeln
fiir die Potentiale nur den Faktor exp(ik 7 ) ableiten, wenn wir V anwenden, d.h.

Vd(w, %) = ik7

exp(ikr) | &x’ exp(—ik7 - X')p(w,X"). (24)

dmegr R3
Damit ergibt sich nach einigen Umformungen aus (22)

_lwpgex ikr

f P’ exp(— i/e;z-z’)[f(w,i’)—cﬁp(w,a?’)]+0<12>. (25)
R3 r

Dabei haben wir « = ck und €y, = 1/c? verwendet.

Auch Fiir das Magnetfeld B =V x A miissen wir nur den Term mitnehmen, bei dem V in auf
den Faktor exp(ikr) wirkt. Nach einigen einfachen Rechnungen, wieder unter Verwendung der
Ableitungen (23), dass in der Fernfeldniherung

Bleo, 7) = ¥ x A(eo, 7) = H0PURT) [T oo ikﬁ-f’)[zxf<w,£’)]+ﬁ<iz>. 26)
r

4rcr R3

Wegen 7 x 7 = 0 folgt aus
X1, 05
B(w,x)=-nx E(w,X). 27)
¢
Bemerkung: Man kann noch etwas umformen, wenn man die Kontinuititsgleichung fiir die
Ladung
—B8,0=V"] = iwp(w, )=V j(0,7) = flwF)=——V j(w,¥) (28)
w

Setzt man dies fiir 5 in (25) ein und integriert das entsprechende Integral partiell, ergibt sich

~

M f &’ exp(— ikﬁ.z’)[f(w,z’)—ﬁ[z-f(w,;z/)]]+ﬁ<iz>. 29)
R3 7

h‘ilz

(w’z):

4rtr



Daraus folgt sofort, dass 7 - E =0ist, d.h. in der betrachteten Fernfeldniherung verhilt sich in ei-
ner kleinen Umgebung um jeden Punkt jede Moddl|des elektromagnetischen Feldes wie eine sich in

Radialrichtung 7 = X/ r ausbreitende ebene Welle, wobei E,Bund 7 ein rechtshindiges System zu-
einander orthogonaler Vektoren bilden. Es gilt stets die Dispersionsrelation «w = ck =27¢/A, d.h.
die Phasengeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen ist die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1/ ,/ g€,

Homepage zu Vorlesung und Ubungen:
https://th.physik.uni-frankfurt.de/ hees/theo2-13-5525/index.html

"Man nennt den Beitrag der Frequenz w zu einer Welle in der Fourier-Entwicklung bzgl. der Zeit eine Feldmode.
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