H. van Hees Sommersemester 2025

Ubungen zur Theoretischen Physik 2 fiir das Lehramt L3 - Blatt 10

Aufgabe 1: Energie-, Impuls- und Drehimpulsdichte einer ebenen Welle

Wir betrachten eine allgemeine Lésung der Maxwell-Gleichungen in Form einer sich in x;-Richtung aus-
breitenden elektromagnetischen Welle (s. auch Abschnitt 2.6 im Skript). Wir rechnen zunichst mit kom-

plexwertigen Vektoren £, und B,. Die reellen physikalischen Felder sind dann £ = Re E, und B = ReB..

Wir gehen von dem Ansatz

. 4 ,
E(t,X)=E_ exp[—ik(ct —x3)]= éz exp(—ig) | exp[—ik(ct —x3)] )
0

aus. Dabei haben wir bereits ausgenutzt, dass das elektrische Feld transversal ist, also k - E, = 0 ist, wobei

wir hier k£ = ké; angenommen haben; es seien E;,E, € R und ¢ € [0,27). Auflerdem haben wir bereits
die Dispersionsrelation w = ck fiir elektromagnetische Wellen verwendet.

Die Maxwell-Gleichungen mit o =0 und 7 =0 lauten

VxE+3dB=0, @)
V-B=0, 3)
\Y xE—eO[uoé’tE:O, 4)
V.E=0. ®)

(a) Verwenden Sie die Maxwell-Gleichungen, um zu zeigen, dass

- . 1. - .
B(6,5) =28 x £.(1,%) ©
¢
ist.
Losung: Wir machen den Ansatz
Ec(t,a_c’)zgc exp[—ik(ct —x3)]. )

Um diesen Ansatz in (4) zu verwenden, berechnen wir zunichst die Rotation:

V xB, =—B, xV exp[—ik(ct—x;)] = —B, xike, exp[—ik(ct—x;)] = +ik; x B, exp[—ik(ct —x;)]
®)

und .
Q[E: :—i/ecEC exp[—ik(ct —x3)]. ©9)

Damit liefert (4) nach einfachen Umformungen

€3 X EC = —c‘uoeol:fc =—-F. (10)
c



®)

©

Daraus folgt mit der ,bac-cab-Formel® fiir das doppelte Vektorprodukt

1. & . . A A1
— s X E, =¢;x (&5 X B.) = ¢€(é5+ B,) —B.. (11)

Nun folgt aus , dass auch B, transversal ist, d.h. &, - B. = 0 und damit &, - B, = 0. Also folgt aus
o

in der Tat (6), d.h.
A 1 0 EAl 1 _Ez exp(—ig)
B, = - 0] x JT:AT2 exp(—i¢) | = - EA1 . (12)
1 0 0

Berechnen Sie nun die physikalischen Felder E=ReE . und B=Re EC

Losung: Fiir die x,-Komponente von E bemerken wir, dass exp(—i¢) exp[—ik(ct—x;)] = exp[—i(ckt—
kx;+ ¢)] gilt. Damit wird

ﬁl cos(ckt —kx)
E(t,X)=ReE(t,%)= ézcos(c/et—/ex3+¢) . (13)
0

Genauso folgt
—éz cos(ckt —kx; + @)
B(z,a?):ReBc(t,a?):; EAlcos(c/et—/ex3) . (14)
0

Berechnen Sie die Energiedichte w, die Impulsdichte g und die Drehimpulsdichte ] = X x g des
elektromagnetischen Feldes (vgl. Skript Abschnitte 2.8-2.10).
Lésung: Es gilt
oz, 1 2
=—FE“+—B". 15
w > + 2 (15)
Aus (13) und (14) folgt B2 = E2 /2 = yoeoﬁz und damit
w = 6052 = eo[ﬁf cos?(ckt —kxs)+ [?:22 cos’(ckt —kx; +&)]. (16)
Weiter ist
¢ ¢ c ¢

Die Impulsdichte ist also in Ausbreitungsrichtung der Welle gerichtet, und der Betrag ist w/c. Die
Drehimpulsdichte ist damit

]_):J_éxg:_xxe}:_ _xl . (18)



(d) Unser Auge kann die schnellen Schwingungen von Licht nicht aufldsen. Eine ebene Welle erscheint
uns einfach als zeitlich konstant leuchtendes Licht. Die Intensitit des Lichtes ist dabei das Zeitmittel
der Energiedichte. Da die ebene Welle eine periodische Losung der Maxwellgleichungen mit der
zeitlichen Periode T'= 27 /w =27t /(ck) ist, erfolgt die Mittelung iiber diese Periodendauer:

T
m@»:% L dew(t, 7). (19)

Berechnen Sie damit die zeitgemittelte Energiedichte.

Lésung: Wir bendtigen das Integral
T
I= J dt cos’(ckt +a). (20)
0
Dazu bemerken wir, dass
. 1
cos(23) = cos? B—sin? B=2cos’ B—1 => cos’ B= 5[1 +cos(23)] (21)

ist. Verwenden wir dies in (20), folgt

g sin(2ckt +22))'Z] = (22)

(7 1
I=—| dt[l14cos(2ckt +2a)]=—+—

| drttcoseke s 2= T+ o
Dabei haben wir verwendet, dass ck7 = 27 ist und damit der Beitrag vom Sinus verschwindet.
Damit wird

. € A A
(B(%)) = (Ef + ), (23)
d.h. die zeitgemittelte Energiedichte ist riumlich konstant.

(e) Berechnen Sie auch die entsprechenden Zeitmittel iiber die Impuls- und Drehimpulsdichte.

Losung: Aus (17) und (18) folgt
1

(@) =~ (@), (J7)= (@) xs. (24)

c

(f) Zum Knobeln: Was folgt fiir Gesamtenergie, -impuls und -drehimpuls der ebenen Wellen. Kann es
solche Felder in der Natur wirklich geben?

Losung: Die Erhaltungsgrofien totale Energie, Impuls und Drehimpuls des elektromagnetischen
Feldes entspricht dem Integral der entsprechenden Dichten iiber den ganzen Raum. Da die zeit-
gemittelten Groflen fiir die betrachtete ebene Welle raumlich konstant sind, divergieren all diese
Integrale. Entsprechend kann es solche ebenen Wellen in der Natur nicht wirklich geben. Wirk-
liche elektromagnetische Wellenfelder sind auch stets von endlicher raumlicher Ausdehnung und
zeitlicher Dauer. Diese realen ,Wellenpaket“ besitzen endliche totale Energien, Impulse und Dre-
himpulse. Sie lassen sich aus ebenen Wellen durch Fourier-Integrale darstellen (vgl. Abschnitt 5.4
im Skript).
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