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Ubungen zur Theoretischen Physik 1 fiir das Lehramt L3 - Blatt 5

Aufgabe 1 (10 Punkte): Getriebener ungedimpfter Oszillator

Betrachten Sie einen ungedimpften harmonischen Oszillator, der mit einer harmonischen Kraft der Kreis-
frequenz 2 angetrieben wird. Die Bewegungsgleichung lautet also

mi = —meix +mAcos(Qt). 1)

(@) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass mit dem Ansatz x = Rez fiir eine komplexe Funktion z(t) die Bewe-
gungsgleichung dquivalent zur Gleichung

74 wiz = Aexp(—iQt) )

ist.
Losung: Da wg, A und Q reell sind, ergibt sich aus (2) und Reexp(—i€2z) = cos(€2¢) sofort, dass jede
Funktion z, die (2) erfiillt, x = Re z (1)) 1ost.

(b) (2 Punkte) Geben Sie zunichst die allgemeine Losung fiir die homogene Gleichung
.Z.hom + a)ézhom =0 3)

an.

Lésung: Die allgemeine Losung der DGL (3) ist durch die allgemeine Superposition zweier belie-
biger linear unabhingier Losungen gegeben:

Zpom(t) = Cj cos(wqt) + C, sin(wqt). “)

Da cos(wqyt) und sin(ewyt) beide (3) 16sen und offenbar linear unabhingig voneinander sind, ist dies
die allgemeine Losung der homogenen DGL (3).

(©) (2 Punkte) Finden Sie nun eine spezielle Losung fiir die inhomogene Gleichung fiir Q # w,. Geben
Sie insbesondere auch die reelle physikalische Losung x(¢) = Re z(¢) an.

Losung: Wie bei der in dem Vorlesung behandelten Fall eines gedimpften Oszillators erscheint hier
der Ansatz

z =ABexp(—ift) = 7 =—ABiQexp(—iQt), 7=—ABQexp(—ifdt) ()

aussichtsreich. Setzen wir dies nimlich in (2) ein und kiirzen mit dem allen Termen gemeinsamen
Faktor A exp(—if2t) ergibt sich

1

2 2

wi—)B=1=> B= . 6
(O ) g 02 ()

Hierbei muss natiirlich Q # w, sein. Fiir diesen Fall ist also eine Lsung der inhomogenen Glei-
chung

A .
Zinh(t) = a)g Q2 exp(—1ﬂt), (7)



und es ist

xinh(t) :Rezinh(t) = a)g_ﬂz COS(Qt) (8)
eine spezielle Losung der Bewegungsgleichung (1). Deren allgemeine Lésung ergibt sich dann durch

Superposition mit der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung (4), also

x(t) = C;cos(wqyt) + Cysin(wqt) + cos(£2¢) ©)
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mit Integrationskonstanten C; und C,.

(d) (3 Punkte) Was passiert im Resonanzfall Q = cwg?

Hinweis: In diesem Fall empfiehlt sich ein Ansatz der Form

z(t) = Z(t) exp(—icwyt). (10)

Es ergibt sich durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung (2) eine einfach zu 16sende Gleichung
fiir Z. Beachten Sie, dass Sie nur eine spezielle Losung finden miissen, da die allgemeine Losung
die Superposition aus der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung z;, - und einer speziellen
Lsung der inhomogenen Gleichung ist.

Losung: Hier fiihrt offenbar der Ansatz (5) nicht zum Ziel. Fiir (10) folgt
7= (5 —iwy?)exp(—iewgt), 7 =(5—2iwys — wlf)exp(—iwyt). (11)
Setzt man dies in (2) mit = wj ein, folgt nach Kiirzen des gemeinsamen Faktors exp(—icwyt)
72wz =A. (12)
Wir bendtigen nur eine spezielle Losung, und offensichtlich ist der Ansatz
5(t)=ABt = Z=AB%=0 (13)
erfolgreich, denn Einsetzen in (12) liefert

1
—2iwAB=A => B=— 14
1&g 2B (14)
und damit als spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
1A :
Zinh(£) = 5—t exp(—iegt) (15)
2w,

und fiir die physikalische reelle Losung von (1)) also

A .
Xinh(£) =Rezy (£) = 7t sin(wyt). (16)
0

Die allgemeine Losung von (1)) ist also in diesem Fall
A .
x(t)=C, cos(coot)+<C2+2—t>sm(a)ot). (17)
@o

Fiir grofle ¢ ergibt sich also eine Losung o< ¢ sin(ewyt), also eine Schwingung mit der Kreisfrequenz
@, mit einer linear mit ¢ wachsenden Amplitude. Die Amplitude wird also mit der Zeit beliebig
grofl. Dies bezeichnet man als ,Resonanzkatastrophe®.



(e) (2 Punkte) Geben Sie schliefilich fiir alle 2 jeweils die Losungen des Anfangswertproblems fiir vor-

gegebene Anfangsbedingungen x(0) = x, und x(0) = v, an.

Lésung: Fiir Q # ) setzen wir in (9) die Anfangsbedingungen ein. Die erste Ableitung ist

Aw

a)g—Qz

% =—C wysin(wyt) + Cyewq cos(ewyt) — sin(ewyt)
und damit

A
M=+
0

Das lineare Gleichungssystem ergibt schliefSlich fiir die Integrationskonstanten

Die Losung des Anfangswertproblems ist also in diesem Fall

A . A
x(t):<xo— > Qz>cos(a)ot)—|—%sm(a)ot%L 2_chos(ﬂt).

0 c‘)o
Fiir = wj, haben wir als allgemeine Lsung (17). Die erste Ableitung lautet

A A
X = <C2 + —t> wqcos(wyt) + <— — Clwo> sin(wyt).
2 2w,

Fiir die Anfangsbedingungen ergibt sich also
Die Losung des Anfangswertproblems ist also

v, At

x() = xg cos(wot) + <w_o + 2—%>sm(wot>.
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