H. van Hees Wintersemester 2024 /2025

Ubungen zur Theoretischen Physik 1 fiir das Lehramt L3
Lésungen zu Blatt 1

Aufgabe 1: Freier Fall und schiefer Wurf

Der freie Fall eines Massenpunktes der Masse 7 wird durch die konstante Kraft

F(r)y=mg=m| 0 1)
—&
beschrieben. Dabei ist g die konstante Schwerebeschleunigung in Erdnihe. Der Betrag ist |g| ~ 9,81 m/s?.
(a) Losen Sie die Newtonsche Bewegungsgleichung
mi =F(r) @)
fiir die Anfangsbedingungen 7(0) = 0 und v(0) = vy(cosa,0,sin @). Sizzieren Sie die Bahnkurve in
der x;-x;-Ebene (zeichnen Sie auch den Winkel  ein!)
Lésung: Die Gleichung (2) kann man sofort durch zweimaliges Integrieren losen:

1
mi=mb=mg > =g > v=0yFgl, r=ro+tvot+sgth 3)

Setzt man die Anfangsbedingungen ein, erhilt man

Uy COS Vot cosa
vosSina — gt votsine — gt?/2

Die Bahnkurve ist offenbar eine nach unten geoffnete Parabel, denn es ist

*1
X{ =yt cosa = t = ©)
Uy COSQ

und damit 5

. gx
x3:votsma—§t2:x1tana——1. (6)

2 ~0s2
2 205 cos* a

(b) Bestimmen Sie die Zeit ¢,,,,, bei der der Massepunkt den hochsten Punkt erreicht, also bei dem
%3(t0) Mmaximal wird. Zu welcher Zeit ¢, 4 erreicht der Masse Punkt wieder den Boden (x5(t,,4) =
0). Wie weit ist dann der Massenpunkt geflogen (d.h. berechnen Sie x,(z,,4)?

Lésung: Zur Zeit ¢, muss notwendig x5(Z,,.,) = v3(t,,,,) = 0 sein, d.h.

kY

vosina—gt, . =0=>1¢ = EO sina. )

Da weiter X3 = v; = —g < 0 ist, liegt tatsichlich ein Maximum vor.



Aus (4) folgt
. 8 . 8
x}(tend) = VplepdSINA — 3 teznd =tend <v0 sma— E tend) =0. (8)

Esist klar, dass gemif} der Anfangsbedingung x;(0) = O ist. Die zweite Nullstelle bestimmt demnach

2u,sina
tog = ———. )
Y
Die Wurfweite ist dann durch
_ _ 27}5 . _ fvg .
L(a) = x(t.,q) = — sinacosa = — sin(2a) (10)
g g

gegeben. Im letzten Schritt haben wir das ,Doppelwinkeltheorem® sin(2a) = 2sina cosa verwen-

det.
(c) Fiir welchen Abwurfwinkel a erreicht man die grofite Wurfweite?
Man erhilt die grofite Flugweite bei fester Anfangsgeschwindigkeit |v,| = v, fiir den Winkel, fiir

den L'(a) =0 ist. Mit der Kettenregel erhilt man

/ 27}5 !
L'(a)= —cos(2a)=0. (11)
g

Es sind hier natiirlich nur Lésungen a € [0, 7r/2] relevant, und damit 2 = /2, d.h. « = /4. Man
muf} die Masse also im Winkel von 45° zur Erdoberfliche abwerfen, um die maximal mogliche
Wurfweite zu erhalten. Dass wirklich ein Maximum vorliegt folgt aus

" 47}02 . " 47}02
L (o) =——sin(2a) = L"(n/4)=—— <0, (12)
8 8

d.h. es liegt tatsichlich ein Maximum vor.

Aufgabe 2: Freier Fall und schiefer Wurf mit Luftwiderstand

Wir betrachten die vorige Aufgabe unter etwas realistischeren Bedingungen mit Beriicksichtigung des
Luftwiderstands. Fiir nicht zu schnelle Bewegungen ist die Reibungskraft proportional zur Geschwindig-
keit (sog. Stokes-Reibung), d.h. es ist

f.=—yv, y>0 (13)

Die Bewegungsgleichung lautet demnach unter Berticksichtigung der Luftreibung
ma=my=mg—yv (14)

bzw.
mo+yv=mg. (15)

(a) Vollziehen Sie die Losung dieser Gleichung unter Berticksichtigung allgemeiner Anfangsbedingun-
gen 7(0) = r,, ©(0) = 7(0) = v, im Skript zur Vorlesung (Abschnitt 2.3.2) nach.



®)

Losung: Wie im Skript erortert, ist die allgemeine Losung der DGL die Summe aus der allge-
meinen Losung der homogenen DGL, also mit g =0,

moy, +yv, =0, (16)

und einer beliebigen speziellen Lésung der vollstindigen inhomogenen Gleichung (15).

Die homogene Gleichung (16) 16sen wir mit dem Standardansatz fiir lineare DGLn mit konstanten
Koetfizienten, also
v, =Aexp(At), A=const. (17)

Dies in eingesetzt, ergibt
mAAexp(At)+yAexp(Ar) =0 = (mA+y)Aexp(At)=0 = A= L (18)
m
Die Losung der homogenen Gleichung ist

vy :ziexp(—%t). (19)

Jetzt bendgen wir noch eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung (15). Offenbar kénnen
wir mit dem Ansatz v = ¢ = const zum Ziel kommen. Denn dann ist =0 und

mg
r2=g:>2=7‘~ (20)

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet dann
mg mg
v=n,+—=dexp(—Lt)+ = 1)
Y m Y
Die Anfangsbedingung verlangt
mg mg
v0)=zy=4+— = A=v,——. (22)
Y Y

Setzt man dies in (21) ein, erhilt man nach einfachen Umformungen

g:goexp<—%t>+%[l—exp<—£t>] (23)

Durch Integrieren finden wir dann

r=r, +Ltdt/g(t/) =71yt %go [1—exp<—%t>:| + % {t + % [exp <—£t>— 1]} (24)

Betrachten Sie jetzt den Spezialfall des freien Falls, also die Losung unter der Anfangsbedingung
7(0) =0, v, = 0. Dann ist natiirlich nur die Komponente x;(z) und die Geschwindigkeit v5(t) =
%5(t) relevant. Diskutieren Sie das Verhalten der Losung x5(¢) und die Geschwindigkeit v5(t) fiir
grofle Zeiten und fiir kleine Zeiten (¢ — 0 bzw. t — o) und interpetieren sie die Resultate physi-
kalisch. Betrachten Sie dazu auch die Beschleunigung a4(¢).



L6sung: Fiir diesen Spezialfall ergibt sich aus (23) und

mg Y
= PE exp(—Lt)], 25
w=—"E 1w ()] @)
mg { m 14
x3=——=13t+—|exp|——1t )—1 } (26)
Fiir die Beschleunigung findet man durch Ableiten von (25) nach ¢
ay =73 =—g exp<—£t>. (27)

Fiir t — oo ist also a3 — 0, d.h. die Beschleunigung des Teilchens verschwindet fiir grofle Zeiten.
Damit ist auch die Gesamtkraft auf das Teilchen fiir grofle Zeiten nahezu Null. Das erklirt sich
daraus, dass im Limes ¢ — oo sich die Geschwindigkeit so einstellt, dass sich die Gravitationskraft
und die Reibungskraft gerade kompensieren. Diese Grenzgeschwindigkeit ergibt sich gemif3

zZu
mg

~
t—00 7/‘

(28)

Entsprechend bewegt sich das Teilchen fiir ¢ — oo fast geradlinig gleichférmig nach unten. In der
Tat ergibt sich aus
2
m m
x; = ——gt-l-—zg. 29)
fmee Yy Y

Fiir kleine Zeiten t — 0 verwenden wir die Potenzreihe fiir die Exponentialfunktion

2 2
X X X
epr:1+1—!+2—!+...:1+x+7+... (30)

Wenden wir dies auf die Beschleunigung (27) an und setzen einfach exp(—y¢/m) ~ 1, folgt

as(t) %O—g. @1

~

Da anfangs die Geschwindigkeit O bzw. klein ist, kann man erwartungsgemaf fiir kleine Zeiten die
Reibungskraft vernachlissigen, und zu Beginn bewegt sich der Korper wie beim freien Fall ohne
Luftwiderstand.

Entsprechend folgt fiir die Geschwindigkeit (25), wobei wir jetzt die Entwicklung der Exponential-
funktion bis zur linearen Ordnung des Arguments verwenden miissen, um ein von Null verschie-
denes Resultat zu erhalten:

oy(t) = :—@[1—<—1t>—1]:—gt, (32)

wie zu erwarten fiir den freien Fall ohne Berticksichtigung des Luftwiderstandes.
Entsprechend miissen wir fiir die Ortskoordinate (26) die Exponentialfunktion bis zur zweiten

Ordnung ihres Arguments entwickeln. Wie zu erwarten folgt

2
x5(t) = —B[t+ﬂ<1—1t+ r t2—1>:|:—§t2. (33)

t—0 y y m 2m?



Bemerkung: Da man das Integral von Funktionen, die durch eine Potenzreihe gegen sind durch
»naive gliedweise Integration“ dieser Reihe berechnen kann, hitte man die Naherungen fiir Ge-
schwindigkeit und Ortskoordinate (32) bzw. (33) auch durch Integration der Niherung (31) fiir die
Beschleunigung unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen berechnen konnen. In der Tat
stimmen die Ergebnisse fiir beide Rechenmethoden tiberein.
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