H. van Hees Wintersemester 2024 /2025

Ubungen zur Theoretischen Physik 1 fiir das Lehramt L3 - Blatt 10

Aufgabe 1 (10 Punkte): Poisson-Klammeralgebra
Esseien A, B und C beliebige Phasenraumfunktionen, also Funktionen von (g, p) = (g5 --» 45, p1>---qf)-
Zeigen Sie, dass die folgenden Formeln fiir Poisson-Klammern erfiillt sind:
(a) (2 Punkte) {A,A,B+ AZC}Pb =4 {A,B},, + A 1A, C} > Wobei Ai» Ay € R beliebige Konstanten
sind.

(b) (1 Punke) {B,A},, =—{A,B},
© GPuMQQ{AJBJ?%Ehb+{BJCLA%bhb+{C§pLB%bhb:O.Gmoﬁ&&mﬁﬁo
(d) (3 Punkte) {AB,C},, =A{B,C} , +{A,C} , B.

Hinweis: Die Rechnungen mit Poisson-Klammern werden erheblich vereinfacht, wenn man die Pha-
senraumvariablen wie folgt organisiert: (9y,...,77, 0 15+ 72f) = (415, G> P15+ > pr) und die reelle
(2f) x (2f)-Matrix ], einfithrt mit
f:< Opxs 1fo>, W
“lyxs Oy
wobei O,  die f x f-Matrix mit allen Matrixelementen gleich 0 und 1, ; = diag(1,...,1) (f-dimensio-
nale Einheitsmatrix) sind. Mit dieser Notation ist dann

{A>B}pb :]aﬂ(aaA)(aﬁB)’ (2)
wobei griechische Indizes von 1 bis 2f laufen und J,A = dA/Jdn, ist. Auch hier wird wieder die Ein-

steinsche Summenkonvention verwendet.
Beim Beweis der Jacobi-Identitit benétigt man dann nur noch, dass 0,34 = dgJ,A und die Antisym-
metrie vonf, also]aﬁ =—/pq-

Bemerkung: Mit den Identititen (a)-(c) erweist sich die Poisson-Klammer als eine Lie-Algebra, die auf
dem Vektorraum der Phasenraumfunktionen operiert.

Die Eigenschaft (d) macht die Poisson-Klammer zugleich zu einer sog. Derivation. Definiert man nimlich
als Lie-Ableitung einer Phasenraumfunktion B nach A als

£4B={B, A}, 3)
gilt fiir diesen Operator gemif (d) nimlich die Produktregel

Aufgabe 2 (10 Punkte): Poisson-Klammern und Drehimpuls

Esseien (¥, p) die kartesischen Koordinaten und die dazugehérigen kanonischen Impulse fiir ein einzelnes
Teilchen im Sinne des Hamilton-Formalismus. Zeigen Sie, dass die Poisson-Klammern der Drehimpuls-
komponenten L, =€ ,;,.x, p, (wobei hier die Einsteinsche Summenkonvention verwendet wird) durch

{LipLe} = €iuil 5)



gegeben sind.
Tip: Zeigen Sie zuerst, dass die ,kanonischen Poisson-Klammerrelationen®

{xoxpty =0 {0 Poty =0 {%aPp}op =S ©)

gelten und wenden Sie dann die allgemeinen Beziehungen aus Aufgabe 1 an.
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