H. van Hees Sommersemester 2025

Ubungen zur Theoretischen Physik 1 fiir das Lehramt L3 - Blatt 10
Losungen

Aufgabe 1 (10 Punkte): Poisson-Klammeralgebra
Esseien A, B und C beliebige Phasenraumfunktionen, also Funktionen von (g, p) = (- --» 45, p1>---45)-

Zeigen Sie, dass die folgenden Formeln fiir Poisson-Klammern erfiillt sind:

(a) (2 Punkte) {A,4,B+ ’{2C}pb =4 {A,B},p, + A {A,C}
sind.

pb» Wobei A, 4, € R beliebige Konstanten

Losung: Mit der abkiirzenden Schreibweise aus dem Hinweis folgt die Behauptung sofort aus der
Linearitdt der partiellen Ableitungen:

{A, 4B+ A4,C}, =1.5(0,A)d5(A B + 4,C)]
— algﬁaA(/llHﬁB + )ZﬁﬁC) (1)
= /11 {A’B}pb + /12 {A9 C}pb .
(b) (1 Punkt) {B,A}pb = —{A,B}pb.

. . . . . . A
Lésung: Dies ergibt sich aus der Antisymmetrie der Matrix J:

{B,A} ), = 1,5(9,B)(93A) = —] 5, (AN, B) = —{A, B} .- 2)

(c) (4 Punkte) {4, {B, C}pb}pb +{8, {C,A}pb}Pb +{c, {A,B}pb}Pb =0. (Jacobi-Identitit)

Losung: Fiir den ersten Term gilt

{A, {B, C}pb}pb =1.p(2,A)],5(9,B)(05C) =], 5/,5(0,A)N(I5,B)(d5 C) +(2,B)(dp5 C)]-

®)

Die anderen beiden Terme erhilt man daraus durch die ,,zyklische Permutation“A — B — C — A:
{BAC Al } | =Taly5(EB)(53,C)5A) + ] )

{CHABY | | =Tl 520 (83B)+(3,4)(3505B)], )

Um die linke Seite des Ausdrucks zu erhalten, miissen wir (3{5) addieren. Betrachten wir nun die

M X3 . X3 . . . . A
beiden rot gefirbten Beitrige zu dieser Summe, folgt aus der Antisymmetrie der Matrix J und der
Vertauschbarkeit der zweiten partiellen Ableitungen von B

]zzﬂ]yé\(gaA)(QS C)(aﬂgyB) +]aﬂ]y3(8yA)(3aC)(8ﬂac‘?B)
=Japl,5(9,A)ds C) 59, B)—],5] 34(9,A),C) (05 IgB) = 0.

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass sich der zweite Term vom ersten nur durch das Vorzei-
chen unterscheidet, da nur Summationsindizes umbenannt sind, d.h. die beiden Beitrige heben sich
gegenseitig auf. Die gleiche Uberlegung zeigt, dass sich auch die blau bzw. griin gefirbten Beitrige
jeweils gegenseitig wegheben. Damit ist die Jacobi-Identitdt gezeigt.

©)



(d) (3 Punkte) {AB,C} = A{B,C} , +{A,C}, B.

Losung: Dies lisst sich auf die Produktregel fiir partielle Ableitungen zuriickfiihren:

{AB’ C}pb :]aﬂ[aa(ABﬂ(aﬂC) :]aﬁ[(aaA)B +A(3[IB):|(3/BC) = {A’ C}pbB +4 {B’ C}pb : (7)

Hinweis: Die Rechnungen mit Poisson-Klammern werden erheblich vereinfacht, wenn man die Pha-
senraumvariablen wie folgt organisiert: (9,...,7 7,0 415--->72f) = (q15-- >G> P1>---» py) und die reelle

(2f) x (2f)-Matrix ], einfithrt mit
f:< Opxs 1fo>, )

—Lrxr Opuy

wobei Or,  die f x f-Matrix mit allen Matrixelementen gleich 0 und 1, , = diag(1,...,1) (f-dimensio-
nale Einheitsmatrix) sind. Mit dieser Notation ist dann

{A>B}pb :]aﬁ(aaA)(aﬁB)’ (9)

wobei griechische Indizes von 1 bis 2f laufen und d,A = dA/d 7, ist. Auch hier wird wieder die Ein-

steinsche Summenkonvention verwendet.

Beim Beweis der Jacobi-Identitit benétigt man dann nur noch, dass d,dgA = 95,4 und die Antisym-
metrie von J, also]aﬁ =g

Bemerkung: Mit den Identititen (a)-(c) erweist sich die Poisson-Klammer als eine Lie-Algebra, die auf
dem Vektorraum der Phasenraumfunktionen operiert.

Die Eigenschaft (d) macht die Poisson-Klammer zugleich zu einer sog. Derivation. Definiert man nimlich
als Lie-Ableitung einer Phasenraumfunktion B nach A als

gilt fiir diesen Operator gemaf3 (d) nimlich die Produktregel

Aufgabe 2 (10 Punkte): Poisson-Klammern und Drehimpuls

Es seien (¥, p) die kartesischen Koordinaten und die dazugehdrigen kanonischen Impulse fiir ein einzelnes
Teilchen im Sinne des Hamilton-Formalismus. Zeigen Sie, dass die Poisson-Klammern der Drehimpuls-
komponenten L, =€ ,;,.x, p, (wobet hier die Einsteinsche Summenkonvention verwendet wird) durch

{Lj’L/e }pb =€l (12)

gegeben sind.

Tip: Zeigen Sie zuerst, dass die ,,kanonischen Poisson-Klammerrelationen®

{xﬂ’xb}pbzo’ {Pa’pb}pbzo’ {xa’Pb}prSab (13)

gelten und wenden Sie dann die allgemeinen Beziehungen aus Aufgabe 1 an.



Lésung: zeigt man durch einfaches Ausrechnen der Poisson-Klammern:

dx, dx,
e b = dx. Ip.

p. 8
{pa’pb}pbzgi gib_

axa apb_

{xmpb}Pb: Ix ap

axb Qxb -0

dx dp.

9ry 2% g (14)
Ip. pe

apb Qxﬂ _ _

axc apc - 346856 _3ab'

Damit folgt unter Verwendung der Poisson-Klammeregeln aus Aufgabe 1 (a), (b) und (d):

{Lka }Pb = {fjabxapb,fkcdxcpd}pb

= €ab€hed {Xa Py X Pd}pb

= €apied (%a s Xcatpp + %0 X Paon P3)
= €jab€hed <xaxc {Pys Pabpp+%ePa {Pb’xc}pb +xcPp {xml’d}pb + Pabs {xa,xc}pb) (15)

= €jab€kcd(_xapdé\bc +x:Pp é\aa,’)

= a.pd(é\j/eé\ad _deé\ak)_xcpb(ajkgbc _é\jcgble)
=%, 0.0k —XpPj — Xy PpO 5 + X Pp

=X pp— %P = €ri Ly
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