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Aufgabe 1 (10 Punkte): Poisson-Klammeralgebra
Es seien A, B und C beliebige Phasenraumfunktionen, also Funktionen von (q , p)≡ (q1, . . . , q f , p1, . . . q f ).
Zeigen Sie, dass die folgenden Formeln für Poisson-Klammern erfüllt sind:

(a) (2 Punkte) {A,λ1B +λ2C }pb = λ1 {A,B}pb + λ2 {A,C }pb, wobei λ1,λ2 ∈ R beliebige Konstanten
sind.

(b) (1 Punkt) {B ,A}pb =−{A,B}pb.

(c) (4 Punkte)
¦

A,{B ,C }pb

©

pb
+
¦

B ,{C ,A}pb

©

pb
+
¦

C ,{A,B}pb

©

pb
= 0. (Jacobi-Identität)

(d) (3 Punkte) {AB ,C }pb =A{B ,C }pb+ {A,C }pb B .

Hinweis: Die Rechnungen mit Poisson-Klammern werden erheblich vereinfacht, wenn man die Pha-
senraumvariablen wie folgt organisiert: (η1, . . . ,η f ,η f +1, . . . ,η2 f ) = (q1, . . . , q f , p1, . . . , p f ) und die reelle
(2 f )× (2 f )-Matrix Jab einführt mit

Ĵ =
�

0 f × f 1 f × f
−1 f × f 0 f × f

�

, (1)

wobei 0 f × f die f × f -Matrix mit allen Matrixelementen gleich 0 und 1 f × f = diag(1, . . . , 1) ( f -dimensio-
nale Einheitsmatrix) sind. Mit dieser Notation ist dann

{A,B}pb = Jαβ(∂αA)(∂βB), (2)

wobei griechische Indizes von 1 bis 2 f laufen und ∂αA = ∂ A/∂ ηα ist. Auch hier wird wieder die Ein-
steinsche Summenkonvention verwendet.
Beim Beweis der Jacobi-Identität benötigt man dann nur noch, dass ∂α∂βA = ∂β∂αA und die Antisym-

metrie von Ĵ , also Jαβ =−Jβα.

Bemerkung: Mit den Identitäten (a)-(c) erweist sich die Poisson-Klammer als eine Lie-Algebra, die auf
dem Vektorraum der Phasenraumfunktionen operiert.
Die Eigenschaft (d) macht die Poisson-Klammer zugleich zu einer sog. Derivation. Definiert man nämlich
als Lie-Ableitung einer Phasenraumfunktion B nach A als

LAB = {B ,A}pb , (3)

gilt für diesen Operator gemäß (d) nämlich die Produktregel

LC (AB) =ALC B +(LC A)B . (4)

Aufgabe 2 (10 Punkte): Poisson-Klammern und Drehimpuls
Es seien (x⃗, p⃗) die kartesischen Koordinaten und die dazugehörigen kanonischen Impulse für ein einzelnes
Teilchen im Sinne des Hamilton-Formalismus. Zeigen Sie, dass die Poisson-Klammern der Drehimpuls-
komponenten La = εab c xa pb (wobei hier die Einsteinsche Summenkonvention verwendet wird) durch
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gegeben sind.
Tip: Zeigen Sie zuerst, dass die „kanonischen Poisson-Klammerrelationen“

{xa , xb }pb = 0, {pa , pb }pb = 0, {xa , pb }pb = δab (6)

gelten und wenden Sie dann die allgemeinen Beziehungen aus Aufgabe 1 an.
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