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Aufgabe 34: Steinerscher Satz fiir den Trigheitstensor (Kategorie A)

Es seien die Komponenten des Trigheitstensors @E.Ckm) um den Schwerpunkt bzgl. eines beliebigen kar-

tesischen Koordinatensystems gegeben. Wie lautet der Trigheitstensor bzgl. eines beliebigen anderen
Punktes R bzgl. derselben kartesischen Basis?

Aufgabe 35: Homogenes Rotationsellipsoid (Kategorie A)

Berechnen Sie den Trigheitstensor eines homogenen Rotationsellipsoiden der Gesamtmasse M mit den
Halbachsen 2 = b und ¢ um den Schwerpunkt.

Hinweis: Uberlegen Sie sich zuerst die Richtung der Hauptachsen aufgrund der Symmetrie des Kérpers
und wihlen Sie das entsprechende kartesische Koordinatensystem.

Weitere Ubungsaufgaben

Aufgabe 36: Stabilititsbetrachtungen am freien Kreisel (Kategorie B)

Betrachten Sie die Eulerschen Kreiselgleichungen fiir einen freien Kreisel (d.h. die Bewegung eines star-
ren Korpers, der in seinem Schwerpunkt gelagert ist)

s =—a"'x (&),
wobei ¢’ der Winkelgeschwindigkeitsvektor im kdrperfesten Bezugssystem ist.

(a) Wahlen Sie als kartesische korperfeste Basisvektoren ein Hauptachsensystem, wo der Trigheits-
tensor diagonal ist, d.h. ©" = diag(A, B, C) und schreiben Sie die Eulerschen Kreiselgleichungen

explizit in Komponenten hin.

(b) Der Kreisel werde nun zur Zeit ¢t = 0 um die 3-Achse dieses Hauptachsensystems in Rotation mit
der Winkelgeschwindigkeit cw, gebracht. Zeigen Sie, daff dann &’ = wyé; = const eine Lsung
der Eulerschen Kreiselgleichungen ist.

(c) Betrachten Sie nun eine kleine Stérung dieser Losung, indem Sie &/ = (a, 3, wy + ) setzen und
annehmen, daf§ |a|,| 8], |y| < w, sind. Wie lauten die entsprechenden linearisierten Eulerschen
Kreiselgleichungen fiir diese Storungen?

(d) Losen Sie die linearisierte Bewegungsgleichung und diskutieren Sie, wann die lineare Niherung
gerechtfertigt ist, d.h. wann die Stérungen zu allen Zeiten ¢ > 0 klein bleiben.

Was ist demnach das Kriterium dafiir, daff die Rotation um die 3-Achse stabil unter kleinen St5-
rungen ist?

Bitte wenden!



Aufgabe 37: Lsung fiir die Euler-Gleichungen des freien symmetrischen Kreisels (Kategorie C)

Betrachten Sie die Eulerschen Kreiselgleichungen fiir den freien symmetrischen Kreisel, d.h. bzgl. des

korperfesten Hauptachsensystems gilt B=A # C.

(a) Losen Sie die vollen nichtlinearen Bewegungsgleichungen und zeigen Sie, dafy man die korperfe-
sten 2’- und 3’-Achsen so wihlen kann, daf}

—&osin(Qr)
&' = &cos(Q)
@3

ist. Dabei sind &; und ] Integrationskonstanten. Bestimmen Sie 2!
(b) Wie lautet der Gesamtdrehimpuls bzgl. korperfester Koordinaten?

(c) Beschreiben Sie die Bewegung aus Sicht des raumfesten Systems. Wahlen Sie dazu die raumfesten
Basisvektoren so, daff der zeitlich konstante Drehimpuls in die 3-Richtung weist: ] = (0,0, ).

Fiihren Sie nun Euler-Winkel wie in der Vorlesung ein, so daf die Umrechnung eines beliebigen

Vektors V von kdrper- in raumfeste Koordinaten durch

A

V=DV’, D=Ds(a)D\(8)Ds(y)
und bestimmen Sie S und y aus der Bedingung
- A o= A 0
J'=DT=D"(0
J

Den verbliebenen Winkel « erhalten Sie durch Vergleich der Losung fiir ¢ und dem Zusam-
menhang zwischen Eulerwinkeln und Winkelgeschwindigkeit im raumfesten Koordinaten aus
der Vorlesung. Es wird nur die 3’-Komponente benétigt:

wg:dcos,@+7'/.

Geben Sie schliefilich ¢ und die Figurenachse ]F = lA)(O,O, 1)T als Funktion der Zeit an.

Aufgabe 38: Holonomitit von differentiellen Zwangsbedingungen (Kategorie A)

Stellen Sie fest, ob folgende Zwangsbedingungen in differentieller Form holonom sind. Falls ja, finden
Sie die explizite Form (f(x,y,z,¢) =0).
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