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Kapitel 1

Einleitung

Die sog. ,moderne Physik“ umfasst die Quantentheorie und die Relativititstheorie. Wir kdnnen uns in dieser
einsemestrigen Vorlesung allerdings nur mit den wesentlichen Prinzipien dieses sehr umfassenden Gebietes
beschiftigen, umfasst doch die Relativititstheorie die gesamte Physik, indem sie das Raumzeitmodell an die
Erfahrungstatsachen anpasst, denn iiberraschenderweise erweist sich die Galilei-Newton-Raumzeit der klassi-
schen Mechanik als inkonsistent mit den Erscheinungen des Elektromagnetismus, die wir im vorigen Semester
ausfiihrlich besprochen haben. In dieser Vorlesung beschrinken wir uns auf die ,Spezielle Relativititstheo-
rie“, die nach einigen Dekaden historischer Verwirrung von Einstein in einem der wohl beriihmtesten Artikel
der Physikgeschichte [[Ein05]] zu einer radikalen Korrektur unserer Vorstellungen von Raum und Zeit ge-
fithrt haben. Zunichst war aber die Relativititstheorie noch auf die sog. ,klassische Physik“ beschrinkt, d.h.
man musste die Newtonsche Mechanik an die neue Raumzeitstruktur anpassen, und die Maxwell-Theorie
des Elektromagnetismus, also die klassische Elektrodynamik, erwies sich als paradigmatisches Beispiel einer
klassischen relativistischen Feldtheorie. Abgesehen von der Korrektur des Raumzeitmodells, die mit der Ent-
deckung der Allgemeinen Relativititstheorie durch Einstein und Hilbert nochmals verfeinert wurde, konnte
allerdings das Grundprinzip eines deterministischen Weltbildes aufrechterhalten werden.

Der wirklich umfassendste Umbruch dieses Weltbildes der klassischen Physik stellt allerdings zweifelsohne
die Quantentheorie dar, die ziemlich radikal mit den Vorstellungen iiber den Aufbau der Materie gebrochen
hat. In dieser Vorlesung werden wir die nichtrelativistische Quantenmechanik recht ausfiihrlich besprechen.
Leider konnen wir auf die speziell-relativistische Erweiterung nur recht qualitativ und zum Ende der Vor-
lesung eingehen. Man kann aber wohl mit einigem Recht behaupten, dass diese relativistische Quantenfeld-
theorie und das auf ihr basierende Standardmodell der Elementarteilchen derzeit die umfassendste Theorie
der Physik darstellt, die die Phinomene mit zum Teil erstaunlicher Prizision vorhersagt (fiir manchen Gro-
3en, wie das magnetische Moment des Elektrons, auf 12 signifikante Dezimalstellen genau!).

Das Standardmodell erfasst allerdings nur die (bislang) beobachtbaren Teilchen (also auf elementarer Ebe-
ne Leptonen, Quarks, Eichbosonen und Higgs-Boson) und nur drei von vier fundamentalen Wechselwir-
kungen (Elektromagnetismus, starke und schwache Wechselwirkung). Die Gravitation konnte bislang noch
nicht quantentheoretisch in befriedigender Weise beschrieben werden. Allerdings macht sich die Gravitati-
on merklich auch nur anhand makroskopischer Objekte bemerkbar, und daher ist eine Beobachtung von
»Quantenphinomenen im Zusammenhang mit der Gravitationswechselwirkung schwierig. Die Allgemeine
Relativititstheorie (ART) liefert allerdings eine duflerst genaue Beschreibung all dieser makroskopischen Pha-
nomene bis hin zu einem Verstindnis des Universums als ganzem im Rahmen der auf der ART beruhenden
Kosmologie. Auch dieses faszinierende Thema, das seinerseits eng auch mit der Teilchenphysik zusammen-
hingt, kénnen wir nur qualitativ streifen.



Einleitung

1.1 Bemerkung zur Interpretation der QT

Die Quantentheorie (QT) ist zwar in ihrer modernen Fassung bereits fast 100 Jahre alt. Trotzdem ist es be-
zeichnend, dass in Teilen der Physik-Community bis dato noch keine Einigkeit tiber ihre Interpretation be-
steht. Wir werden darauf in Kaptitel |2| gelegentlich eingehen. Das Problem dabei besteht darin, dass die In-
terpretationsfragen oft von philosophischen Bedenken unnétig verkompliziert werden, wobei allerdings die
philosophisch-erkenntnistheoretische Reflexion tiber die Physik im Allgemeinen und erst Recht eben auch
der QT im Besonderen gerade im Hinblick auf deren didaktische Vermittlung auch wichtig ist.

In dieser Vorlesung folge ich strikt der sog. ,minimalen statistischen Interpretation®, die einfach den mathe-
matischen Formalismus der QT als im in der Physik iiblichen Wechselspiel zwischen Theorie und Experiment
historisch entstanden ist und an ,metaphysikalischen® Zusatzannahmen nur das unbedingt fiir die Anwen-
dung des Formalismusses auf ,,reale“ Experimente Benétigte postuliert [Bal70, Bal98]]. Demnach sind die sich
aus dem Formalismus ergebenden Vorhersagen ausschliefilich die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten von
Werten von Observablen, wenn eine Messung vorgenommen wird, und deren experimentelle Uberpriifung
erfordert die Priparation vieler gleichartiger Quantensysteme, also eines Ensembles, an dem die entsprechen-
den Messungen vorgenommen wird. Das Messproblem, das dabei darin besteht, wie eigentlich durch Wech-
selwirkung des vermessenen Objekts mit dem Messapparat fiir jede Einzelmessung ein eindeutiger und damit
indiskutabler Messwert resultiert, wird dabei ignoriert, und gerade dieses Messproblem ist die wesentliche
Ursache fiir die Uneinigkeit der Physiker iiber die Interpretation der QT. Einen gut lesbaren Uberblick iiber
diese im Grenzbereich zwischen Physik und Philosophie angesiedelten Probleme findet sich in [[FKL*18]].
Ein eher physikalisches Buch, das auf gut verstinliche Weise Einblick in mdgliche alternative Interpretatio-
nen bzw. Erweiterungen der QT bietet, ist [DL18]]. Beide Biicher sind ebenfalls zum kostenlosen Download
im Netzwerkt der Goethe-Universitdt verfiigbar.

1.2 Lehrbiicher

Die Lehrbiicher zu den genannten Themen sind Legion. Fiir die Quantentheorie habe ich mich in Kapitel
fiir die Quantentheorie an [[ST93]] und [SW10] orientiert. Einen traditionelleren Zugang tiber die Wellenme-
chanik, die wir in Kapitel 3| besprechen werden, bietet Bd. 3 der Feynman Lectures [FLS07]]. Hervorragend
ist auch [[Fic79].

Ein sehr schones neues Lehrbuch der gesamten theoretischen Physik ist das in diesem Jahr in einer Neuauf-
lage in 4 Binden erschienene Buch [[BEK™ 18a, BFK'18bl BFK™18c, BFK™18d]. Der Stoff dieser Vorlesung
ist auf die ersten drei Binde verteilt. Dort findet sich insbesondere auch die Relativititstheorie sehr schon
aufbereitet vor. Diese Biicher lassen sich im Netzwerk der Goethe-Universitit kostenfrei herunterladen. Die
in diesem Skript gegebene Herleitung der Lorentz-Transformation stammt von Einstein [[Ein07]. Sehr le-
senswert sind auch die Lehrbiicher von Einstein [[Ein094, [Ein09b]], die ebenfalls im Netzwerk der Goethe-
Universitat kostenfrei heruntergeladen werden konnen.

Frankfurt, im Sommer 2018.



Kapitel 2

Grundlagen der Quantentheorie:
Polarisationsmessung an Photonen

In diesem einleitenden Kapitel besprechen wir anhand des einfachsten denkbaren ,,Quantensystems® die for-
malen Grundlagen der Quantentheorie. Wir verwenden dabei einen naiven Begriff von Photonen, also der
Quanten des elektromagnetischen Feldes wobei wir uns auf die Beobachtung des Polarisationszustandes
von ebenen elektromagnetischen Wellen, die sich in x;-Richtung ausbreiten, beschrinken wollen. Wir gehen
von der entsprechenden klassischen elektromagnetischen Welle aus.

2.1 DPolarisationsmessung an klassischen elektromagnetischen Wellen

Aus der Vorlesung Theorie 2 (vgl. [Heel8b]), Abschnitt 5.1) wissen wir, dass eine ebene elektromagnetische
Welle, die sich in x;-Richtung ausbreitet, durch das elektrische Feld in komplexer Darstellung in der Form

E:Eo?exp(ikx3—iwt) (2.1.1)

beschrieben werden kann. Dabei ist

= ¢,& + 6%, 2.1.2)
mit i.a. beliebigen komplexen Zahlen €, ¢, € C. Wir interessieren uns im Folgenden nur fiir den Polarisati-
onsvektor €.

Wir indern nun auch gleich die Notation fiir die Vektoren zu der in der Quantentheorie tiblichen sog. Bra-
Ket-Schreibweise, die auf Dirac zuriickgeht, ab, da sich mit dieser Schreibweise etwas einfacher rechnen lasst.
Statt €; schreiben wir |e;). Diese Art Vektoren nennt man Ket Beliebige Polarisationsvektoren der Art

(2.1.2) schreiben wir als

le) =€1le)) +esley). (2.1.3)

Weiter definieren wir ein Skalarprodukt. Da es sich um einen komplexen Vektorraum handelt, ist es etwas
anders definiert als in reellen Vektorriumen. Zunichst diirfen wir annehmen, dass die Basisvektoren [e;)
normiert und orthogonal sind (entsprechend unserer Wahl der Polarisationsvektoren ¢;), d.h. es gilt

. |1 falls j=k,
<€j|ek>_8jk_{0 falls j #k. @14

Damit nun beliebige Vektoren (2.1.3) stets eine positive Linge haben, soll das Skalarprodukt durch

(8le)=37e,+5¢, (2.1.5)

!'Die Begriindung fiir diese etwas seltsam anmutende Bezeichnung wird gleich klar werden.
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2. Grundlagen der Quantentheorie: Polarisationsmessung an Photonen

definiert sein, d.h. wir verlangen, dass das Skalarprodukt linear im zweiten Argument ist, d.h.
(S Ae1+he) =4 (8 e) + 4, (S €r) (2.1.6)

aber semilinear im ersten Argument, d.h. die Zahlen werden konjugiert komplex aus dem Skalarprodukt
herausgezogen:

(48, + Xa8,1€) = X (31 €)+ 43 (8 ). .17)

Entsprechend gelten alle Gesetze des Skalarprodukts, nur ergibt sich beim Vertauschen der Argumente die
konjugiert komplexe Zahl:

(Sle)=(e|&)". (2.1.8)
Folglich ist (¢|¢) € R und wegen
(ele) =€te;+ ey =6 [P + e >0, 2.1.9)

und es gilt die Bedingung der positiven Definitheit, d.h.
(e|e)=0= le)=]0), (2.1.10)

wobei |0) der Nullvektor ist.

Die Bra-Ket-Schreibweise ist nach dieser Notation des Skalarprodukts als eine Art ,Klammer® (engl. bracket)
benannt. Demnach sind die gewohnlichen Vektoren die Kets |¢). Dann kann man noch die Bras als (¢| de-
finieren. Ein Bra ist eine sog. Linearform, d.h. eine lineare Abbildung vom Vektorraum in die komplexen

Zahlen. Sie ist tiber das Skalarprodukt durch
(el (18))= (el &) 2.1.11)

definiert. Weiter kann man auch lineare Abbildungen |8) (¢| definieren, die in naheliegender Weise auf Kets
wirken:

|0} (el (1)) =15) (¢]7)- 2.1.12)
Weiter ist klar, dass wegen die Komponenten ¢, fiir einen beliebigen Vektor durch
e]»:<e]»|e> (2.1.13)
gegeben sind. Folglich gilt

|E>:Z‘€j>€j221|€j><€j|6>. (2.1.14)

Da dies fiir jeden Polarisationsvektor |€) gilt, folgt die sog. Vollstindigkeitsrelation

Z‘ejxej):n, 2.1.15)

j=1

wobei 1 den Einheits- oder Identititsoperator bezeichnet. Im Folgenden gehen wir stets davon aus, dass alle
Polarisationsvektoren auf 1 normiert sind, also

(ele)=|e, P+ e, =1 (2.1.16)

1st.



2.1. Polarisationsmessung an klassischen elektromagnetischen Wellen

Jetzt beschiftigen wir uns mit der Frage, wie man den Polarisationszustand messen kann. Das fithrt uns dann
auf ziemlich natiirliche Weise zum Formalismus der Quantentheorie. Zunichst erinnern wir daran, dass reelle
Linearkombinationen der Polarisationsvektoren, z.B.

|6) = cosOe;) +sinb|e,) (2.1.17)
beliebige linear polarisierte Zustinde fiir in x;-Richtung laufende elektromagnetische Wellen sind, wobei

die Polarisationsrichtung im Winkel & zur x,-Achse steht.

Das einfachste Hilfsmittel, die Polarisation einer elektromagnetischen Welle zu untersuchen, ist ein Pola-
risationsfilter. Ein Beispiel ist die Polaroid-Folie, die aus mit Jod gedoptem Polyvenyl-Plastik besteht, das
bei seiner Herstellung gestreckt wurde, sodass die Polymerfasern in einer Richtung ausgerichtet sind. Die
Jod-Atome bewirken, dass Licht, das lings der Fasern linear polarisiert ist, komplett absorbiert wird, wih-
rend dazu senkrecht linear polarisiertes Licht praktisch ungehindert hindurchgelangt. Wir konnen dies mit
einem linearen Projektionsoperator in unserem zweidimensionalen Vektorraum beschreiben. Eine ideale
Polarisationsfolie, die in G-Richtung linear polarisiertes Licht komplett durchlisst, wihrend sie dazu senk-
recht polarisiertes Licht komplett absorbiert, wird offenbar durch den Operator

P(6)=6) (6] 2.1.18)

beschrieben. Diesen konnen wir auch einfach mit Hilfe der urspriinglichen Basis ausdriicken, indem wir
(2.1.18) verwenden

P(0)=(cosO|e;) +sinbe,))(cos b {e)| +sin b (e,]) 2.1.19)
= cos” 0 |e;) (] +sin O cos O(|ey) (eg] + ;) {ea]) +sin’ O ]ey) {ey] h

Lassen wir also z.B. in |¢) = |¢;)-Richtung linear polarisiertes Licht durch eine solche im Winkel & ausgerich-
tete Polarisationsfolie laufen, wird der Polarisationsvektor des Lichtes nach der Folie durch

|€/> =P(0)|¢) =P(8)|e;) = cos* O e,) +sinbcos b |e), (2.1.20)

gegeben sein.
Dieser Vektor ist nun aber nicht mehr auf 1 normiert. Da die Intensitit des Lichtes proportional zur Ener-
giedichte o< E* - E ist, bedeutet dies, dass die Intensitit um

W)= <6/ | ¢ > = cos’ 0 +sin® O cos® § = (cos® § + sin® §) cos® § = cos® § (2.1.21)
kleiner geworden ist. Das ist das Malussche Gesetz.
Wir konnen anhand dieses Beispiels noch einige wichtige Rechenregeln fiir Operatoren erldutern. Sei dazu A
ein beliebiger linearer Operator. Um diesen Operator mit Hilfe unserer Standardbasis |e » > zu charakterisieren,

]
konnen wir die Vollstandigkeitsrelation (2.1.15) zweimal verwenden. Demnach ist nimlich

A= Z| | | (] = ZA | (e ( (2.1.22)

Dabei heiflen die komplexen Zahlen
A ={c; ‘A’ek (2.1.23)

die Matrixelemente des Operators A bzgl. der vollstindigen Orthonormalbasis ' ]> Offenbar kénnen wir

den Operator stets eindeutig rekonstruieren, wenn wir alle Matrixelemente des Operators kennen. Wir kon-
nen die Wirkung des Operators auf einen beliebigen Vektor |¢) ebenfalls aus den Matrixelementen bestimmen,
denn offenbar gilt

2 2
V=Rl =D cAle) = DT eieleMerle) = D e |e) = ZAN eile);.  (124)
=1 i,j,k=1 i,7,k=1 1,7=1



2. Grundlagen der Quantentheorie: Polarisationsmessung an Photonen

Damit erhilt man die Komponenten von ¢’ ) durch die tibliche Matrix-Vektor-Multiplikationsvorschrift

¢ = ZAN € (2.1.25)

wenn man die Vektorkomponenten als Spaltenvektoren und die Matrixelemente als C**2-Matrix anordnet,

<‘/1> :A<‘1> _ <A11 A12> <61> _ <A11‘1 +A1262>. (2.1.26)
& € Ay Ap)\e, Aye1+Ay6,
SchliefSlich betrachten wir <€’ | = (A¢|. Verwenden wir , erhalten wir

(¢|= ZA” (e (2.1.27)

1,7=1

Dabei haben wir berticksichtigt, dass bei der Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl

(Aeln)=A"(eln) (2.1.28)

gilt. Wir bezeichnen die Operation die aus einem Ket |¢) den dazugehdrigen Bra (¢| macht als Hermitesche
Konjugation und schreiben

(le)T = (e]. (2.1.29)
Entsprechend der Definition der Bra-Vektoren muss demnach gemif$ (2.1.28)

(Ale))T = A" (e (2.1.30)

gelten, und das haben wir bei der Rechnung zu (2.1.27)) verwendet.

Wir konnen nun tiber (2.1.27) den zu A adjungierten Operator definieren, indem wir verlangen, dass fiir
beliebige zwei Vektoren |¢) und |7)

(Ac|n) ’AT (2.131)
gilt. Mit folgt

2
(Ae|n) ZA]Z e | )= ZA]” =>(Ah, e, (2.1.32)
=1

Da dies fiir alle Vektoren |¢) und |) gelten soll, folgt

T ™
(AN);; =A%, (2.1.33)

d.h. die Matrix von A" ist durch die transponierte und konjugiert komplexe Matrix von A gegeben, d.h.
T * *
AT:<A11 A12> :< 11 A§1>. (2.1.34)
Ay Ay 2 Ay
2.2 Polarisationsmessungen an Photonen
Die Notwendigkeit einer von der klassischen Physik abweichenden Quantentheorie wurde von Max Planck
(1858-1947) in 1900 entdeckt, als er basierend auf Messungen zum Spektrum der Hohlraumstrahlung, das

Spektrum von heiflen Korpern ausgesandten Lichtes erkliren wollte. Dabei hat er sich der statistischen Physik
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2.2. Polarisationsmessungen an Photonen

Boltzmanns bedient und dabei festgestellt, dass er das gemessene Spektrum nur erkliren konnte, wenn er
annahm, dass elektromagnetische Wellen der Kreisfrequenz « von der die Strahlung aussendenden Materie
in diskreten (bzw. ,quantisierten®) Energiepaketen der Grofle 5w emittiert und absorbiert werden kann.

In 1905 hat dann Einstein postuliert, dass elektromagnetische Strahlung neben den durch die klassische Elek-
trodynamik beschriebenen Welleneigenschaften auch Teilcheneigenschaften zukommt, d.h. eine elektroma-
gnetische Welle besteht aus diskreten teilchenartigen Quanten, die eine Energie £ = % und einen Impuls

= bk besitzen, wobei £ die Wellenzahl der Strahlung ist. Weiterhin soll auch die Dispersionsrelation der

Maxwell-Theorie, also «w = C|/—<;| bzw. E = cp gelten. Mit dieser Annahme konnte er auch den Photoeffekt
erkldren, wonach durch auf eine Metalloberflache fallendes Licht Elektronen herausgeldst werden, jedoch im
Widerspruch zur Erwartung von der Maxwell-Theorie die Energie der Elektronen nicht von der Intensitit
des Lichtes abhingt. Aulerdem erfolgte die Emission der Elektronen ohne merkliche Zeitverzogerung, wie
es von der klassischen Theorie her zu erwarten gewesen wire. Die maximale Energie der aus der Metallober-
flache herausgelosten Elektronen ist vielmehr durch

E._ . =hwo—W 2.2.1)

aus

gegeben, wobet W, . die sog. Austrittsarbeit ist, also die Bindungsenergie eines Elektrons im Metall. Es
zeigte sich, dass in der Tat % in dieser Formel im Rahmen der Messgenauigkeit mit dem % in Plancks Strah-
lungsgesetz tibereinstimmt. Der moderne Zahlenwert ist

% =1,054571800(13)- 104 Js.

Die etwas ungewohnliche Bezeichnung mit dem Querstrich (sprich: ,h quer®) geht darauf zuriick, dass in der
Anfangszeit der Quantentheorie statt der Kreisfrequenz der Photonen die gewohnliche Frequenz verwendet
wurde, d.h. die urspriingliche Planck-Konstante war durch #cw = A f definiert. Demnach ist

h=2mk=6,626070040(81)-107>*Js.

Freilich wissen wir heute, dass wir uns Photonen, also die moderne Version von Einsteins Lichtquanten,
nicht naiv als , Teilchen® vorstellen diirfen. Insbesondere lassen sich Photonen nicht im Sinne von klassischen
yLunktteilchen lokalisieren. Wir kdnnen an dieser Stelle noch nicht en detail auf die schwierige Frage, was
ein Photon ,eigentlich® ist, eingehen, denn dazu bendtigen wir die relativistische Quantenfeldtheorie, die wir
in dieser Vorlesung nicht behandeln kénnen. Ein gut lesbares auf historische und wissenschaftstheoretische
Grundlagen des Photonenbegriffs eingehendes Buch ist [Hen17[P] Ein sehr gutes populirwissenschaftliches
Buch, das auf die aktuelle experimentelle Forschung mit Photonen, insbesondere auch zu den grundlegends-
ten Fragen der Quantentheorie, eingeht, ist [[Ze110]].

Fiir unsere Zwecke ist es allerdings ausreichend, zu bemerken, dass elektromagnetische Strahlung der Fre-
quenz w mit Wellenvektor  stets als Energie-Impulspakete in ganzahligen Vielfachen der Photonenenergie
E = hw und p = hk absorbiert und emittiert werden.

Wir konnen dies zunichst dadurch realisiert denken, dass wir die Lichtquellen, die quasi ebenen Wellen ent-
sprechen (also insbesondere Laserlicht) auf sehr geringe Intensititen herunterdimmen. Zugleich benétigen
wir auch immer empfindlichere Detektoren (z.B. Photomultiplier), um diese immer geringeren Intensititen
noch nachweisen zu kdnnen. Bei einer hinreichend geringen Intensitdt wird nach und nach die diskrete Na-
tur der Absorption und Emission sichtbar. Freilich sind dies noch immer nicht wirklich definitiv einzelne
Photonen.

Wirkliche Einphotonenquellen konnten erst seit den frithen 1980er Jahren realisiert werden, z.B. durch
atomare Kaskaden, wo geeignete Atome angeregt werden und dann zwei Photonen abgeben, sodass man ein
Photon verwenden kann, um nachzuweisen, dass auch ein zweites Photon emittiert worden sein muss, und
zwar exakt ein Photon, mit dem man dann experimentieren kann.

Im Netz der Goethe-Universitit kostenfrei zum Download verfiigbar.
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2. Grundlagen der Quantentheorie: Polarisationsmessung an Photonen

Heute besitzt man wesentlich effizientere Verfahren, um Einzelphotonenzustinde zu erzeugen, indem man
sich die Kenntnisse der nichtlinearen Optik zunutze macht. Diese technischen Errungenschaften ermdglichen
heute sehr interessante Untersuchungen zu den Grundlagen der Quantentheorie, auf die wir nun zu sprechen
kommen wollen. Auf die technischen Details wollen wir an dieser Stelle nicht genauer eingehen. Eine sehr
schone populdrwissenschaftliche Darstellung dazu ist wieder [[Zei10]].

Jetzt wollen wir den im vorigen Abschnitt fiir klassische elektromagnetische Wellen entwickelten Formalis-
mus im Hinblick auf die Lichtquanten umformulieren. Wir denken uns dazu das Polarisationsexperiment
mit einem sehr stark gedimmten Laser durchgefiihrt. Dann bestrahlen wir den Polarisationsfilter immer nur
so lange, dass im Mittel im ensprechenden Laserpuls nur die Energie eines Photons abgestrahlt wird. Es zeigt
sich nun, dass mit einem Photonendetektor nach dem Polarisationsfilter immer nur ein Photon mit Energie
hew oder gar nichts registriert wird. Wenn man aber viele solcher Photonen durch die Anordnung laufen
lasst, registriert man zufallig jeweils immer nur ein Photon oder eben nichts. Welches individuelle Photon
durch die Polarisationsfolie hindurchlduft oder nicht, kann man nicht vorhersagen. Die relative Haufigkeit
registrierter Photonen im Vergleich zu der Gesamtzahl von durch die Apparatur geschickten Photonen ent-
spricht jedoch der relativen Intensitit der Lichtwelle, die wir oben mit Hilfe unseres aus der klassischen
Elektrodynamik motivierten Matrix-Vektor-Formalismusses berechnet haben.

Wir haben nun fiir die Polarisationsmessungen einzelner Photonen folgende Interpretation: Die den Pola-
risationszustand reprisentierenden auf 1 normierten Vektoren |¢) gestatten es, die Wahrscheinlichkeit zu
berechnen, dass ein einzelnes Photon durch den Polarisationsfilter lduft. Der in §-Richtung ausgerichtete Po-
larisationsfilter wird dabei durch den Operator beschrieben. Dieser Projektionsoperator besitzt dabei

offenbar bzgl. unserer Basis e]-> die Matrixdarstellung

(2.2.2)

A cos?0  sinBcosf
P(O)= <sin 6 cosb sin’ @ > )

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein in x;-Richtung linear polarisiertes Photon durch diesen Filter liuft, wenn

also der Polarisationszustand durch |e;) gegeben ist, ist demnach gemif3 durch
W(0) = (¢|P(8)|€) = P;;(0) =cos* O 2.2.3)

gegeben.

Wir konnen dieses Resultat auch noch ein wenig anders interpretieren. Der um 6 gegen die x-Richtung ge-
drehte Polarisationsfilter lsst ja mit 100% Wahrscheinlichkeit (also mit Sicherheit) ein in diese &-Richtung
linear polarisiertes Photon durch und absorbiet mit 100% Wahrscheinlichkeit ein dazu senkrecht linear pola-
risiertes Photon. Die beiden Polarisationsvektoren |e;) = |¢(€)) und |¢,) = |e(6 + 7r/2)) sind demnach zum
Einen wieder eine Orthonormalbasis und zum Anderen durch

P(@)|e;)=le), P(O)]e;) =[0) =0le,) (2.24)

charkterisiert. Man nennt nun einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor, der durch einen linearen Ope-
rator A bis auf einen Faktor auf sich selbst abgebildet wird, fiir den es also eine (i.a. komplexe) Zahl A gibt,
sodass

Ale) = Ale) (2.2.5)
gilt, einen Eigenvektor des Operators A zum Eigenwert A.

Da in unserem Fall die Eigenvektoren ‘e ]-> zueinander orthogonal sind und wir sie auf 1 normiert denken

konnen, bildet auch |6 j> wieder ein Orthonormalsystem, und fiir den oben betrachteten Operator gilt dann

offenbar

P(0)=leq) (€4 - (2.2.6)
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2.2. Polarisationsmessungen an Photonen

Wir konnen die Wahrscheinlichkeit, dass ein in x;-Richtung polarisiertes Photon durch den Filter gelassen
wird, also auch durch

W(0)=(e|P(O)|€) =(e|e;) (e €) =|{es]€) (2.2.7)

beschreiben. Anders ausgedriickt besagt dies, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein im Polarisationszu-
stand |¢) pripariertes Photon durch den in #-Richtung orientierten Polarisator gelangt, durch den entspre-

chenden Eigenvektor des Operators P(&) durch das Betragsquadrat in (2.2.7) gegeben ist.

In diesem Sinne reprisentiert P(9) eine Observable. Dabeti ist das Photon in §-Richtung linear polarisiert
genau dann, wenn es mit der Wahrscheinlichkeit 1=100% durch den entsprechenden Filter lduft und dazu
senkrecht linear polarisiert, wenn es mit Wahrscheinlichkeit O durch den Filter liuft. Die moglichen Mess-
werte sind also O oder 1, d.h. die Eigenwerte des Operators, und die entsprechenden Zustinde werden durch
die dazu gehorigen Eigenvektoren reprisentiert.

Wir stellen nun fest, dass offenbar PT(8) = P() gilt. Man sagt, dass der Operator P(6) selbstadjungiert ist,
und dies ist eine allgemeine Eigenschaft von Operatoren, die Observablen reprisentieren, und zwar aus dem
Grund, dass die normierten Eigenvektoren selbstadjungierter Operatoren stets als ein vollstandiges Ortho-
normalsystem gewahlt werden konnen. Wir kommen darauf im nichsten Kapitel noch genauer zuriick.

Hier wollen wir nun noch einmal unsere recht heuristischen Betrachtungen zu grundlegenden (wenn auch
noch unvollstindigen) Postulaten zusammenfassen:

1. Die moglichen Zustinde eines Quantensystems werden durch normierte Vektoren |¢) in einem Hil-
bert-Raum reprisentiert. Dabet ist ein Hilbert-Raum ein komplexer Vektorraum mit einem Skalar-
produkt, wie wir es oben im zweidimensionalen Raum fiir Polarisationszustinde definiert haben. Wie
wir im nichsten Kapitel sehen werden, wo wir uns mit der quantentheoretischen Beschreibung nicht-
relativistischer Teilchen beschiftigen werden, ist i.a. der Hilbert-Raum quantenmechanischer Systeme
aber ,unendlichdimensional®, d.h. es gibt unendlich viele zueinander orthogonaler normierter Vek-
toren, d.h. die vollstindigen Orthonormalbasen bestehen i.a. aus unendlich vielen Vektoren (in der
Quantentheorie aber stets nur aus abzihlbar unendlich vielen). Dabei heifit eine Orthonormalbasis
vollstindig, wenn man jeden Vektor des Hilbert-Raums durch Linearkombination bzw. entsprechende
Verallgemeinerungen zu Linearkombinationen mit unendlich vielen Summanden (und einem geeigne-
ten Konvergenzbegriff) schreiben kann. All dies wird im nichsten Kapitel ausfiihrlich erldutert.

2. Die Observablen eines Quantensystems werden durch selbstadjungierte Operatoren reprisentiert.
Die moglichen Messwerte der Observable sind die Eigenwerte dieses Operators, und der Observablen
kommt genau dann ein bestimmter moglicher Eigenwert A zu, wenn es in einem Zustand pripariert
ist, der durch einen Eigenvektor |# ) des Operators zum Eigenwert A reprisentiert wird.

3. Ist ein Quantensystem in einem durch den normierten Vektor |¢) reprisentierten Zustand pripariert,
ist die Wahrscheinlichkeit, bei der Messung einer Observablen einen méglichen Messwert A zu erhal-
ten, durch

WA =|(u|¢) (2.2.8)

gegeben. Dabei ist |#)) ein normierter Eigenvektor des die Observable reprisentierenden selbstadjun-
gierten Operators. Nach ihrem Entdecker nennt man (2.2.8) die Bornsche Regel.

Diese sehr abstrakten Postulate werden wir im Folgenden noch genauer analysieren. Es ist erfahrungsgemaf3
recht schwierig, die physikalische Bedeutung des Formalismusses zu verstehen, aber man gewohnt sich mit
der Zeit an diese ,quantenphysikalische Denkweise, die radikal mit den gewohnten Begriffen der klassischen
Physik bricht. Insbesondere zeigt unser Beispiel der Polarisation von Photonen, dass Observablen vor ihrer
Messung nicht notwendig einen bestimmten Wert besitzen. Vielmehr kénnen wir i.a. fiir eine bestimmte
Observable nur Wahrscheinlichkeiten angeben, mit der sich bei einer Messung dieser Observablen ein be-
stimmter moglicher Messwert ergibt, selbst wenn vor der Messung der Zustandsvektor |¢) exakt bekannt
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2. Grundlagen der Quantentheorie: Polarisationsmessung an Photonen

ist. Insbesondere nimmt man an, dass die Kenntnis des Zustandsvektors eine vollstindige Kenntnis des Zu-
standes des betrachteten Quantensystems ist, d.h. die Unbestimmtheit des Wertes einer Observablen rithrt
nicht von einer unvollstindigen Kenntnis des Systemszustandes her, sondern die Observable besitzt dann zat-
sachlich keinen wohldefinierten Wert, und eine Messung ergibt zufillig einen mdoglichen Messwert, wobei die
Wahrscheinlichkeit durch die Bornsche Regel gegeben ist.

Um diese Wahrscheinlichkeiten experimentell zu bestimmen, miissen wir viele individuelle Quantensyste-
me im durch den Zustandsket |¢) beschriebenen Zustand priparieren. Man nennt dies auch ein Ensemble
von entsprechend priparierten Quantensystemen. Dann nihern sich die relativen Hiufigkeiten, mit denen je-

der mogliche Messwert bei einer Messung der Observablen resultiert, den berechneten Wahrscheinlichkeiten
gemif} der Bornschen Regel anf|

Wir bemerken zum Abschluss dieses einleitenden Kapitels nur noch folgendes:

1. Die selbstadjungierten Operatoren besitzen nur reelle Eigenwerte.
Beweis: Es sei A ein selbstadjungierter Operator, d.h. es gelte AT = A, und A sei ein Eigenwert mit
einem auf 1 normierten Eigenvektor |#)). Dann gilt A|#)) = A|#,) und da (u,|#,) = 1 ist, kénnen
wir schreiben
A= (| Any) = (uy | Any) = A'”A’”A = (Auy[ny)=(Auylmy) = Ay luy) = A" = AeR.
(2.2.9)

2. Die Eigenzustinde eines selbstadjungierten Operators zu zwei voneinander verschiedenen Eigenwerten
sind stets orthogonal zueinander.

Beweis: Seien A und u zwei voneinander verschiedene Eigenwerte des selbstadjungierten Operators A.

Dann gilt
lu<14/1|uﬂ>:<ui|AM#>:<AT1@|uﬂ>:<Au/1|u#>:/1<u/1|u#>. (2.2.10)
Dies ist offenbar gleichwertig mit
(,u—/1)<14/1|uy>20. (2.2.11)
Da voraussetzungsgemifd u # A ist, muss demnach
<u/1‘ulu>:0 (2.2.12)

sein, und das war zu zeigen.

Nun miissen wir noch den Fall besprechen, dass es zu einem Eigenwert mehrere linear unabhingige Eigen-
vektoren gibt. Man sagt dann, dass dieser Eigenwert des selbstadjungierte Operators entartet ist. Sei also

A ein Eigenwert des selbstadjungierten Operators A und ‘uﬁj )> mit j € {1,...,d,} linear unabhingige Ei-

genvektoren zu diesem Eigenwert. Wir nehmen weiter an, dass es keinen weiteren zu diesem System linear
unabhingigen Eigenvektor zu dem Eigenwert A gibt. Offenbar kann man dann jeden Eigenvektor zu diesem
Eigenwert als Linearkombination dieser Eigenvektoren schreiben

d
|‘v,1):Z'vE{)’ME{)>. (2.2.13)
=1
Jede solche Linearkombination ist nimlich ebenfalls ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A:
d d : d :
A|v/1):AZ‘UE{)|u§])>:Z‘vgj)A|u§])>:Zv§])ﬂ'uy /127) ‘ (] = Alvy). (2.2.14)
=1 =1 =1

Svorausgesetzt die Quantentheorie ist korrekt. Bis dato gibt es keine Widerspriiche zwischen Experiment und Quantentheorie
bzw. die Quantentheorie ist sogar die am besten im Experiment bestatigte Theorie der Physik.

14



2.2. Polarisationsmessungen an Photonen

Wir kénnen nun aus den Vektoren 'uij ) >, die voraussetzungsgemifl alle Eigenvektoren von A zum Eigenwert

A yaufspannen® (d.h. alle Eigenvektoren lassen sich als Linearkombination gemif} (2.2.13) schreiben), einen

neuen Satz Vektoren |17th >> konstruieren, die zueinander orthogonal und normiert sind.
Dazu geht man rekursiv vor. Wir setzen willkiirlich
1
i) = |u(1)>, (2.2.15)

A A
[

wobei wir die Norm ||¢|| eines Vektors durch die Definition

Il = v {¢1¢) (2.2.16)

eingefiihrt haben. Bzgl. (2.2.15) ist es wichtig zu bemerken, dass wegen der linearen Unabhingigkeit der |ug] )>

keiner dieser Vektoren der Nullvektor sein kann und daher wegen der positiven Definitheit des Skalarpro-
dukts ||uf11)|| # 0 ist.

Jetzt kdnnen wir einen weiteren zu (2.2.15) orthogonalen Eigenvektor von A zum Eigenwert A konstruieren.
(1)

Dazu definieren wir zuerst den i.a. unnormierten zu |# ' ) orthogonalen Vektor

A
fﬁf)>:|uf)>— AW 0|, (2.2.17)

D] 2
. PR R
keit der ‘ME{ )> ist (2.2.17) nicht der Nullvektor, und wir konnen daher diesen Vektor auf 1 normieren, d.h.

Man rechnet leicht nach, dass in der Tat <17t

> =0 ist, wie gewiinscht. Wegen der linearen Unabhingig-

wir setzen .

~<z>> _

U [ —

A ~(2
152

6§2)>. (2.2.18)

So konnen wir nun rekursiv fortfahren, d.h. haben wir bereits # < d; zueinander orthogonale normierte
Eigenvektoren unter Verwendung der Vektoren ‘ME{ )> mit j € {1,2,...,k} konstruiert, kdnnen wir auch

einen (k + 1)-ten solchen Vektor konstruieren. Dazu definieren wir

6§k+1)> _ |M§/€+1)> =

BWAP [, 22.19

A
da die ”E{j ) linear unabhingig sind, ist der Vektor (2.2.20) wieder nicht der Nullvektor. Damit konnen wir

Man rechnet leicht nach, dass dann |75§k+1)> orthogonal zu allen Vektoren )ﬁ<j)> mit j €{1,2,...,k} ist, und

diesen Vektor wieder normieren, d.h. wir setzen

‘ﬁ§k+1)>: 1

N D). (2.2.20)

Dieses sog. Schmidtsche Orthonormierungsverfahren konnen wir wiederholen, bis £ 4+ 1 = d; ist. Da-
nach bricht das Verfahren ab, denn fiir & = d; wird der gemif8 (2.2.19) konstruierte Vektor |7’5§d*+1)> der

Nullvektor, weil es ansonsten einen d; + 1-ten zu den ‘ME{ )> linear unabhingigen Eigenvektor von A zum

Eigenwert A gibe. Das kann aber nicht sein, da wir vorausgesetzt haben, dass es einen solchen weiteren linear
unabhingigen Vektor nicht geben soll.
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2. Grundlagen der Quantentheorie: Polarisationsmessung an Photonen

Wir kénnen also zu jedem entarteten Eigenwert A des selbstadjungierten Operators A eine Orthonormalbasis
tiir alle Eigenvektoren zu diesem Eigenwert angeben. Da, wie oben gezeigt, die Eigenvektoren zu voneinan-
der verschiedenen Eigenwerten aufgrund der Selbstadjungiertheit automatisch zueinander orthogonal sind
und auf 1 normiert werden kdnnen, kénnen wir demzufolge einen Satz von orthonormierten Eigenvektoren
des selbstadjungierten Operators A finden. Fiir endlichdimensionale Hilbert-Raume ist es leicht zu zeigen,
dass dies auch stets vollstindige Orthonormalsysteme sind (fiir einen Beweis s. [AHK18]]), d.h. jeder Vek-
tor lasst sich als Linearkombination von orthonormierten Eigenvektoren von A darstellen, d.h. die Ortho-
normalsysteme aus Eigenvektoren eines selbstadjungierten Operators sind auch vollstandig, d.h. es gilt die
Vollstindigkeitsrelation

ﬁ§f>><ﬁ§f>| ~1. (2.2.21)

Fiir die Quantentheorie sind diese Eigenschaften sehr wichtig, weil sie die oben aufgestellten Postulate kon-
sistent mit der physikalischen Bedeutung einer Observablen machen.

Wir miissen nun die Bornsche Regel fiir den Fall, dass ein Eigenwert entartet ist, prazisieren. Sei also A
der entartete Eigenwert des eine Observable A reprisentierenden selbstadjungierten Operators A und |u§] )>

mit j € {1,...,d;} ein vollstindiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren zu diesem Eigenwert. Dann ist
die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Messung von A am im Zustand |¢) priparierten System der Wert A

resultiert, durch
d)

W=3] (<u§” j ¢>)2 (2.2.22)

j=1
gegeben.

Zum einen ist mit dieser Interpretation der Zustandsbegriff fiir den Fall, dass eine Observable einen bestimm-
ten Wert A besitzt, wobei A ein (notwendig reeller!) Eigenwert des die Observable reprisentierenden selbst-
adjungierten Operators A ist, in sich konsistent, denn in diesem Fall wird der Zustand durch irgendeinen
Eigenvektor |¢/) = |#,) von A zum Eigenwert A reprisentiert. Die Wahrscheinlichkeit, einen anderen még-
lichen Wert u # A zu messen, ist demnach 0, denn diese Wahrscheinlichkeit ist geméfl der Bornschen Regel

durch .,
W(y):i](uf{)(gb)(z:o (2.2.23)
=1

gegeben. Dabei haben wir verwendet, dass alle Eigenvektoren zum Eigenwert A orthogonal zu den Eigenvek-
toren zum Eigenwert u mit u # A sind.

Auflerdem gilt (Nachrechnen!)

Ay : , A : :
w=> > [(«|4) :Zl<¢ ) (il |4) =1, (2.2.24)

X =1

d.h. es wird in der Tat bei einer Messung der Observablen A mit Sicherheit der Wert A gemessen. Dabei haben
wir die Vollstindigkeit des Orthonormalsystems von Eigenvektoren von A verwendet, also

d
Zi |M§{)><%§’§)| =1 (2.2.25)
XY=l

Falls nun |¢) kein Eigenvektor von A ist, gilt nun immer noch
dy ) )
SO =330 i)

/ / ]:
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2.2. Polarisationsmessungen an Photonen

d.h. der Formalismus besagt, dass man bei der Messung der durch A reprisentierten Observablen A notwendig
irgendeinen Eigenwert dieses Operators misst. Damit sind die obigen Postulate konsistent sowohl fiir den Fall,
dass das System in einem Zustand pripariert ist, fiir den die observable A einen der moglichen Messwerte
tatsichlich besitzt (also der Zustand ein Eigenzustand zu A ist) als auch fiir den Fall, dass der Zustand vor der
Messung kein solcher Eigenzustand ist und demzufolge A keinen definierten Wert besitzt.

Nun konnen wir auch Mittelwerte bzw. Erwartungswerte von Observablen berechnen. Definitionsgemafy
1st

d ‘ ' d) . :
(A):ZA:W(A)A:;ZQL|ugf>><Augf>|¢>:;Z<¢‘ugf>><ugf>|A¢>:(¢|A¢>. (2.2.27)

Dabei haben wir im letzten Schritt die Vollstindigkeitsrelation (2.2.21) verwendet. Wir konnen also mit Hilfe
des die Observable reprisentierenden Operators auch ohne Kenntnis der Eigenwerte und Eigenzustinde den
Erwartungswert berechnen, wenn wir wissen, wie der Operator auf den auf 1 normierten Zustandsvektor

|4) wirke.

Wir haben also einen in sich konsistenten Formalismus zur Beschreibung von Messungen an Quantensyste-
men. Dabet ist allerdings zu beachten, dass dieses abstrakte Konstrukt, vor allem aus erkenntnistheoretischer
Sicht, nicht unproblematisch ist, denn der Zustandsbegriff ist hier offensichtlich ,probabilisistisch®, d.h. i.a.
besitzt eine Observable eben keinen bestimmten Wert wie in der klassischen Physik, und die Praparation in
einem Zustand im obigen Sinne impliziert nur die Kenntnis von Wahrscheinlichkeiten, bei einer Messung
dieser Observable, irgendeinen ithrer moglichen Messwerte zu erhalten. Andererseits setzen wir stillschwei-
gend voraus, dass bei einer Messung in der Tat stets ein und nur ein eindeutiger solcher Messwert resultiert.
Dies ist das bertichtigte Messproblem, auf das wir in einem spiteren Kapitel noch kurz zu sprechen kommen
werden. Wie bereits in der Einleitung erwihnt, problematisieren wir diese Frage zunichst einmal nicht weiter
und ziehen uns auf den Standpunkt zuriick, dass die oben gegebene minimale statistische Interpretation
des quantenmechanischen Zustandsbegriffs in sehr priziser Ubereinstimmung mit allen bislang ausgefiihrten
Experimenten ist.

Mit diesen heuristischen Vorarbeiten sind wir jedenfalls nun gewappnet, uns mit dem eigentlichen Thema die-
ser Vorlesung, d.h. der Quantentheorie nichtrelativistischer Teilchen zu beschiftigen. Dabei werden wir auch
die Postulate der Quantentheorie noch dahingehend erginzen, dass wir auch die Dynamik des Quantensys-
tems beschreiben, d.h. die zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeiten fiir Resultate von Messungen.
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Kapitel 3

Wellenmechanik

In diesem Kapitel wenden wir uns nun der eigentlichen nichtrelativistischen Quantenmechanik zu. Zu-
nichst betrachten wir ein einzelnes Teilchen. Der heuristische Ausgangspunkt ist hier der schon im vorigen
Kapitel besprochene naive Photonenbegriff. Im Gegensatz zu den Photonen, deren korrekte Beschreibung
die relativistische Quantenfeldtheorie erfordert, konnen wir aber fiir massive Teilchen in der nichtrelativisti-
schen Niherung auf recht einfache Weise zu einer konsistenten quantentheoretischen Beschreibung gelangen.
Der Ausgangspunkt ist die Idee de Broglies, dass wie beim Licht auch bei massiven Teilchen eine Art ,Welle-
Teilchen-Dualismus® vorliegt, d.h. dass es auch fiir Teilchen auf mikroskopischer Ebene eine Art Wellenver-
halten geben sollte. Freilich wissen wir aus unserer Diskussion {iber Photonen, dass diese vorldufige Sichtweise
sich nicht halten lisst und eine Wahrscheinlichkeitsbeschreibung erforderlich sein wird.

Auflerdem konnen wir uns von den kinematischen Grundpostulaten, die wir anhand des einfachen Bei-
spiels von Polarisationsmessungen an einzelnen Photonen entwickelt haben, leiten lassen. Dabei muss es fiir
Teilchen freilich um eine Beschreibung ihres Verhaltens in Raum und Zeit gehen und der damit zusammen-
hingenden grundlegenden kontinuierlichen Observablen Ort und Impuls. Wir werden also, ausgehend
von de Broglies ,Materiewellenkonzept einen Hilbert-Raum konstruieren, der zunichst Orts- und Impuls-
messungen im Rahmen der kinematischen quantentheoretischen Postulate formalisiert.

Allerdings werden wir dabei auf recht natiirlichem Wege auch zu einer dynamischen Theorie gefiihrt, denn
die aus diesen Uberlegungen resultierende Schrodinger-Gleichung beschreibt nichts anderes als die zeitliche
Entwicklung der Wellenfunktion, die wir als Elemente des Hilbert-Raums der quadratintegrablen Funk-
tionen identifizieren kdnnen und somit als eine mogliche konkrete Realisierung des Hilbert-Raums der Zu-
stinde fiir Orts- und Impulsmessungen nichtrelativistischer Teilchen im Sinne der kinematischen Quanten-
postulate interpretieren konnen.

3.1 Die Schrédinger-Gleichung fiir freie Teilchen

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall des freien Teilchens, um uns der Idee der de Broglie-Materiewellen zu

nihern. Ausgangspunket ist die Einstein-Beziehung fiir Lichtquanten £ = 5w und p = bk, die de Broglie auf
materielle Teilchen angewandt hatte.

Ein freies Teilchen zeichnet sich dadurch aus, dass keinerlei duflere Einfliisse auf es stattfinden. Das einzige,
was wir iiber das Teilchen wissen miissen, um eine Wellengleichung aufzustellen, die es beschreiben soll, ist
die sog. Dispersionsrelation, d.h. den Zusammenhang zwischen Kreisfrequenz w und Wellenvektor k. Diese
Beziehung konnen wir aber vermoge der klassischen Mechanik durch den Zusammenhang zwischen Energie
und Impuls unter Zuhilfenahme der Einstein-de Broglie-Beziehung gewinnen. Fiir ein freies nichtrelativisti-
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sches Punktteilchen ist die Energie identisch mit der kinetischen Energie, und die ist durch die Beziehung

>2
=2 (3.1.1)

 2m
gegeben, wobei p der Impuls des Teilchens und 72 seine Masse ist. Hier ist die Masse der einzige das Teilchen
niher charakterisierende Parameter, ansonsten ist es als vollig unstrukturiert punktférmig abstrahiert. Setzen
wir die Einstein-de Broglie-Beziehung ein, finden wir die gesuchte Dispersionsrelation:

7N\2 N 72
(D) => w(k)= &

he = = . 3.1.2
« 2m 2m ( )

Die einfachste Form einer Welle ist nun die aus der allgemeinen Wellenlehre bekannte ebene Welle, die durch
eine Sinuswelle beschrieben wird. Aus rechentechnischen Griinden verwenden wir hier die Form der Expo-
nentialfunktion und komplexe Zahlen. Wir werden sogleich sehen, dass die Schrodingersche Wellenfunktion
ohnehin am bequemsten mit komplexwertigen Funktionen beschrieben wird. Wir setzen also an

d(t, %)= Aexp(—iwt +ikF). (3.1.3)

Die Dispersionsbeziehung (3.1.2) muss nun durch eine Wellengleichung gegeben sein, also eine partielle Diffe-
rentialgleichung, der ¢ identisch geniigen muss. Dazu leiten wir den Ansatz (3.1.3) einmal nach ¢ und zweimal
nach x ab:

3,d(t,%) = —icwd(t, %), Aeh(t, %) =—k2J(t,%) mit A=V.-V=32+ i +32 (3.1.4)

Vergleichen wir dies mit (3.1.2) sehen wir, dass die Wellenfunktion der Gleichung

2
ma¢:—%§¢ (.1.5)

zu geniigen hat, damit die Dispersionsbeziehung identisch erfiillt wird. Dies ist schon die von Erwin Schro-
dinger (1887-1961) in 1926 gefundene Schrédinger-Gleichung des freien Teilchens.

Wir konnen nun die Wellenfunktion im Sinne der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation aus dem
vorigen Kapitel interpretieren, indem wir annehmen, dass

W (t,%) = |¢(t, )] (3.1.6)

die Wahrscheinlichkeitsdichte der Teilchen sein, also die Wahrscheinlichkeit pro Volumenelement, zur Zeit
t ein Teilchen der Masse m am Ort X zu finden. Dies ist insofern gegeniiber den Betrachtungen zu Pola-
risationsmessungen an Photonen erzielte Interpretation eine Verallgemeinerung als wir es hier anstatt mit
diskreten Observablen (also z.B. entweder in x;- oder x,-Richtung linear polarisierten Photonen) beim Ort
eines Teilchens mit kontinuierlichen Observablen zu tun haben, wobei wir vorldufig davon ausgehen, dass
dies auch in der Quantentheorie noch so ist. Wie wir sehen werden, sind in der Tat auch in der Quanten-
theorie die Komponenten des Ortsvektors eines Teilchens kontinuierliche Observablen. Das Ziel des Rests
dieses Abschnitts ist es nun, dies in den allgemeinen Formalismus des vorigen Kapitels zu {ibersetzen, d.h.
wir wollen einen Hilbert-Raum der Zustinde sowie selbstadjungierte Operatoren fiir die Komponenten des
Ortsvektors X und auch des Impulses p definieren, die die entsprechenden ,kontinuierlichen Eigenwerte“ im
R3 besitzen, identifizieren.

Setzen wir nun aber in (3.1.6) unsere ebene Welle (3.1.3) ein, finden wir fiir W eine Konstante. Damit aber
unsere Welle eine Interpretation in dem verallgemeinerten Bornschen Wahrscheinlichkeitssinne (3.1.6) tiber-
haupt besitzen kann, muss die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen iiberhaupt irgendwo im Raum zu finden,
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3.1. Die Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen

auf 1 normierbar sein. Das ist aber offenbar nicht der Fall, denn eine Konstante ldsst sich gewiss nicht mit
endlichem Resultat tiber den ganzen Raum integrieren.

Die ebene Welle entspricht auch ganz und gar nicht unserer Vorstellung von einem Teilchen, ist es doch
zu dem einen Zeitpunkt ¢ tiberall gleich wahrscheinlich, es zu finden, denn es ist fiir die ebene Welle ja
W = |A]* = const. Unserer Teilchenvorstellung kime also ein Wellenpaket viel niher, d.h. eine Lésung
der Schrédinger-Gleichung, die auf einem relativ kleinen Gebiet im Raum eine grofle Amplitude besitzt, ent-
sprechend einer hohen Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einer mehr oder weniger groien Umgebung]] eines
Punktes. Weiter weg von diesem Punkt soll das Wellenpaket eine vernachlissigbare Amplitude besitzen.

Nun hat die Schrédinger-Gleichung die sehr angenehme Eigenschaft, dass sie linear ist, d.h. fiir sie
gilt das Superpositionsprinzip. Das bedeutet, dass zu zwei Losungen ¢, und ¢, der Schrodinger-Gleichung
auch jede Linearkombination der Gestalt ¢;¢; + ¢,¢, eine Losung derselben ergibt, wobei ¢; und ¢, belie-
bige komplexe Konstanten sind. Das sollte entsprechend unseren Quantenpostulaten auch so sein, denn will
man die Wellenfunktion als Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir die Ortsmessung interpretieren, sollte es Zu-
stinde |¢(¢)) und irgendwie verallgemeinerte Eigenvektoren fiir kontinuierliche Eigenwerte X des selbst-
adjungierten Ortsoperators X geben, sodass ¢(#,X) = (x| (t)) ist. Da die |¢)(¢)) einen Hilbert-Raum bilden
sollen, muss demnach zu zwei Vektoren |¢), und |¢2) auch deren Linearkombination, d.h. fiir die Wellen-
funktionen die entsprechende Superposition wieder einen moglichen Zustandsvektor ergeben, d.h. aber, dass
Superpositionen beliebiger Losungen der Bewegungsgleichung fiir die Wellenfunktion wieder Losungen sein
miissen, d.h. diese Wellengleichung sollte eine lineare Feldgleichung sein, und das ist in der Tat fiir die oben
postulierte Schrodinger-Gleichung fiir eine freies Teilchen auch tatsichlich der Fall.

Nun kann man offenbar auch aus beliebig vielen Losungen der Schrédinger-Gleichung durch Linearkombi-
nation bzw. Superposition und schliefSlich sogar mit kontinuierlich vielen solcher Losungen neue Lsungen
generieren. Auf diese Weise werden wir sehr natiirlich auf die Fourier-Darstellung der Wellenfunktion gefiihrt,
d.h. wir machen den Ansatz

" &k L
d(1,%)= ij (2n>3/2A(/e)exp[—1w(/e)t +ikx]. (3.1.7)

Dies kennen wir bereits aus der Theorie 2-Vorlesung, wo die Fourier-Darstellung elektromagnetischer Wel-
len ein wichtiges mathematisches Hilfsmittel zur Losung der Maxwell-Gleichungen war. Dabeti ist in
der Faktor 1/(277)3/? nur aus Bequemlichkeitsgriinden eingefiihrt. Damit dieser Ansatz die Schrodinger-
Gleichung erfiillt, gehen wir davon aus, dass wir Integration und Differentiation vertauschen konnen. Un-
ter diesen Bedingungen die Schrodinger-Gleichung auf angewandt ergibt sofort wieder die schon oben
benutzte Dispersionsrelation
- 2
w(k)= & (3.1.8)

2m

Diese Dispersionsrelation in eingesetzt gewihrleistet allein schon die Erfiillung der Schrédinger-Glei-
chung, und zwar fiir beliebige Spektralfunktionen A! Wir konnen also fiir A irgendeine Funktion einsetzen,
tiir die dieses Fourier-Integral einen Sinn ergibt.

Um unsere Forderung nach einem Wellenpaket zu erfiillen, setzen wir fiir A die einfachst mogliche Form ein,

namlich eine Gaufs-Verteilung. Wegen der allgemein groffen Bedeutung von Gaufiverteilungen in der Physik
wollen wir hier die Fouriertransformation (3.1.7) ausfiihrlich vorrechnen.

'Wir werden weiter unten bemerken, dass die Grofle dieser Umgebung durch die prinzipiell stets endliche Aufldsung eines Teil-
chendetektors, also eines Mef3gerits fiir die Anwesenheit des Teilchens, bestimmt ist. Im Unterschied zur klassischen Physik weist
dies darauf hin, dass in der Quantenphysik stets der Messprozess mitberiicksichtigt wird, auch wenn von konkreten Messgeriten gar
nicht die Rede ist.
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3. Wellenmechanik

Es sei also die Spektralverteilung durch

(k—ko)?

A(/;) =Nexp | — 7
a

(3.1.9)

gegeben. Dabei ist N eine Konstante, die wir unten noch genauer festlegen werden. Wir finden jedenfalls fiir

die Schrédingersche Wellenfunktion gemif (3.1.7und (3.1.8)

. &k F—kp? bR o
gb(t,x):NJ Wexp —( 40{0) —12mt+1kx . (3.1.10)
R3

Wir bemerken als erstes, dass sich in diesem Fall die Wellenfunktion in Form eines Produktes aus Wellen-
funktionen fiir jede der drei Raumrichtungen schreiben lasst, d.h. es ist ¢(z,%) = ¢ (2,%,)b5(£, %)) f5(2, x5)
mit

BPSRCIN 7%
¢1(tsx1):N/f (de)ll/z exXp |:_</€1 kOl) —1 !
R TT

Zur Austithrung dieses Integrals berechnen wir zuerst

- o t+ik1x1:|. (3.1.11)

dk
I= ij (27_[)11/2 exp(—Ak; +2ABk, + C). (3.1.12)

Dazu fithren wir im Argument der Exponentialfunktion eine quadratische Erginzung und eine Substitution
k| =k, — B aus. Dann folgt (Nachrechnen!)

/

I =exp(C +A32)f dk, exp(—Ak;?) (3.1.13)
e ) 1.

Verbleibt das letzte Integral zu berechnen. Dazu bemerken wir, dass dieses Integral fiir A mit positivem Real-
teil existiert. Fiir reelle A ist das Integral positiv, und wir erhalten

I =exp(C —I—ABZ)\J JR dk, JR dk, exp[—A(k] + k)]
(3.1.14)

oo 2r
=exp(C +ABZ)\J J KdK dg exp(—AK?) = \/gexp(C +AB?).
0

0

Damit haben wir das Integral vollstindig berechnet. Es sind nur noch die Werte fiir die Parameter A, B und
C einzusetzen. Die Ausdriicke werden etwas linger, so dass wir hier nur das Ergebnis fiir die Wahrscheinlich-
keitsverteilung angeben wollen:

N'|*V4am 2am? ky B \?
w,(t,2,) = (2, %,) 2 = N exp {—Lz [<x1—Lt> }} (3.1.15)
V2 +4a2 5212 m2+4a2h 12 m

. . /. .
Die Normierungskonstante N' ist so zu bestimmen, dass

f dx,w,(t,x) =1 (3.1.16)
R

wird, entsprechend der Forderung, dass das Teilchen mit Wahrscheinlichkeit 1 an irgendeinem Ort mit der
1-Komponente x; € R gefunden wird. Unter Verwendung des Integrals (3.1.12) ergibt sich

IN| =4/ = (3.1.17)
27
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3.1. Die Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen

Wir bemerken, dass die Normierungskonstante zeitunabhingig ist. Weiter ist klar, dass bisher keinerlei Hin-
weise aus irgendeiner Forderung aufgetreten sind, wie der Phasenfaktor (also eine komplexe Zahl vom Betrag
1) von N bzw. N’ bestimmt werden soll. Das haben wir schon im vorigen Kapitel festgestellt: Der absolute
Phasenfaktor eines Zustandsvektors spielt aufgrund der Bornschen Regel keine Rolle, denn die demgemif3
berechneten Wahrscheinlichkeiten hingen von einem Phasenfaktor offenbar nicht ab.

Bevor wir in der allgemeinen Entwicklung der Quantentheorie fortfahren, die diese Beobachtungen kliren
wird, wollen wir kurz die Implikationen betrachten, die unser spezielles Resultat ergeben hat. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung w(z,x), die sich durch Multiplikation von drei Faktoren der Form w, ausdriicke,
ist wieder ein Gaufsches Wellenpaket. Das verwundert weiter nicht, denn Gaufische Glockenkurven sind

invariant unter Fouriertransformationen. Physikalisch interessant sind aber die Parameter dieses Gauf8schen
Pakets.

Wir erinnern kurz an die Bedeutung dieser Parameter. Die allgemeine Form einer Gauf3verteilung ist

1 RV
we(x) = exp [—M] . (3.1.18)
v 2mo 20
Der Erwartungswert fiir x ist
(x) :f dxxwg(x) = xq. (3.1.19)
R

Das rechnet man iibrigens am geschicktesten durch Ableiten des Normierungsintegrals nach x, aus. Das er-
gibt natiirlich wegen des von x, unabhingigen Wertes 0. Die Ableitung ist aber (x —x,) /o = 0. Genauso
findet man die Varianz, also die mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert. Der Trick mit der
Ableitung liefert

( 2
<0(z—2xO)>:O—>Ax2:<(x—xo)2>:0. (3.1.20)
Wenden wir das auf (3.1.15) an, ergibt sich
(x)= h—kot, (3.1.21)
m

d.h. der Erwartungswert des Ortes des Teilchens ergibt die freie Bewegung eines Newtonschen Massepunktes

mit dem Impuls py = fo’/_éo. Die Ortsunschirfe wichst allerdings mit der Zeit gemaf3

B m? + 42 B2 t?

Ax® 3.1.22
¥ 4am? ( )
Zur Zeit t = 0 betrigt die Ortsunschirfe
1
AX? |,y = —. (3.1.23)
4a
Fiir unsere Anfangsverteilung fiir den Impuls war sie hingegen:
Ap?=H AR =a. (3.1.24)
Es gilt also
AxAp = ; (3.1.25)

Wir werden im nichsten Abschnitt zeigen, dass dies die unterste tiberhaupt mogliche Grenze fiir den Aus-
druck AxAp ist (Heisenbergsche Unschirferelation), und dass dies genau fiir die Gauf3verteilung, die wir
als Anfangsbedingung fiir die Schrodinger-Gleichung angegeben hatten, zutrifft. In gewissem Sinne ist unser
Gauflsches Wellenpaket das Beispiel, das grofitmogliche Anndherung an ein klassisches Teilchen bietet, die
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3. Wellenmechanik

im Rahmen der Quantentheorie méglich ist. Da der Impuls fiir das freie Teilchen eine ErhaltungsgrofSe ist,
andert sich auch dessen Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht mit der Zeit, und die anfingliche Impulsunschir-
fe bleibt erhalten. Entsprechend dieser Impulsunschirfe wird jedoch die Ortsunschirfe mit der Zeit immer
grofler, d.h. die anfingliche ,Minimalitit“ der Orts-Impulsunschirferelation geht mit der Zeit verloren, und
zwar desto schneller, je grofler die Impulsunschirfe anfinglich war.

3.2 Der Hilbert-Raum

Wir wollen in diesem Abschnitt unsere eben gewonnenen Erfahrungen mit der einfachen Wellenlosung der
Schrodinger-Gleichung nutzen, um die Physik der Schrédinger-Gleichung zu prizisieren und auf Teilchen in
dufleren Potentialfeldern zu erweitern.

Zunichst bemerken wir, dass die oben heuristisch gefundene Methode zur Gewinnung von Losungen der frei-
en Schrodinger-Gleichung eine einfache mathematische Erklirung besitzt. Betrachten wir einmal fiir einen
Moment die Losung dieser Gleichung als rein mathematische Aufgabe, d.h. wir fragen uns, welche Eigen-
schaften die Losungen dieser Gleichung bestimmen. Die Schrodinger-Gleichung besitzt die Gestalt:

, . KA,
150,¢(t,%)=— .

U(t,5). (3.2.1)
Aufgrund der Linearitit dieser Gleichung bietet sich ein Ansatz in Form einer Fouriertransformierten an:

G(t, %)= Mﬁ(@,/‘é)exp(—im +ikX). (3.2.2)
Rt (27)?

Diesen Ansatz in die Gleichung eingesetzt ergibt eine rein algebraische Gleichung

<w—h—kz> J(w,k)=0. (3.2.3)
2m

Damit muss aber ¢ zu einer Diracschen &-Distribution proportional sein, die das Verschwinden der Klammer
auf der rechten Seite sicherstellt:

G, k)= V2rA(R)S <w—h—/€2>, (3.2.4)

2m

wobei A eine beliebige Funktion des Wellenvektors k sein dariﬂ Wir werden durch Resubstitution dieser
allgemeinen Losung in (3.2.2) wieder auf unser schon heuristisch gefundenes Resultat (3.1.7)

. Sk - NS
(t, %)= JR3 (27‘[)3/2A(/€)6XP <_1Et + 1kx> (3.2.5)

gefiithrt, wobei gleich auch die Dispersionsrelation (3.1.8) herauskommt. Wir erkennen, dass die allgemei-

-

ne Losung der Schrodinger-Gleichung eine willkiirliche Funktion A(k) enthilt. Diese Funktion hatten wir
oben als Gauf$-Paket gewdhlt, um ein Beispiel vor Augen zu haben. Hier wollen wir nun die physikalische
Bedeutung dieser Funktion niher untersuchen.

Die Schrédinger-Gleichung beschreibt offenbar, ganz unabhingig von der Interpretation der Wellenfunktion,
einen dynamischen Prozess in Raum und Zeit. Die Lésungen haben nimlich gemif} (3.2.5) Wellencharaketer,

2der Faktor v/27 dient wieder nur dazu, unsere Konvention einzuhalten, auf deren Wahl wir sogleich noch zuriickkommen
werden.
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3.2. Der Hilbert-Raum

beschreiben also einen Bewegungsvorgang. Hier haben wir es mit freien Wellen zu tun, also solchen, die
keine Quelle besitzen. Wie wir aus der Elektrodynamik oder der Vorstellung von Wasserwellen her wissen,
besitzen solche Gleichungen stets die Freiheit der Wahl der Anfangsbedingungen. Die spezifische Situation der
Wellenerscheinung wird durch diese Anfangsbedingungen determiniert, und diese Anfangsbedingungen sind
durch die Erregung der Wellen zu einem fritheren Zeitpunkt bestimmt. Damit beschreibt die Schrodinger-
Gleichung einen kausalen Vorgang: Aus der ,,Wellenerregung” am Anfang der Ausbreitung derselben lasst
sich der gesamte Vorgang nach Beendigung der Erregung vollstindig aus der Bewegungsgleichung (hier also
der Schrodinger-Gleichung) berechnen.

Kehren wir wieder zur mathematischen Analyse der Schrodinger-Gleichung zuriick. Die Freiheit der Wahl
der Anfangsbedingung ist bei unserem Zugang zur Beschreibung der Losung durch eine Fouriertransformati-

on 1) in der Willkiir der Wahl der Wellenzahlverteilungsfunktion A(E) versteckt. Diesem Mangel konnen
wir aber sofort abhelfen, denn fiir ¢ =0 gilt gemif} (3.2.5)f

$(0,7) = J ﬁA(Z)exp(iéz) =
w (2m))2 (3.2.6)

- 3z =
Mm=kﬂigﬂ&@mﬁ%ﬂ

Nun konnen wir aber auch ohne Umweg iiber den Wellenzahlbereich der Fouriertransformation die Zeitent-
wicklung angeben, indem wir dieses Resultat in (3.2.5) einsetzen:

I &5, BR2 s
gﬁ(t,x)_f]R3 2o ) (zﬂ)3/z¢(0,y)exp —1Zt+1/€(x—y) . (3.2.7)

Konnten wir nun die Integration nach & mit der nach y vertauschen, kdnnten wir schreiben

Y= | & UEEIIO) 6.29)

Das bedeutet, dass ¢(¢, X) sich durch eine lineare Abbildung aus der willkiirlich vorzugebenden Anfangsbedin-
gung ¢(0,5) berechnen ldsst. Nun zeigt aber der Grenzfall ¢ — 0 schon, dass U keine gewShnliche Funktion
sein kann. Denn dann muss sich ja auf der rechten Seite ¢/(0, X) ergeben, und zwar fiir alle Funktionen ¢(0, X),
die bzgl. X quadratintegrierbar sind (und die folglich auf 1 gemif} der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinter-
pretation normiert werden kénnen), denn mehr brauchen wir physikalisch von dem Anfangszustand ¢/(0,X)
nicht zu fordern. Das bedeutet aber, dass in diesem Grenzfall

lim U(r,%,5) = SO —7%) (3.2.9)
t—

gilt, wobei & die Diracsche 8-Distribution ist.

Es ist somit zu erwarten, dass auch fiir # > 0 der Propagator U(t,X,y) eine Distribution sein wird. Wir
kénnen nun aber durch Regularisierung dieser Distribution ihre konkrete Gestalt ausrechnen. Dazu nutzen
wir die Tatsache, dass die hier auftretenden Distributionen als Grenzwerte komplexer Funktionen dargestellt
werden konnen. Betrachten wir nimlich den durch naives Vertauschen der beiden Integrationen in (3.2.7)
entstehenden Ausdruck, erkennen wir, dass wir durch die Ersetzung t — ¢ —ie mit € > 0, wieder auf ein
wohldefiniertes Gauflintegral zuriickgefiihrt werden:

U(t,x,y)= lim f Tk ex —h—éz(é—i-it)-l-i/_e}()_c’—_’) (3.2.10)
0V B0 ) @by TP | 2m e -

3Wir wihlen ¢ = 0 willkiirlich als besonders bequemen ,, Anfangszeitpunkt*.

25



3. Wellenmechanik

Wir wenden wieder unsere Formel (3.1.14) an, und finden fiir ¢ — 0 sofort

[ m 2 im(X —y)
U(t’x’y)_<27tiht> exp[T . (3.2.11)

Jetzt kénnen wir aber die allgemeine mathematische Struktur, die hinter der Schrodinger-Gleichung steckt,
klar erkennen: Da die Gleichung linear ist, bilden alle Losungen zusammen einen komplexen linearen Raum
(Vektorraum mit C als Skalarkorper). Damit die Bornsche Interpretation der Wellenfunktion als Wahr-
scheinlichkeitsamplitude sinnvoll ist, muss eine physikalisch sinnvolle Wellenfunktion weiter quadratinte-
grierbar sein, d.h. eine physikalische Wellenfunktion ¢(z,X) muss nicht nur der Schrédinger-Gleichung ge-
niigen, sondern es muss auch das Normierungsintegral [, d*% ¢*(¢,%)¢(t, x) existieren. Diese Funktionenﬂ
bilden einen Funktionenraum, den man als Hilbertschen Funktionenraum L? bezeichnet. Die Norm einer
in diesem Raum gelegenen Funktion ist gerade durch das Normierungsintegral gegeben.

Allerdings besitzt dieser Raum noch eine viel weitergehende Struktur. Seien dazu ¢ und ¢ beides L?-Funk-
tionen. Dann existiert das Integral

Wis)=| &y mem, 621)

und die Klammer (¢ | ¢ ) besitzt alle Eigenschaften einer positiv definiten Sesquilinearform, die den Funktio-
nenraum zu einem Hilbert-Raum macht, also einem Vektorraum mit Skalarprodukt.

Wir erwihnen hier ohne Bewetis, dass dieser Raum auch vollstindig ist, d.h. jede Funktionenfolge, die bzgl. der
durch das Skalarprodukt induzierten Norm eine Cauchy-Folge ist, besitzt einen in L2 gelegenen Grenzwert.

3.3 Die Observablen-Operatoren

Wir haben im vorigen Abschnitt nun eine mogliche Realisierung des Hilbert-Raums der Zustinde fiir die
Bewegung von nichtrelativistischen Teilchen plausibel gemacht, nimlich als Hilbert-Raum der quadratin-
tegrablen Funktionen L?. Entsprechend unseren anhand des Beispiels von Polarisationsmessungen an elek-
tromagnetischen Wellen bzw. Photonen gewonnenen kinematischen Grundpostulaten miissen wir uns nun
noch Gedanken machen, wie wir die der Teilchenbewegung angemessenen Observablen als selbst-adjungier-
te Operatoren in diesem Hilbert-Raum definieren. Aus der klassischen Mechanik ist klar, dass die fundamen-
talen Observablen fiir ein Teilchen Ort und Impuls sind, denn wir kdnnen in der klassischen Mechanik die
Bewegung eines Teilchens durch die Vorgabe eines Anfangsortes und -impulses eindeutig bestimmen.

Unsere obige Betrachtung hat nun aber primir nur den Ort des Teilchens im Sinne der Bornschen Wahr-
scheinlichkeitsinterpretation probabilistisch festgelegt, d.h. durch Wahl der Wellenfunktion zur Zeit t = 0
haben wir lediglich die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Ort des Teilchens angegeben. Die Schrodin-
ger-Gleichung ermdglichte dann (hier zunichst nur fiir freie Teilchen) die Berechnung der Wahrscheinlich-
keitsverteilung zu jedem anderen Zeitpunkt. Der Impuls kam nur (zusammen mit der Energie) {iber die Di-
spersionsrelation im Zusammenhang mit der Fourier-Transformation ins Spiel. Dies konnen wir aber nun
benutzen, um die selbstadjungierten Operatoren zu finden, die die Komponenten des Ortsvektors X und
des Impulses p im abstrakten Formalismus der Quantentheorie reprisentieren. Beginnen wir mit dem Ort.
Gemif$ unserem Grundpostulat, ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Ortsvektor durch

W(Z) =X (3.3.1)

gegeben. Definitionsgemif} ist dann der Erwartungswert fiir den Ortsvektor des Teilchens durch

(%) = L@ PxW(F)% = JRs & x|h(X)|*% (3.3.2)

*Wir gehen nicht auf die Subtilitit ein, dass wir eigentlich Klassen von Funktionen, die sich voneinander nur auf Lebesgueschen
Nullmengen unterscheiden, betrachten miissten
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3.3. Die Observablen-Operatoren

gegeben. Andererseits wiirden wir dies aber gern in der Form (2.2.27) ausdriicken. Mit der Definition des
Skalarprodukts in (3.2.12) bedeutet dies

B)=(1x4)= | S @oo) 633

Schreiben wir in (3.3.2) |4(X)]* = ¢*(X) (%), ist klar, dass (3.3.3) mit (3.3.2) {ibereinstimmt, wenn wir den
Ortsoperator durch

XJ(X) =X J(X) (3.3.4)
definieren. Es ist leicht zu zeigen, dass X ein selbstadjungierter Operator ist (Ubungsaufgabe!).

Etwas schwieriger wird nun die Argumentation fiir den Impulsoperator. Dazu erinnern wir uns unserer heu-
ristischen Uberlegungen zu den Materiewellen. Wir hatten den Impuls des Teilchens mit den Wellenzahlen

in der Fourier-Darstellung der Wellenfunktion iiber die de Broglie-Beziehung p = bk assoziiert. Schreiben
wir also die Fourier-Transformation (3.2.5) fiir # = 0 zunichst als Integral iiber die Impulskomponenten um:

L 1 - ip-x
Sb(x)_Wfde}p ¢(P)CXP< 5 > (3.3.5)

Dabei wird die spezielle Wahl des Normierungsfaktors vor dem Integral gleich noch klar werden. Da die

Fourier-Transformation umkehrbar ist, ist die Wellenfunktion gZ im Impulsraum offenbar eine dquivalente
Beschreibung des quantenmechanischen Zustandes. Es liegt nahe, diese Funktion {iber die Bornsche Wahr-
scheinlichkeitsinterpretation mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Impuls des Teilchens

P)=14(p)P (3.3.6)

in Verbindung zu bringen, wobei freilich die Funktion wieder auf 1 normiert sein muss, d.h.
W)= Eadpr=1 637

Dass diese Uberlegung in sich konsistent ist, zeigt sich daran, dass ¢(X) und gZ p) iiber die Fourier-Transfor-
mation (3.3.5) verkniipft sind und die Skalarprodukte iibereinstimmen, unabhanglg davon, ob wir sie in der
Orts- oder Impulsdarstellung der Wellenfunktion berechnen.

Um das zu sehen, betrachten wir gleich zwei unterschiedliche Zustinde |¢) und |¢) und driicken das Ska-
larprodukt zunichst in der Ortsdarstellung aus und rechnen es vermoge der Fourier-Transformation
(und genau analog fiir |$)) auf die Impulswellenfunktionen um:

W)= | eap e

- 1 o ip, - % 1 . i3, %
e d3 _— cl3 _ 1 f d3 < >
ij x(gnh)3/2 fR3 Py (Pl)exp< 5 >(2nb)3/2 . P2¢(ps)exp 5

Wir fassen nun diesen Ausdruck zusammen und fithren das raumliche Integral zuerst aus. Dies liefert

(Pl = I Eedh) ¢(pz)f d3xexp|:%j|

= (277_-1h)3 fﬂ@ d3P1 JRs d?’pzsbx(;l)qs(;z)(zn) 8 <p1 h p2>
e I IR A A O OR S

)
= dSPlSZ*@l)Sb(;’l)-
R}

(3.3.8)

(3.3.9)
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3. Wellenmechanik

In der Tat wird also das Skalarprodukt von Hilbert-Raumvektoren durch die Impulswellenfunktionen ge-
nauso berechnet wie im Ortsraum. Dies ist auch durch die spezifische Wahl des Normierungsfaktors in der

Definition der Fouriertransformation (3.3.5) bedingt.

Wie beim Operator fiir den Ortsvektor kénnen wir nun auch fiir den Impulsoperator argumentieren. Fiir
die Impulswellenfunktion gilt demnach

PP =5J(p). (3.3.10)

Nun wollen wir aber auch den Impulsoperator fiir Ortswellenfunktionen bestimmen. Dazu miissen wir nur
(3.3.10) durch Fourier-Transformation auf die entsprechende Ortswellenfunktionen umrechnen:

B = g | Erpon( L7

1 v B ip-X
:—3/2J d3P¢(P)TVeXP<p >
X

2nh)P2 Jgs i b (3.3.11)
Lo 1 - ip-
=iV | &
= —ihV(E).
Damit ist aber der Impulsoperator in seiner Wirkung auf Ortswellenfunktionen bestimmt p = —i AV

Nun fiigt sich unser Formalismus auch in die Uberlegungen im vorigen Abschnitt bzgl. der Eigenwerte und
Eigenvektoren der Operatoren ein. Allerdings ergeben sich einige Schwierigkeiten, da wir es nun mit konti-
nuierlichen Variablen zu tun haben. Die Rechnung zeigt auch, dass p selbstadjungiert ist. In der Darstellung
mit Impulswellenfunktionen ist dies selbstverstandlich. Im Ortsraum muss man nur partiell integrieren, wo-
bei man annehmen darf, dass die Wellenfunktionen wegen ihrer Quadratintegrabilitit hinreichend schnell im
Unendlichen verschwinden (Nachrechnen!):

Wig)= | Exy@-inDg

= | Ex-in¥g@T ¢ (3.3.12)
R
=(p¢l9)-
Das bedeutet aber, dass p in der Tat ein selbstadjungierter Operator ist.
Betrachten nun die Impulseigenfunktionen, die durch die Gleichung
pius(¥) = —15Vuz(¥) = puy (%) (3.3.13)

definiert sind. Die Eigenwerte p sollten dabei reell sein, da ja der Impulsoperator selbstadjungiert ist. Die
Gleichung wird offenbar durch

M;}(a_c’):N(fy)eXp<1pf;x> (3.3.14)

geldst. Dabei ist N(7) eine zunichst unbestimmte Normierung. Nun ist aber diese Funktion sicher nicht
quadratintegrabel, denn |M§(5c')|2 = |N(p)[* = const. Wir haben es also nicht mit einem Element des Hilbert-

Raums der quadratintegrablen Funktionen zu tun. Allerdings ergibt die Losung als verallgemeinerte Eigen-
funktion dennoch einen Sinn. Dazu berechnen wir formal das Skalarprodukt zwischen zwei verschiedenen
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3.3. Die Observablen-Operatoren

Impulseigenfunktionen:

(5

us, > = ﬁgs d3xui)1(x)uﬁz(_>)
= | N GoNGe (1R
. b
— QRPN (2502

=(Q2nhy |N(1_51)|23(3)(Z’1 —P2)-
Offenbar konnen wir in gewisser Weise eine Art verallgemeinertes Orthonormalsystem von Eigenvektoren
des Impulsoperators definieren, wenn wir den Normierungsfaktor so bestimmen, dass
1
(2 k)32

(3.3.15)

QrbPIN())=1= N(p)= (3.3.16)

Wobei N(p) nur bis auf einen Phasenfaktor exp(ip) mit ¢ € R bestimmt ist. Wie wir im vorigen Abschnitt
gesehen haben, sind aber wegen der Bornschen Regel, in die nur das Betragsquadrat der Wellenfunktionen

eingehen, solche Phasenfaktoren ohnehin unwichtig. Wir definieren also im Folgenden die Impulseigen-

funktionen durch
1

- ip-X
%?(x):(Znh)erXp( > > (3.3.17)

Zugleich ist nun aber auch die Vollstindigkeit dieser Eigenvektoren gewihrleistet, denn fiir irgendwelche
quadratintegrablen Ortswellenfunktion gilt

[ en(g|uhus|é) =i [ @[ on [ @npciseies[ O]
= Grhy ij d’x, ij Pxy " (%)) p(%) 2 B’ SON(F, — %)
= | Enpaga= 1),
Dies bedeutet aber, dass
fR3d3 ><%p ~1 (3.3.19)

ist, d.h. dass die verallgemeinerten Impulseigenfunktionen in dem Sinne vollstandig sind, dass
gilt. Dabei wird, entsprechend dem kontinuierlichen Charakter des Impulses, allerdings nicht iiber alle mog-
lichen Eigenwerte summiert sondern integriert. Fiir den Impuls sind die verallgemeinerten Eigenwerte dem-
nach der ganze R?.

Berechnen wir entsprechend die verallgemeinerten Impulskomponenten des Zustandsvektors, erhalten wir

=

<”77 | ¢ > = . d3xug(9_5)¢(9?) = W L@ d’xd(x)exp <_1ph: x> (). (3.3.20)

Dies ist aber genau die Umkehr-Fourier-Transformation zu (3.2.5) (Nachpriifen!), d.h. es folgt

(n5|¢)= 95(1?)- (3.3.21)
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3. Wellenmechanik

Es liegt nun nahe, entsprechende Uberlegungen auch fiir den Ortsoperator anzustellen. Wir kénnen aber
aufgrund unserer Erfahrungen mit dem Impulsoperator, den wir tiber die Ortsdarstellung (also unter Ver-
wendung von Ortswellenfunktionen) bestimmt haben, diese Rechnung erheblich abkiirzen. Bezeichnen wir
die verallgemeinerten Ortseigenvektoren mir v;; sollten diese im verallgemeinerten Sinne orthonormiert sein,

d.h.
(=,

vz, )= 0U(F, — %)) (3.3.22)
und die Vollstindigkeitsrelation

$x|os) (vz] =1 (3.3.23)
R3

erfiillen, und die Ortswellenfunktion ist demnach

(vz|¢) = (). (3.3.24)
Fiir die verallgemeinerten Impulseigenvektoren folgt aus (3.3.17)

o1 ip-%\
M?(x)_(27rf§)3/2 exp< - >_<'U;

Entsprechend ist die Impulsdarstellung der verallgemeinerten Ortseigenfunktion durch

5 > , (3.3.25)

S

ey 1 1p-x
v§>_ui)(x)_mexp<— - > (3.3.26)

5:(p)=(u;

gegeben.

Entsprechend einfach ist es nun auch, mit diesem Formalismus den Ortsoperator in der Impulsdarstellung
zu berechnen. Dazu muss man nur geschickt , Einsoperatoren® in Form geeigneter Vollstandigkeitsrelationen
einschieben. Um im Folgenden die Schreibweise tibersichtlicher zu gestalten, schreiben wir einfach

B =lo), |B)=]u;)- (6327)

Fiir den Ortsoperator in der Impulsdarstellung folgt also mit dieser Schreibweise (Nachrechnen!)

%(5)=(713¢)= | &x(5]7)(E15)

= R3d3x<ﬁ|5c'>(55|¢)55:mfwd3xexp<—1péx>¢(§)f (3.3.28)
- (Zﬂ;)s/zlhvpf 3d3xexp<—l hx>¢(#):1h%p§z(;)

Dabei ist %1; =(J,,3,,,9,,) der Nabla-Operator bzgl. Impulskomponenten.

3.4 Vertriglichkeit von Observablen

Wir haben nun gesehen, wie wir die grundlegenden Observablen der Mechanik Ort und Impuls als selbst-
adjungierte Vektoren im Hilbert-Raum der Zustinde beschreiben konnen. Entsprechend dem Bornschen
Postulat ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung (oder Wahrscheinlichkeitsdichte), ein im Zustand |¢) pri-
pariertes Teilchen am Ort X zu finden, gemif} der Bornschen Regel durch

WE) =|(FZ¢) P =14E)P (3.4.1)
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3.4. Vertraglichkeitr von Observablen

gegeben ist, d.h. die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in einem kleinen Volumenelement d’x um den Ort X
zu finden, ist d*x W (X). Dabei ergeben sich hier Wahrscheinlichkeitsdichten, weil die Ortsvektorkomponen-
ten kontinuierliche Werte annehmen konnen, und demnach die verallgemeinerten Ortseigenzustinde Distri-
butionen sind, wie anhand der Normierungsbedingung <9_5 E# > = 80X — %) klar wird.

Genauso ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Impuls durch

W) =1(p|¢)P=14G)P (3.4.2)

gegeben. Dabei ist die Impulswellenfunktion vermdoge (3.3.17) und der Vollstindigkeitsrelationen fiir die ver-

allgemeinerten Orts- und Impulseigenzustinde

J d3p|,5>(;3|:J Px|%) (¥ =1 (3.4.3)
R3 R3

durch die Fourier-Transformation der Ortswellenfunktion

§5)=(319)= | ex(317)G19)= | dromsren(S5L)pm o4y

R3

gegeben.

Anhand der Beispiele mit Gaufischen Wellenpaketen in Abschnitt [3.1|ist klar, dass je genauer die Ortskom-
ponente x, eines Teilchens bestimmt ist, d.h. je kleiner die Standardabweichung Ax, dieser Ortskomponente
ist, desto grofier ist die Standardabweichung der entsprechenden Impulskomponente A p, und umgekehrt. Es
scheint demnach so zu sein, dass man (a) weder Ort noch Impuls eines Teilchens prizise festlegen kann, denn
dann miisste man es in einem Orts- bzw. Impulseigenzustand priparieren konnen. Das ist aber unmdglich,
da sowohl die Orts- und Impulseigenzutinde keine auf Eins normierbaren Hilbert-Raumvektoren sind. Ist
formal das Teilchen im Impulseigenzustand |]_5> préapariert, ist die Ortswellenfunktion <9_5 | P ) o< exp(ix-p/ h)
und dessen Betragsquadrat also eine Konstante. Dies lisst sich bei Integration iiber den ganzen R? sicher nicht
auf Eins normieren. Umgekehrt kann man fiir ein in einem Ortseigenzustand pripariertes Teilchen hinsicht-
lich der Impulsmessung argumentieren. Auflerdem scheint es so, als wire (b) bei einer genauen Festlegung
des Ortes (d.h. Ax ,klein®), also bei genauer Lokalisierung des Teilchens, der Impuls nur sehr ungenau be-
stimmt (d.h. Ap ,groff“). Umgekehrt ist ein Teilchen, dessen Impuls genau festgelegt wird, nur sehr ungenau
lokalisiert.

Es erhebt sich nun die Frage, wie man diesen Sachverhalt prizisieren kann, d.h. wann zwei Observablen A
und B zugleich prizise Werte annehmen konnen (man sagt dann, dass A und B zueinander kompatible Obser-
vable sind) und wie sich die gegenseitige ,Unschirfe zueinander inkompatibler Observabler quantifizieren
lsst.

Dazu erinnern wir uns, dass die Observablen A und B jeweils durch einen selbstadjungierten Operator A und
B im Hilbertraum beschrieben werden. Die méglichen Messwerte sind dann die Eigenwerte 4; und &, dieser
Observablen, und diese Messwerte werden genau dann mit Sicherheit angenommen, wenn das Teilchen in ei-
nem der dazugehorigen Eigenzustinde |a ]-> bzw. |b,) prapariert ist. Wir gehen hierbei der Einfachheit halber

zunichst davon aus, dass die Eigenvektoren der Operatoren auf Eins normierbar sind und zu jedem Eigen-
wert nur genau ein linear unabhingiger Eigenvektor existiert. Wir konnen spiter leicht auf den allgemeineren
Fall von Observablen mit kontinuierlichen Eigenwerten und den Fall, dass es zu Eigenwerten mehr als einen
linear unabhingigen Eigenvektor gibt (dann sagt man der betreffende Eigenwert sei entartet). Gehen wir also
von nichtausgearteten Eigenwerten aus.

Dann kann man offenbar genau dann das Teilchen immer in Zustinden priparieren, wo beide Observablen
scharf festgelegte Werte besitzen, wenn es ein vollstindiges Orthonormalsystem von simultanen Eigenvek-
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3. Wellenmechanik

toren ‘aj, bk> gibt, d.h.

A)aj,bk> =a; |a]»,l9k>, B |a]»,19/€> =b, |z,z]~,bk>, (3.4.5)
()b, |aj,,bk/>: 8 S (3.4.6)
Z‘aj,bk><aj,bk’ =1 (3.4.7)
7k
Dann folgt aber
A=Al :Azk: |aj,bk><aj,bk’ zzl;aj |aj,bk><a]»,bk| (3.4.8)
7> E
und genau analog
B=B1 :lee:)a]-,bk><a]-,bk| :Zkbk o 61) (a4 (3.4.9)
J> />

Es lisst sich dann aber leicht nachrechnen, dass die Operatoren notwendig kommutieren, d.h. dass AB =

BA ist. Um das einzusehen, verwenden wir (3.4.5/[3.4.9) (Nachrechnen!): Einerseits gilt
AB= Z ﬂ]' bk/ ﬂ]', bk><ﬂj’ b/e |d]'/, b/e/ ><6l]'/, b/e’
j,/e,j’,k’
= Z ﬂ]- bk’ d]" b/e> 8j/’8/e/e’ <6lj/, bk’
= Zk:d]bk |6l]', bk><ﬂ], bk| .
j

Jkj R
Andererseits erhilt man dasselbe Resultat, wenn man in dieser Rechnung A und B vertauscht, d.h. es ist also
in der Tat

(3.4.10)

AB=BA. (3.4.11)

Dies schreibt man auch gern mit Hilfe des Kommutators der Operatoren, d.h.
[A,B]=AB—BA=0. (3.4.12)

Man sagt demnach auch, dass zwei Observablen A und B nur dann kompatibel sein konnen, wenn die ent-
sprechenden Operatoren kommutieren, d.h. wenn thr Kommutator verschwindet. In der Mathematik zeigt
man, dass auch umgekehrt zwei kommutierende selbstadjungierte Operatoren immer ein vollstindiges Or-
thonormalsystem gemeinsamer Eigenvektoren besitzen.

Das ist auch fiir die Komponenten des Ortsoperators der Fall, denn offenbar ist |X) = |(x;,x,,%;)) ein ge-
meinsamer (verallgemeinerter) Eigenvektor der Komponenten des Ortsoperators. In der Ortsdarstellung be-

deutet ja auch der Operator einer Ortskomponente x; einfach die Multiplikation der Wellenfunktion mit x;,

und demnach kommutieren in der Tat die Komponenten des Ortsvektors. Ahnlich verhilt es sich mit den
Komponenten des Impulsvektors. In der Ortsdarstellung sind sie nimlich durch die partiellen Ableitungen
fA’j =—i%J); gegeben, die fiir hinreichend glatte Wellenfunktionen kommutieren.

Orts- und Impulskomponenten vertauschen allerdings i.a. nicht mehr, denn es gilt (in der Ortsdarstellung)
(%, B |0(F) = xp(=i5) 3, — (=)0, (5 ) = ih(—x, T b + O+, 0,0) =ih8 . (34.13)

Da dies fiir jede Wellenfunktion, also alle Hilbert-Raumvektoren gilt, folgt die Kommutatorrelation fiir Orts-
vektor- und Impulskomponenten

[X]-,pk] =ihd, 1. (3.4.14)
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3.4. Vertraglichkeitr von Observablen

Ortsvektor- und Impulskomponenten in gleicher Richtung kommutieren also nicht, und demnach konnen
diese beiden Observablen nicht kompatibel sein, d.h. man kann i.a. keinen auf Eins normierbaren gemeinsa-
men Eigenvektor finden.

Wir kdnnen nun aber fiir zwei Observablen A und B, reprisentiert durch die entsprechenden selbstadjungier-
ten Operatoren A und B die sog. Heisenbergsche Unschirferelation herleiten. Diese besagt, dass fiir jeden
Zustand |¢) stets

AAAB > % I[A,B))| (3.4.15)

gilt. Dabei sind AA und AB die Standardabweichungen der Observablen A und B fiir den vorgegebenen
Zustand |¢), d.h.

AA* =(A%)—(A), (3.4.16)

wobei der Erwartungswert einer beliebigen Observablen C durch

(C)=(¢ICl¢) (3.4.17)

gegeben ist, wobei wir davon ausgehen, dass (¢ | ) =1 ist.

Wir wollen nun die Unschirferelation beweisen. Dazu bemerken wir, dass
AA*=((A—(A))) (3.4.18)

ist (warum?). Setzen wir also A’ = A—(A) 1 und B’ =B —(B) 1, ist AA* = (A’2> und AB? = <B'2>.

Wir betrachten nun das quadratische Polynom
P(A)=((A"+iAB")¢ |(A"+iAB')} ). (3.4.19)

Wegen der positiven Semidefinitheit des Skalarprodukts gilt fiir alle A € R, dass P(A) > 0 ist. Da offenbar A’
und B’ selbstadjungiert sind, gilt fiir A € R (warum?)

P(A)=(¢|(A'—iAB')A'+ilB')¢ ) >0. (3.4.20)

Nun gilt
(A'—ilB) (A’ +iAB’) = A +iA(A'B'—B'A) + B? 1% (3.4.21)

Damut 1st
P(A)=(A%)+(B?) ¥ +iA([A',B']) = AA> + AB* X +iA([A’,B]) > 0. (3.4.22)

Jetzt nehmen wir an, dass (B"?) # 0 ist. Dann bedeutet diese Gleichung, dass das quadratische Polynom P(A)
héchstens eine Nullstelle haben kann, d.h. in der Losungsgleichung fiir die quadratische Gleichung

i 1 0o, AA2
Ay =g ([&,B])+ \l N (i[a’,B"]) — 5 (3.4.23)

ist der Ausdruck unter der Wurzel < 0. Da weiter [A/, B’ ] =[A,B] ist, folgt somit

1 , AA?
Tags (AB]) — 5 <0. (3.4.24)

Nach einigen einfachen Umformungen bedeutet dies

AA’AB* > - ([A,B])%. (3.4.25)

RN
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3. Wellenmechanik

Wir miissen jetzt nur noch zeigen, dass der Erwartungswert des Kommutators tatsichlich reell ist. Das ist zwar
wegen klar, weil ja fiir A € R gemif} der Herleitung P(A) € Rist. Es ist trotzdem hilfreich, es nochmals
explizit nachzurechnen. Dazu zeigen wir, dass 1[ A, B] selbstadjungiert ist, wenn A und B selbstadjungierte
Operatoren sind. Wegen (AB)" = BTAT = BA folgt

(i[A,B])" = (—i)(AB—BA)" = (—i)(BA—AB) = +i(AB—BA) =i[A,B], (3.4.26)

d.h. i[A,B] ist tatsichlich selbstadjungiert. Demnach muss der Erwartungswert in der Tat reell sein, denn
fiir einen jeden selbstadjungierten Operator C gilt

(C) =(41Ce) =(Cy1¢)=(¢|CT¢)=(¢IC¢)=(C) = (C)eR. (3:4.27)
Ziehen wir also aus die Wurzel, folgt tatsichlich die Heisenbergsche Unschirferelation (3.4.15).

Insbesondere lautet die Heisenbergsche Unschirferelation fiir Ortsvektor- und Impulskomponenten wegen

(3.4.14)

1/

Offenbar gilt insbesondere das Gleichheitszeichen in der Unschirferelation genau dann, wenn es ein (und
dann nur ein!) A € R gibt mit P(A) = 0, d.h. fiir dieses A ist aufgrund der Definition des Polynoms gemif}

(3.4.19)
(A’ +iAB")|¢) =0. (3.4.29)

Wir wollen fiir die Orts- und Impulskomponenten in einer Raumrichtung die entsprechenden Zustinde ,,mi-
nimaler Unschirfe® ermitteln. Der Einfachheit betrachten wir dazu ein Teilchen, das sich nur in einer Rich-
tung bewegen kann und nennen die entsprechenden Operatoren fiir die Ortskoordinate und den Impuls x
und p. Wir arbeiten am bequemsten in der Ortsdarstellun Setzen wir A’ = x —x,1 und B’ = p— p,1,
wobel x, und p, die Erwartungswerte von x bzw. p bezeichnen sollen. Dann lautet in der Ortsdarstellung

die Gleichung
(% —x0)(x) = —iA(p — po) (). (3.4.30)

Dabei ist A € R eine beliebige reelle Zahl. Wegen X = x und p =—i#%J, miissen wir also die Differentialglei-
chung

(x —x0)p(x) = =B (x) +1Apeh(x) (3.4.31)
16sen. Formen wir etwas um, folgt
AB! (x) = [—(x — xg) + 14 po ]¢(x). (3.4.32)
Dividieren wir durch A% ¢(x) erhalten wir
Y d <¢<x>>__x—xo i
R In( 52 ) =52+ 2 pe (3.4.33)

Dabet ist N eine beliebige Konstante. Die allgemeine Losung von (3.4.31) ist damit schnell durch Integration

gewonnen:

d(x) = Nexp [—(x;;;)z L k"x ] (3.4.34)

Dies ist offenbar eine Gaufi-Verteilung. Die Normierungskonstante ergibt sich bis auf einen irrelevanten Pha-

senfaktor zu .

>Die Rechnung lisst sich analog auch in der Impulsdarstellung ausfiithren, was dem Leser zur Ubung empfohlen sei!
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Dann ist die Wellenfunktion normiert, d.h. es gilt (¢ | ¢ ) = 1. Die Ortswahrscheinlichkeitsverteilung w(x) =
|4(x)|? zeigt, dass tatsichlich (x) = x, und Ax = 4/ A%/2. Fiir den Erwartungswert und die Standardabwei-
chung von p ergibt sich

()= g b= Aptm—pit [ S 0= G430

d.h. es gilt in der Tat AxAp = %/2, und zwar fiir jedes A > O (vollziehen Sie diese Rechnungen nach!). Fiir
diese Gaufschen Wellenpakete ist also tatsichlich das Unschirfeprodukt minimal, und man kann dabei of-
fenbar entweder den Ort oder den Impuls beliebig genau festlegen, wobei dann aber die jeweils andere Grofle
entsprechend ungenauer bestimmt ist.

Wir bemerken noch, dass ein vollstandiger Satz kompatibler Observabler, reprisentiert durch die selbstad-
jungierten Operatoren A, ..., A dadurch charakterisiert ist, dass zum Einen all diese Observablen simultan
determinierte Werte besitzen konnen, d.h. nach den obigen Uberlegungen, dass notwendig [Aj,Ak] =0
firalle 7,k €{1,...,n} (Kompatibilitit) und zum anderen ein vollstindiges Orthonormalsystem simultaner
Eigenvektoren |4y,...,a,) zu den Eigenwerten (ay,...,a, ) existiert, und zwar so, dass zu jedem simultanen
Satz von Eigenwerten der entsprechende Eigenvektorraum eindimensional ist, d.h. es existiert nur ein linear
unabhingiger simultaner Eigenvektor.

Wie wir am Beispiel von Ortsvektorkomponenten und Impulskomponenten gesehen haben, kann es sich bei
den Eigenvektoren auch um verallgemeinerte Eigenvektoren handeln, d.h. verallgemeinerte Eigenvektoren zu
verallgemeinerten Eigenwerten im kontinuierlichen Spektrum der selbstadjungierten Operatoren sind nicht
auf 1 normierbar und reprisentieren daher auch keine Zustinde. Die Eigenvektoren lassen sich dann aber 1.a.
yauf &-Distributionen® normieren.

3.5 Dynamik

Nun haben wir die quantentheoretische Kinematik fiir den Fall eines ,quantisierten klassischen Teilchens®
vollstindig durch die Festlegung der selbstadjungierten Operatoren fiir die Ortsvektorkomponenten und die
Impulskomponenten sowie den dazugehdrigen Hilbert-Raum, der in der Orts- oder Impulsdarstellung durch
den Hilbert-Raum der quadratintegrablen komplexen Funktionen L?(R?) eindeutig charakterisiert ist.

Kommen wir nun auf die Schrédinger-Gleichung (3.2.1) fiir ein freies Teilchen zurtick. Die rechte Seite kon-
nen wir dabei mit Hilfe der Impulsoperatoren ausdriicken, denn in der in 1) offenbar zur Anwendung

kommenden Ortsdarstellung ist p = —i i#V und damit —#%A = p Damit konnen wir die Zeitabhingigkeit
des Zustandes auch darstellungsunabhingig, also fiir die abstrakten Ket-Vektoren charakterisieren:

=2

43, 9(6)) = (1) (35.1)

Der Operator auf der rechten Seite ist nun offenbar der Operator der kinetischen Energie. Das ist eigent-
lich angesichts unserer heuristischen Herleitung der Schrodinger-Gleichung anhand der de Broglie-Welle-Teil-
chen-Dualismus-Argumentation wenig {iberraschend, denn wir hatten ja die Dispersionsrelation so gewzhlt,
dass fiir die ebenen Wellen eines freien Teilchens £ = % und p = bk gilt. In diesem Zusammenhang be-
zeichnet man die Gesamtenergie auch als Hamilton-Funktion bzw. entsprechend im abstrakten Formalis-
mus der Quantentheorie den entsprechenden Operator der Gesamtenergie als Hamilton-Operator. Fiir ein
freies Teilchen ist demnach der Hamilton-Operator

H=F_ (3.5.2)
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und die Schrodinger-Gleichung lautet entsprechend
{53, 14(6) =H|g(1). 659

Dies ist in zweierlei Hinsicht von grofler Bedeutung fiir die weitere Entwicklung der Theorie. Zum einen
kénnen wir jetzt auch die quantenmechanische Dynamik fiir kompliziertere Fille als fiir ein freies Teilchen
erraten. Betrachtet man z.B. ein Teilchen, das sich in einem dufleren Kraftfeld befindet, das in der klassischen
Mechanik durch ein Potential V(%) beschrieben wird, so liegt es nahe, dass dann auch der quantenmechanische
Hamilton-Operator entsprechend der Gesamtenergie des Systems durch

=2
H=L v (3.5.4)
2m

gegeben sein wird.

Dabei miissen wir uns nur noch dariiber klar werden, wie man Funktionen von Operatoren zu interpre-
tieren hat. Dabei sind vor allem zwei Ideen wichtig. Falls die Funktionen Polynome sind, wie bei
ist unmittelbar klar, was mit der entsprechenden Operatorfunktion gemeint ist, denn hier ist p* einfach die
zweimalige Anwendung der entsprechenden Impulsoperatoren auf den Zustandsket, also die Hintereinander-
ausfiihrung der entsprechenden linearen Abbildungen auf die Hilbert-Raumvektoren. Entsprechend konnen
wir Funktionen, die sich in Potenzreihen entwickeln lassen, zumindest formal auf die entsprechenden Po-
tenzreihen mit Operatoren in den (i.a. unendlich vielen) Summanden auffassen.

Hierbei ergibt sich allerdings zuweilen ein Problem, wenn man Funktionen fiir das klassische Teilchen vor-
liegen hat, die von Observablen abhingen, fiir die die entsprechenden selbstadjungierten Operatoren nicht
kommutieren. Dann muss man noch irgendwie eine Reihenfolge fiir die Operatoren festlegen, was i.a. nicht
eindeutig ist. Fiir den Fall des Hamilton-Operators eines Teilchens in einem dufleren Kraftpotential
tritt dieses Problem nicht auf, denn sowohl die Impulsoperatoren als auch die Ortsoperatoren kommutieren
untereinander.

Eine weitere Moglichkeit, operatorwertige Funktionen zu definieren, ist es, in einer spezifischen Darstellung
zu arbeiten, also mit geeigneten (verallgemeinerten) vollstindigen Orthonormalbasen von Eigenvektoren der
im Problem vorkommenden Operatoren. Fiir bietet sich als besonders einfach die Ortsdarstellung an,
d.h. die Verwendung der simultanen Eigenvektoren der drei Ortsvektorkomponenten x; (j € {1,2,3}), denn

dann ist offenbar I
P v

H¢<z,z>=<z|H|¢<t>>=<% o

¢(t)>. (3.5.5)

Nun kennen wir bereits die Ortsdarstellung des Impulsoperators:

PP = E Bl g(0) = —ihVh(1.5) > p(,7) = — B AL, ) (3.5.6)

Fiir den Operator der potentiellen Energie ist offenbar

VE)LE) = G VEI ) = (VEF 1)) (3.5.7)

Dabei haben wir verwendet, dass V/(X) ein selbstadjungierter Operator ist, denn mit x;, = X;L ist auch jedes
Produkt von Ortsvektorkomponentenoperatoren selbstadjungiert, weil die Operatoren allesamt miteinander
Tl

kommutieren. Z.B. gilt (kaj)’r =X = XX, =X, d.h. x;x; ist tatsichlich selbstadjungiert. Da V() als

k
Funktion fiir gewohnliche Vektoren der klassischen Mechanik stets reell ist, kommen in der entsprechenden
Potenzreihe nur reelle Koeffizienten vor, und damit ist auch die formale Potenzreithe mit Operatoren statt

gewohnlicher Vektoren einen selbstadjungierter Operator. Nun ist aber schliellich offenbar
V(%)|X) = V(X)|X), (3.5.8)
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d.h. die (verallgemeinerten) Ortseigenvektoren sind auch Eigenvektoren der entsprechenden Funktion dieser
Operatoren. Es gentigt wieder, sich dies anhand eines Operatorprodukts aus zwei Ortskomponentenopera-
toren klar zu machen:

XX [X) = %% |X) = 2% [X) = 2% [X) - (3.5.9)

Damit ist aber einfach aufgrund von (3.5.7)

VE)(2,3) = VE)U(, ), (3.5.10)
denn da V(X) € R, ist

(VEE|4(1) = (VEE| (1) = V@) (F] (1) = VE(2,F). (35.11)

Schliefilich kénnen wir damit auch Funktionen V(%) die sich nicht (oder zumindest nicht bequem) in Potenz-
reihen entwickeln lassen, als Funktionen V/(X) mit den Ortskomponentenoperatoren interpretieren. Freilich
sind all diese Betrachtungen nicht mathematisch streng begriindet. Letztlich erweist sich aber dieser prag-
matisch heuristische Zugang zur Quantisierung klassischer mechanischer Systeme als duflerst erfolgreich,
wie wir im Folgenden noch sehen werden. Jedenfalls ist schlieflich durch diese Uberlegungen der Hamilton-

Operator (3.5.4) in der Ortsdarstellung mathematisch wohldefiniert:
A B
Hgb(t,)?):—z—Agb(t,f)—l-V(a?)gb(t,a?). (3.5.12)
m

Schliefllich kénnen wir nun auch die Schrodingergleichung im abstrakten Hilbert-Raum

153, () = H|¢(2)) (3.5.13)

formal leicht 16sen. Dazu behandeln wir wieder den Hamilton-Operator als wire er eine ganz gewdhnli-
che Zahl. Dann ist offenbar eine Losung fiir die Schrodinger-Gleichung bei vorgegebener Anfangsbedingung
|4(25)) = |¢q), wobet |¢) der Zustand des Teilchens ist, in dem es zur Anfangszeit ¢, pripariert wurde

9(6) =exp [~ (e = 10)]|4) = Ut — 1) I4o): 6514

Der Operator U(z — t,) heifit Zeitentwicklungsoperator.
Diese formale Losung der Schrodinger-Gleichung zeigt weiter die Wichtigkeit der Tatsache, dass H als Re-
prisentant einer Observablen (ndmlich der Gesamtenergie des Teilchens) ein selbstadjungierter Operator ist,
denn es gilt
-HT -H

UT(t—t))=exp [+17(t — to)] = exp |:+1?(t — to)i| . (3.5.15)
Da trivialerweise H mit sich selbst vertauscht, kann man mit dieser Operatorexponentialfunktion wie mit
einer gewohnlichen Funktion rechnen, und daher gilt

UT(t —t,)U(t — 1) = U(t — t,)UT(t — 1) = 1. (3.5.16)

Folglich ist
UT(t —t,) = Ut —1,). (3.5.17)

Man nennt einen Operator, dessen adjungierter Operator der inverse Operator ist, unitir. Die wichtigste
Eigenschaft solcher unitirer Operatoren ist, dass sie Skalarprodukte beliebiger Hilbert-Raumvektoren unge-
andert lassen, denn ist U ein beliebiger unitirer Operator, so gilt

(Up|Ug)=(p|UTUS ) =(g|U'UY)=(811¢)=(81¢). (3.5.18)

37



3. Wellenmechanik

Damit ergibt sich aus insbesondere, dass
(D)1 (1)) = (ol do) (3.5.19)

d.h. normiert man |¢,) anfangs (zur Zeit ) auf Eins, entsprechend der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinter-
pretation, so bleibt der Vektor auch zu jeder spiteren Zeit auf Eins normiert.

Schliefilich kénnen wir auch die Frage beantworten, wie zu einer beliebigen Observablen A, reprisentiert
durch den selbstadjungierten Operator A, der Operator definiert werden kann, der der Zeitableitung A ent-

spricht. Diesen Operator wollen wir mit A bezeichnen. Dazu betrachten wir den Erwartungswert der Ob-
servablen A als Funktion der Zeit, der durch

{A) (1) = (&) |Al (1)) (3.5.20)

gegeben ist. Dabei gehen wir der Einfachheit davon aus, dass A = A(X,p) nicht irgendwie explizit von der
Zeit abhingt. Wir definieren nun A durch die Forderung, dass

: d .
(4) =T W) =(4)]|A|¢) (3.5.21)
sein soll. Dazu miissen wir nur mit Hilfe der Produktregel nach der Zeit ableiten

L 0= (840 IA190) + (0)1A13,4(0) 6.5.22)

und die Schrédinger-Gleichung (3.5.13) anwenden. Es gilt demnach

810 == HIY(0) 6529

und durch Adjungieren
i

(0 =+ (OIHT =+ (O H, 6524

wobei wir im letzten Schritt wieder die Selbstadjungiertheit von H verwendet haben. Setzen wir also (3.5.23)
und (3.5.24) in (3.5.22) ein, erhalten wir nach einigen einfachen Umformungen

d 1
So=(s0l|

Da dies fiir alle Zustandsvektoren |¢(¢)) gelten soll, ergibt der Vergleich mit der rechten Seite von (3.5.21)

[A,H]‘ ¢(t)>. (3.5.25)

A=[AH] (3.5.26)

ih
Dabei haben wir vorausgesetzt, dass A = A(X, p) ist. Falls die Observable auch explizit von der Zeit abhingt,
erhilt man beim Ableiten noch einen Zusatzterm, der der Ableitung des Operators nach der expliziten Zeit-

abhingigkeit entspricht (Nachrechnen!)

1

A=—[AH] +<‘9A> . (3.5.27)
i%h expl

ED

Betrachten wir als einfache Beispiele die Zeitableitungen des Ortsvektors und des Impulses, woraus sich die
Operatoren fiir Geschwindigkeit und Kraft ergeben. Dabei gehen wir vom Hamilton-Operator (3.5.4) aus.
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3.5. Dynamik

Um (3.5.26) anwenden zu kdnnen, miissen wir dazu zunichst einige Rechenregeln fiir Kommutatoren von
Operatoren bzw. Funktionen von Operatoren herleiten. Zunichst ist klar, dass der Kommutator in beiden
Argumenten linear ist, d.h. fiir irgendwelche Operatoren A, B und C und komplexe Zahlen A, u gilt

[AA+ uB,C]=A[A,C]+ u[B,C]. (3.5.28)

Auflerdem ist
[AB,C]=ABC—CAB =A[B,C]+(AC—CA)B (3.5.29)

oder in eine griffige Formel gebracht
[AB,C]=A[B,C]+[A,C]B. (3.5.30)
Da nun alle Ortskomponentenoperatoren untereinander vertauschen, gilt offenbar
[%, V(X)]=0. (3.5.31)

Damit bleibt

> 3 17. 1 ->2] 1 > 2
P X, 3.5.32
vEES i [ P 2mih [ P ] ( )

Um die verbliebene Kommutatorklammer besser auswerten zu konnen schreiben wir sie mit Hilfe des Ricci-
Kalkiils aus (s. Skript zur Vorlesung , Theorie 2 fiir das Lehramt L3 [Hee18b/]f

) . .
[X/,P ] = I:Xj’p/ep/e:l =P [X/’Pk] + [Xj’Pk:ka =pg2ih8 ), 1=2ihp;. (3.5.33)
Setzt man dies wieder in (3.5.32) ein, ergibt dies

L 1
v=—p. (3.5.34)
m

Dies ist kein besonders tiberraschendes Ergebnis, entspricht dies doch genau der Definition des Impulses in
der klassischen Mechanik. Es ist allerdings auf der anderen Seite schon bemerkenswert, dass dies im Sinne von
Beziehungen zwischen den die Observablen darstellenden Operatoren auch in der Quantentheorie genauso
verhilt.

Fiir den Operator der Kraft stehen wir allerdings vor einem neuen Problem: Da die Impulskomponenten
untereinander kommutieren, gilt

s 1 . |
=p=—=[p.H]==[p, V)], (3.5.35)
15 15

und wir benétigen den Kommutator der Impulskomponenten mit einer beliebigen Funktion der Ortskom-
ponenten.

Um diesen Kommutator auszurechnen, verwenden wir die Ortsdarstellung und die entsprechenden Opera-
toren fiir Ort und Impuls. Es ist zum Einen fiir eine beliebige Wellenfunktion ¢(X) = (x| ¢)

bVEWE) = pVEE)
—M,M 2)¢(3)]
= —iB[Y(R)3, V(%) + V()3 4(F)]
= —ihY(R),V(E) + V(E)p; ().

®Man beachte insbesondere, dass {iber Paare gleichnamiger Indizes, wie hier £, gemifl der Einsteinschen Summenkonvention iiber
k €{1,2,3} summiert wird!

(3.5.36)
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3. Wellenmechanik

und damit
[ﬁ;, V(fc)] (@)= p;IVE)(x)] = V()p; $(3) =—ihp(X)5; V(). (3.5.37)
Da dies fiir alle Wellenfunktion ¢ gilt, folgt daraus
[p;, V®|=-id, V(%) (3.5.38)
Setzen wir dies in ein, und kehren dabei wieder zur Vektorschreibeweise zuriick, folgt
F=-VV(%), (3.5.39)

d.h. es gilt wieder die Analogie zwischen den klassischen Beziehungen zwischen den verschiedenen Observa-
blen und den entsprechenden Operatoren in der Quantentheorie.

3.6 Energiecigenvektoren

Die Energieeigenvektoren, d.h. Eigenvektoren des Hamiltonoperators spielen eine besondere Rolle. Zum
einen stellen sie die stationdren Zustinde des Teilchens dar. Dies sicht man wie folgt ein: Angenommen der
Zustand des Teilchens zur Zeit t = ¢, ist ein Eigenvektor des Hamiltonoperators |¢,) = |E) mit H|E) =
E|E). Mit folgt dann fiir die Zeitentwicklung des Zustandes

96 =exp (=5 (0= 1) o) = exp(~ 21— ) ) o). 06

Die zeitliche Anderung besteht also lediglich aus der Multiplikation mit einem Phasenfaktor. Dies indert aber
den Zustand prinzipiell nicht, denn beobachtbar sind nur die Wahrscheinlichkeiten fiir die Messung von Ob-
servablen. Betrachtet man beispielsweise die simultane Messung eines vollstandigen Satzes von Observablen
A,,...,A,, so besteht die einzige physikalische Information des Zustandes darin, dass die Wahrscheinlichkeit
(oder Wahrscheinlichkeitsdichte, wenn kontinuierliche Observablen beteiligt sind), bei der Messung zur Zeit
t bestimmte Werte (a4, ...,4,) zu erhalten, durch

W(t,ag,. say) =|{as,- - ra, | $(2)) |
= (“1>-~’4n|¢o>eXP<_%(t_to)>
:|(“1’---’4n|¢o>|2

gegeben ist. Ist also der Systemzustand anfangs ein Energieeigenzustand zum Eigenwert E, verbleibt das Sys-
tem fiir alle Zeiten in diesem Zustand, und die Wahrscheinlichkeiten fiir beliebige Messungen hingen nicht
von der Zeit ab. Daher sind die Energieeigenzustinde die stationiren Zustinde des Systems.

2
(3.6.2)

Da der Hamiltonoperator H selbstadjungiert sein muss, weil er die Observable Energie reprisentiert, gibt
es auch ein vollstindiges Orthonormalsystem von Energieeigenvektoren. La. bildet H allein keinen vollstin-
digen Satz von Operatoren, d.h. i.a. sind die Energieeigenwerte ,entartet“. Dem tragen wir Rechnung, dass
wir den vollstandigen Satz von Energieeigenvektoren mit |E, a) bezeichnen. Dabei bedeutet das zusitzliche
Argument a einen oder mehrere reelle Parameter, die die Energiezustinde zum gleichen Eigenwert identi-
fizieren. Dabei kann « i.a. auch kontinuierlich sein. Im folgenden schreiben wir einfach Summen. Wenn &
kontinuierliche Werte annehmen kann ist die entsprechende Summe durch ein Integral zu ersetzen.

Angenommen, wir haben ein VONS von Energieeigenvektoren fiir einen gegebenen Hamiltonoperator be-
rechnet, liflt sich mit deren Hilfe sehr leicht die Zeitentwicklung eines beliebigen Anfangszustandes berech-
nen. Dazu miissen wir nur die Vollstindigkeitsrelation

> |E,a)(E,a|=1 (3.6.3)
E,a
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3.7. Formale Herleitung der Wellenmechanik
und die formale Losung der zeitabhingigen Schrodingergleichung verwenden. Demnach ist nimlich
90 =exp (22— 1)) Igo)
=E2exp<—i§<r—ro>) E,a) (£, do) 660
@

iE
= exp| ——(t — E,a)(E,a .
e (-~ ) iEa) Ealdo)

Die Losung der Schrodinger-Gleichung fiir die Zeitentwicklung des Zustandes ist damit in Form einer Ent-
wicklung nach Energieeigenfunktionen gegeben.

Betrachten wir als Beispiel ein freies Teilchen mit dem Hamiltonoperator

1
2mp '
Es ist sofort klar, dass ein vollstindiger Satz von Energieeigenvektoren offenbar durch die verallgemeinerten

Impulseigenzustinde |177> gegeben sind. Der Energieeigenwert ist dann natiirlich als Funktion der Impulsei-
genwerte einfach durch E(p) = p?/(2m) gegeben. Die Gleichung kann man demnach direkt auf die
Impulsdarstellung, d.h. die Impulswellenfunktion hinschreiben:

(3.6.5)

J0.5)=(3190)) = | Ppesp(~EL0~10)dulh) 666

wobei ‘;Zo die Impulswellenfunktion zur Anfangszeit t, ist. Dies stimmt vollstindig mit unseren Uberlegungen
in Abschnitt 3.1|tiberein, wo wir von der heuristisch postulierten Schrédingergleichung fiir die Ortswellen-
funktion augegangen sind.

3.7 Formale Herleitung der Wellenmechanik

Wir kénnen diese ,Wellenmechanik® nun auch nochmals aus unserer jetzigen allgmeineren Perspektive herlei-
ten. Der Einfachheit halber betrachten wir dazu die Bewegung eines Teilchens in einer Raumdimension. Wir
gehen von den Kommutatorrelationen fiir die Operatoren der Ortskoordinate x und der Impulskoordinate
p, also

[x,p]=1%1, (3.7.1)
aus.

Der Schliissel fiir die Formulierung in der Ortsdarstellung ist, wie schon in Abschnitt|3.3} die Herleitung der
Impulseigenfunktionen, also die Komponenten der Impulseigenzustinde bzgl. der verallgmeinerten Eigenba-
sis der Ortskoordinate #,(x) = (x| p ). Wir wissen bereits, dass (3.3.17) dabei herauskommen muss. Um dies
zu beweisen, miissen wir herausfinden, wie der Impulsoperator auf die Ortseigenzustinde wirkt. Wir konnen
den dazu benétigten Trick aus diesem Ergebnis gewinnen, denn offenbar gilt

uy(x)=(x|p)= ”p(o)eXP<ip7x>

(3.7.2)
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Wir miissen also nur zeigen, dass

(x =0 exp<ip7x> = (x| = |x) =exp <_1p7x> |x = 0) (3.7.3)

ist. Dazu benétigen wir den Kommutator [x, exp(—ipx/%)]. Dieser lasst sich in der Tat allein aus der Kommu-
tatorrelation bestimmen. Dazu denken wir uns die Operatorexponentialfunktion durch ihre Potenz-
reihe definiert. Dann bendtigen wir zur Berechnung des Kommutators nur noch die Kommutatoren [x, pk]
fiir B € N,. Dies gelingt aber leicht dadurch, dass wir

[x, pk] —ihkp*! (3.7.4)

durch vollstindige Induktion beweisen. Offenbar gilt die Behauptung fiir # =0, denn es ist [ x,p® | =[x,1]=
0. Angenommen, sie gilte auch fiir # = 7 dann folgt mit (3.5.29)

[xp"'|=[xpp"]1=p[x.p"]+[x,plp” =ihpnp"~' +ihp” =ih(n+1)p", (3.7.5)

und das ist die Behauptung fiir £ = 7 + 1, d.h. die Formeln (3.7.4) gilt fiir alle £ € N,. Damit ist aber gezeigt,
dass fiir eine durch eine Potenzreihe definierte Funktion des Impulsoperators

[x.f(p)]=i%f"(p) (3.7.6)

gilt. Damit erhalten wir aber sofort

[X,CXP <_1p7x>] =1%o, exp <_1p7x> = xexp <_1p7x> (3.7.7)
Damit folgt aber endlich

X exp <_1p7x> |x =0) = {|:X, exp <_1p7x>] +exp <_1p7x>x} |x =0) = xexp <_1p7x> |x=0), (3.7.8)

d.h. aber, dass in der Tat exp(—ipx/%)|x =0) ein Eigenvektor des Ortsoperators zum Eigenwert x ist, wie
in l) behauptet! Folglich ist (3.7.2) erfiillt, und man kann schliellich den Normierungs # ,(0) wie in

Abschnitt [3.3|aus der Normierungsbedingung < rlp > = &8(p — p’) bestimmen, was wieder ergibt.

3.8 Teilchen im Potentialtopf

Als einfachstes Beispiel fiir Energieeigenprobleme betrachten wir ein Teilchen in einem eindimensionalen
Potentialtopf, d.h. der Hamilton-Operator ist durch

1
H=—p’+V(x) (3.8.1)
2m

gegeben, wobei das Potential in der Ortsdarstellung durch

o fur xe[—a/2,a/2],
V(x)_{oo fir |x|>a/2. 82

Das bedeutet, dass das Teilchen sich nie auflerhalb des Potentialtopfes befinden kann, und die Ortswellen-
funktionen miissen die Randbedingungen

$a/2)=J(—a/2)=0 (3.8.3)
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3.8. Teilchen im Potentialtopf

erfiillen. Im Folgenden beschrinken wir uns auf das Innere des Potentialtopfes, d.h. nehmen immer an, dass
x €[—a/2,a/2] ist.

Wir kénnen nun das Eigenwertproblem fiir den Hamilton-Operator in der Ortsdarstellung leicht [6sen. Da-
bei bietet sich hier die Ortsdarstellung natiirlicherweise an, weil das (etwas kiinstliche) Potential sich in der
Impuls-Darstellung nicht verniinftig definieren lasst. Jedenfalls ist das Eigenwertproblem fiir den Hamilton-
Operator in der Ortsdarstellung durch

——up(x)=Eug(x) (3.8.4)

gegeben. Fiir jedes £ > 0 gibt es nun offenbar zwei linear unabhingige Ldsungen im Hilbert-Raum
L%([—a/2,a/2]) d.h. dem Hilbert-Raum der quadratintegrablen Funktionen ¢(x), wobei x € [—a/2,a/2]
ist:

u(l)(x) = N cos(k,x), %}(52) = Nsin(k,x). (3.8.5)

E
2mE
k= ’;. (3.8.6)

Setzt man dies in (3.8.4) ein, erhilt man

Nun miissen aber die ,Wellenzahlen kl,z in (3.8.5) so gewahlt werden, dass diese Funktionen auch die Rand-
bedingungen 1) erfillen. Fur ug) verlangt dies
27+ 1)r

kia 27+1
e e
2 2

=>k= mit je€N,={0,1,2,...}, (3.8.7)

denn genau dort besitzt der cos seine Nullstellen. Negative Werte von j brauchen wir nicht zu berticksichti-
gen, da dies wegen cos(—a) = cos(a) nur die gleichen Funktionen liefert wie die positiven Werte.

Fiir ug) liefern die Randbedingungen

k 2 o
%ﬂ:jﬂ = k=" mit jeN={1,2,..). (3.8.8)
a
Negative Werte und j =0 kommen hier nicht in Frage, weil wegen sin(—a) = —sin a negative Werte bis auf

das Vorzeichen nur wieder die gleichen Eigenfunktionen liefern wie die mit positiven Werten, und fiir j =0
wird uéz)(x) = 0 = const, und definitionsgemaf3 ist der Nullvektor des Hilbert-Raums keine Eigenfunktion
des Hamilton-Operators.

Es ist nun fiir das Folgende bequemer, die Energie-Eigenfunktionen mit einem Index 7 € Ny durchzunume-
rieren, denn offenbar durchlaufen dann méglichen Werte fiir &, und k, die Werte k,, = n7t/a, und es ist

", (1) = N, c?s(/enx) falls » € N gerade ist,. (35.8.9)
N, sin(k,x) falls » € N ungerade ist.
Die entsprechenden Energie-Eigenwerte sind dann gemif} (3.8.6)
752
E,=—F2. (3.8.10)
2m

Die Normierungskonstanten berechnen sich aus der Forderung, dass die Wellenfunktionen normiert sein

sollen, d.h.

af

2
(1 ) 10,) = [, | = f el (e)2 = 1. 3.8.1)

—a/2
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3. Wellenmechanik
Zur Berechnung dieser Integrale verwenden wir das Doppelwinkeltheorem fiir den cos:
cos(2a) =cos’ @ —sin* @ = 1—2sin’ @ =2cos’ a — 1. (3.8.12)
Dies konnen wir leicht umformen zu
. 1 1
sina = 5[1 —cos(2a)], cos’a= 5[1 + cos(2a)]. (3.8.13)

Demnach wird das Normierungsintegral fiir gerade 7

a/2 a/2 1
|7 =R [ drcosem=3n,p

—a)2 —a/2 —a/2

al2
dx[1+cos(2k,x)] = §|Nn|2. (3.8.14)

Dabei fillt der Beitrag zum Integral von cos(2k, x) wegen £2k,a/2 = 2n 7 weg. Genauso folgt, dass (3.8.14)
auch fiir ungerade 7 gilt, d.h. wir haben
N, = \/2 (3.8.15)
a

Man rechnet leicht nach, dass die #,, fiir » € N ein Orthonormalsystem bilden. Aus der Theorie der Fourier-
Reihen [[CH10]] weif8 man, dass dieses Orthonormalsystem auch vollstindig ist, d.h. man kann jede iiber das
Intervall x € [—a/2,a/2] quadratintegrable Funktion ¢(x), die die Randbedingungen erfiillt, nach den
Energie-Eigenfunktionen (3.8.9) entwickeln, d.h. es gilt

D) =D d,my(x), (3.8.16)
n=1
wobei die Fourier-Koeffizienten durch

al2 al?
(1, 1) = f du )= den, (0o (3.8.17)

—a/2 —a/2

gegeben sind. Dabeti gilt die letzte Gleichung, weil in diesem Fall die Eigenfunktionen reell sind.

3.9 Der harmonische Oszillator

Wir betrachten ein Teilchen, das sich in einem dufleren harmonischen Potential entlang der x-Achse bewegen
moge. Der Hamiltonoperator besitzt die Gestalt
2 2

P maw” >
H=— . 39.1
m T ¥ (3:9-1)

Wir stellen uns die Aufgabe, ein vollstindiges Orthonormalsystem von Energieeigenvektoren zu finden, und
zwar zunichst ohne von der Orts- oder Impulsdarstellung Gebrauch zu machen, also rein algebraisch.

Dazu fiihrt man die folgenden nicht selbstadjungierten (1) Operatoren

[me 1
a= x4+ 39.2
2% v2mha)p ( )

ein. Die Struktur des Hamiltonoperators legt die Berechnung des selbstadjungierten Operators

mow , 1 , 1
X"+ —=1 393
T (3.9:3)

ta—
ala=
mehp 2
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3.9. Der harmonische Oszillator

nahe, wobei wir das Operatorprodukt einfach ausmultipliziert und die Vertauschungsrelationen fiir Ort und
Impuls
[x,p]=ih1 (3.9.4)

verwendet haben. Der Vergleich mit (3.9.1) ergibt
hew
H=—(2a'a+1). 3.9.5
5 (2a'a ) (3.9.5)

Wir konnen also das Eigenwertproblem fiir H 16sen, indem wir das Eigenwertproblem fiir den selbstadjun-
grerten Operator
N=a'a (3.9.6)

betrachten.
Die Kommutatorrelationen der Operatoren a und af berechnet man sofort mit Hilfe der Kommutatorrela-

tionen fiir Ort und Impuls (Nachrechnen!)
[a,a]=[af,a']=0, [a,a']=1. (3.9.7)
SchliefSlich sind im Folgenden noch die Kommutatoren
[a,N]=a, [aT,N] ——af (3.9.8)

niitzlich.
Sei nun |7} irgendein Eigenvektor von N zum Eigenwert 7. Dann gilt wegen (3.9.8)

Na|n) ={[N,a]+aN}|n) =(n—1)a|n), (3.9.9)

d.h. a|n) ist also entweder ein Eigenvektor von N zum Eigenwert 7z — 1 oder der Nullvektor.

Weiter ist N ein ,,positiv semidefiniter Operator®, d.h. fiir jeden Vektor |¢) gilt

(¢ INI¢) = (ag|ag) >0. (3.9.10)

Setzen wir hierin insbesondere |¢¢) = |n), folgt, dafl 7 > 0 sein mufl. Wenden wir also a* auf |) an, muf3 fiir
ein k € N gelten n —k = 0, weil es andernfalls Eigenvektoren mit beliebig kleinen Eigenwerten von N gibe,
was aber eben wegen nicht moglich ist. Existiert also iberhaupt ein simultaner Eigenvektor von N,
dann muf} es (wenigstens) einen Eigenvektor |2) mit 7 = 0 geben, und fiir diesen muf3

a|Q) = [0) (3.9.11)
gelten. Weiter gilt aber auch
Na'|n) = {[N,a"]+a'N}|n) = (n + 1)a'|n), (3.9.12)

und das beweist, dass a' |) ein Eigenvektor von N zum Eigenwert 7 + 1 sein muf}, und also die Eigenwerte

N gerade 7 € N; sind.

Nehmen wir an, |©2) sei auf 1 normiert, ergeben sich gemif (3.9.12) weiter die auf 1 normierten simultanen
Eigenvektoren von N durch fortgesetzte Anwendung von a' auf |Q2) und nachfolgende Normierung. Zur
Bestimmung des Normierungsfaktors nehmen wir nun also an, die |7) seien auf 1 normiert. Dann folgt

<aTn | aln > = <n |aaT| n> = <n )N+ [a,af]) n> =(n+1)|n+1). (3.9.13)

Durch Rekursion erhalten wir also schlief§lich

|n) = \/g(aT)" 1), (3.9.14)
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3. Wellenmechanik

wobei wir die Normierungskonstanten willkiirlich reell gewdhlt haben, da Phasenfaktoren ohnehin irrelevant
sind. Daraus folgt

|n) = %aT |n—1), (3.9.15)
n

und mit der Kommutatorrelation (3.9.7) finden wir
1
Vn

Wir stellen weiter fest, daf§ damit auch das Eigenwertproblem fiir H geldst ist, denn gemif3 (3.9.5) ist |) ein
Eigenvektor von H

a|n):iaaT|n—1): (N+[a,a]T)|n—1):%(N+l)|n—l):ﬁ|n—l). (3.9.16)

H|n)=E, |n) (3.9.17)
zum Eigenwert
hew

Es ist klar, dafl der Zustand |Q2) der Grundzustand, d.h. der Zustand der niedrigstmdglichen Energie des
Teilchens ist.

Nun miissen wir noch die Existenz und Eindeutigkeit des Grundzustands nachweisen sowie zeigen, dass durch
(3.9.14) wieder normierbare Hilbertraumvektoren entstehen. Dies ldsst sich am einfachsten in der Ortsdar-
stellung bewerkstelligen. Betrachten wir also die Wellenfunktionen

u,(x)=(x|n). (3.9.19)

Erinnern wir uns, dass die Orts- und Impulsoperatoren in der Ortsdarstellung durch x¢(x) = x¢/(x) und

py(x) =—1%d,¢(x) gegeben sind, folgt fiir die Grundzustandswellenfunktion

h d mow
aug(x) = %%_"Mﬁx o(x)=0. (3.9.20)

Setzen wir zur Abkiirzung

a?=—, (3.9.21)
mew
schreibt sich diese Gleichung als
a x
Die Losung ergibt sich sofort eindentig zu
2
no(x)=Nexp|—— |. (3.9.23)
2a?

Die Normierung ist (bis auf einen unerheblichen Phasenfaktor) durch

(0]0) = f dx [uo(x) P = | N P(ra?) 21 = W:<L>l/4 (3.9.24)

ma?

gegeben.
Wir erhalten also schlieflich

1/4 2
no(x) = <#> exp <—%> . (3.9.25)
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3.9. Der harmonische Oszillator

Es existiert also genau eine quadratintegrable Wellenfunktion zum Eigenwertproblem von N mit dem Ei-
genwert 7 = 0. Mittels (3.9.14) sehen wir, dass dann auch alle tibrigen Eigenfunktionen quadratintegrabel
sind, denn sie ergeben sich als Produkt aus der Gauf3-Funktion (3.9.25) mit einem Polynom, das sich durch

fortgesetzte Anwendung des Differentialoperators a bestimmen lifit:

u, (x) = %(aT)”uo(x):\/Z <§—a%)nuo(x). (3.9.26)

Fiithren wir die dimensionslose Variable

=% (3.9.27)
a

ein, konnen wir gem. (3.9.25) schreiben

un(x):<#>l/4\/2nzn!|:<§—%>n exp <—%2>]§:z. (3.9.28)

1/4 2
u, (x) = <$> znln! [Hn(f)exp <_%>]£:x (3.9.29)

H,(£) = exp <%2> (- %) exp <—%2> (3.9.30)

die sog. Hermite-Polynome (Charles Hermite, 1822-1901). In Abb. [3.1]sind einige dieser Energieeigenfunktio-
nen dargestellt.

Es ldsst sich durch Anwendung von (3.9.30) leicht zeigen, dass sie der Rekursionsformel

Offensichtlich ist

Dabei sind

H, (&) =2EH,(§)—H, (&) (3.9.31)
genligen, aus der durch vollstindige Induktion sofort die alternative Darstellung
dn
H, (€)= (—1)" exp(&7)7 7 oP(—E %), (3.9.32)

die Rodrigues-Formel (Benjamin Olinde Rodrigues, 1795-1851), folgt (Ubungsaufgabe!). Eine niitzliche Darstel-
lung als Integral entsteht, indem man die Gaufifunktion in der folgenden Fourierdarstellung schreibt

exp(—&?) = T% J;R du exp(—u® +2iué) (3.9.33)

und in die Rodrigues-Formel einsetzt:
_ exp(&?)
v

Aus dem Vorstehenden ergibt sich dann weiter unmittelbar, dass die #,, ein orthonormiertes Funktionensys-
tem bilden, dass also

H, (&) L{ du(—2iu)" exp(—u® +2iué). (3.9.34)

J dxu),(x)u,(x)=35,, (3.9.35)
R

gilt. Substuieren wir hierin x = a¢, folgt fiir die Hermitepolynome die Orthogonalititsbedingung
f d& exp(—EH ,(E)H,(§) =2"n!y/7S,,,. (3.9.36)
R
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3. Wellenmechanik

0.6 .

0.5

P(x) (1/a)
()

02

0.1 |

x/a

Abbildung 3.1: Die Energieeigenfunktionen des eindimensionalen harmonischen Oszillators zu den Eigen-
werten E, = hw(n+1/2) fiirn = 0,1,2,10. Besonders bemerkenswert ist die Tatsache, dass in dieser Situa-
tion, die einem Teilchen mit scharf bestimmter Energie entsprechen, die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir
beliebig grofle Ortskomponenten x nicht verschwindet. In der klassischen Situation verbietet der Energie-
satz, dass sich das Teilchen auflerhalb der durch die Energie vorgegebenen Umkehrpunkte x4 bewegt, die
durch E = me?x} /2 bestimme sind. Diese Eigenschatt, dass Teilchen mit scharf bestimmter Energie sich in
Regionen authalten konnen, in die sie sich gemafs der klassischen Mechanik aufgrund des Energiesatzes nicht
gelangen konnen, bezeichnet man als Tunneleffekt.

Andere niitzliche Beziehungen ergeben sich aus der ,erzeugenden Funktion“ der Hermitepolynome. Sie ist
definiert als -
F(&,z2)=>_ ;Hn(g)z”. (3.9.37)
n=0 """
Verwenden wir (3.9.32) und setzen einstweilen z = —(y —

&), ergibt sich aufgrund der Taylorentwicklung

FE D =ep(E) > [ (€D |08 =@ ) =ewp2E2 =) 6939

—nlLdEr
Es ist also
|
28z—2")=> —H,({)z". 3.9.39
xp(Ez —7)=> 1 H, ) (939
Differenzieren wir diese Gleichung nach z, finden wir
e 1 o 1
2&—z)exp(2lz—z7) =] mHn(E)z”_l => ;Hm(g)z". (3.9.40)
n=1 A n=0 """

Multiplizieren wir andererseits (3.9.39) mit 2(¢ —z) und vergleichen die Koeffizienten von z”, finden wir die

Rekursionsformel

H (&) =2EHy(&), H,,(&)=2EH,(E)—2nH,_ (&), (3.9.41)

die sich (zusammen mit der Startbedingung H,({') = 1) gut zur numerischen Berechnung der Hermitepoly-
nome eignet.
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3.10. Der symmetrische 3D harmonische Oszillator

Auf dieselbe Weise erhalten wir durch Ableiten von (3.9.39) nach & die Ableitung der Hermitepolynome

0 tiir n =0,

H, (&)= {ZnHH(E) irn o1 (3.9.42)

3.10 Der symmetrische 3D harmonische Oszillator

Ohne weitere Rechnungen kann man nun das Verfahren des vorigen Abschnitts fiir den eindimensionalen har-
monischen Oszillator auf den symmetrischen dreidimensionalen harmonischen Oszillator verallgemeinern.
Der Hamilton-Operator lautet
1., mao?,
H=—p"+ %2 (3.10.1)
2m 2

Wie im eindimensionalen Fall konnen wir Leiteroperatoren einfithren, und zwar fiir jede der drei Raumrich-
tungen

mew 1
a.- = X._+_ .. 3.10.2
! 260 Vambe! ( )

Aufgrund der Vertauschungsrelationen fiir die Operatoren der Orts- und Impulskomponenten

(%% |=[pjope | =0, [xp2 ] =581 (3.10.3)

erhilt man die Kommutatoren der Leiteroperatoren zu
—[L T ]= =
[a]-,ak]_[a].,ak]_o, [aj,ak]_Sjk]l. (3.10.4)

Man hat es aufgrund dieser Vertauschungsrelationen also formal mit drei vollig voneinander unabhingigen
Oszillatoren zu tun, d.h. wir kénnen ein vollstindiges orthonormales System von simultanen Eigenvektoren
|74, 15, 15) der drei untereinander kommutierenden ,Phononenzahloperatoren®

bt
N; =aa; (3.10.5)

konstruieren, wie fiir den eindimensionalen Fall im vorigen Abschnitt gezeigt, d.h. es gibt einen eindeutig
bestimmten Zustand mit 7, = 1, = n; =0, also |0,0,0), und fiir jedes Tripel (1, 7,,75) € N; ist
1
|21, 73, 13) = ————(al Y"1 (al)"2(al) 10,0, 0) . (3.10.6)

1 2
nyn,lns!

Die Phononvernichtungs- und Erzeungsoperatoren wirken ebenfalls analog wie im eindimensionalen Fall

durch
4 |n1,n2,n3) =/n—1|n — 1,712,723), a]; |”15”2>”3> = \/n—1|n1 + 1,n2,n3) (3.10.7)

und entsprechend fiir a, und a; bzw. a;r und ai.
Der Hamiltonoperator ldsst sich als

3

schreiben (Nachrechnen!). Damit 16sen die simultanen Phononenzahleigenvektoren auch das Energieeigen-
wertproblem, d.h. sie bilden auch ein VONS von Energieeigenzustinden.
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3. Wellenmechanik

3.11 Der Bahndrehimpuls

Wir kénnen nun die Ergebnisse des vorigen Abschnittes zum dreidimensionalen symmetrischen harmoni-
schen Oszillator auch verwenden, um auf elegante Weise eine andere niitzliche vollstindige Orthonormalba-
sis einzufiihren, und zwar eines, das mit dem Bahndrehimpuls zu tun hat. Wie in der klassischen Mechanik
ist der Bahndrehimpuls eines Teilchens durch

—

L=%xp (3.11.1)

definiert. Dabei sind nur Produkte von Orts- und Impulsoperatoren in verschiedenen Richtungen involviert,
und es gibt demnach kein Anordnungsproblem. Die einzelnen Komponenten kénnen mit Hilfe des Levi-
Civita-Symbols (s. [[Hee18b])) als

ausgedriickt werden, wobei wir die Einsteinsche Summenkonvention anwenden, d.h. tiber doppelt auftreten-
de Vektorindizes wird summiert.

Wir kénnen nun mit Hilfe von die Kommutatorregeln fiir die Drehimpulskomponenten berechnen:
(Lo Ly 1= €acd€per [ XcPasXePy |
= €acd€bef <Xc [Pd’xepf] + [Xc,XePf]Pd)
= €uca€per (X [ParxIPs +%.[X0p/ |Pa)
= ih€0a€per (—OacXcPy +OcrX.Dy)
=i5(80p8cp = 8ur )X P — (84S — 8ueSup)xePu |

=15 (X,p, —X,p,) =
:ibeabCL

(3.11.3)

o
Die Drehimpulskomponten sind also nicht kommutativ, und wir konnen nur Eigenvektoren fiir eine Kom-
ponente definieren, nicht jedoch fiir zwei oder gar alle drei Komponenten.

Es ist allerdings leicht zu sehen, dass alle Drehimpulskomponenten mit dem Dreimpulsbetragsquadrat kom-
mutieren, denn es ist

[Lj,iz] =[L L] =L [L, L]+ [L, L L = e (L Ly +LyLg) = 0. (3.11.4)

Wir konnen also simultane Eigenvektoren einer Drehimpulskomponente, wozu man traditionellerweise L
wihlt und von L? definieren.

Dazu ist es nun bequem, statt L, und L, die nicht selbstadjungierten Operatoren

L, =L, +il,, L =L —iL,=Lf (3.11.5)
einzufiihren. Dann folgt
Bildet man davon das Adjungierte, folgt
[LLLJ =[L_L;]=#L! =hL_ = [L;L_]=—HL_. (3.11.7)
Weiter folgt
L L, =(L,—iL)(L, +iL) =Li+ L3 +i[L,,L,]=L{+ L] — AL, = ' L — #L,. (3.11.8)
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3.11. Der Bahndrehimpuls
Daraus folgt
=2
L' =L L +L5+#L,. (3.11.9)

=2
Wir schreiben %%« fiir die Eigenwerte von L und %m fiir die von L;. Damit sind @ und  offenbar dimen-

=2
sionslose Zahlen. Im folgenden seien |a, 7) die gemeinsamen Eigenvektoren von L und L, d.h.

=2
L |a,m) = ba|a,m), Lyla,m)=bm|a,m). (3.11.10)
Jetzt konnen wir die Kommutatorregel (3.11.6) anwenden:
L;L, |a,m)= <|:L3,L+:| +L+L3) la, m) = <hL+ + thJr) la,m) = H(m+ 1)L, |a,m). (3.11.11)

Damit ist L |, m) entweder Eigenvektor von L; zum Eigenwert #(m+-1) oder der Nullvektor. Ebenso folgt

aus (3.11.7)
L,L_|a,m)=h(m—1)L_|a,m), (3.11.12)

d.h.L_ |a, m) ist entweder Eigenvektor von L, zum Eigenwert #(m—1) oder der Nullvektor. Die Operatoren
L, wirken also bzgl. der L;-Eigenzustinde dhnlich wie ein Leiteroperator beim harmonischen Oszillator, d.h.
er fiihrt zu einem Eigenvektor zu einem um 1 hoheren bzw. niedrigeren Wert fiir .

=2
Wegen (3.11.4) kommutiert nun L mit L und folglich gilt

=2 =2
L'L,|a,m)=L.L |a,m) = hal, |a,m). (3.11.13)

=2
Das bedeutet, dass die Vektoren L, |a,m) Eigenvektoren von L zum Eigenwert %o sind, falls sie nicht
Nullvektoren sind.

=2 =2
Nun sind sowohl L™ als auch L” — L3 = L? + L3 positiv semidefinite Operatoren, d.h. fiir jeden Vektor |¢})

gilt <¢ i’

¢> > 0. Dies folgt sofort aus der Selbstadjungiertheit der Drehimpulsoperatoren. Z.B. ist

<¢’L§|¢>:<Lf¢|Lf¢>ZO’ (3.11.14)

weil das Sklarprodukt des Hilbert-Raums definitionsgemif§ positiv definit ist. Damit ist

=2
<a,m L a,m>:ah2(a,m|a,m)20 = ah*>0 (3.11.15)
und
-2
<a,m L —L% a,m>: bz(a—mz)(a,mw,m)zo =>m’<a. (3.11.16)

.. . . . . =2
Wie wir oben gesehen haben, liefert L, |, 7) einen Eigenvektor von Ly zum Eigenwert #(7+1) und zu L
zum Eigenwert a % oder den Nullvektor. Offenbar muss es demnach fiir ein vorgegebenes @ einen maximalen
Eigenwert / von L; geben, weil ansonsten irgendwann (3.11.16) verletzt wiirde. Damit muss

L, |a,1)=10) (3.11.17)

sein, denn sonst hitte man ja einen Eigenvektor von L, zum Eigenwert #(/ + 1) > 4/, was wider-
spriche.

Wir kdnnen nun ausgehend von dem Eigenvektor |, /) durch wiederholtes Anwenden von L_ Eigenvektoren
von L; zu den Eigenwerten #m mit m = [ —n, wobei n € Ny ist, finden. Allerdings kann dies auch nicht
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3. Wellenmechanik

beliebig oft funktionieren, weil man sonst irgendwann %°(I—n)? > a % im Widerspruch zu (3.11.16) erhielte.

Es muss also zu vorgegebenem « einen minimalen Eigenwert m . = [ —n geben, so dass

=|0). (3.11.18)

min>

Jetzt wenden wir an. Demnach ist wegen
L’|a, ) = ah?|a,l)
=(L_L, + L3+ #Ly)|a,[) = (L3 + HLy)|a, 1) (3.11.19)
=51l +1)|a,l).

L_|a,m

Damit folgt
a=1(I+1). (3.11.20)

Nach unserer obigen Uberlegung gibt es nun aber eine Zahl #» € Ny mit m,;, = [ —».

Nun weist man aber wie bei der Rechnung zu (3.11.9) nach, dass

L .L =L—L5+#L, (3.11.21)
ist. Dann folgt aus L_ |a, m,,;,,) = |0) genau wie in der Rechnung
a=I(l+V)=m_ (m . —1)=(—n)l—n—1) = [ = g (3.11.22)

Damit durchliuft 7 fiir vorgegebenes / die Werte m € {—I[,—[+1,...,/ —1,/},und esist / €{0,1/2,1,...}.
Aus den Drehimpulsvertauschungsregeln allein folgt also, dass es sowohl ganz- als auch halbzahlige Drehim-
pulszahlen / und m gibt. Allerdings haben wir hier noch nicht dem speziellen Aufbau des Bahndrehimpuls-
operators L=%x p aus den Orts- und Impulskomponenten Rechnung getragen. Es zeigt sich nimlich, dass
fiir den Bahndrehimpuls nur ganzzahlige Drehimpulsquantenzahlen / und 7 auftreten konnen.
Um das zu zeigen, betrachten wir zunichst die Leiteroperatoren fiir einen zweidimensionalen harmonischen
Oszillator
C i

=1/ 57% + ﬂp]», C=myw. (3.11.23)
Dabei haben wir jetzt m;, fiir die Masse des Teilchens im harmonischen Oszillator geschrieben, um Verwechs-
lungen mit der Drehimpulsquantenzahl 7 zu vermeiden. Jedenfalls wissen wir aus dem vorigen Kapitel, dass

n; = a;a]» Operatoren mit Eigenwerten 7; € Nj sind und die simultanen Eigenvektoren |7,7,) dieser Pho-

nonenzahloperatoren ein vollstindiges Orthonormalsystem des Hilbertraums fiir ein Teilchen, das sich in
zwei Raumdimensionen bewegen kann, ergeben. Nun kénnen wir aber noch einen weiteren Leiteroperator
vermoge

1 .
b= ﬁ(al—iﬂaz) (3.11.24)

definieren. Dass dieser Operator die Kommutatoreigenschaft eines Leiteroperators besitzt, also [b,bJr =1
erfiillt, rechnet man leicht nach (Ubung/), indem man die entsprechende Eigenschaft [a]-,az] = &1 fiir

die urspriinglichen Leiteropertoren verwendet. Damit sind aber auch die Eigenwerte von n, = b'b die
ganzen nichtnegativen Zahlen, und wir konnen statt der Eigenvektoren |7,7,) auch die simultanen Ei-
genvektoren von n = n, + n, und 7, verwenden, denn man rechnet wieder leicht nach, dass in der Tat
[n,n,] = [n;+n,,n,] =0 ist, und folglich n und n, gemeinsame Eigenvektoren besitzen. Eine einfache,
wenn auch etwas lingere Rechnung (Ubung!) zeigt nun, dass

L; =x,p,—x,p, = 5(n—2n,) (3.11.25)
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3.11. Der Bahndrehimpuls

ist. Offenbar durchlaufen nun die Eigenwerte von n = n; + n, die Werte » = n; + n, € N;. Da nun auch
n, € Nj ist, folgt aus (3.11.25), dass die Drehimpulsquantenzahl m = n —2#n;, € Z ist, d.h. es treten nur
ganzzahlige m-Drehimpulsquantenzahlen auf. Foglich muss aber auch / € Nj sein, denn fiir halbzahliges /
sind simtliche méoglichen 7-Quantenzahlen ebenfalls halbzahlig.

Zum Schluss betrachten wir noch die Wirkung der Operatoren L, auf die Drehimpulseigenzustinde, die wir
nach den obigen Uberlegungen wie folgt kontruieren kénnen. Wir beginnen fiir ein beliebiges / € Ny mit
einem normierten Eigenvektor |/,1), (/,/|/,/) und definieren alle iibrigen Eigenvektoren zu gegebenem /
tiber den Absteigeoperator L_. Dazu miissen wir uns nur die Normierungsfaktoren tiberlegen. Angenom-
men, wir hitten fiir ein m € {—[,—[ +1,...,] —1,/} bereits den normieren Eigenvektor |/, m) konstruiert.
Dann definieren wir

L |l,m)=N|l,m—1), (3.11.26)

wobei wir den Normierungsfaktor N > 0 annehmen diirfer[} Da definitionsgemif alle |/, 72) normiert sein

sollen, gilt aber wegen (3.11.9)

N2—<L I,m|L_1, m>
m)

<1 m‘L —L3+ AL,

lm> (3.11.27)
= B I(l +1)—m(m—1)]
= (l+m)l—m+1) = N=hy/({+m)(l—m+1).

Es ist also
L_|,m)=h/(L+m)—m+1)|l,m—1). (3.11.28)
Wir sehen, dass auf diese Weise fiir m = —/ tatsichlich der Nullvektor herauskommt, wie es sein muss.
Genauso weist man nach, dass
L, |l,m) = hexp(io,, )y (I —m)(l+m+1)|l,m+1) (3.11.29)

gilt. Dabei ist zunichst die Phase exp(ig;,,) noch unbestimmt, denn wir haben uns mit der Wahl der re-
lativen Phasen zwischen den Eigenvektoren mit (3.11.28) bereits festgelegt. Mit dieser Gleichung folgt nun
aber eindeutig auch die Phase. Dazu wenden (13.11.28[) und (I3.11.21D an, indem wir (3.11.29) von links mit L_

multiplizieren:

L L, |l,m)=#[I(l+1)—m(m+1)]|l,m)
= K exp(io \/l m)(l+m+ 1) +m+1)(—m)|l,m)
= hzexp(lfﬂzm)[ (I +1)=m(m+1)]|l,m)

(3.11.30)

= eXp(lgolm) =1

Folglich ist also einfach

L, |l,m) =B/ —m)l+m+1)|l,m+1). (3.11.31)

Auch hier ergibt sich korrekterweise, dass L, |/, ) = |0) ist.

7Offenbar kommt fiir 7 = —/ nach der obigen Uberlegung in |i der Nullvektor heraus!
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3. Wellenmechanik
3.12 Bahndrehimpulseigenzustinde in der Ortsdarstellung

2 -
Im Folgenden benétigt man oft die simultanen Eigenzustinde von L und L; in der Ortsdarstellung. Wir
bemerken dazu, dass als dritter unabhingiger zu diesen beiden Observablen kompatibler Operator der Opera-

tor r = vV x* gewahlt werden kann, denn L vertauscht mit . Das beweist man leicht durch direkte Rechung.
Berechnen wir dazu zunichst

[prk] = €5ap %Py X ] = € (%, [Ppo X ]+ [X0o X Iy ) = —i € X, (3.12.1)

Dann folgt
[Lj,xkxk] =x; [Lj,xk] + I:Lj,xk]xk = —ihejﬂk(xkxa +xdx]~) = —Zihejakxdxk =0. (3.12.2)
denn ¢, ist antisymmetrisch bzgl. Vertauschen des Indexpaares (4, ). Da die Ortskomponentenoperatoren

vertauschen ist hingegen x_x; symmetrisch und folglich der ganze Ausdruck 0.

Wir kénnen also simultane Eigenvektoren von r, I’ und i3 finden. Offenbar durchlaufen die Eigenwerte des
Operators r alle Werte » € R, denn X durchliuft diese Werte, weil die Operatoren X simultane Eigenzu-
stinde mit Eigenwerten X € R> besitzen.
Offenbar bietet es sich nun an, die Wellenfunktionen in der Ortsdarstellung in Kugelkoordinaten (7, ¢, ¢)
darzustellen. Wir schreiben entsprechend |7, 3, ¢) fiir den Ortseigenzustand |X) = |x;, x5, x3) und

w0y, (%)= <7'19 o|r'1, m> (3.12.3)

wobei

r|r/,l,m>:r/}r/,l,m>, i2|r/,l,m>:bzl(l+1)|r/,l,m>, L3{r/,l,m>:hm|r/,l,m>. (3.12.4)

=2
Dabei haben wir das Resultat aus dem vorigen Abschnitt verwendet, dass L die Eigenwerte #2/(/+1) mit / €
N, ={0,1,2,...} besitzt und fiir jedes / der Operator L, die Eigenwerte 5m mit m € {—I,—[+1,...,/—1,1}
besitzt.

Jetzt miissen wir die Drehimpulsoperatoren in der Ortsdarstellung in Kugelkoordinaten ausdriicken. Dazu
erinnern wir uns, dass (vgl. [Hee18bl]) der Gradient in Kugelkoordinaten die Darstellung

= 1
V=ed J, €,d 3.125
“oty eﬁ l9+rsm19§0¢ ( )

besitzt. Wegen X = r¢, folgt

L=%x p=—ibre, XV_—1h<e X €90y + ——=¢€, X ¢ 3>:—i75<3 Jg— 6198> (3.12.6)
sin 19 4 sin®

Dabei haben wir verwendet, dass (37,319,%) ein rechtshindiges kartesisches Koordinatensystem bilden. In

kartesischen Koordinaten sind diese Vektoren

sind cos ¢ cos cos ¢ —sing
¢, =|sindsing |, ég=|cosdsing |, ¢,=| cosgp |. (3.12.7)
cos —sin? 0

Damit erhalten wir fiir die kartesischen Komponenten des Drehimpulsoperators (Nachrechnen!)
L =¢- I_: =+ih(sinpdy +cotd cospa,),
L,=¢,-L=+ih(—cospdy +cot¥sinpd,),
L3:*3-i:—ih8, (3.12.8)

L 1 3%
—_ 52 _r __r
Lg=—7 Linﬁaﬁ <Smﬁaﬁ>+sm20 agoz]




3.12. Babndrehimpulseigenzustinde in der Ortsdarstellung

Damit konnen wir bereits die Eigenwertgleichung fiir L; hinschreiben und 16sen. Es gilt
Lyt ) (X) = =105 011y (X) = mbttr ) 1 (X) = 1) (X)) = 0,0 (7, F) exp(im). (3.129)
Fiir die Auf- und Absteigeoperatoren fiir die Magnetquantenzahl m folgt aus
L, = (L £iL,) = hexp(ig)(icot § 7, =+ J). (3.12.10)
Damit kénnen wir unter Verwendung von bereits #,,; ; aus
Lo, ;=0 (3.12.11)
bestimmen. Setzen wir hierin ein, folgt nach einigen einfachen Umformungen (Nachrechnen!)
g0, (1, 0) =1 cotdv,. ;1 ,(r,). (3.12.12)
Die Losung dieser Differentialgleichung lautet
Oy (1) = 1w, (r)sin' & = g (r,8,0)=w,., ,(r)sin’ Fexp(ilp). (3.12.13)

Da nun fiir gegebenes / alle Eigenfunktionen von L; durch den Absteigeoperator L_ gemafl (3.11.28) berech-
net werden konnen, ist die allgmeine Struktur der #,,; ,, durch

”r’,l,m(r’ﬁ):wr’,l,m(r)Ylm(ﬁ5§0) (3.12.14)

gegeben, denn L_ enthilt nur Ableitungen nach den Winkel ¢ und ¢ und hingt nicht von » oder d, ab.
Die Y;,,(#,¢) sind offenbar Funktionen von Punkten auf der Einheitskugelfliche » = 1. Sie heiflen deshalb
Kugelflichenfunktionen.

Der verbliebene Faktor w,/; , ist trivial, denn offenbar muss wegen
4,0 ) (10, 0) =11, (1,8, 0) =110, (7,0, 0) (3.12.15)

und der Orthonormalititsbedingung

<rl/, L,my| 75,1, m, ) =8(r{— 72/)311123,”1,,12 (3.12.16)
tiir die Wellenfunktion
Uyt | (7 ,0)= ,lmé\(r—r/)Ylm(ﬁ,ga) (3.12.17)
folgen. In der Ortsdarstellung schreibt sich (3.12.16) nimlich
<”1/, li,m | 75, Ly, my ) = JRS d%u}‘(;?)uz(ié)
J drf dd dgor sin 3|Nj 8 (r —r))8(r —1,)
(3.12.18)
Y] i, (9 §0)Yz my(059)
, ) 2
= r2|N{PS(r,— rz)fo de i dysin ﬁYZ,W(ﬁ’ (p)le,mz(t?, Q).
Dabei haben wir zur Abkiirzung #, = Wt 1,y USW- geschrieben. Offenbar ist dann
1
Nr’lm:_/’ (31219)
oy
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und die Normierungsbedingung fiir die Kugelflichenfunktionen lautet

T 2r
0 0 17771 25772 12 177%2

Wir kennen aus bereits
Y, (8, 0) = N sin’ & exp(il ). (3.12.21)

Wir kdnnen die tibrigen Kugelflichenfunktionen mit (3.11.28) bestimmen, indem wir den Absteigeoperator
tir m, L_, in der Ortsdarstellung wiederholt auf (3.12.21) anwenden.

Zunichst bestimmen wir aber die Normierungskonstante N;. Wegen (3.12.20) mit /; = [, = [ und m; =
m, = m gilt nimlich

s 27 1
|N1|2f dﬁf C1§051I119l sin21(ﬂ):2anzf du(l—uz)l :zﬂ_lNle]Z é 1. (3.12.22)
0 0 )

Um das Integral
1
It :f du(1—u?) (3.12.23)
—1

zu berechnen verwenden wir die Formel fiir die partielle Integration

| duf gt = flrglizt, — | dufg'o 61229
mit f(#)=(1—u?)! und g’(#)=1. Dann ist f'(u) =—2Iu(1—u?)""' und g(#) = u. Damit wird

1 1
],:f du21u2(1—u2)1_1:J du2l[1—(1—u?)|(1—u?) "1 = 21],_,—21], :>]’Zy2—41r1]l—1' (3.12.25)
-1 -1

Mit ], = 2 folgt
2.4...21)

e IER T Gy

(3.12.26)

Nun ist aber (21 + 1) (2 + 1)
+ 1)! +1)!

2.4...020=2'". 3.5...(2] +1)= = 3.12.27

@) ’ @+1) 2-4-.-(21) 201 ( )

und damit schliefilich
2! 1)?
Ji =2(21 o (3.12.28)
Dies in liefert schlief$lich
2111)?
wmzﬁ ~1. (3.12.29)

Die Normierungskonstante ist bis auf eine Phase eindeutig bestimmt. Die in der Literatur am meisten ver-
breitete Konvention ist
21 +1)! (—1)

N, = —_— 3.12.30
! 47 20 ( )

Damit ist schliefflich gemif3 (3.12.21))

204+1) (—1) . .
Y”(ﬁ, gﬂ) = % % sml 19 eXp(llgo) (31231)
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Daraus erhalten wir nun mit Hilfe der Rekursionsformel (3.11.28), ausgeschrieben in der Ortsdarstellung,
alle Y;,,. Zur Berechnung der Ableitungen nach ¢ im Leiteroperator (3.12.10) ist es nun bequemer # = cos ¢
statt ¢ als unabhingige Variable einzufiihren. Es gilt

3y = j;au_ sin98, =—/1—u23,. (3.12.32)

Dabei haben wir verwendet, dass fiir Kugelkoordinaten ¢ € (0, 7r) ist und daher sin > 0 ist und folglich
sin® = ++v/1—cos? & = v/1— #2 gilt. Damit wird gemaf (3.12.10

3, FV1—u2d > (3.12.33)

L, =% exp(:l:iga)< i

Wir schreiben nun
Y, (0,0)=U,, (n)exp(imp), u=cosd. (3.12.34)

Daraus ergibt sich in der Ortsdarstellung (Nachrechnen)

Ui () 4V T= 320, 0

L Y,, =/hexp[iim—1)p] [—m

m (3.12.35)
= hexpli(m — W]W " [\/1—_»# Up(#) ]
Andererseits ist wegen (3.12.10)
LY, =5/ +m)l—m+1)Y,,, ;. (3.12.36)
flelm Einen zeigt (3.12.35), dass tatsichlich der richtige Faktor exp[i(7 — 1)¢] resultiert und zum Anderen
olgt
¢a+mxbﬂn+nww4wa:;%;fZT&JVT:ﬁ'mmw] (3.12.37)
Beginnend mit
Uy (n) = (214;1)! % Jiza, (3.12.38)

was aus (3.12.31) und der Definition (3.12.34) der Funktionen Uj,, folgt. Verwendet man nun (3.12.37) wie-

derholt, beginnend mit m = /, erhilt man durch Iteration (Nachrechnen!)

(=) [20+1(l+m) 1 dl—’”( 2
210 4 (I—m) T2 dulm "

Damit sind die Kugelflichenfunktionen vollstindig bestimmt, denn es ist gemaf} (3.12.34)

U,,(n)= , me{—l,—l+1,....,[—1,1}. (3.12.39)

Y;,,(8,0)=U,,, (cos®)exp(img). (3.12.40)
Wir halten noch einmal die Orthonormalitit der Kugelflichenfunktionen, die gemaf3

T 27
(limy|Lm,) = f dﬁf desin ﬁYZW(ﬁ’ Y 1 (8,0) =81 1,8, m, (3.12.41)
0 0

lautet, fest. Setzen wir hierin 72, = m, = m und verwenden (3.12.34), folgt durch Substitution von # = cos ¢
im Integral iiber ¢

! 1
| a0, =

50, (3.12.42)
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Man kann nun auch umgekehrt durch fortgesetzte Anwendung der Formel (3.11.31) die U}, aus U, _; gewin-
nen. Die Berechnung von U _; aus (3.12.39) ist einfach, denn fiir 7 = —/ ben&tigt man nur die Ableitung

42! ~ 42!
AT =g

Setzt man dies in (3.12.40) fiir m = —/ ein, folgt sofort die einfache Beziehung

[(—u®) +--- 1= (=1 @2I) (3.12.43)

Uj () = (=1) Uy (w). (3.12.44)

Wendet man darauf fortgesetzt den Operator L, an, findet man allgemein (Nachrechnen!)

Up () = (=1)"Uj,, (1) (3.12.45)
oder fiir die Kugelflichenfunktionen

Y, _n(80)=(=1)"Y], (9, ¢). (3.12.46)

Der Vollstandigkeit halber erwihnen wir noch, dass fiir m = 0 die U,y noch die Legendre-Polynome P; (%)
definieren:

Ujp(n) = P;(u). (3.12.47)
Dabei ist der Vorfaktor Konvention. Aus (3.12.39) folgt

1 d
z(”)zzl—l!w(”

Aus (3.12.42) und (3.12.47) folgt fiir m = 0, dass die P;(#) ein System von orthogonalen Polynomen im
Hilbert-Raum der auf dem Intervall [—1, 1] definierten quadratintegrablen Funktionen bilden, und es ergibt

sich daraus die Normierung zu

—1). (3.12.48)

=——8,,. (3.12.49)

3.13 Das Wasserstoffatom

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der einfachsten (nichtrelativistischen) Behandlung des Wasser-
stoffatoms als einem der wenigen physikalisch interessanten analytisch 16sbaren Energieeigenwertproblem.

3.13.1 Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

Wir betrachten die gemeinsame Bewegung eines Elektrons und eines Atomkerns mit der Kernladungszahl Z,
die wir hier beide zu spinlosen geladenen Punktteilchen vereinfachen. Fiir die Wechselwirkung nehmen wir
ein einfaches Coulombpotential an, vernachlissigen also auch die Retardierung der Wechselwirkung, welche
allerdings auch ein relativistischer Effekt ist. Wir kommen auf die Rechtfertigung dieser Annahme weiter
unten noch kurz zuriick. Bezeichnen wir die Observablen des Elektrons mit dem Index 1, die des Kerns mit
Index 2, so ergibt sich der Hamiltonoperator
=2 =2
lezﬁ+ﬁ+V(|§1—§2|). (3.13.1)
2my 2m,
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Es ist dabei klar, dafl die Orts- und Impulsoperatoren fiir die verschiedenen Teilchen miteinander vertauschen.
Insgesamt haben wir also die folgende Operatorenalgebra vorliegen

[X],Xl/]] [pi]-,pl-,j,]:o, [ ],pl,,]_le /8 (3.13.2)

Dabei bezieht sich der erste Index 7,7” € {1,2} auf das Teilchen, wihrend der zweite 7,7’ € {1,2,3} die Orts-
bzw. Impulskomponenten durchnumeriert.

In Analogie zum klassischen Fall erwarten wir, daf§ der Gesamt- bzw. Schwerpunktsimpuls
P=5,+p, (3.13.3)

mit H kommutiert, also eine Erhaltungsgrofle ist. Um dies zu zeigen, fiihren wir als weitere unabhingi-
ge Variablen noch Schwerpunkts- und Relativkoordinaten sowie den Relativimpuls wie in der klassischen
Mechanik ein (vgl. Skript zur Theorie 1 [Hee18al]):

el s o . mPi—mP,
, r=X;—X,, =7 3.13.4
X, —X; P g, ( )

Dabet ist M = m, + m,. Die Einteilchenimpulsoperatoren ergeben sich umgekehrt nach einigen einfachen
algebraischen Umformungen zu

- m= 5 S my=

_Mpiy 5= 2P 3.13.5

P1=77°FP P2=7,F—P (3.13.5)
Man zeigt unter Verwendung von (3.13.2) durch einfaches Nachrechnen, dass die folgenden Kommutatorre-
geln gelten (Ubung!)

[X:.X;]=[P,P;]=0, [X;P;]=ihd;1,
[Xir; |=[Pr; ]=[Pip; ] =0, (3.13.6)
[ror; [=[pip;]=0. [rip;]=ik0;0.
S?Sen wir in den Hamiltonoperator (3.13.1) ein, erhalten wir (wieder analog zur klassischen Mecha-
ni
L m 1My

2MP +_,up +V(r) mit u= T r=|x|. (3.13.7)

H12_

Als vollstindigen Satz kommutierender Observabler konnen wir also die drei Schwerpunktsimpulskompo-
nenten P, den Hamiltonoperator der Relativbewegung

1,
H=—p"+V(r), (3.13.8)
2u

=2 L, :
das Relativbahndrehimpulsbetragsquadrat L = (¢ x p)? und dessen 3-Komponente L; verwenden. Wir suchen

also simultane Eigenvektoren |P, > mit

|PElm H|PElm>
) HI(1+1)|P

)

3 (3.13.9)
L |P E,lLm) hm|P,E,l,m>.

i

Offenbar verhalt sich der Schwerpunkt wie ein freies Teilchen, und aus der Behandlung des Eigenwertpro-

= =2
blems fiir Impulse ist klar, dass P € R? ist. Aus der Behandlung des simultanen Eigenwertproblems fiir L
und L; im vorigen Abschnitt wissen wir, dass / € N, und fiir jedes / dann m € {—[,—[ +1,...,/ — 1,1} ist.

59



3. Wellenmechanik

Die Relativbewegung entspricht der Bewegung eines Teilchens mit der reduzierten Masse u im Zentralpoten-
tial V(r). Wir betrachten nun den Fall ,wasserstoffartiger” Systeme, wo dieses Potential durch ein attraktives

Coulombpotential

2
Vir)=—-2¢ (3.13.10)
4meqr

gegeben ist, wobei wir uns einen Atomkern der Ladungszahl Z vorstellen, um den sich ein Elektron bewegt.
Wir bemerken dazu, dass ein Atomkern seinerseits ein zusammengesetztes System aus Protonen und Neu-
tronen ist. Da die Protonen positiv geladen und die Neutronen elektrisch neutral sind, ist die Gesamtladung
des Atomkerns +Ze, wobei die Ladungszahl Z der Anzahl der Protonen im Kern entspricht. Das Elektron
trigt eine negative Elementarladung ggejron = —€-

Bequemer als die hier verwendeten SI-Einheiten ist die Einfithrung der dimensionslosen Sommerfeld-Fein-
strukturkonstanten (Arnold Sommerfeld, 1868-1951), die durch

e? 1
a= ~
4reqhic 137,036

(3.13.11)

gegeben is¥] Auf die physikalische Bedeutung dieser dimensionslosen Konstanten kommen wir spiter noch
zu sprechen.

3.13.2 Energieeigenwertproblem fiir die Relativbewegung

=2
Es bleibt uns also, das simultane Eigenwertproblem fiir drei die Observablen der Relativbewegung H, L und
L, zu l6sen. Der Hamiltonoperator lautet gemafl (3.13.8) mit (3.13.10) und (3.13.11)

H:iﬁz—zahc. (3.13.12)

2u r
Es ist nun am bequemsten, in der Ortsdarstellung weiterzuarbeiten. Die natiirliche Wahl fiir die Ortskoordi-
naten sind aufgrund der Rotationssymmetrie Kugelkoordinaten (7, 3, ¢).

Zur Losung des besagten simultanen Eigenwertproblems schreiben wir die zeitunabhingige Schrodinger-Glei-
chung in Kugelkoordinaten hin

2
H(3) = —f—MAgA(z)— Zahe G(3) = E (). (3.13.13)

y

Driicken wir den Laplace-Operator nun in Kugelkoordinaten aus und vergleichen mit (3.12.8), kénnen wir
diese Gleichung in die Form

B 92 1.2 Zahc
H¢(7ﬂ9a§0):—2#—rﬁ[7¢(7a19’€”)]+2H72¢(7’§0’ﬁ)_ r ¢(r.5,¢) (3.13.14)
éEgb(r,ﬁ,(p)

=2
bringen. Das simultane Eigenwertproblem fiir L := L? und L, haben wir in Abschnitt[3.12|gelst. Demnach
muf sich die simultane Eigenfunktion fiir H, L? und L, in der Form

1
¢Elm(r’19’§p):;REl(r)Ylm(ﬁ!gp) (3-13-15)

schreiben lassen, und zwar fiir beliebige Zentralpotentiale (nicht nur fiir das hier betrachtete Coulomb-Poten-

tial). Dabei sind die Y}, die in Abschnitt[3.12jausfiihrlich besprochenen Kugelflichenfunktionen (s. auch [CHIO]).

8In SI-Einheiten gilt: e ~ 1,602 - 107" C, fc ~ 3,162 - 107J m, ¢, = 1/(uc?) ~ 8,854 - 1072 C?/(J m). Alle Gréfien sind
nach [[T*18]] auf die angegebene Stelle gerundet angegeben.
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Veff

T

Abbildung 3.2: Das effektive Radialpotential fiir das Coulombproblem.

3.13.3 Die Radialwellengleichung und Energieeigenwerte

Wegen
L1, (r,0,0) = 511+ D) (7, 9, 0) (3.13.16)
ergibt sich fiir die Radialwellenfunktion die Gleichung
2 2
—’j—R;;1<r>+ WA VP Zahe Ry (r)=ERpy(r). (3.13.17)
2u 2ur? r

Diese Gleichung ist offenbar die Schrodingergleichung fiir die eindimensionale Bewegung im effektiven Po-
tential

2
Va(r)= I(I+1)h B Zaféc'

oy : (3.13.18)
Allerdings ist hierbei zu beachten, dass » auf » > 0 eingeschrinkt ist, und wir miissen daher zunichst Rand-
bedingungen fiir die Radialwellenfunktion bei » = 0 finden. Dabei gilt es sicherzustellen, daf§ der Differen-
tialoperator auf der linken Seite von selbstadjungiert ist bzgl. des entsprechenden Skalarproduktes.
Letzteres ergibt sich daraus, dass die Gesamtwellenfunktion (3.13.15) im L*(IR?) liegt. Das Skalarprodukt fiir
die Radialwellenfunktionen ist also

(R1|R2):JoodrR’{(r)R2(r). (3.13.19)
0

Damit der Differentialoperator (d/dr)? selbstadjungiert ist, muss offenbar fiir alle Radialwellenfunktionen
die Randbedingung
R(0)=0 (3.13.20)

gefordert werden.

Wir wollen nun die verbliebene Radialgleichung 16sen und beschrianken uns in diesem Kapitel auf die
gebundenen Zustinde. Da das effektive Potential fiir » — 0 gegen + o0 divergiert und fiir » — oo
gegen O strebt, erwarten wir gebundene Zustinde fiir £ < 0 (vgl. Abb.[3.2). Wir suchen also Lésungen fiir
E < 0. Dazu fihren wir zunichst die Wellenzahl

b=q| 222 (3.13.21)



3. Wellenmechanik

und die dimensionslose Radialkoordinate
£=2kr (3.13.22)

ein. Setzen wir dann Ry (7) = y,,;(), ergibt sich nach einigen einfachen Umformungen die Radialgleichung

(Nachrechnen!)
&2 1 n LI+ ) uc?

Wir betrachten zunichst das Verhalten dieser Funktion fiir £ — 0. Dann kann man in der Klammer die Terme
—1/4+n/& gegeniiber /(I +1)/&? vernachlissigen, und man erhilt

X(€)— @){nz(é )=0. (3.13.24)

Diese Gleichung lisst sich offenbar mit dem Ansatz y, ;(£) = AE*+! I6sen. Setzt man diesen Ansatz ein, folgt
AA+D)=1(I+1) = Ay =1, A=—(+1). (3.13.25)

Wegen der Randbedingung (3.13.20) kommt nur die Losung mit A= A; =/ in Frage.

Weiter bestimmen wir das Verhalten von y,,; fiir & — co. Dann kann man in der Klammer in (3.13.23) die
Terme n/& — (I +1)/&? gegeniiber 1/4 vernachlissigen, und man erhilt

(&)= %xnz(f) (3.13.26)

Die Losungen sind offenbar y,,;(&) = Aexp(£<£ /2). Damit y,,; quadratintegrabel ist, kommt nur das untere
Vorzeichen in Frage.

Wir arbeiten nun die asymptotischen Losungen fiir £ — 0 bzw. £ — oo in den folgenden Ansatz fiir y,,; ein:

Xt (§) =& exp <—%> w,(&). (3.13.27)

Setzen wir dies in (3.13.22) ein, ergibt sich fiir w,,; die DGL
Ew) +2l+2=8)w, +(n—1—1)w, =0. (3.13.28)

Diese Gleichung 16sen wir nun mit einem Potenzreihenansatz. Damit das asymptotische Verhalten fiir § — 0
erhalten bleibt, muss offenbar

wnl(f):ifljff mit Ay #0 (3.13.29)
7=0

sein. Um die A; zu bestimmen, setzen wir diesen Ansatz in (3.13.29) ein und bringen die dabei entstehenden
Reihen fiir die verschiedenen Terme in eine einheitliche Form. Es gilt

Ewn (&)= 7 =A™ (3.13.30)
=
Substituieren wir hierin ;' = j — 1, folgt

Ew(E)=> '+ 1)/'A; &7 (3.13.31)

/=1
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3.13. Das Wasserstoffatom

Ebenso folgt
QL+2)w, ,(§)=> 2L+2)(j' + 1A ,+1§ (3.13.32)
7'=0
und -
—Ew! () :—Z]'Ajff (3.13.33)
j'=1
und -
(n—1—1)w, (§)=> (n—1—1)A;&/. (3.13.34)
j:O

Fassen wir alles zusammen, wobei wir alle Summationsindizes wieder j nennen, folgt aus (3.13.28)

Z[zz+;+2 (+DAjy +(n——1—)A; €7 =0. (3.13.35)
=0

~.

Folglich muss fiir alle ; € Ny ={0,1,2,3...} gelten

n—Il—1—j
QI4+j+2)G+1) 7

QL4j+2)( + DA +(n—l—1—j)A; =0 > A, =— (3.13.36)
Damit kann man alle Koeffizienten rekursiv berechnen, wobei A, # 0 beliebig ist.

Jetzt miissen wir aber beachten, dass die Funktion w,,;(&) fiir £ — oo nicht zu schnell anwichst. Fiir § — oo
sind nun die Koeffizienten A; fiir ; — oo wichtig. In diesem Limes ist aber gemif} (3.13.36)

1 C
A]+ = A] = Aj = . (3.13.37)
]—>oo]—|—1 j—oo !

Bricht also die Reihe nicht fiir j > 7, mit 7, € Nyab, verhiltsichw,; =, Cexp . Dann wiirde aber wegen
3.13.27) y,,,(&) fiir & — oo wie exp(f /2) anwachsen und wire nicht mehr quadratintegrabel. Folglich muss
d1e Re1he bei einem endlichen 7, abbrechen, d.h. wir miissen

n,=n—I—1 mit n,eN, (3.13.38)
setzen. Dies ergibt die moglichen Eigenwerte fiir £, denn gemif$ (3.13.23) ist

E — chzz/uc2

= (3.13.39)

Dabet durchliuft die Hauptquantenzahl » = n, + [ + 1 offenbar die Werte » € N = {1,2,...}, denn es ist
n, €Nyund / €N,.

Die Funktion w,,; ist nun ein Polynom 7,-ten Grades. Wenn man die entsprechende Rekursionsformel
(3.13.36} die wir jetzt einfacher in der Form

n,— ]
A == A 3.13.40
@i+ +) ( )
schreiben konnen, auswertet, erhilt man nach einiger Rechnung (Nachpriifen!)
: ! 2 +1)!
A =(—1y L @+1) (3.13.41)

7 (n,— ) QL+1+))0
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3. Wellenmechanik

Mit Hilfe von Binomialkoeffizienten ( ) = n!/(k!(n—k)!) konnen wir dies in die Form
(—1y <n +20 + 1> n,!
A =—=— 7 — A 3.13.42
/ 7! n,—j J(n,+204+1)° ( )

bringen. Den Bruch vor dem Koetfizienten Ay kénnen wir in die Normierungskonstante der Wellenfunktion
schieben, denn er hingt nicht von j ab. Damit wird

—1y 21 +1
A]:( b <”’+ N >an (3.13.43)
/! n,—]J
mit N = const.
Die Polynome
., .
£ (—1Y 2041\
GRS = <n’+ ! >5f (3.13.44)
]:O ]' n?'_]

heiflen Laguerre-Polynome, wobei 7, und 2/ + 1 Indizes sind (d.h. der obere Index ist nicht als Potenz
misszuverstehen!). Damit wird schliefllich gemif§ (3.13.15), (3.13.22) und (3.13.27)

D18, 0)= 2L kYL (k) exp(—k 7)Y, (8, 0) (3.13.45)
s

Dabei haben wir statt £ die Wellenfunktionen mit den {iblichen Quantenzahlen » = n, +/+ 1, / und m
(Hauptquantenzahl, Drehimpulsquantenzahl und magnetische Quantenzahl genannt) durchnumeriert. Die
Normierungskonstante bestimmt sich mit einigem Aufwand (vgl. Anh. zu

k(n—1—1)

N , =
! n(n+1)!

n

(3.13.46)

Es ist im Folgenden bequem, die verschiedenen Parameter in (3.13.45) mit noch etwas anderen Groflen aus-
zudriicken. Zunichst ist es sinnvoll, den Bohrschen Radius 4y einzufiihren, und zwar als

= o (3.13.47)
auc
Dann wird gemif} (3.13.23) und (3.13.39)
Z 72 k* ucta?z? 13,6eVZ?
k=——1 E =— =— ~ = . 3.13.48
nag " 2‘ua§n2 2n? n? ( )
Setzt man all dies in ein, erhilt man schliellich endgiiltig
207 /
b1 (r8,0)= 2 2 IZDN22r N o (22 e (227 y (o) ?). (3.13.49)
i (n+1)a na na n=I=1\ pg4 bm
B B B B

Diese Eigenfunktionen sind dann ein Orthonormalsystem. Es ist allerdings kein vollstandiges Orthonormal-
system, da es noch Losungen des Energieeigenwertproblems im kontinuierlichen Spektrum E > 0 gibt. Diese
Zustinde entsprechen Streuzustinden, also nicht gebundenen Zustinden.

Jedenfalls erfiillen die Eigenfunktionen zu den gebundenen Zustinden (3.13.49) die Orthonormierungsbe-
dingungen

<nlm|n J er d19 dgpr sind g, (1,0, 0) (1,0, 0) =8, 8118, (3.13.50)
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3.14. Der Spin

Wir bemerken noch, dass es eine spezielle Eigenschaft des Coulomb=Potentials ist, dass die Energieeigenwerte
nur von der Hauptquantenzahl 7 und nicht noch zusitzlich von / abhingen. Entsprechend gibt es zu jedem
Energieeigenwert (aufler dem Grundzustand entsprechend 7 = 1) #? verschiedene Eigenzustinde. Man sagt
auch, das Energieniveau E,, ist n?-fach entartet. Dies sicht man wie folgt ein: Zu vorgegebenem n € N hat
man n =n, —[ —1. Wegen n, € N; kann zu gegebenem 7 folglich / die Werte 0, 1, ..., n—1 annehmen. Zu
jedem [ gehoren die (2/ + 1) moglichen Werte fiir m € {—I,—/+1,...,/—1,}. Damit ist der Entartungsgrad
des zu 7 gehorigen Energieniveaus

n—1

> @l+1)=nr" (3.13.51)

=0

Die Summenformel kann man leicht durch vollstindige Induktion beweisen (Ubung!).

3.14 Der Spin

3.14.1 Heuristische Einfiihrung des Spins

Wir haben in Abschnitt gesehen, dass aus den Drehimpulsvertauschungsrelationen allein fiir die simul-
=2

tanen Eigenwerte VOHHJ und J; die Werte %/(j 4+ 1) mit j € {0,1/2,1,...} bzw. (fiir gegebenes 7) 7 % mit

m € {—j,—j +1,...,j —1,j }resultieren. Nur die spezielle Form L = X x p des Bahndrehimpulsoperators

hat dann die Eigenwerte fiir I’ auf 421 (I 4+ 1) mit / € N, eingeschrinkt. Zunichst sieht es so aus, als gibe
es fiir die Moglichkeit halbzahliger Drehimpulsquantenzahlen keine Verwendung. Dies ist jedoch ein Irr-
tum, der auf einer allzu sehr an der klassischen Mechanik orientierten Analogiebildung beruht! Vielmehr
ermoglicht die Quantentheorie das Vorhandensein einer Art ,intrinsischen Drehimpulses“ von (Elementar-
)Teilchen, den man Spin nennt.

In der klassischen Mechanik kennt man eine solche Moglichkeit nur von ausgedehnten Objekten, z.B. dem
starren Korper. Aufler drei Freiheitsgraden, die die Lage des Korpers im Raum beschreiben (z.B. die Koordi-
naten des Schwerpunkts dieses Korpers), kann er sich noch um einen beliebigen korperfesten Punkt drehen,
und dieser Drehung entspricht ein zusitzlicher zu einem ggf. vorhandenen Bahndrehimpuls zu addierender
intrinsischer Drehimpuls (Drall oder eben engl. Spin).

In der Tat gab es schon vor der Entdeckung der eigentlichen modernen Quantentheorie bereits Hinweise auf
solche intrinsischen Spindrehimpulse von Teilchen wie insbesondere dem Elektron und tatsichlich wurde der
Spin des Elektrons im Wesentlichen bereits 1922 durch Stern und Gerlach in Frankfurt (im Gebaude, das
heute den physikalischen Verein in Bockenheim beherbergt) entdeckt. Das war gut 3 Jahre vor Entdeckung der
modernen Quantentheorie durch Heisenberg, Born, Schrédinger und Dirac, und die Deutung des Versuchs
war entsprechend auch noch fehlerhaft. Wir kommen darauf weiter unten zuriick.

Betrachten wir nun aber gleich die moderne Theorie des Spins und beginnen wieder mit einem freien Teilchen.
Wie wir wissen, ist fiir ein freies Teilchen ohne Spin, wie wir es bislang betrachtet haben, ein vollstandiger
Satz von kompatiblen Observablen durch die drei Impulskomponenten p gegeben.

Stellen wir uns nun einen klassischen starren Korper vor, so manifestiert sich dessen intrinsischer Drehim-
puls, also die Drehung des Korpers um z.B. seinen Schwerpunkt, der der natiirliche Bezugspunkt fiir einen
freien starren Korpers ist, als ein Drehimpulsvektor 5, den ein im inertialen Ruhsystem des Schwerpunkts
ruhender Beobachter misst.

Fiir ein quantenmechanisches Punktteilchen konnen wir nun einfach entsprechende Spin-Drehimpulsope-
ratoren s einfiihren. Wir nehmen an, dass diese Spin-Drehimpulsoperatoren dhnlich wie im klassischen Fall

9Wir schreiben jetzt fiir eine allgemeinere Art Drehimpuls als den in Abschnitt behandelten Bahndrehimpuls j Dies sollen
drei Operatoren sein, die die Kommutatorrelationen [] ] k:l =ikhe ], erfiillen.

65



3. Wellenmechanik

des starren Korpers von den Translationsfreiheitsgraden (also Ort X und Impuls p) unabhingig sind und da-
her die entsprechenden Operatoren mit den Spinkomponenten kommutieren. Wir haben dann also folgende
Vertauschungsrelationen fiir die fundamentalen Observablen eines Teilchens mit Spin:

[X]»,Xk]:O, [p]-,pk:l:O,[X]-,pk]:ihé‘jk]l, [s]»,xk]:O, [s]»,pk]:o, [Sjask]:ihfﬂelsl- (3.14.1)

. v g . -
Entsprechend kann man als (verallgemeinerte) vollstindige Systeme von Eigenvektoren s* und s; zusammen
mit entweder X oder p.

Ein freies Elementarteilchen ist dann durch seine Masse und seine Spin-Quantenzahl, die den Eigenwert von
52 zu H%s(s+1) festlegt, definiert. Dabei gibt es prinzipiell die Méglichkeiten s € {0,1/2,1,...}. Dann sind die
moglichen Eigenwerte von s; durch 0 5 mit 0 € {—s,—s+1,...,5s—1,s} gegeben. Z.B. ist ein Elektron nach
dem gegenwirtigen Stand des Wissens ein Elementarteilchen, d.h. man hat noch keinerlei Konstituenten, aus
denen es sich zusammensetzen konnte, entdeckt. Es besitzt den Spin s = 1/2, und entsprechend sind die
Eigenwerte von s; durch %/2 gegeben (,, spin up“ und ,,spin down®).

Die Wellenfunktionen in der Orts- bzw. Impulsdarstellung sind demnach fiir ein Elektron zweikomponen-
tige Spinoren, auch Weyl-Spinoren”|genannt, dessen Komponenten durch

o@D =(Folg) bow. J,(B)=(ho|d), oe(-1/2,+1/2) (.142)

gegeben sind. Gewohnlich ordnet man die Komponenten in Spaltenvektoren, die man in dem Fall Spinoren
nennt, (¢, ¢_, /2)T an. Die (verallgemeinerten Eigenvektoren) sind gemaf3

(#,0]%,0") = 8VGE 73,0, (P |B'0") =0V G =500 (3.143)
normiert, und das Skalarprodukt lautet in der Orts- bzw. Impulsdarstellung entsprechend
(alda)= 2 f Ex i, (D) (7) = f Exd}(@)d(3) (.14.4)
o=+1/2Y R R3
wobel bl
x) = +1/2 x Tr=y — * v * =
Y(x)= <¢_1 /2(;)>, PIE) = (5128 971 0(3)). (3.14.5)

die abkiirzende Schreibweise mit spinorwertigen Wellenfunktionen ist. Analoge Formeln wie (3.14.4) und

~

gelten freilich auch fiir die Impulsdarstellungen ¢/(p) (Spinorschreibweise) bzw. die Spinorkompo-

nenten ¢ _(p).

Die Darstellungen der Spinoperatoren s in dieser Orts-Spin- bzw. Impuls-Spin-Darstellung der Wellenfunk-
tionen sind demnach Matrizen im Spinorraum, die wir mit der allgemeinen Drehimpulsalgebra wie in Ab-
schnitt bestimmen konnen. Dies ist fiir s = 1/2 sogar besonders einfach. Fiir s; gilt

N o 1
;|X,0)=ho|x,0), o= iE’ (3.14.6)

d.h. in der Ortsdarstellung ist
5540, = (%,0[s3¢) = (s3%, 0| ) = ho (X,0|¢) = ho ), (3). (3.14.7)

In der Spinor-Schreibweise konnen wir dies als

: h/2 0 ><¢+1/2(£)>
S¢= ~ (3.14.8)
3¢ < 0 —n/2 ¢—1/z(x)
°Benannt nach dem Mathematiker Hermann Weyl, der sich u.a. auch mit der Mathematik der Quantentheorie und insbesondere
des Drehimpulses ausfiihrlich beschiftigt hat.
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3.14. Der Spin

schreiben. Die Spinoperatoren in der Orts-Spin-Darstellungen sind also einfach C?*?-Matrizen, die auf die
Spinoren, geschrieben als Spaltenvektoren, wirken.

Um nun auch §; und $, zu finden, verwenden wir die Leiteroperatoren und die zu (3.11.29) und (3.11.31)
analogen Beziehungen, wobei wir hier / =s = 1/2 und m = o € {1/2,—1/2} zu setzen haben. Es gilt also

s, |%,0) = 5y/(1/2—0)3/2+0) |0 +1), s_|%,0)=h/(1/2+0)3/2—0)|%0—1), (3.14.9)
und damit ist

S+|9_C),+1/2) =0, S+|9_C),—1/2) = h|x,+1/2)

- - - 3.14.10
s_|x,+1/2):f§|x,—1/2), s_|x,—l/2):0. ( )
Damit erhilt man analog wie bei §;

§+:<8 g) §—=<9,; 8) (3.14.11)
und wegen 5§, = §; 15,

A 1(A 41 )_h 01

=56 +0)=2{1 ¢

(3.14.12)

A 1 A A b O _1
52:2_i(5+_5_):5 i 0

Zur Vereinfachung schreibt man allgemein §; = 5 /26 ; mit den Pauli-Matrizen

A O 1 A O _i A 1 O
01:<1 O>’ (72:<i O>’ 03:<O _1>. (3.14.13)

3.14.2 Magnetisches Moment einer klassischen Stromverteilung

Die Moglichkeit, dass in der Quantentheorie ein elementares Teilchen einen Spin haben kann, eréffnet die
Moglichkeit, dass es auch ein magnetisches Moment besitzt, das proportional zum Spin ist.

Um einen Hinweis zu erhalten, wie wir diese Idee beschreiben kénnen, betrachten wir zunichst als Modell

eine auf ein (kleines) Gebiet beschrinkte stationire klassische Stromverteilung j(x). Wegen der Ladungser-
haltung muss

-

V-j=0 (3.14.14)

gelten. Die Ladungsverteilung sei auf einen Raumbereich innerhalb einer Kugel vom Radius R um den Ur-
sprung des Koordinatensystems K beschrinkt, und wir wollen nun die Kraft, die ein dufleres Magnetfeld

B (X) auf diese Stromverteilung austibt, berechnen. Nach der Formel fiir die Lorentz-Kraft auf Teilchen im
Magnetfeld gilt

F= J Pxj(®) x B(Z). (3.14.15)
K

Wir nehmen nun an, dass sich B iiber die Kugel K um den Koordinatenursprung wenig dndert und es daher
ausreicht, die Taylor-Entwicklung bis zur 1. Ordnung

- -

B(%)=B(0)+(3-V)B(0) (3.14.16)
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im Integral (3.14.16) zu verwenden. Dann erhalten wir

F=| d&xj&)x[BO)+ (- V)B(0)]. (3.14.17)
KR

Wir wollen nun zeigen, dass der erste Term verschwindet.

Sei dazu f'(X) eine beliebige Funktion. Dann gilt

VN = k)= 1k0f + f i = JiObf (3.14.18)

wobei wir im letzten Schritt (3.14.14) verwendet haben. Integrieren wir diese Gleichung tiber die Kugel Ky,
folgt mit dem Gauf3schen Integralsatz und wegen j(X) =0 fiir r =|X| > R

&Exj-Vf= | EF(D)

Ky Ky

Setzen wir hier £(%)=x, (k € {1,2,3}), folgt wegen ] - Vx, = j;dx, = j; &), = j, aus

0. (3.14.19)

f &%, =0. (3.14.20)
KR

Dies zeigt, dass nur der zweite Term in (3.14.17) einen Beitrag zur Kraft liefert. Wir schreiben diesen Term

nun noch ein wenig um:

F/e :f d3x lem]‘lxnaan(6>. (31421)
KR
Setzen wir nun in (3.14.19) f = x;x,,, liefert (3.14.19)
f d3x].kak(xlxn)zj d3xj/e(8klxn+8knxl):f &x (jyx, + ], %) =0. (3.14.22)
KR KR KR

Wir verwenden dies nun, um (3.14.20) weiter umzuformen:

1 R 1 . .
F, = _J Pxeyy, (x,7,—x,7,)3,B,,0)== | Pxeyy,e,,,(%%7),3,B,,(0). (3.14.23)
2 ). 2,
Wir definieren nun das magnetische Moment der Stromverteilung durch
I
p=5] dxxxj. (3.14.24)
2 Ky

Dann wird zZu
F/e = flkmflnaluaaan((_j) = (8/en8ma - é\kagmn) = a/e(luaBa)zzfj = P_: = %[/&) ' EO_C))] 9 (31425)

x=0

Dabei haben wir verwendet, dass ¢ = const ist. Damit ist also die Kraft auf die am Koordinatenursprung
lokalisierte Stromverteilung eine konservative Kraft mit dem Potential

V(Z)=—j-B(%). (3.14.26)

Demnach ist _
FE) =—VV@E). (3.14.27)
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die Kraft fiir eine Stromverteilung, die um den Ort X herum lokalisiert ist.

Im Folgenden betrachten wir noch die Stromverteilung als Verteilung von Punktladungen der Grofie ¢ mit
der Teilchenzahldichte 7(x) und dem Geschwindigkeitsfeld 9(x). Dann ist j(X) = gn(X)9(X) und

i=1| PxnEixdE)=-L1I, (3.14.28)
2 KR 2m
wobel
L= f &x mn(3)% x 5(%) (3.14.29)
K

der Gesamtbahndrehimpuls der die Stromverteilung erzeugenden Teilchen ist.
Schlieflich betrachten wir noch das Drehmoment auf die Stromverteilung, die wir uns wieder im Koordina-

tenursprung lokalisiert denken. Wir machen wieder die Niherung, dass sich B iiber die Kugel Ky, die diese
Stromverteilung enthilt, nur wenig andert. Fiir das Drehmoment kommen wir mit der fithrenden Ordnung

B (%)= B ©0)= Eo aus. Damit wird das Drehmoment

M=| &xix(xB)=| Ex[jG By)—Byx-)] (3.14.30)
Kp K

Verwenden wir nun (3.14.19) mit £(%) = r2 = ¥2, schen wir, dass wegen Vf = 2% der zweite Term ver-
schwindet, d.h. es gilt

. 1 . . 1 - -
My = . dsxlkszozzifK dSX(XU/e—xk]z)Boz:EfK oy ( % ), Boy = (@ X Bolg.  (3.14.31)
R R R

Dabei haben wir im letzten Schritt die Definition des magnetischen Moments (3.14.24) verwendet. Es ist also
M= i x B(%), (3.14.32)

wenn wir uns die Stromverteilung wieder allgmein um den Ort X verteilt denken.

Verwenden wir nun (3.14.28), folgt fiir die Bewegungsgleichung fiir den Drehimpuls der Stromverteilung

-

[="i=ixB=> = imﬁ x B. (3.14.33)

Das bedeutet, dass in einem Magnetfeld das magnetische Moment der Stomverteilung mit der klassischen
Larmor-Frequenz (Joseph Larmor 1857-1942)

qIBI

(3.14.34)
2m

WLarmor —

um die Richtung dieses Magnetfeldes prizediert (fiir ¢ > 0 im Uhrzeigersinn). Auf ein Teilchen mit magneti-
schem Moment in einem inhomogenen Magnetfeld wirkt also eine Kraft gemif3 (3.14.27) und ein Drehmoment

gemif} (3.14.32).

3.14.3 Teilchen mit s =0 im Magnetfeld

Wir betrachten nun zunichst ein Teilchen mit Spin 0 im Magnetfeld. Wir geben dazu den Hamilton-Operator

an:
1

2M —[p— qA( )] (3.14.35)
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3. Wellenmechanik

Dabei ist A das Vektorpotential des Magnetfeldes, d.h.
B=VxA. (3.14.36)

Dass dies wirklich der Hamilton-Operator fiir ein Teilchen mit Masse # und Ladung ¢ ist, zeigen wir in
den Ubungen. Dort berechnen wir mittels der Formel (3.5.26)) fiir den Operator, der die Zeitableitung einer
Observablen reprisentiert, die den Operator fiir die Geschwindigkeit des Teilchens reprisentiert:

- 1o 1
v=x=—[x,H]=

s [p—qAR)]. (3.14.37)

m
Wir sehen also, dass hier der Impulsoperator nicht die iibliche mechanische Bedeutung p, .4, = m7 besitzt.
Vielmehr ist bei Anwesenheit eines Magnetfeldes p = mV + gA(X) der Impuls ein sogenannter generalisierter
oder kanonischer Impuls. In der klassischen Mechanik ergibt sich dies im Rahmen der Formulierung der

Dynamik des Systems mittels des sog. Hamiltonschen Prinzips der kleinsten Wirkung (vgl. z.B. [Hee18a,
Hee08, BFK™ 184, [LL97])). Jedenfalls ergibt sich mit fiir den Operator der auf das Teilchen wirkenden Kraft

[v x B(X)—B(X) x ¥]. (3.14.38)

F= i[m?’f,H]:
i%h

N

Hitten wir es mit gewohnlichen Vektoren zu tun, ergibe sich F= qv % B, also die Lorentz-Kraft auf ein
geladenes Teilchen im Magnetfeld. Da es sich bei v und X um Operatoren handelt, diirfen wir in die
Faktoren in den Vektorprodukten nicht einfach vertauschen. Allerdings ist insofern eine plausible
Verallgemeinerung der klassischen Formel fiir die Lorentz-Kraft zu einem Operatorausdruck fiir die Ob-
servable der Kraft, als aufgrund der ,Symmetrisierung® der nichtkommutierenden Operatorprodukte einen
selbstadjungierte Operator fiir den Operator der Kraft ergibt, wie es fiir Reprisentanten von Observablen
im quantentheoretischen Formalismus sein muss.

Wir bemerken noch, dass in der Ortsdarstellung der kanonische Impuls durch p = —i AY reprisentiert wird.
Der Hamilton-Operator (3.14.35) lautet also in der Ortsdarstellung

_ e g
H= ZM[ 15V —qA(X)]". (3.14.39)

3.14.4 Teilchen mit Spin im Magnetfeld

Besitzt ein Teilchen einen Spin s # 0, kann es zusitzlich zur Ladung auch noch ein magnetisches Moment
besitzen. Dann besitzt es nicht nur eine elektrische Ladung wie ein klassisches geladenes (Punkt-) Teilchen son-
dern auch die Eigenschaften eines klassischen Permanentmagneten. Es gibt auch ungeladene Teilchen, die ein
magnetisches Moment besitzen, z.B. das Neutron, das ein ungeladenes Teilchen mit Spin 1/2 ist. Heute wissen
wir allerdings, dass es aus geladenen Quarks zusammengesetzt ist. In Abschnitt[3.14.2/haben wir gesehen, dass
eine klassische Stromverteilung ein magnetisches Moment besitzt, das proportional zum Drehimpuls dieser
Stromverteilung ist. Entsprechend gilt fiir den Operator des magnetische Moments eines Teilchens mit Spin

= g%g. (3.14.40)

Der gegentiber dem klassischen Resultat, fiir das gemify g = 1¢ilt, zusdtzliche Faktor g heift Landé-
Faktor (Alfred Landé 1888-1976) oder Gyrofaktor.

Wir bemerken, dass sich in der relativistischen Theorie fiir ein elementares Teilchen mit Spin 1/2 (fiir ein
Dirac-Teilchen) g = 2 ergibt. Dies ist auch fiir das Elektron und das Myon, die nach heutigem Kenntnis-
stand tatsichlich elementare Teilchen sind (sog. Leptonen), in sehr guter Niherung erfiillt. Die Abweichung
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von diesem Wert ¢ = 2 nennt man das ,anomale magnetische Moment“ des Elektrons bzw. Myons. Theore-
tisch ergeben sich diese Abweichungen daraus, dass nicht nur die Teilchen im Rahmen der Quantentheorie
behandelt werden miissen sondern auch das elektromagnetische Feld. Dabei ist die natiirliche Beschreibung
fur relativistische Teilchen und Felder die Quantenfeldtheorie, die u.a. eine Beschreibung von Streupro-
zessen, bei denen Teilchenerzeugungs- und -vernichtungsprozesse vorkommen, ermdoglicht. In der Tat sind
Teilchenerzeugungs- und -vernichtungsprozesse bei relativistischen Stofenergien zwischen Teilchen (z.B. am
Large Hardon Collider am CERN) der Normalfall. Aufgrund der Quantisierung des elektromagnetischen
Feldes, ergeben sich Quantenfluktuationen, die zu sog. Strahlungskorrekturen fithren, die den Gyrofak-
tor der Leptonen korrigieren. Die Vorhersage dieser Korrekturen durch die storungstheoretische Behandlung
der Quantenelektrodynamik (also der quantisierten Theorie von wechselwirkenden geladenen Teilchen und
dem elektromagnetischen Feld) gehort zu den am genauesten experimentell bestitigten Vorhersagen der theo-
retischen Physik. Fiir das Elektron gilt g, = 2,00231930436182(52). Dabei gibt die Klammer die Messunge-
nauigkeit der letzten Nachkommastellen an.

Fiir zusammengesetzte Teilchen wie Proton und Neutron, beides wie das Elektron Spin-1/2-Teilchen, er-
geben sich davon erheblich abweichende Werte: g, = 5,585694702(17), g, = —3,82608545(90). Beim Pro-
ton und ungeladenen Neutron bezieht sich der Wert des Gyrofaktors auf das sog. Kernmagneton, also
un =eh/(2M,), dh. u, = g, uy bzw. u, = g,y Beim Elektron definiert man entsprechend das Bohr-
Magneton up = e % /(2M,) und das magnetische Moment ist entsprechend dem Gyrofaktor 2 ein (negatives)
Bohr-Magneton.

Der Hamilton-Operator fiir ein geladenes Teilchen mit Spin im Magnetfeld B=VxA ergibt sich dann zu

1

= - [p—gA® ~ 7 B(x), 0.1441)
m

H
d.h. zum Hamilton-Operator eines Teilchens ohne Spin im Magnetfeld (3.14.35) ist noch die potentielle Ener-
gie der Kraft auf das magnetische Moment des Teilchens (3.14.26) zu addieren, freilich in quantisierter Form.
Da g o<s ist und § mit X kommutiert, treten dabei keine Probleme mit der Operatorordnung auf.

3.14.5 Teilchen im homogenen Magnetfeld
TBD

3.15 Der Stern-Gerlach-Versuch

Der Stern-Gerlach-Versuch zur ,Richtungsquantelung® wurde 1922, also schon vor der Entwicklung der mo-
dernen Quantentheorie ausgefiihrf!} Das Bohr-Sommerfeld-Atommodell sagte allerdings bereits damals vor-
aus, dass der Drehimpuls quantisiert sein sollte. Auflerdem war bekannt, dass ein Atom mit einer Elektronen-
konfiguration in einem Zustand zum Bahndrehimpuls / # 0 (in moderner Sprache ausgedriickt) ein entspre-
chendes magnetisches Moment aufweisen mufi. Der Spin war allerdings noch unbekannt. Gleichwohl sollte
ein Atomstrahl mit Atomen mit magnetischem Moment in einem inhomogenen Magnetfeld abgelenkt wer-
den. Wihrend die klassische Physik einfach eine kontinuierliche Aufweitung des Strahls vorhersagte, miiss-
te nach dem Bohrschen Atommodell der Strahl in einem Magnetfeld mit Feldgradient in z-Richtung ent-
sprechend der Quantelung der z-Komponente des Bahndrehimpulses in diskreter Weise abgelenkt werden.
Stern und Gerlach gelang der Nachweis dieser Richtungsquantelung eines Atomstrahls von Silberatomen. Sie
fanden eine Aufspaltung des Strahls entsprechend zweier Einstellmdglichkeiten der z-Komponente des Dre-
himpulses, was mit der damaligen Vorhersage des Bohr-Sommerfeld-Modells vertriglich war. Die moderne
Quantentheorie wiirde allerdings bei einem Teilchen ohne Spin nur Aufspaltungen in eine ungerade Anzahl

"Eine duflerst vergniigliche Darstellung der Historie des Stern-Gerlach-Versuchs findet sich in [[FHO3]).
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|<IassiiC{1 tatsachlich
erwartete beobachtete i
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Abbildung  3.3:  Schematischer ~ Aufbau  des  Stern-Gerlach-Versuchs — (Wikipedia: ~ The-
resa  Knott - aus dem  Englischen  ins  Deutsche  iibersetzt, CC  BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=10344788).

von Strahlen vorhersagen, denn der Bahndrehimpuls geh6rt immer zu Darstellungen der Drehgruppe mit
Drehimpulsquantenzahl / € N, und die z-Komponente des Bahndrehimpulses kann immer nur die (2/ +1)
Werte m, ={0,%5,...,£/ 5} annehmen.

Im Lichte der modernen Quantentheorie betrachtet ist allerdings die Aufspaltung in zwei Strahlen fiir Sil-
beratome leicht erklirbar: Das Silberatom besitzt ein Valenzelektron, das sich im Grundzustand in einem
Bahndrehimpulszustand / = 0 (s-Orbital) befindet. Die {ibrigen Elektronen fiillen ihre entsprechenden Orbi-
tale vollstandig auf, so dass deren Gesamtdrehimpuls 0 ist. Entsprechend ist der Gesamtdrehimpuls des Atoms
J =1/2. Es verhilt sich also wie ein neutrales Teilchen mit einer groflen Masse und einem magnetischen Mo-
ment aufgrund des Spins 1/2 dieses Elektrons, solange das Atom nicht auf irgendeine Weise in angeregte
Zustinde tibergeht. Dies ist aber unter den Versuchsbedingungen von Stern und Gerlach nur hochst unwahr-
scheinlich. Daher konnen wir bei der Analyse des Experiments das Silberatom einfach als neutrales Teilchen
mit einem magnetischen Moment entsprechend dem vom Spin des Valenzelektrons behandeln. Entsprechend
der beiden Einstellungsméglichkeiten fiir die z-Komponente des Spins (o = £1/2) spaltet sich also der Strahl
in der Tat in zwei Teilstrahlen auf, von denen einer aus Teilchen mit ¢ = %/2 und einer aus solchen mit
o =—7/2 besteht.

Schon diese qualitative Beschreibung zeigt, warum der Stern-Gerlach-Versuch auch heute noch als Musterbei-
spiel fiir den quantenmechanischen Messprozef} dient: Er zeigt alle Charakteristika einer quantenmechani-
schen Messung, und wir wollen daher dieses Experiment aus quantentheoretischer Sicht genauer betrachten.
Der Versuchsaufbau ist schematisch in Abb. [3.3|dargestellt. In einem Ofen wird Silber geschmolzen. Durch
eine Offnung tritt ein Atomstrahl aus und wird durch Blenden auf eine bestimmte Richtung fokussiert. Dies
konnen wir im Sinne der Quantentheorie als Priparation der Silberatome auffassen. Die Atome durchlau-
fen nun ein inhomogenes zeitlich konstantes Magnetfeld, welches wir in der Nihe des Strahls durch die
Entwicklung bis zur ersten Ordnung in den Raumkoordinaten approximieren kdnnen:

-

B =(By+ Bz)e,— Bye,. (3.15.1)

Dieses Feld erfiillt offenbar die Maxwell-Gleichungen

V-B=0, VxB=0 (3.15.2)
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Abbildung 3.4: Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die z-Position eines Teilchens nach Durchlauten eines inho-
mogenen Magnetfeldes bei x = L. Anfangs lag eine bei X = 0 gepeakte GaufSverteilung vor, wobei die Teilchen
mit gleicher Wahrscheinlichkeit eine Spinkomponente 0 = +1/2 oder o =—1/2 besitzen.

fiir ein statischen Magnetfeld in einem quellenfreien Raumbereich. Der Hamiltonoperator (3.14.41) verein-
facht sich im gegebenen Falle wegen ¢ = 0 2]

=2
- -

P
H=—+ S-B. 3.15.3
oar T B (3.15.3)
Setzen wir (3.15.1) ein, erhalten wir ein vom Spin abhingiges Potential, dessen klassisches Analogon einer
konstanten Kraft entspricht. Um die Analyse weiter zu vereinfachen, nehmen wir an, dafl |Bo| > 8| (y)| ist,
d.h. der Strahl sei hinreichend in xy-Richtung um x = 0, y = 0 fokussiert. Dann konnen wir zunichst den
einfacheren Hamiltonoperator

=2
H' =2 (8o + B2)S, (3.15.4)
2M
verwenden. Betrachten wir Teilchen in einem S ,-Eigenzustand, haben wir es also mit der Bewegung in einem
konstanten Kraftfeld zu tun, und die Atome werden fiir 0 = %/2 nach unten, fiir 0 = —%/2 nach oben

abgelenkt. Ein Atomstrahl, dessen Zustand durch eine beliebige Superposition aus solchen Eigenzustinden
beschrieben wird, spaltet sich also entsprechend in zwei Teilstrahlen auf.

Falls die Strahlen in der yz-Ebene hinreichend fokussiert bleiben, bilden sich zwei wohlseparierte Teilstrah-
len, die in der hier betrachteten Niherung aus reinen S -Eigenzustinden bestehen, d.h. in diesen Teilstrahlen
haben wir es mit Teilchen zu tun, die eine wohldefinierte z-Komponente des Spins besitzen. Vorher war diese
Spinkomponente unbestimmt. Durch das inhomogene Magnetfeld konnen wir nun einen der Teilstrahlen aus-
filtern und so Teilchen mit determinierter Spinkomponente praparieren. Der Zustand des Gesamtensembles
wird aber immer noch durch eine Superposition beschrieben. Allerdings sind nach Durchlaufen des Magnet-
feldes Ort und Spin-3-Komponente verschrinkt, d.h. eine hinreichend genaue Ortsmessung liefert zugleich
auch einen wohlbestimmten Spinzustand. Man kann also durch Nachweis eines Silberatoms am Schirm mit
einer nahezu 100%-Wahrscheinlichkeit sagen, welchen Wert o = £7 /2 die Spin-3-Komponente dieses Silbera-
toms besitzt. Voraussetzung dafiir ist allerdings, dass der Ort der Teilchen zumindest in z-Richtung so scharf
bestimmt ist, dass die beiden Teilstrahlen als wohlsepariert angesechen werden kénnen. In diesem Zusam-
menhang nennt man die Ortskomponente z auch eine Zeigervariable, denn sie wird bei dem betrachteten

2Das Vorzeichen des Spinterms kehrt sich wegen der negativen Ladung des Elektrons um.
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Versuchsaufbau zur Messung der eigentlich interessierenden Observable, nimlich der Spin-3-Komponente,
im Sinne des Zeigers eines Messgerites verwendet.

Man kann die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung mit dem Hamilton-Operator relativ einfach 16-
sen, allerdings mit Methoden, die wir in dieser Vorlesung aus Zeitgriinden nicht genauer behandeln kénnen
(s. [Hee15]]). Das Resultat bestitigt die oben gegebene qualitative Uberlegung. In Abb. ist das Ergebnis fiir
|¢4|? fiir einen Anfangszustand

[«

- o 2.
¢, (t=0,X)= mexp <—E +1pox>, |¢:1/2|2 + |c_1/2|2 =1 (3.15.5)

mit ¢y, = c_y;, =1/ V2, also gleicher Wahrscheinlichkeit von 1/2 = 50%, dass das Silberatom anfangs eine
Spin-z-Komponente mit ¢ = %/2 oder 0 =—7%/2 besitzt.
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Kapitel 4

Spezielle Relativititstheorie

In der Physik um 1900 herum war eine der interessantesten ungeklirten Fragen die nach dem Nachweis des so-
genannten Athers. Dies war eine ,Substanz®, dessen Schwingungen die elektromagnetischen Wellen, die von
James Clerk Maxwell im Rahmen seiner Theorie der Elektrodynamik vorhergesagt (1865) und durch Hein-
rich Hertz entdeckt worden waren (1888), fortleiten sollte, zhnlich wie die Schwingungen der Luft Schallwel-
len entsprechen. Allerdings hatte zum Einen diese Substanz sehr ungewdhnliche theoretische Eigenschaften
und konnte zum anderen auch nicht experimentell nachgewiesen werden.

So unternahmen Michelson und Morley mit einem Interferometer ein Experiment zur Messung der Bewe-
gung der Erde durch den Ather, demzufolge sich aufgrund der unterschiedlichen Lichtgeschwindigkeit in
Richtung der Bewegung und senkrecht dazu ein Effekt ergeben sollte, wenn das Interferometer um 90° ge-
dreht wird. Ein solcher Effekt konnte aber nicht nachgewiesen werden.

In den Maxwell-Gleichungen des elektromagnetischen Feldes ergab sich in einem Inertialsystem, in dem der
Ather ruhen sollte, eine bestimmte Phasengeschwindigkeit fiir die elektromagnetischen Wellen im Vakuum,
die Lichtgeschwindigkeit ¢; in den in diesem Skript verwendeten SI-Einheiten ist ¢ = 1/,/uo€. Da aber die
Maxwell-Gleichungen nicht invariant unter Galilei-Boosts sind, sollte sich eine Anderung der Lichtgeschwin-
digkeit fiir ein Bezugssystem ergeben, das sich gegeniiber dem Ruhsystem des Athers bewegt.

Die Losung dieses Widerspruchs, die endgiiltig Einstein 1905 (Albert Einstein, 1879-1955) gelang, ist, dass die
der Newtonschen Mechanik zugrundeliegende mathematische Beschreibung von Raum und Zeit nur nihe-
rungsweise Giiltigkeit besitzen und daher die Transformationsformeln zwischen Koordinaten (und der Zeit!)
unterschiedlicher inertialer Bezugssysteme modifiziert werden miissen.

4.1 Das speziell-relativistische Raum-Zeit-Modell

In seiner berithmten Arbeit ,Zur Elektrodynamik bewegter Kérper® [[Ein05]] ging Einstein von zwei Postu-
laten aus:

1. Spezielles Relativititsprinzip: Es existiert ein Inertialsystem, in dem ein Korper in Ruhe verharrt
oder sich gleichférmig geradlinig (also mit konstanter Geschwindigkeit) bewegt, solange keine Krifte
auf thn einwirken.

2. Invarianz der Lichtgeschwindigkeit: Die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen
(insbesondere des Lichtes) im Vakuum ist unabhingig von der Geschwindigkeit der Lichtquelle und des
Empfingers (Beobachters) dieser Wellen relativ zum Bezugssystem.

Das erste Postulat entspricht genau dem Galileischen Tragheitsgesetz, wihrend das zweite der tiblichen
Realisierung dieses Postulats in der Newtonschen Mechanik widerspricht, denn es sollte unmdéglich sein, die
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Absolutgeschwindigkeit eines Bezugssystems durch irgendwelche physikalischen Vorginge zu bestimmen, da
die physikalischen Grundgesetze in jedem Inertialsystem gleich aussehen, und jedes gegen ein Inertialsystem
gleichformig geradlinig bewegtes Bezugssystem ist notwendig wieder ein Inertialsystem, denn gemifl dem
Trigheitsgesetz sind ruhende oder gleichférmig geradlinig bewegte Korper gleichberechtigt. Anders ausge-
driickt kann man Geschwindigkeiten nur in Bezug auf einen Referenzkorper definieren.

Einsteins wesentliche Idee war, dass die beiden Grundpostulate nur dadurch miteinander vereinbar sein kon-
nen, wenn man statt des absoluten Raumes und der absoluten Zeit und dem entsprechenden Galilei-Newton-
schen Raum-Zeit-Modell eine neue Beschreibung von Zeit und Raum einfiihrt. Insbesondere kann offenbar
nicht zugleich das spezielle Relativitdtsprinzip und die Invarianz der Lichtgeschwindigkeit gelten, solange
man von der Existenz einer absoluten Zeit wie in der Galilei-Newtonschen Mechanik ausgeht, d.h. bei der
Transformation der Beschreibung eines physikalischen Vorgangs (z.B. die Trajektorie eines Massenpunktes
mittels Zeit ¢ und dem Ortsvektor x(¢) dieses Teilchens), muss neben den Ortskoordinaten auch die Zeit
transformiert werden, wenn man von einem Inertialsystem 3 zu einem anderen Inertialsystem X’ iibergeht,
das sich gegeniiber X mit der Geschwindigkeit 7 bewegt. Dann kann man wegen der Absolutheit von Raum
und Zeit im Rahmen des Galilei-Newtonschen Raum-Zeit-Modells die gleichen kartesischen Basisvektoren
fiir beide Bezugssysteme verwenden, und die absolute Zeit ist ohnehin in beiden Bezugssystemen gleich (wo-
bei wir hier davon ausgehen wollen, dass der Ursprung der Zeitachse gleich gewihlt wird £ = ¢/ =0 und zu
dieser Zeit auch die Urspriinge der Bezugssysteme zusammenfallen sollen). Damit ergibt sich die Transfor-
mationsformel eines solchen Galilei-Boosts zu

t'=t, X' =X%X—7t (Galilei-Newton). (4.1.1)

Wir kénnen nun mit den Postulaten die speziell-relativistische Raum-Zeit-Struktur (bzw. die entsprechend
modifizierten Transformationsformeln fiir Raum- und Zeitkoordinaten eines Teilchens) leicht mittels eines
Gedankenexperiments finden.

Dazu denken wir uns eine punktférmige Lichtquelle, die in einem Inertialsystem X ruht, von der aus ein kurz-
er Lichtimpuls zur Zeit ¢ = 0 ausgesandt wird. Da die Lichtgeschwindigkeit c ist, befindet sich das Lichtsignal
zur Zeit ¢ auf der Kugeloberfliche mit dem Radius ct, d.h. fiir diese Kugeloberflache x gilt

2’ —%?=0. 4.1.2)

Dabei gehen wir stillschweigend davon aus, dass hinsichtlich der Geometrie des Raumes fiir einen in einem
Inertialsystem ruhenden Beobachter die Euklidischen Axiome gelten. Wir betrachten nun denselben Vor-
gang von einem weiteren Inertialsystem 3’ aus, das sich gegeniiber ¥ mit der konstanten Geschwindigkeit

7 = ¢ = ¢ 3¢, bewegt. Die Uhren und Koordinatenurspriinge der beiden Systeme mégen zur Zeit t =¢' =0
zusammentfallen, und die rdaumlichen kartesischen Basisvektoren beider Bezugssysteme seien nicht gegenein-
ander verdreht. Gemif§ dem zweiten Postulat muss nun auch bzgl. >’ fiir die Raum-Zeit-Koordinaten des
Lichtpulses gelten, d.h. es gilt auch

2t —3?=0. 4.1.3)

Wegen des speziellen Relativititsprinzips muss nun die Transformation zwischen den Zeiten und der rium-
lichen Koordinaten bzgl. zweier Inertialsysteme linear sein, denn jede beliebige gleichformig geradlinige Be-
wegung in dem einen Inertialsystem muss ebenso eine gleichformig geradlinige Bewegung im anderen Inerti-
alsystem sein.

Um die entsprechenden linearen Transformationen zu finden, ist es am bequemsten, Minkowski [[Min09]
zu folgen und zunichst vierdimensionale Vektoren (kurz Vierervektoren genannt) mit Komponenten x =
(x#) = (x% x',x%,x3)T einzufithren, wobei x° = ct ist. Dabei ist u ein Index, den wir aus Griinden, die weiter
unten klar werden, als oberen Index schreiben. Es handelt sich bei diesen Indizes also nicht um Potenzen!
Solche Vierervektorkomponenten mit oberen Indizes schreiben wir auch als Spaltenvektoren.

Nun fiihren wir eine Bilinearform, das Minkowski-Produkt

g-z:xoyo—a_c)-j_f (4.1.4)
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ein, so dass Gleichung (4.1.2) in der Form
x-x=x2=0 (4.1.5)

geschrieben werden kann.

Dies ist einem Skalarprodukt recht dhnlich, nur dass wegen der Vorzeichen in der Definition (4.1.4) des Min-
kowski-Produkts x - x auch negativ werden kann, d.h. die Bilinearform ist nicht positiv definit.

Fiihren wir nun eine Diagonalmatrix 7 = diag(1,—1,—1,—1) mit den Komponenten
1 for u=v=0,
Nuy =4 —1 for u=v, wu,ve{1,2,3}, (4.1.6)
0 for u#v, wve{0,1,2,3}
ein, kdnnen wir das das Minkowski-Produkt in der Form
x -y =n,x"y” (4.1.7)

schreiben. Dabei ist es fiir das Folgende sehr wichtig zu bemerken, das die Indizes bei 7 als untere Indizes
notiert sind. Weiter verwenden wir hier und im Folgenden wieder die Einsteinsche Summenkonvention,
wonach tiber doppelt auftretende Indizes stillschweigend summiert wird, wobei die griechischen Indizes stets
die Werte {0,1,2,3} annehmen. Dabei muss bei der hier eingefiihrten Konvention mit oberen und unteren
Indizes bei solchen doppelt vorkommenden Indizes immer einer oben und einer unten stehen.

Wir betrachten nun die Transformation zwischen den beiden oben spezifizierten Inertialsystemen ¥ und ¥/,
einen sog. Lorentz-Boost in x!-Richtung (Hendrik Antoon Lorentz, 1853-1928). Es ist klar, dass in diesem
Fall x"? = x? und x”* = x? ist und wir daher nur die Transformation in der (01)-Ebene zu betrachten brauchen.

Die Forderung, dass fiir die Wellenfront der elektromagnetische Kugelwelle sowohl (4.1.2) als auch (4.1.3)

gelten soll, ist sicher garantiert, wenn fiir alle Vierervektoren x und y gilt

Xy =g,y =g,y =y (4.1.8)
Sei nun A die entsprechende R***-Transformationsmatrix mit
x = Ag & =AM X (4.1.9)
In der Matrix-Vektorschreibweise ist nun
x'-y' =2y = (A fihy) = x"(ATAA)y. (4.1.10)
Nun soll die Matrix A so beschaffen sein, dass diese Gleichung fiir alle Vierervektoren x und y gilt. Dies ist
aber nur méglich, wenn die Matrix in der Klammer die Matrix 7 ist. Es muss also
ATHA =4 (4.1.11)

sein.

Betrachten wir dies nun fiir unseren Fall, dass die Transformation nur Komponenten in der (01)-Ebene dndert.
Dann kénnen wir zwischenzeitlich mit zweidimensionalen Vektoren bzw. 2 x 2-Matrizen rechnen. Schreiben

wir fiir die unbekannte Matrix A
A A B
A_<C D> 4.1.12)
wird zu (Nachrechnen)
A C\/1 0\/A B\ (A —C\[A B\ [A*—C? AB—CD\. /1 O L)
B D/)\o0 —1/)\Cc D) \B —D/)\C D) \AB—CD B?*—D? )7 \0 —1)° o
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Die Matrixelemente A, B, C und D miissen also die Gleichungen
A>’—C*=1, AB—CD=0, D*-B*=1 (4.1.14)

A
erfiillen. Es ist nun klar, dass A bzw. die vier Matrixelemente nur von einem reellen Parameter abhingen, der
eindeutig mit der Relativgeschwindigkeit v = ¢ 8 € R zusammenhingt. Wir erinnern uns nun daran, dass fiir

die Hyperbelfunktionen
cosha = %[exp(a) +exp(—a)], sinha= %[exp(a) —exp(—a)] (4.1.15)
die Beziehung

cosh?(a)—sinh?(2) =1 (4.1.16)

gilt. Wir setzen nun also
A=D =cosha, B=C =—sinha, (4.1.17)

wobei sich das zusitzliche Minuszeichen im letzten Ausdruck gleich als niitzlich herausstellen wird. In der
Tat sind dann alle Bedingungsgleichungen (4.1.14) erfiillt (Nachrechnen!). Die Transformationsmatrix lautet
also

A cosha —sinha
A_<—sinha cosha > (+.1.18)
Um dies physikalisch interpretieren zu kénnen, schreiben wir auch (4.1.9) explizit hin:
, [ct’ A ctcosha —x!sinha
= =Ax= . . 4.1.19
* <x'1> = <—ct31nha—|—xlcosha ( )

Um nun die Beziehung des Parameters a zur Relativgeschwindigkeit v = B¢ zwischen den Inertialsystemen
¥ und ¥’ zu bestimmen, betrachten wir den Ursprung von ¥/, x'! = 0. Gemif} (4.1.19) ergibt sich fiir diesen
Punkt, von X aus betrachtet:

1 sinha

x!cosha—ctsinha=0 = x! = ct:cttanhaévt:ﬂct. (4.1.20)

cosha

Damit ist aber die gesuchte Beziehung zwischen @ und v = B¢ gefunden:
B =tanha. (4.1.21)

Zunichst ist daran bemerkenswert, dass stets | 5| < 1 bzw. v < ¢ sein muss, d.h. zwei Inertialsysteme sind nur
dann konsistent mit den beiden Einsteinschen Postulaten, wenn die Relativgeschwindigkeit zwischen den
Bezugssystemen kleiner als die Vakuumlichtgeschwindigkeit ist.
Nun wollen wir die Transformationsgleichungen noch mit Hilfe der Relativgeschwindigkeit v = ¢ 3
ausdriicken. Nun gilt
sinh?a  cosh’a—1 ) 1

— = 5 = cosh"a = ————
cosh” & 1 cosh” a 1 1—tanh”« (4.1.22)

\/1—tanh2a B \/1_/62 -

Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass cosha > 1> 0 fiir alle « € R ist und (4.1.21) gilt. Daraus
folgt sofort

tanh? @ =

= cosha = Y.

sinha =tanhacosha = By = L (4.1.23)

Vi P
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Die Transformation zwischen zwei Inertialsystemen, die sich mit einer Relativgeschwindigkeit v = B¢ be-
wegen, lautet also gemifd (4.1.19) mit (4.1.22) und (4.1.23)

_ct—pBx o — ot
VR o

Die entsprechende Transformationsmatrix (4.1.18) ergibt sich gemif3 (4.1.22) und (4.1.23), jetzt wieder aus-
fithrlich fiir alle vier Raum-Zeit-Komponenten geschrieben, zu

P =ct' = y(x°— Bx!) y(x! = Bx%) =

(4.1.24)

y =By 00
— 00

A=(A* )= OV g o (4.1.25)
0 0 01

Die entsprechende Umkehrtransformation erhalten wir sehr einfach durch Anwendung von (4.1.11). Dazu
bemerken wir, dass /% = 1 ist. Multiplizieren wir also (4.1.11) von links mit 7, folgt

y Br 00
AATAA =1 = AT =HAT ﬁoy g ? 8 (4.1.26)
0 0 01
Die Umkehrtransformation zu ist also durch
x=A"x" = ct= y(et'+ Bx"N),  x'=y(x"+ Bet) (4.1.27)
gegeben. Das entspricht einem Lorentz-Boost mit o = —wv¢, . Dies leuchtet auch physikalisch sofort ein: Wenn

sich 3’ gegeniiber ¥ mit der Geschwindigkeit +7 bewegt, bewegt sich umgekehrt ¥ gegeniiber > mit der
Geschwindigkeit —7.
Man kann nun, zumindest fiir den Fall, dass man es nur mit Bewegungen entlang einer Achse zu tun hat, die
Minkowski-Geometrie in Minkowski-Diagrammen veranschaulichen. Man muss dabei nur bedenken, dass
die Zeichenebene nun nicht mehr die gleiche Bedeutung wie in der gewohnlichen euklidischen Geometrie
besitzt. Vielmehr wird die Geometrie durch das nicht positiv definite Minkowskiprodukt bestimmt. Wie in
Abb.[4.1]gezeigt, wird die Zeitachse des Systems ¥, also die x° = ct-Achse, nach oben und die riumliche Achse
x! nach rechts aufgetragen. Um die Koordinatenachsen des Systems ¥’ zu konstruieren, kénnen wir den Lor-
entz-Boost bzw. die entsprechende Umkehrtransformation verwenden: Der Koordinatenur-
sprung von Y ist durch x’! = 0 gegeben. Im Minkowski-Diagramm entspricht der Koordinatenursprung
einer Weltlinie, die durch die Zeit ¢’ im System ¥’ parametrisiert wird. Gemif} ist diese Weltlinie
durch

ct=yct', x'=yBct'=LPect (4.1.28)

gegeben. Entsprechend ist die x'!-Achse durch ¢t/ = 0 = const gegeben. Die entsprechenden Koordinaten in

¥ sind wieder durch (4.1.27) gegeben:
=y, ct=ypBx"t = Bx" (4.1.29)

gegeben. Dies ist offenbar genau die an der Winkelhalbierenden ¢t = x!, die die Wellenfront eines zur Zeit
t = 0 ausgesandten Lichtimpulses in x!-Richtung beschreibt und daher als Lichtkegel bezeichnet wird, ge-
spiegelte ct’-Achse (4.1.28). Das muss auch so sein, denn dadurch wird sichergestellt, dass die Weltlinie eines
Lichtsignals auch in 3’ durch x’! = c¢’ beschrieben wird. Dies entspricht aber genau dem Einsteinschen Pos-
tulat von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, aus dem wir ja die Lorentz-Boost-Transformation
bzw. hergeleitet haben.
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Abbildung 4.1: Minkowski-Diagramm, das die Konstruktion der Raum-Zeit-Achsen des Systems Y illustriert: Die
dicken roten Linien sind entsprechend die ct’ und x''-Achsen. Die Einbeitslingen werden auf den Achsen werden
durch die Schnittpunkte mit den griinen bzw. blanen Hyperbeln (ct)* — (x'? = £(n Ls)*> mit n € {1,2,...}
bestimmt. Die orangenen Linien ct = +x" definieren die Ausbreitung von Lichtsignalen in +x'- und auch £x'!-
Richtung. Sie sind die Winkelhalbierende zwischen den Zeit- und Raum-Achsen sowobl in 3 als anch in ' d.h. fiir
beide Beobachter bewegt sich die Front eines Lichtsignals mit derselben Geschwindigkeit ¢, wie es vom 2. Postulat
Einsteins verlangt wird.

Es bleibt nun noch zu kliren, wie die Einheiten der Zeit- und der riumlichen Achse in ¥’ zu wihlen sind.
Die geeignete Lingeneinheit fiir unsere Zwecke ist die Lichtsekunde 1 L s = ¢1 s =299792458 m. Wir haben
nun die Lorentz-Transformation so bestimmt, dass Minkowski-Produkte beliebiger Vierervektoren sich nicht
indern. Entsprechend ergibt sich die Lingeneinheit auf der cz’-Achse daraus, dass der Punkt ¢’ = 1 Ls,
x"® = 0 auf der entsprechenden Einheitshyperbel

(ct)* —(x")?=1Ls’ (4.1.30)

liegt, d.h. im Minkowski-Diagramm durch den entsprechenden Schnittpunkt der c¢’-Achse mit dieser Hy-
perbel gegeben ist.

Genauso konstruiert man die Lingeneinheit auf der riumlichen x"'-Achse. Der Punkt ¢z’ = 0, x’' =1 Ls
muss namlich offenbar auf der Hyperbel

(ct)* —(x')? =—1Ls? (4.1.31)
liegen, und der Schnittpunkt mit der oben konstruierten x’!-Achse bestimmt folglich die Lingeneinheit. In
der Abb. [4.1sind zur Verdeutlichung auch noch die entsprechenden zeit- und raumartigen blauen Hyperbeln

fiir die Abstinde 2 Ls, 3 Ls usw. und das entsprechende Koordinatennetz fiir ¥ eingezeichnet.
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Abbildung 4.2: Links: Minkowski-Diagramm zur Zeitdilatation. Die Zeit, die zwischen den Endpunkten der
hellblan eingezeichneten Weltlinie bzgl. 3= am gleichen Ort x! = 0 wergebt (entsprechend zwei Lingeneinhbeiten
ct), erscheint bzgl. ' linger als bzgl. ¥.. Die Rechnung (s. Text) ergibt, dass ct’ = cty > ct ist. Rechts: Minkowski-
Diagramm zur Lingenkontraktion: Die blauen Linien sind die Weltlinien der Endpunkte der Stange, die relativ
zu 3 rubt. Die in 3. rubende Beobachterin Alice misst die Linge, indem sie zu ihrer Zeit t = O die Koordinaten
der Stangenenden anf ibrer x1-Achse abliest. In X' Bezugssystem bewegt sich die Stange, und der bzgl. 3 rubende
Beobachter Bob misst dessen Linge, indem er seine x"'-Koordinaten der Endpunkte zur fiir ihn gleichen Zeit t' = 0
markiert. Entsprechend misst er eine kiirzere Linge als Alice. Dabei muss man beachten, dass die Lingen fiir Alice
und Bob Minkowski-Diagramm nicht durch die siblichen euklidischen Abstinde in der Zeichenebene gegeben sind
sondern durch die pseudo-enklidische Geometrie im Minkowski-Raum, wie in Abb. konstruiert, also in den
hier gezeigten Diagrammen durch die gepunkteten Koordinatenlinien. Offensichtlich besitzt fitr Alice die Stange
eine Linge Ly, von 2 Lingeneinheiten und fiir Bob eine kiirzere Linge Ly,. Wie die Rechnung im Text zeigt, ist
die Linge gerade um den inversen Lorentz-Faktor 1]y = 1/ 1— 32 verkiirzt.

4.2 Kinematische Effekte

Entsprechend des gegentiber der Newtonschen Physik geinderten Raum-Zeit-Modells ergeben sich einige der
Intuition zuwiderlaufende Folgerungen, die wir in diesem Abschnitt besprechen wollen.

4.2.1 Relativitit der Gleichzeitigkeit

Zuerst stellen wir fest, dass die Gleichzeitigkeit von Ereignissen vom Bezugssystem abhingt (Relativitat der
Gleichzeitigkeit). Zwei Ereignisse x und y sind definitionsgemif3 im Inertialsystem X gleich, wenn x° = »°

bzw. x® —y° = 0 gilt. Mittels des Lorentz-Boosts (4.1.24) folgt fiir den zeitlichen Abstand dieser Ereignisse
bzgl. ¥/

x/O_y/O — y[(XO_yO)_ﬁ(xl _yl)] :_V/B(xl _yl) (421)

D.h. bzgl. 3’ finden die beiden Ereignisse i.a. nicht gleichzeitig statt.
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4.2.2 Zeitdilatation

Als nichstes betrachten wir eine in . ruhende Uhr. Deren Weltlinie ist durch (x° x!) = (ct,0) gegeben. Ein
bzgl. >’ ruhender Beobachter beschreibt dieselbe Weltlinie gemif} der Lorentztransformation (4.1.27) durch

ct'=yct, x'=yPBct=Lct' =vt'. (4.2.2)

Abgesehen davon, dass sich selbstverstindlich die Uhr bzgl. &' mit der Geschwindigkeit v = B¢ in x"'=Richtung
bewegt, liest der in 3 ruhende Beobachter auch eine andere Zeit ab. Ist im Ruhsystem der Uhr X die Zeit
t, = 1Ls vergangen, ist bzgl. >’ gemif} die lingere Zeit t’ = y1 Ls vergangen. Die Zeit in ¥’ erscheint
also gegeniiber der Zeit im Ruhsystem der Uhr X’ also um den Lorentz-Faktor y = 1/4/1— /32 gedehnt.
Dieses Phinomen nennt man Zeitdilatation.

4.2.3 Lingenkontraktion

Als nichstes betrachten wir eine Stange entlang der x!-Richtung, die in X ruht. Bzgl. der Koordinaten in X
sind die Weltlinien der Endpunkte der Stange durch

g:<’1}>, 2:(3{), A, A ER (4.2.3)

X

gegeben. Dabei sind A; und A, beliebige Parameter dieser Weltlinien. Ein in ¥ ruhender Beobachter misst
die Lange der Stange, indem er die riumlichen Koordinaten zur gleichen Zeit ¢ abliest, d.h. fiir A; = A,. Die
Relativkoordinaten der Enden fiir diese ,Messereignisse“ der Stange und die entsprechende Linge sind dann

0 1_ .1
3’_§:<y1_x1> => Ly=[y —x|. (4.2.4)
Fiir einen bzgl. >’ ruhenden Beobachter bewegt sich die Stange in negative x"!-Richtung. Er wird die Lin-

ge der Stange aber ebenfalls bestimmen, indem er zu einem Zeitpunkt bzgl. seiner (!) Zeit die rdaumlichen
Koordinaten der Stangenenden abliest. Mit der Lorentztransformation (4.1.24) folgt aus (4.2.3)

/ ’ (/1 _A)_/B(yl_xl)
y-2=r(GTR T ) 4.25)

Nun liest der in ¥ ruhende Beobachter zur Lingenmessung der Stange deren Anfangs- und Endpunkt zur
gleichen Zeit ' =0 bzgl. 3 ab, d.h.

L—4—=B0'—x)=0= 14— =80 —x")=BLs. (4.2.6)

Der raumliche Abstand ergibt sich nun, indem wir dies in die raumliche Komponente von (4.2.5) einsetzen
1
Lo =y =" =y(1 = B! —xl| = /1= B2Ly = —Ls. 4.2.7)
Y

Bzgl. >’ erscheint also der sich dort mit der Geschwindigkeit v = B¢ bewegende Stab um den Faktor 1/y =
/1 — 32 verkiirzt. Dieses Phinomen bezeichnet man als Lorentz-FitzGerald-Kontraktion (George Fran-
cis FitzGerald, 1851-1901). Lorentz und FitzGerald haben nimlich bereits vor Einstein das Nullresultat des
Michelson-Morley-Experiment mit der Annahme erklirt, dass sich Abmessungen von Kérpern in Richtung
der Bewegung durch den Ather um den Faktor 1/y verkiirzen. Mit Einsteins Interpretation einer geinder-
ten Raumzeitbeschreibung hat sich die Annahme eines ausgezeichneten Bezugssystems jedoch eriibrigt, und
die entsprechende Verkiirzung ergibt sich als rein kinematischer Effekt, der aus der Relativitit der Gleich-
zeitigkeit resultiert: Die beiden Messereignisse des Beobachters zur Lingenbestimmung des Stabes in dessen
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Abbildung 4.3: Zum Einsteinschen Zug-Gedankenexperiment: Die ct’-Achse ist die Weltlinie von Alice, die
sich in der Mitte des Zuges befindet. Die Zugenden beschreiben die beiden blauen Weltlinien. Die Weltlinien
der Lichtsignale, die Alice zur Zeit t aussendet treffen bei den Ereignissen A undB bei den Zugenden ein. Bzgl.
Alices Bezugssystem geschieht dies gleichzeitig bei t|, = t’, wie die zur x"*-Achse parallele rot-gestrichelte
Linie durch die Ereignisse A und B zeigt. Bei Bob tretfen die Lichtsignale hingegen nicht gleichzeitig ein, wie
die durch die gestrichelten schwarzen Linien gegebenen Zeiten t zeigen.

Ruhsystem ¥ erfolgen bzgl. ¥ gleichzeitig, nicht aber bzgl. . Daher wird ein Beobachter in >’ zu einem
anderen Ergebnis bei der Lingenmessung kommen. Denn dieser Beobachter liest die raumlichen Koordina-
ten von Anfangs- und Endpunkt zur gleichen Zeit bzgl. >’ ab. Diese Messereignisse wird umgekehrt ein in X
ruhender Beobachter nicht als gleichzeitig beobachten, und die in ¥ abgelesene Linge entspricht daher nicht
der bzgl. 3 gemessenen Linge. Die Relativitit der Gleichzeitigkeit verhindert also, dass hier kein Widerspruch
entsteht.

4.2.4 FEinsteins Zug-Gedankenexperiment

Wir betrachten noch ein weiteres beriihmtes Gedankenexperiment von Einstein im Zusammenhang mit der
Relativitit der Gleichzeitigkeit. Wir betrachten dazu einen Zug, der sich bzgl. des Inertialsystems ¥, das Ruh-
system des Bahnhofs, mit der konstanten Geschwindigkeit o = Bce; bewegt. Das Ruhsystem des Zuges ist
also . In diesem Zug befinde sich Alice in der Mitte und sende von dort aus zur Zeit ¢’ = 0 ein Lichtsignal
zu den beiden Enden des Zuges. Zur Zeit ¢’ = ¢t = 0 befindet sich Alice auf der Héhe des auf dem Bahn-
steig stehenden Beobachter Bob. Die Weltlinien der beiden Lichtsignale bzgl. Alices Raumzeit-Koordinaten

(parametrisiert mit Alices Zeit ¢’) lauten
, ct’
= . 4.2.8

Besitzt der Zug in seinem Ruhsystem die Linge L', kommt demnach das Lichtsignal bzgl. Alice gleichzeitig
zur Zeit t' = L’ /(2¢) bei den beiden Enden des Zuges an.
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Betrachten wir nun die Weltlinien bzgl. des am Bahnhof stehenden Beobachters Bob, der also bzgl. ¥ ruht.
Dazu miissen wir den entsprechenden Lorentz-Boost (4.1.27) anwenden:

colf ) () e

Die beiden Lichtsignale erreichen also von Bob aus betrachtet die Enden des Zuges zu den Zeiten

s

+ 2c

Dies erklart sich dadurch, dass sich von Bob aus betrachtet das Lichtsignal zum rechten (linken) Ende einen
lingeren (kiirzeren) Weg zuriicklegen muss als bzgl. Alice, weil sich ja der Zug mit der entsprechenden Ge-
schwindigkeit v = ¢ in bzw. entgegen der Ausbreitungsrichtung des jeweiligen Lichtsignals bewegt, wobei
aber bzgl. Bob diese Signale sich (wie fiir Alice) mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ ausbreiten.

(4.2.10)

4.2.5 Das Michelson-Morley-Experiment

—————1 Spiegel Das Michelson-Morley-Experiment ist eines der
wesentlichen Schliisselexperimente zur speziellen
Relativitdtstheorie. Die urspriingliche Motivation
zu seiner Durchfithrung war der Nachweis eines

L, halbdurchl.

Spiegel absoluten Bezugssystems, das als Ruhsystem des
[ Athers gedacht wurde. Dies beruhte auf der durch
Laser L, die Relativititstheorie widerlegte Annahme, dass

- die Maxwell-Gleichungen, also die physikalischen
Spiegel Grundgesetze der elektromagnetischen und opti-
schen Phinomene, in der iiblichen Form nur in ei-
Photodetektor nem bestimmten Inertialsystem gelten sollten, in
dem der Ather ruht. Dabei war der Ather eine hypothetische Substanz, deren Schwingungen elektromagne-
tischen Wellen entsprechen in analogem Sinne wie z.B. die Schwingungen der Luft Schallwellen entsprechen.
Allerdings waren die Eigenschaften dieses Athers schon fiir die damaligen Zeitgenossen sehr ritselhaft. Wir
wollen uns nicht niher mit dieser nunmehr widerlegten Theorie beschiftigen. Fiir das Verstindnis des Mi-
chelson-Morley-Experiments geniigt es zu wissen, dass die Athertheorie in ihrer urspriinglichen Form davon
ausgeht, dass (a) ein bevorzugtes Inertialsystem existiert, in dem der Ather ruht und das mit Newtons absolu-
tem Raum identifiziert wurde und (b) das Galilei-Newtonsche Raum-Zeitmodell exakt gilt. Hinsichtlich der
Theorie der elektromagnetischen Wellen gentigt es zu wissen, dass deren Vakuumphasengeschwindigkeit
nur im Atherruhsystem c ist und in allen anderen Inertialsystemen entsprechend der Galileische Geschwin-
digkeitsaddition gegeben sein soll.

Analyse des Experiments im Rahmen der Athertheorie

Wir betrachten nun den Aufbau des Michelson-Morley-
Experiments. Es ist in der obigen Abbildung in seinem
> Ruhsystem dargestellt. Im Rahmen der Athertheorie, fiir

cty —> o uhsyste » Rahme ;
L die ja wie oben gesagt die Galilei-Newton-Raumzeit als
Bet,, | Bety, giiltig angenommen wird, ist dies freilich auch die Anord-

At =2t,,) . - eden f . k ch di
Alt=1,) nung zu einem jeden festen Zeitpunkt, wo sich die Appa-
) : ratur bewegt. In der Tat nahmen Michelson und Morley
an, dass das Atherruhsystem durch das Ruhsystem des Erde-Sonnensystems gegeben sei. Da das Experiment
auf der Erde aufgebaut ist, bewegt es sich relativ zum Atherruhesystem mit der Geschwindigkeit des Um-
laufs der Erde um die Sonne (die viel kleinere Geschwindigkeit aufgrund der Erdrotation kénnen wir hier
vernachlissigen). Diese Geschwindigkeit betrigt etwa v =3-10*m/s, also S =v/c = 107*.
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Betrachten wir aber zunichst das Experiment im Ruhsystem des Athers. Dann kénnen wir die obige Abbil-
dung verwenden. Es lduft also von rechts ein Laserstrahl auf den halbdurchlissigen Spiegel, der als Strahlteiler
dient. Der eine Teilstrahl wird reflektiert und trifft auf den oberen Spiegel, wo er wieder reflektiert wird und
wieder zum Strahlteiler zuriicklduft. Ein Teil liuft dann durch den Strahlteiler zum Photodetektor. Die Lauf-
zeit dieses Teilstrahls vom Strahlteiler zum Spiegel und wieder zuriick betrigt nun offenbar ¢, =2L,/c, denn
im Atherruhesystem bewegt sich ja ein Lichtsignal (oder hier, wo ebene Wellen zum Einsatz kommen, ein
beliebiger Punkt fester Phase z.B. ein Wellenberg der ebenen Welle) mit ¢. Der zweite Teilstrahl bewegt sich
durch den Strahlteiler hindurch, gelangt zum rechten Spiegel, wird dort wieder zum Strahlteiler zurtickre-
flektiert und gelangt dann im Falle einer Reflexsion am Strahlteiler zum Detektor. Die Gesamtlaufzeit vom
Strahlteiler zum Spiegel und zurtick betrigt nun ¢, = 2L, /c. Die Laufzeitdifferenz zwischen den beim Pho-
todetektor auftreffenden Teilstrahlen ist also ¢, — ¢, = 2(L; — L,)/c. Diese Laufzeitdifferenz hat ein Inter-
ferenzmuster am Photodetektor zur Folge. Dreht man die Apparatur um 90°, vertauschen die Abstinde L,
und L, ihre Rollen, und es wird die Laufzeitdifferenz zwischwen vertikalem und horizontalem Teilstrahl
ty—t; =2(Ly—L,)/c, d.h. das Interferenzmuster wird sich gegeniiber der urspriinglichen Anordnung nicht
andern.

Betrachten wir nun das Experiment, wenn sich die Apparatur im erdfesten System befindet. Wir analysieren es
jedoch auch diesmal im Ruhesystem des Athers, d.h. in einem Bezugssystem, in dem sich die ganze Apparatur
mit der Geschwindigkeit v = B¢ in x!-Richtung bewegt. Die Geometrie ist im Rahmen des hier angewandten
Galilei-Newtonschen Raumzeitmodells zu jedem Zeitpunkt gleich. Man muss nur berticksichtigen, dass fiir
die Lichtwege die Bewegung der Spiegel zu beriicksichtigen ist. Da wir uns im Ruhesystem des Athers befinden
ist die Lichtgeschwindigkeit immer noch c.

Betrachten wir nun erst den Teilstrahl, der sich vom Strahlteiler in x!-Richtung zum Spiegel bewegt. Dazu
bendtige es die Zeit ¢, Da sich in dieser Zeit der Spiegel um B¢, weiter bewegt hat, legt das Licht insgesamt
den Weg ct;; = L, + Bctyy zuriick. Von dort gelangt es zuriick zum Strahlteiler. Dafiir bendtige es die Zeit
t1,- Da sich nun aber das Licht auf den Strahlteiler zubewegt, gilt fiir die Gesamtweglinge ct,, = L, — Bcty,.
Insgesamt ist die Laufzeit vom Strahlteiler zum Spiegel und zuriick fiir den sich in x!-Richtung hin- und
herbewegenden Teilstrahl also

L, N L, 2L,  2Ly?
c1+8) c(1=p) c(1=p) ¢

Bei dem zweiten Teilstrahl, der sich im Ruhsystem der Apparatur senkrecht zur x!-Richtung zwischen Strahl-

(4.2.11)

L=ty +ip=

teiler und Spiegel hin- und herbewegt, gilt (s. Sizze) fiir jeweils einen Weg ¢?t3, = L2 + 5%c?#5,, d.h.
2L 1 2Ly

g 2 _ iy 42.12

2 21 P \/1——ﬁ2 c ( )
Die Laufzeitdifferenz ist also 5

A%:;@ﬂ—gﬁ) (4.2.13)
Dreht man nun die Apparatur um 90°, erhilt man hingegen
2, 2

C

d.h. das Interferenzmuster verschiebt sich im Vergleich zur vorherigen Ausrichtung entsprechend einer An-
derung der Laufzeitdifferenz um

2(Ly+L,)

4

Aty — Aty = (2 =7). (4.2.15)
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Da im Galilei-Newtonschen Raumzeitmodell die Zeit absolut ist, ist dies auch die Laufzeitdifferenz fiir einen
auf der Erde ruhenden Beobachter, d.h. man sollte beim Drehen der Apparatur um 90° eine entsprechende
Verschiebung des Interferenzmusters sehen. Da in diesem Fall | 8] ~ 107 < 1 ist, kdnnen wir den zweiten
Faktor via Taylor-Entwicklung noch nihern zu

Poy=0-=)"—(=p" =1+ -1+ )+ 0(BY = 72 (4.2.16)

Die Laufzeitverschiebung und damit die Anderung des Interferenzmusters ist also ein Effekt der Ordnung
2

Li+L
Aty — Aty ~ Lﬁz. (4.2.17)
(4

Es zeigt sich iibrigens, dass im Allgemeinen die Abweichungen zwischen der Athertheorie und der speziellen
Relativititstheorie sich eben nur in der Ordnung 32 bemerkbar machen. Fiir Effekte zur Ordnung 3 ergeben
beide Theorien hingegen die gleichen Ergebnisse. Die Herausforderung fiir die Experimentatoren war also,
dass man Effekte der Ordnung [3? nachweisen musste, was wegen der i.a. verfiigharen Geschwindigkeiten
sehr schwierig ist, denn ist schon |3 < 1 ist erst Recht 32 < 1. Beim Michelson-Morley-Experiment ist
|| ~ 10~ und 52 ~ 1075,

Die relative Verschiebung d der Interferenzstreifen ergibt sich zu

d ¢ L+1L,

A A A
wo A die Wellenlinge des verwendeten Lichtes ist. Michelson und Morleys Apparatur von 1887 hatte die
Abmessungen L, ~ L, = 11 m und fiir das Licht kénnen wir A ~ 500 nm = 5- 10~ m annehmen. Daraus
ergibt sich nach der Athertheorie gemif3 (4.2.18) eine relative Verschiebung des Interferenzmusters zu d /A ~

0,44. Die Apparatur war genau genug, um zu zeigen, dass tatsaichlich d /A < 0,02 ist. Das war ein recht klarer
Widerspruch zur Athertheorie.

Analyse im Rahmen der Speziellen Relativititstheorie (SRT)

(Aty —Aty) = 3%, (4.2.18)

Hier ergibt es natiirlich keinen Sinn, von einem Atherruhesystem zu reden, denn der Ather ist ja aus Sicht
der SRT in Ubereinstimmung mit der Tatsache, dass bis dato keinerlei Hinweise fiir eine derartige Substanz
vorliegen, iiberfliissig, denn gemif$ Einstein-Minkowski-Raumzeitmodell gehorcht die Elektrodynamik dem
speziellen Relativitdtsprinzip, d.h. es kann keine absolute Bewegung mittels elektromagnetischer Phinomene
(einschliellich der Optik) nachweisbar sein, denn es gibt ja eben kein irgendwie privilegiertes Inertialsystem.

Wir konnen nur fragen, ob aus Sicht eines Beobachters, in dem die Versuchsapparatur sich geradlinig gleich-
formig bewegt, eine Verschiebung des Interferenzmusters bei Drehung der Apparatur zu erwarten ist. Er-
staunlicherweise wird dies in kaum einem Lehrbuch erdrtert und leider zum Teil auch nicht ganz korrekt
erklirt. Die einzige Referenz fiir eine korrekte Erklirung, die mir bekannt ist, ist [Sch94]]. In diesem Paper
werden die einzelnen Betrachtungen zur Geometrie der Apparatur und der Lichtwege bzgl. eines bewegten
Beobachters nochmals aufiihrlich erklirt. Hier beschrinken wir uns auf qualitative Bemerkungen zu den di-
versen Phinomenen.

Fiir das quantitative Verstindnis geniigt es bereits, mit der aus der Lorentz-Transformation folgenden Lin-
genkontraktion zu argumentieren. Demnach ist der Abstand zwischen dem Strahlteiler und dem Spiegel in
Richtung der Bewegung der Apparatur um den inversen Lorentz-Faktor 1/y verkiirzt gegeniiber der ent-
sprechenden Distanz fiir einen ruhenden Beobachter, wihrend der Abstand des Spiegels in dazu senkrechter
Richtung fiir den bewegten Beobachter gleich dem fiir den ruhenden Beobachter ist.

Wir miissen also in der obigen Analyse der Phasenunterschiede fiir die beiden Teilstrahlen im Rahmen der
SRT gegeniiber der im Rahmen der Athertheorie lediglich diese Lorentz-Kontraktion beriicksichtigen. In der
urspriinglichen Orientierung des Interferometers ist also in lediglich L, durch die Lorentz-kontrahier-
te Linge L), = L,/y zu ersetzen, wihrend L) = L, bleibt. Bei der um 90° gedrehten Apparatur ist hingegen
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Ly =L,y statt L in (4.2.14) und L, = L, zu setzen. Dies liefert entsprechend

L1_L2

Cc

d.h. Aty — Aty =0 in Ubereinstimmung mit dem Nullresultat des Michelson-Morley-Experiments.

Zum Abschluss unserer Diskussion des Michelson-Moreley-Experiments machen wir noch einige qualitative
Anmerkungen: Es ist zu beachten, dass aus Sicht eines Beobachters, bzgl. dessen sich das Michelson-Interfe-
rometer bewegt, die Geometrie eine andere ist als im Ruhesystem der Apparatur. Auch dies kann man leicht
allein mit der Lingenkontraktion verstehen. Es ist aufgrund der Lorentz-Transformation klar, dass die beiden
Spiegel in beiden Bezugssystemen jeweils in x!-Richtung bzw. senkrecht dazu ausgerichtet bleiben. Allerdings
ist der Winkel des strahlteilenden halbdurchlissigen Spiegels nicht mehr im Winkel von 45° relativ zur x!-
Achse ausgerichtet. Dies werden wir in einer Ubungsaufgabe mittels ausfiihrlicher Verwendung der Lorentz-

Transformationauch nachrechnen.

Hier gentige die Argumentation unter Verwendung der Lingenkontraktion: Sei also ein Stab in seinem Ru-
hesystem in der x'-x2-Ebene so orientiert, dass er einen Winkel & mit der x!-Achse einnimmt. Der entspre-
chende Einheitsrichtungsvektor ist also 7 = (cos&,sin ). In einem Bezugssystem, das sich gegen dieses Ru-
hesystem mit der Geschwindigkeit Sc in x!-Richtung bewegt, ist die x!-Koordinate dieses Richtungsvektors
lingenkontrahiert; die x>-Koordinate bleibt hingegen gleich. Der Stab nimmt also fiir einen Beobachter, in
dem sich der Stab mit der Geschwindigkeit Sc¢ in x!-Richtung bewegt einen anderen Winkel 6 zur x"!-Rich-
tung ein. Der entsprechnde (nicht auf Linge 1 normierte) Richtungsvektor ist demnach 7’ = (cos 8/y,sin 0),
und der Winkel &’ ist demnach durch

sin
tan®' =

w507 =ytand (4.2.20)

gegeben. Da y > 1ist also i.a. @' > 6. Fiir § = 0 ist allerdings tan § = 0 und folglich auch tan &’ = 0 und also
6’ = 0. Fiir § = 7/2 wird tan @ — oo, und damit ist auch tan @’ — oo, d.h. es ist auch 8’ = 7 /2. Fiir einen
Winkel 6 € (0, 7r) wird hingegen 8’ > 6.

Allerdings andert sich auch die Geometrie der Lichtstrahlen (bzw. genauer gesagt der Wellenvektoren) im
Rahmen der SRT auf nichttriviale Weise. Wir gehen darauf weiter unten noch genauer ein, wenn wir die
relativistische Formulierung der Elektrodynamik besprechen.

SchliefSlich kénnte man meinen, dass nun ein Widerspruch zu den Reflexions- und Brechungsgesetzen vorlie-
gen konnte. Dies ist freilich nicht der Fall, denn die Elektrodynamik ist ja invariant unter Lorentz-Transfor-
mationen, und es kann ein solcher Widerspruch nicht entstehen. In der Tat ermdglicht es uns, die Gesetze fiir
die Reflexion von Licht an sich bewegenden Spiegeln und die Lichtbrechung in sich bewegenden Medien ein-
fach dadurch herzuleiten, dass wir die bekannten Brechungs- und Reflexionsgesetze in einem Bezugssystem,
wo das Medium und die spiegelnde Oberfliche ruhen, verwenden und dann eine Lorentz-Transformation
durchfiihren.

Genauere Ausfithrungen zu diesen geometrischen Aspekten des Michelson-Morley-Experiments in seiner
Behandlung im Rahmen der SRT findet sich auf recht elementarem Level in dem bereits oben zitierten Paper

[ISch94].

4.2.6 Bemerkungen zur Historie der Lorentz-Transformation

Die einfache Tatsache, dass die Lorentz-Kontraktion eben diesen Widerspruch zwischen dem Nullresultat
des Michelson-Morley-Experiments und der Erwartung aufgrund der urspriinglichen Athertheorie, behebrt,
hat ja vor Aufstellung der SRT durch Einstein zu eben der modifizierten Athertheorie, insbesondere durch
FitzGerald und Lorentz gefiihrt: Sie haben angenommen, dass die Bewegung materieller Korper durch den
Ather Kraftwirkungen hervorruft, die zur Verkiirzung um genau den Lorentz-Faktor fithren. Deshalb heifit
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zwar der Faktor der Lingenkontraktion ironischerweise Lorentz-Kontraktion, obwohl der urspriingliche Er-
klirungsansatz mit der modifizierten Athertheorie aus Sicht der SRT falsch ist. Lorentz selbst hat dies freilich
auch sehr schnell bemerkt, denn auch in der modifizierten Athertheorie wurde die Zeit noch als absolut an-
genommen. Die Lingenkontraktionshypthese unter Beibehaltung der Galilei-Newtonschen absoluten Zeit
liefert beim Wechsel von einem Inertialsystem zu einem anderen aber keine Transformationen zwischen den
Koordinaten und der Zeit (wobet letztere ja eben nicht transformiert wird!) bzgl. der die Maxwell-Gleichun-
gen forminvariant bleiben. Dies ist erst mit der oben besprochenen Lorentz-Transformation der Fall, und
Lorentz hat diese Transformation auch bereits vor Einstein gefunden, und obwohl Einstein in seinem be-
rithmten Paper von 1905 [[Ein05]] kein einziges Zitat bringt, nennt er ja dort auch entsprechend diese Trans-
formationen Lorentz-Transformation. Wihrend allerdings Lorentz die Transformation durch rein mathema-
tische Uberlegungen iiber mégliche Raumzeit-Transformationen, die die Maxwell-Gleichungen forminvari-
ant lassen, gefunden hat und zunichst eher als mathematische Kuriositit als als tieferliegende physikalische
Eigenschaften der Raumzeit-Beschreibung, hat eben Einstein genau diesen fiir die gesamte moderne Physik
entscheidenden Schluss gezogen: Es muss die Raumzeit-Beschreibung gegentiber der Galilei-Newtonschen
Raumzeit-Beschreibung so gedndert werden wie oben beschrieben, und dies fithrt eben bereits ohne kompli-
zierte Analyse der Maxwell-Gleichungen aus rein kinematischen Uberlegungen (im Originalpaper iibrigens
sehr dhnlich wie oben im Skript) auf die Lorentz-Transformation und tiber Minkowskis Analyse schliefilich
zur geometrischen Beschreibung der Raumzeit als Minkowski-Raum. Was zu dieser Zeit iibrigens in Verges-
senheit geraten war, ist die Tatsache, dass bereits Woldemar Voigt in 1887 Transformationen sehr dhnlich den
Lorentz-Transformationen hergeleitet hat, die die Maxwell-Gleichungen fiir den Fall, dass keine Ladungs-
und Stromverteilungen vorhanden sind, invariant lassen. Diese ,, Voigt-Transformationen® unterschieden sich
dabei von den Lorentz-Transformationen lediglich dadurch, dass der y-Faktor nicht auftrittﬂ Diese Transfor-
mation liflt nun nicht alle Minkowksi-Produkte invariant sondern nur die Beziehung (ct)? — X2 = 0. Dies
genligt aber dafiir, dass die quellenfreie Wellengleichung C0® = O (bzw. fiir die freien elektromagnetischen

Wellen OF =0, 0B = 0) bzgl. dieser Transformation invariant ist.

4.3 Das Zwillingsparadoxon

Das Zwillingsparadoxon ist ein Beispiel fiir die ungewohnte Relativitit der Zeitdauer zwischen Ereignissen
in verschiedenen Bezugssystemen, also der Zeitdilatation. Wir nehmen an, dass der Zwilling Bob mit grofler
Geschwindigkeit auf einer Kreisbahn bzgl. Alices Bezugssystem reist. Bobs Weltlinie wird also in Alices Be-
zugssystem durch

ct
R[cos(cwt)—1]

Rsinowt
0

[x“(t)]= (4.3.1)

beschrieben. Wir kénnen nun zu jedem Zeitpunkt durch einen geeigneten momentanen Lorentz-Boost in ein
momentanes Ruh-System von Bob transformieren. Vergeht in Alices Bezugssystem eine infinitesimale Zeit
dz, so vergeht in Bobs Bezugssystem nur dessen Eigenzeit dv = dt,/7,,t#x”/c. Dies wird dadurch klar,
dass die Eigenzeit in Bobs momentanen Ruhsystem definiert ist, wo (dx’#) = (cd¢’,0,0,0) = (cd7,0,0,0)
gilt. Damit ist aber ¢2d7? = 5 wd#dx” =17, dx#dx”, denn ein Lorentz-Boost zwischen Alices und Bobs
Bezugssystem lisst ja das Minkowski-Linienelement invariant. Damit ergibt sich Bobs Eigenzeit, also die

Zeit, die fiir Bob, gemessen als die Summe {iber die infinitesimalen Zeitinkremente im jeweils momentanen

1

S. den sehr lesenswerten Wikipedia-Artikel zur Historie der Lorentz-Transformation
https://de.wikipedia.org/wiki/Geschichte_der_Lorentz-Transformation,
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Ruhsystem von Bob vergeht, zu

f £\ t( t( f 4 “)ZRZ:tdl—”jfz. (4.3.2)

Das bedeutet aber, dass Bob im Sinne von Alices Zeit weniger schnell altert, d.h. wenn Bob und Alice sich
nach einer in Alices System gemessenen Umlaufzeit 7 = 27/ wieder begegnen, ist Bob nur um = =
21t/wq/1—w?R2[c2, also um den inversen Lorentz-Faktor weniger, gealtert als Alice.

Dieser Effekt wurde mehrfach anhand der Messung der Lebensdauer von instabilen Teilchen in Speicherrin-
gen tiberpriiff]

4.4 Speziell relativistische Mechanik

In diesem Abschnitt wenden wir uns der Dynamik von Punktteilchen im Rahmen der speziellen Relati-
vitdtstheorie zu. Wie in der Newtonschen Mechanik ist auch hier die Bewegung eines Teilchens in einem
gegebenen Feld (z.B. eines geladenen Teilchens in einem elektromagnetischen Feld) das einfachste Beispiel.
Allerdings wird dieses Beispiel fiir den relativistischen Fall weitaus bedeutender als in der Newtonschen Me-
chanik, denn es ist offensichtlich, dass schon die Wechselwirkung zweier Punktteilchen nicht mehr wie in der
Newtonschen Mechanik als eine instantane Fernwirkung erfolgen kann, denn wie wir oben gesehen haben,
impliziert die relativistische Raum-Zeit-Struktur, dass sich keine Signale mit einer schnelleren als der Lichtge-
schwindigkeit ausbreiten kdnnen, denn wire eine solche Wirkung gleichzeitig in einem Bezugssystem X, wire
sie dies nicht mehr in einem relativ dazu bewegten Bezugssystem X'. Seien nimlich die Raum-Zeit-Koordi-
naten der Ereignisse bzgl. 33, die bzgl. dieses Bezugssystems gleichzeitig zur Zeit ¢ = 0 stattfinden x = (0,%)"
und % = (0,7)". Dann gilt fiir die entsprechende Differenz

(x—y)-(x—y)=—(F =y’ <0, (4.4.1)

Man nennt entsprechend Ereignisse, fiir die die Differenz der entsprechenden Vierervektoren ein negatives
Lorentz-Produkt besitzen, raumartig. Bewegt sich wieder >’ gegeniiber ¥ mit der Relativgeschwindigkeit

7 = [cé,, gilt gemifl

C(tf’c — ty’l) —W(lxl -
x't—y’ y(xt—y")

= . 4.4.2
2 —y't x?—? ( )
X3 —yP3 23—y

Die Ereignisse sind also bzgl. ¥ nicht mehr gleichzeitig. Auflerdem ist das Vorzeichen der Zeitkomponente
abhingig vom Vorzeichen der Relativgeschwindigkeiten der Bezugssysteme. Je nach dem Vorzeichen von 3
kann bzgl. ¥’ Ereignis x vor (8 > 0) dem Ereignis y stattgefunden haben oder danach (3 < 0), entsprechend
dem Vorzeichen der entsprechenden Zeitdifferenz t; —¢;.

Daraus folgt auch, dass zwei Ereignisse, die raumartig zueinander liegen, nicht kausal verkniipft sein kénnen,
d.h. es kann das eine Ereignisse nicht Ursache des anderen sein, denn dann miisste die zeitliche Reihenfolge
der Ereignisse unabhingig vom Bezugssystem sein.

Charakterisieren nun die beiden bzgl. ¥ gleichzeitigen Ereignisse x und y eine Fernwirkung zwischen zwei

Punktteilchen, finden diese Ereignisse nach der obigen Betrachtung je nach Boostgeschwindigkeit bzgl. >’ in
unterschiedlicher zeitlicher Reihenfolge statt, d.h. es kann sich nicht um einen kausalen Vorgang handeln, wie
wir es fiir eine Wechselwirkung verlangen.

2Vgl. dazu den entsprechenden Wikipedia-Artikel
https://en.wikipedia.org/wiki/Time_dilation_of_moving_particles
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Dies ist fiir zueinander zeitartig gelegene Ereignisse, fiir die (x —v)- (x —y) > 0 sicher der Fall, denn dann
gilt fiir die Koordinaten der Ereignisse bzgl. >/

C( ty/) rle(ty—t,)—Blx'—y1)]

Wy =)= Pele, —1)] 443)
i e . 4
X3 —yP3 X3 —y3

Seinun t, > t,. Wir wollen zeigen, dass fiir zeitartig zueinander gelegene Ereignisse auch ¢, > ¢, sein muss. Da
(x—y) zeitartig sein soll, gilt definitionsgemifs ¢ 2(t,—t,)* > (Z—y), dh.omit ,—z, > Oist c(z,—1,) > [¥—=7|.
Da notwendig | 8] < 1 ist, folgt damit

c(ty—1ty)=yle(t, — @)—ﬁ(x1 —yl)]
>yle(t, - (4.4.4)
> rle(z, Iﬁllx—yl yle(t,—t,)—1x—5y]]1>0

Der Ausweg aus diesem Dilemma ist es, die Kraftwirkungen zwischen Punktteilchens iiber Felder zu vermit-
teln. Das Paradebeispiel ist die elektromagnetische Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen. Im Feld-
bild erfolgt die Wechselwirkung dadurch, dass aufgrund des einen Teilchens ein elektromagnetisches Feld,
das sich (maximal mit Lichtgeschwindigkeit!) ausbreitet, erzeugt wird und auf das andere Teilchen aufgrund
dieses Feldes an seinem Ort, also lokal, die entsprechende Kraft wirkt. In dieser Vorlesung werden wir dieses
schwierige Problem allerdings nicht behandeln sondern uns auf die Bewegung von Teilchen in vorgegebenen
Feldern beschrinken.

Wir bemerken dazu, dass auch zwei lichtartig zueinander gelegene Ereignisse kausal verkniipft sein konnen.
Die obige Betrachtung in gilt nimlich offenbar auch noch, falls (x —y)-(x—y) = (x'—9y")-(x’ -y =0
ist. Demnach folgt auch in diesem Fall aus £, —¢, > 0, dass t; —¢; > O ist, , d.h. die zeitliche Reihenfolge fiir
zueinander zeit- oder licht-artige Ereignisse ist unabhanglg vom Inerualsystem

Wir wollen die relativistischen Bewegungsgesetze plausibel machen, indem wir zunachst mit allein Lorentz-
kovarianten Groflen, also Skalaren und Vierervektoren arbeiten. Offenbar kann man die Bewegung eines
Teilchens dadurch kovariant beschreiben, dass man seine Trajektorie im Minkowski-Raum, also die Weltlinie
x(A) betrachtet. Dabei ist A ein beliebiger Parameter.

Andererseits ist klar, dass wie in der Newtonschen Mechanik die Bewegung durch die Trajektorie bzgl. jedes
Bezugssystems im gewohnlichen dreidimensionalen physikalischen Raum als Funktion der Zeit beschreibbar
sein muss. Dabei sollten die bewihrten Newtonschen Gesetze der Bewegung im Grenzfall von Geschwindig-
keiten ¥ = dX/dt mit |7| < ¢ zumindest niherungsweise korrekt sein. Betrachten wir nun die momentane
Bewegung des Teilchens zur Zeit ¢. Da in jedem Bezugssystem die Weltlinie des Teilchens zeitartig sein muss,
konnen wir durch eine geeignete Lorentz-Transformation stets in ein Bezugssystem ¥ transformieren, wo
das Teilchen momentan ruht. Ein infinitesimales Zeitinkrement in diesem momentanen Ruhsystem kénnen
wir nun kovariant schreiben. Offenbar ist nimlich in diesem Bezugssystem

d [ct/(A)\ _ [cdt’/dA
ﬁ( - >_< . > (4.4.5)

denn voraussetzungsgemif? ist die Geschwindigkeit in diesem Bezugssystem dx’/dt’ = (dx/dA)(dA/dt’) =

Damit ist in diesem Bezugssystem
dx’ dx/
-\ = 4.4.6
de’=dA dA dA” (#4.6)
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Da sich aber Lorentz-Produkte unter Lorentz-Transformationen nicht indern, konnen wir dies auch bzgl.
der Koordinaten im festen Inertialsystem X ausdriicken, d.h. wir kénnen das Zeitinkrement im momentanen
Ruhsystem des Teilchens d¢’ = dt kovariant schreiben. In diesem Zusammenhang nennt man 7 auch die
Eigenzeit des Teilchens:

dx dx

Nun ist der Weltlinienparameter A beliebig wihlbar, und wir konnen demnach fiir A auch die Zeit ¢ im

Bezugssystem ¥ verwenden:
dT—dt— j—’: j—’: dey/1— 32 (4.4.8)

gegeben. Dabei haben wir B =3/c= X /¢ geschrieben.
In der Newtonschen Mechanik wurde nun der Impuls eines Teilchens durch 3 = 7% definiert. Dies sollte nun

zu jedem Zeitpunkt auch noch im jeweiligen momentanen Ruhsystem des Teilchens in der Relativititstheorie
die korrekte Definition sein. Dies legt es nahe, in der Relativititstheorie den Vierer-Impulsvektor durch

dx
p=m-= (4.4.9)
= dr
zu deﬁmeren Da namlich gemif} - 4.4.6) d, also das Elgenzeltlnkrement ein Lorentz-Skalar ist, ist demnach
ein Lorentz-Vektor, wobei wir annehmen, dass die Masse 7 ein Lorentz-Skalar 1slﬂ

Betrachten wir nun die Komponenten des Viererimpulses in einem beliebigen Inertialsystem, so gilt bei einer
Parametrisierung der Weltlinie mit der Zeit ¢ in diesem Inertialsystem

dx dx dt
= m—=—-. 4.4.10
P = dde (410
Nun gilt wegen der Definition (4.4.8) des Eigenzeitinkrements
dt _/de\7! 1 1
—=(— = = = 4.4.11
dr (dt > 4 ( )

Vi-z2/c \[1-pe

und folglich

(p*)= my<i> (4.4.12)
X

Betrachten wir nun den nichtrelativistischen Grenzfall, d.h. | Ié | = |%|/c < 1. Dannist y = 1+ 32/2+ 0(3%),
und die riumlichen Komponenten von (4.4.9) sind in der Tat

ﬁ:my?:m§[1+@’(ﬂ2)]:m§, (4.4.13)

d.h. der gewohnliche nichtrelativistische Impuls. Die zeitliche Komponente ist

PP =mey = mc|:1+/6 ,34:| <mc +—= > *2> (4.4.14)

’In einigen ilteren Lehrbiichern und leider auch in den meisten neueren Schulbiichern findet man oft auch die Definition einer
sog. relativistischen Masse 2, = my. Dies vermeiden wir in diesem Manuskript strikt, da diese Definition immer wieder zu Missver-
stindnissen Anlass gibt. Wir verwenden ausschliefSlich die als Skalar definierte Masse 72, die oft auch als invariante Masse bezeichnet
wird, um sie klar von der relativistischen Masse 72, zu unterscheiden. Vgl. dazu auch [[F1i18]].
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In der Klammer entsteht also bis auf eine additive Konstante Ey = mc? die kinetische Energie mv?/2 des
Teilchens wie sie in der Newtonschen Mechanik definiert ist. Es liegt daher nahe,

E=pc=mc*y=E,+E,, mit Ey=mc? E_ =mci(y—1) (4.4.15)

als die relativistische Energie des Teilchens zu definieren] Die riumliche Komponente des Viererimpulses
ist dann p° = &/c. Wir bemerken, dass es aufgrund dieser Betrachtung in der relativistischen Mechanik
sinnvoll ist, die Ruheenergie £, in die Definition der Energie eines Teilchens einzubeziehen, weil dann die
Energie (bis auf einen Faktor) die Zeitkomponente des Impulsvierervektors p = (&/c, p) ist und damit leicht

die Transformationseigenschaften von Energie und Impuls unter Lorentz-Transformation folgen, nimlich als
Komponenten eines Vierervektors:

P =A"p". (4.4.16)
Mit dem Viererimpuls kénnen wir nun den Lorentz-Skalar p - p bilden. Mit (4.4.12) folgt unter Verwendung

von (4.4.15)
2
p-p:(€> — P =m?y2 (1= B = m?l (4.4.17)

c

Daraus ergibt sich sofort die relativistische Beziehung zwischen Energie und Impuls zu

& =cy/ m2c2+ p2. (4.4.18)

Im Folgenden ist es auch bequem, die dimensionslose Vierergeschwindigkeit

u= ldz_ < ya) (4.4.19)

einzufiihren. Dann ist (nachrechnen!)
p=mcu und u-u=1. (4.4.20)

Wir bemerken noch, dass wir aus (4.4.19) und (4.4.20) die Dreiergeschwindigkeit in einem gegebenen Inerti-

alsystem durch die Vierergeschwindigkeit bzw. den Viererimpuls gemaf3

> 1dX %  mcu = P
_dx W _ N R 4.4.21
P cdr O mcu® p &lc ( )

ausdriicken konnen.

Jetzt konnen wir auch Newtons zweites Postulat relativistisch erweitern, indem wir schreiben

d d d?
Ep/u:mcaulu:m@xlu :K/'t, (4422)

wobei die raumlichen Komponenten K der Kraft entsprechen. Dabei ist allerdings zu beachten, dass wir auf
der linken Seite nach der Eigenzeit des Teilchens 7 abgeleitet haben und nicht nach der Zeit ¢ eines Inertial-
systems, sodass wieder eine Vierervektorgleichung entsteht. Man nennt den Vierervektor K die Minkowski-
Kraft. Die vier Komponenten sind aber nicht unabhingig voneinander. Aufgrund der Definition der Vierer-
geschwindigkeit gilt ndmlich # - » = 1. Leitet man diese Bedingung nach 7 ab, folgt

du
—-u=0, (4.4.23)
dr —
*Wir bezeichnen die Energie mit dem kalligraphischen &, um Verwechslungen mit dem elektrischen Feld, das bei der Bewegung
geladener Teilchen eingefiihrt wird (s.u.), zu vermeiden.
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d.h. multipliziert man (4.4.22) mit ##, erhilt man die Bedingung
K-u= r]WK/‘I/tV:O (4.4.24)

fiir die Minkowski-Kraft. Damit ldsst sich auch die Zeitkomponente der Bewegungsgleichung (4.4.22) inter-
pretieren, denn aus (4.4.24) folgt

Kiu’ = u®KO— i b =0 = u®K° =7 - B. (4.4.25)

K=fK. (4.4.26)

Wegendr =14/ 1— ,ézdt =dt/u® =dt /y erhalten wir schlieflich

d® = K
me—— = .~ (4.4.27)
dt Y
Multiplizieren wir dies mit ¢ und schreiben K=u'F = }/ﬁ erhalten wir wegen (4.4.15)
& dé JI=
46 _ dbiin _ 5 F. (4.4.28)

dr ~ de
Fiir den raumlichen Teil von (4.4.22) erhalten wir die nicht manifest kovariante Form der Bewegungsgleichung

di p=-K=F, (4.4.29)
.

< |~

wobei F die Kraft im Sinne der Newtonschen Mechanik in dem willkiirlich gewihlten Inertialsystem ist,
wobei dies aber nicht die riumlichen Komponenten eines Vierervektors darstellen. Fiir Betrachtungen zum
Transformationsverhalten von Kriften ist es daher stets einfacher, die Minkowski-Viererkraft K zu betrach-
ten. Jedenfalls erweist sich die Zeitkomponente der Bewegungsgleichung (4.4.22), geschrieben in der Form
einfach als die iibliche Form des Energie-Arbeits-Theorems, die notwendig aus den drei voneinander
unabhingigen Bewegungsgleichungen fiir die riumlichen Komponenten in folgen muss (in genauer
Analogie zur Newtonschen Mechanik).

4.5 Zerfall und Stofde von Teilchen

Besonders wichtig werden Energie und Impuls und deren Zusammenfassung zum Viererimpulsvektor in der
relativistischen Kern- und Elementarteilchenphysik, wo man Zerfille von und Stoflprozesse zwischen Teil-
chen betrachtet. Dabei kommt es leicht auch zur Erzeugung bzw. Vernichtung neuer Teilchen. Um solche
Prozesse genauer zu verstehen, bendtigt man eigentlich die relativistische Quantenfeldtheorie. Allerdings
gelten auch dort stets Energie- und Impulserhaltung und die Energie-Impulsbezichung (4.4.17). Daher kén-
nen wir Energie und Impuls der Endprodukte eines Zerfalls oder Stofles aufgrund der Erhaltungssitze be-
stimmen. Wir betrachten nur die einfachsten Fille des Zweiteilchenzerfalls und (2 — 2)-St6R3e.
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4.5.1 Zweiteilchenzerfall

Wir betrachten den Zerfall eines Teilchens mit der Masse M in zwei Teilchen mit Massen 72, und 72,. Um die
Zerfallskinematik zu charakterisieren, ist es geschickt, moglichst mit invarianten Groflen zu arbeiten. Diese
Groflen lassen sich, wie wir gleich sehen werden, besonders einfach in dem Bezugssystem interpretieren, in
dem das Teilchen vor dem Zerfall ruht.
Zunichst gilt die Erhaltung von Energie und Impuls, d.h. mit den Viererimpulsvektoren p fiir das zerfallende
Teilchen mit p’l und p’z, d.h.

£=£?fﬁ- 4.5.1)
Weiter gelten die Energie-Impulsbeziehungen fiir jeden dieser Viererimpulse. Diese konnen wir am einfachs-
ten in der kovarianten Form (4.4.17) berticksichtigen:

pop=MCE, plopl=mic, plpl=mict (4.5.2)

Gehen wir nun in das Ruhsystem des zerfallenden Teilchens, ist

(p*)= <A€C> ()= <6}/C> pi= <%C> (#5.3)

Offenbar ist durch diese Schreibweise der raumliche Teil von , also die Impulserhaltung, identisch er-
tillt. Die Zeitkomponente ergibt

E +E =M (4.5.4)
Wir wollen nun |177 | bestimmen. Wegen der Energie-Impuls-Beziehungen (4.5.2) und der Energieerhaltungs-
gleichung (4.5.4) ist dies nimlich der einzige freie Parameter. Dazu miissen wir aber nur ( im Sinne des
Minkowski- Produktes quadrieren. Es folgt dann

pp= M2c2_p p +p p +2 p p = (m? +m3)c? +2£ Pz (4.5.5)
Im obigen Bezugssystem, wo das zerfallende Teilchen vor dem Zerfall ruht, gilt
8,6
/ / __ 2122 272
Py py =+ 5 (4.5.6)
Mit folgt
E(MA—8&) .
2/12/2_(:—21 PP =ME —(mic® + p?)+ p? =ME —mic’. 4.5.7)
Setzen wir dies in ( ein, erhalten wir
M?? = (m} +m3)c* +2M8E —mic?) = (m3—mi)* +2M &, (4.5.8)
bzw. sy o,
M2+ m? —
@:( my—my)e 4.5.9)
2M

Mit der Energie-Impulsbeziehung erhalten wir daraus schliefllich (nachrechnen!)

- _ & 22 (M2 + mi —m])c? 22 [M? —(my +m,)* 1 [IM? = (my —my)*]c?
pT=——mjc" = mict = . (45.10)
c? 4M? 4M?

Da p"? > 0 sein muss, kann der Zerfall nur unter der Bedingung stattfinden, dass

M>m;+m, (4.5.11)

ist. Mit (4.5.11) ist die Kinematik des Zerfalls in dem betrachteten Inertialsystem, in dem das Teilchen anfangs
ruht, vollstindig bestimmt.
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4.5.2 Zweiteilchenstofie

Als nichstes betrachten wir den Stof§ zweier Teilchen mit Massen 72, und m, zu zwei Teilchen mit Massen
ms und m,. Die Viererimpulse der Teilchen vor dem Stof} seien entsprechend ?, und P, und nach dem Stof3

, und b, Es gilt beim Stof3 wieder die Energie- und Impulserhaltung, d.h.
p,te,=p,tp, (4.5.12)

Wir kdnnen nun aus diesen vier Impulsen drei Invarianten, die Mandelstam-Variablen

(2, +2,) =, +p,)
—(Pl—P V=(,—p) (4.5.13)
(p,—p)=(p2=p.)

bilden. Diese sind aber nicht voneinander unabhéngig Multipliziert man die Minkowskiprodukte aus und
benutzt die Energie-Impulsbeziehungen p = m]zc2 sowie (4.5.12} erhilt man (nachrechnen!)

s+t 4 u=(m?+mi+m?+mi)c. (4.5.14)

-=(SPS
Es sind nun zwei Bezugssysteme besonders ausgezeichnet, und zwar das Schwerpunktssystem, wo P1 )=

pzsps gilt, sowie das sog. Laborsystem, in dem im Ausgangszustand ein Teilchen ruht, also z.B. Pz M=o

gilt. Dabei geht die Bezeichnung ,Laborsystem® auf die Anfangszeit der Teilchenbeschleuniger zuriick, in
der man gewdohnlich einen Strahl von Teilchen (wie Elektronen oder Protonen) auf ein ruhendes Ziel (z.B.
Metallfolien) gerichtet hat.

Wir bemerken zuerst, dass es fiir massive Teilchen stets sowohl ein Schwerpunkts- als auch ein Laborsystem
gibt. Fiir das Laborsystem ist dies besonders leicht zu erkennen, denn es ist P, wegen p = m3c? > 0 ein

zeitartiger Vektor. Ein Lorentz-Boost mit 5 = Do/ p3 = P2/ 4/ m3c? + p2, woraus sich offensichtlich | ,8| <1
ergibt, liefert dann (nachrechnen!) in der Tat (p} ) = (m,¢,0,0,0).
Ebenso kénnen wir fiir PP, argumentieren, wenn wir zeigen konnen, dass dieser Vektor ebenfalls zeitartig

ist, d.h. s > 0 gilt. Dies ist aber swher der Fall, denn es ist wegen der Dreiecksungleichung fiir die gewShnlichen
Euklidischen Betrige der Dreierimpulse

PO+ pS =/ mIc+ B2 [ m2e2 4 2> Byl +Bol = 1By + Byl = 5= (004 p3P—(By+Py)* > 0. (45.15)

Wir miissen also nur mit einem Boost mit der Geschwindigkeit ,é (P1+P,)/(pi+pY) boosten, um pj+p, =
0 zu erreichen (Nachrechnen!).

4.5.3 Kinematik im Schwerpunktssystem
Wir beginnen mit der niheren Analyse der Kinematik im Schwerpunktssystem. Dann gilt

eo=() wo=(%0) en=(%). en=(%4). 45.16)

und folglich ergibt sich aus (4.5.13)
&+ &+,

C C

»\/?:

d.h. ¢4/ ist die Gesamtenergie der Teilchen vor und nach dem Stoff im Schwerpunktssystem.

(4.5.17)
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Wir kénnen nun die Energien und Impulsbetrige im Schwerpunktssystem mit Hilfe der Mandelstam-Varia-
blen ausdriicken. Zunichst ist

&6 .

s=(p,+p,) :(mf+m§)cz+2<% +p2>

@31) & —&) -

ik (m7 +m3)c? +2<% +p2> (4.5.18)

28,
= (3 —md)e? 4 2L
¢
Dabei haben wir im letzten Schritt die Energie-Impulsbeziehung &7 /c?— p? = m?c? verwendet. Aus (4.5.18)

1
erhilt man schlie§lich
& s+ (mf — mg)c2

4.5.19
- WG (4.5.19)
Eliminieren wir in (4.5.18) &, zugunsten von &, erhalten wir
& s+(mi—m?)c?
& _stlmy—m)c (4.5.20)
¢ 24/s
Die Energien im Endzustand ergeben sich durch Ersetzen der Indizes 1 und 2 durch 3 bzw. 4:
& s+ (m3—m3)c?
c 24s ’
AN (4.5.21)
&, s+(mi—m3)c
c 2y/s

Die Impulsbetrige im Anfangs- bzw. Endzustand ergeben sich daraus mit Hilfe der Energie-Impuls-Beziehung
nach einigen Umformungen (nachrechnen)

L, 6 1
pr=——mict = —[s—(m+m)?]ls —(m; —m,)’c’],
c? 4s (4.5.22)
e ) 5.
P == —mict = —[s —(ms+m)c?][s — (my—m,)’c’]
c? 4s
4.5.4 Kinematik im Laborsystem
Im Laborsystem haben wir
& /c myc
(), 5, = . 4.5.23
1 < 3, > ) < 0 > ( )
Damit st 5 5 )
& N L, (& 2 &
s = <—1 e > — = <—1 R > +mic— L (4.5.24)
¢ ¢ ¢
Nach einigen Umformungen erhilt man
s —(m? +m2)c?
& = 21 2 (4.5.25)
my
Weiter folgt (nachrechnen!)
&2 [s — (my + my)2c2][s — (my — m,)2c?]
=2 _ @1 22 1T
S o , (4.5.26)
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und der Vergleich mit (4.5.22) liefert

2.2

m5cC

15521)5 - %?fs (4.5.27)
Fiir die Mandelstam-Variable ¢ gilt (nachrechnen!)
& 2
t=(p,—ps)’ = <74 — m2c> — pi = (mi +m3)c* —2m,6, (4.5.28)
b 2,2\
&= Uny ) L 4.5.29)

2m,
Ebenso erhilt man aus der Definition der Mandelstam-Variablen #

2 2.2
ms+my)c—un
53:( 2+ 73) (4.5.30)
2m,

4.6 Aquivalenz zwischen Energie und Masse

Eine weitere wichtige Anwendung der relativistischen Kinematik ist die Aquivalenz zwischen Energie und
Masse, die in der populirwissenschaftlichen Literatur oft in der ,bertihmten Formel“ E = mc? zusammen-
gefasst wird. Wir wissen aus den obigen Betrachtungen, dass dies etwas ungenau ist. Fiir ein massives Teilchen

ist dies lediglich die Ruheenergie & = mc?, wenn wir die unter der Masse, wie iiblich, die invariante Masse
verstehen und den Energienullpunkt so legen, dass die Energie & = &+ &, = mc?y = cy/ m2c2+ p2 = p°c
die Zeitkomponente eines Vierervektors im gerade betrachteten Bezugssystem wird.

Die eigentliche Bedeutung des Prinzips der Aquivalenz zwischen Energie und Masse wird fiir zusammenge-
setzte Systeme klar. Wir betrachten dazu drei Beispiele.

4.6.1 Voll inelastischer Stof

Wir betrachten den Fall eines total inelastischen Stofles. Dazu nehmen wir an, zwei massive Kérper mit Mas-
sen m, und m, stoffen zusammen und bewegen sich dann als ein Korper mit der Masse M weiter. Man kann
sich z.B. ein Geschoss vorstellen, das auf einen Korper abgefeuert wird und in diesem stecken bleibt. In der
nichtrelativistischen Physik ist klar, dass M = m +m, ist. Wir zeigen nun, dass dies in der Relativitdtstheorie
nicht der Fall sein kann. Es ist klar, dass dieser inelastische Stofivorgang kinematisch nur méglich ist, wenn
Energie dissipiert wird, d.h. wenn der Gesamtkdrper nach dem Stof$ sich erwirmt hat, d.h. es wird kinetische
Energie der Korper vor dem Stof teilweise in die intrinsische Wirmebewegung des Gesamtkorpers nach dem
Korper umgewandelt. Dabeti gilt allerdings immer noch die Erhaltung des Gesamtimpulses.

Es ist wieder am einfachsten, die Kinematik im Schwerpunktssystem zu betrachten, d.h. die beiden Kérper

besitzen in diesem Bezugssystem vor dem Stof3 entgegengesetzt gleiche Impulse p, = —p; = —p und nach
dem Stofd liegt ein einziger ruhender Korper vor. Die Energie-Impulsbilanz dieses Stofies ergibt dann
& +6)/c Mc
(pf +py)= &1+ &) : (4.6.1)
0 0
Es ist also P e e
¢ ¢

Da die kinetische Energie des ruhenden Teilchens im Endzustand O ist, bedeutet dies, dass die gesamte ki-
netische Energie im Anfangszustand in Wirmenergie AQ = &, + &,y;, umgewandelt worden ist. Gemif3
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(4.6.2) ist die invariante Masse des Korpers nach dem Stoff um AQ/c? grofler als m, + m,, und dies ist ein
Beispiel datiir, dass die intrinsische Energie AQ (in diesem Fall Warmeenergie) zur Gesamtmasse des Korpers

beitrigt.

4.6.2 Zerfall eines Pions in zwei Photonen

Ein weiteres Beispiel fiir die Aquivalenz von Energie und Masse ist der Zerfall eines neutralen Pions (Mas-
se mnoc2 = 134,98 MeV). Dabei ist MeV eine Energieeinheit, die in der Teilchenphysik besonders bequem
ist. Wir konnen sie im nichsten Abschnitt genauer definieren. Hier geniigt es zu bemerken, dass 1eV (ein
Elektronenvolt) der Anderung der kinetischen Energie eines Elektrons entspricht, das eine elektrostatische
Potentialdifferenz von 1V durchliuft. Es ist also 1eV = |e|- 1 V. Mit der Elektronenladung (in SI-Einheiten)
e =—1,602-10~1C folgt daraus, dass 1eV = 1,602-10~!°] entspricht. Dies zeigt, warum man in der Teilchen-
und Kernphysik gerne die Einheit MeV = 10V oder GeV = 10°eV verwendet und dabei die Massen als ihre
Ruheenergien mc? (m: invariante Masse!) angibt.

Photonen sind strikt genommen die Quanten des elektromagnetischen Feldes, und die Vorstellung, es han-
dele sich im ,Teilchen eigentlich etwas irrefithrend ist. Man kann sie erst im Rahmen der relativistischen
Quantenfeldtheorie wirklich vollstandig korrekt definieren. Fiir die Energie-Impulsbilanz bei Teilchenreak-
tionen oder Zerfillen, in denen Photonen auftreten, konnen wir sie aber wie Teilchen mit der invarianten
Masse ., = 0 behandeln. Ein Photon besitzt also Energie und Impuls, die in jedem Inertialsystem iiber die
Energie-Impulsbezichung mit m = m, =0 zusammenhingen

&, =clp,|. (4.6.3)
Daraus ergibt sich fiir die Geschwindigkeit in jedem Inertialsystem

clp,|
=—=1. 4.6.4
51=" (4.64)

Daraus ist ersichtlich, dass fiir solche ,,masselosen Teilchen® wegen y — oo fiir | 3| — 1 eine Vierergeschwin-
digkeit keinen Sinn ergibt, der Zusammenhang zwischen Energie und Impuls (4.6.3) aber sehr wohl, und nur
diese Beziehung bendtigt man, um die Energie-Impulsbilanz auszuwerten.

Wir kénnen direkt die Beziehung (4.5.10) im Schwerpunktssystem der Photonen (also dem Ruhsystem des
zerfallenden Pions) mit 7, = m, = 0 verwenden, um den Photonenimpuls zu

Mc

P/l == (4.6.5)

zu bestimmen. Wir haben hier den Extremfall vorliegen, dass die invarianten Massen der Zerfallsprodukte 0
sind aber die Masse im Ausgangszustand durch

2 ol PRRT
Mc* =61+ 8,=2c|p,| (4.6.6)
bestimmt ist. In gewissem Sinne kdnnen wir sagen, dass im Zerfall des neutralen Pions in zwei Photonen die
Masse vollstindig in ,kinetische Energie“ zweier Photonen ,umgewandelt“ wird.

4.7 Geladene Teilchen im elektromagnetischen Feld

Jetzt konnen wir recht einfach Bewegungsgleichungen fiir Teilchen in dufleren Feldern postulieren. Ein wich-
tiges Beispiel ist die Bewegung geladener Teilchen in einem elektromagnetischen Feld. Wie im 3. Semester in
der Vorlesung zur Elektrodynamik ausfiihrlich erldutert werden wird, sind die Maxwell-Gleichungen des
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elektromagnetischen Feldes ein Paradebeispiel fiir eine relativistische Feldtheorie, und sie lasst sich entspre-
chend auch in vierdimensionaler Form mit Hilfe von Minkowski-Tensoren schreiben. Das elektromagneti-
sche Feld wird in einem beliebigen Inertialsystem beispielsweise durch die 6 Komponenten eines antisymme-
trischen Tensorfeldes 2. Stufe F#'(xP) = —F"#(x”) beschrieben. Das einzige, was wir tiber Tensoren wissen
miissen ist, dass sich diese Komponenten unter Lorentz-Transformationen gemif3

F'(x/?) = A N gFPP(x7) mit x? = (A1) 2% 4.7.1)

transformieren. Man nennt F#” auch den elektromagnetischen Feldstirketensor oder Faraday-Tensor.

Man kann mit solch einem antisymmetrischen Tensorfeld sehr leicht eine Minkowski-Kraft postulieren, die
die Einschrinkung (4.4.25) erfullt. Da F#” antisymmetrisch ist, brauchen wir nur den Ansatz

A2k d : 1dx
m— :K”:qF”V(xp)ﬁ:qF‘”cuv mit x,=7,x" u= z
dr2 dr #

zu machen. Uberschiebt man diese Gleichung mit . ergibt sich sofort (4.4.24), weil F*u ,u, =—F" u,u,

4.7.2
cdr ( )

ist. Andererseits sind die beiden vollstindig kontrahierten Tensoren gleich, und damit muss F*u,u, =0

sein, und dies entspricht gerade (4.4.25) fiir die Minkowski-Kraft (4.7.1 - Wegen (4.7.2) transformiert sich
diese Minkowski-Kraft unter Lorentz-Transformationen auch wie ein Vierervektor (nachrec/men), wie es sein
muss.

Um die Bewegungsgleichung (4.7.2) besser interpretieren zu kénnen, schreiben wir den Feldstirketensor mit
Hilfe der iiblichen elektrischen und magnetischen Feldkomponenten E und B:

0 —El'f¢c —E%*/c —E°/c

E'/c 0 —B? B?
(FF) = Ezjc B 0 _p (4.7.3)
E’/c —B? B! 0

Um zu sehen, dass diese Wahl der Anordnung der Feldkomponenten einen Sinn ergibt, schreiben wir die

Minkowski-Kraft (4.7.2) explizit hin

E-d¥/de > (4.7.4)

K =gF"cu, = - -
(KE)=al T, q<uoE+d7c/dT><B

Dies schreiben wir, wie oben im allgemeinen Fall bereits besprochen noch um in die nichtkovariante Form
mit Ableitungen nach der gewdhnlichen Zeit im hier betrachteten Inertialsystem. Dazu schreiben wir die
Bewegungsgleichung als System erster Ordnung, indem wir den Viererimpuls einfiihren:

d 4 E-ii Pt 1d
—p=m—x=K= - -, M=t = ——xH, 4.7.5
LT TS q<uoE+d£/dpr> YT T cde 7.5)

Danun #° = uy=y=(1— 32" mit B =3/c,v=dx/dt = cii/u®, ergibt sich fiir den riumlichen Anteil
der ersten Gleichung

1d. d.
L e A (F+ixE 47.6
! T al = 1(E+5xB). (+7.6)

und das entspricht genau der iiblichen Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen in einem elektromagnetischen
Feld mit den Komponenten (£, B) in der nichtrelativistischen Mechanik. Dabei ist ¢ die Ladung des Teilchens,
E die elektrischen und B die magnetischen Feldkomponenten. Fiir die raumlichen Koordinaten der zweiten

Gleichung in (4.7.5) bemerken wir, dass

p=-—X. 4.7.7)
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Dividiert man dies durch #° = p°/(mc) erhalten wir
v=—X=c—. (4.7.8)
Wie wir oben bei der allgemeinen Betrachtung gesehen haben, ist die Zeitkomponente in (4.7.2) automatisch

fir die Losungen der Bewegungsgleichungen erfiillt, denn multiplizieren wir (4.7.6) mit 7, folgt

S
v-—p=qgv-E, 4.7.9
7= (4.7.9)
und dies ist genau die durch #° dividierte zeitliche Komponente von (4.7.2). Damit ist klar, dass die Bewegungs-
gleichung mit der Energie-Impuls-Beziehung (4.4.17) vertriglich ist, wie es aufgrund unserer Konstruktion
der Minkowski-Kraft zu erwarten ist.

4.7.1 Teilchen im homogenen elektrischen Feld

Eines des einfachsten Beispiele fiir die relativistische Bewegung eines geladenen Teilchens ist die Bewegung
in einem homogenen elektrischen Feld, wie es (ndherungsweise fiir einen begrenzten riumlichen Bereich)
in einem Plattenkondensator, der auf konstanter Gleichspannung gehalten wird, realisiert werden kann. In
dem Fall isE = (E,0,0)T = const und B = 0. Wir betrachten als einfachsten Fall das Anfangswertproblem

$(0)=0, X(0) =0, d.h. das Teilchen startet aus der Ruhe im Ursprung des riumlichen Koordinatensystems.
Die Gleichung (4.7.6) lisst sich dann sehr leicht 16sen

Do o = gEe, (4.7.10)
dr m

Die beiden anderen Komponenten des Impulses sind Erhaltungsgrofien und daher aufgrund der Anfangsbe-
dingungen p? = p> = 0. Aus der Energie-Impuls-Beziehung folgt fiir die zeitliche Komponente des

Viererimpulses
2%(t) = ¢ Vm2c24(qEt)? 4.7.11)
¢
und daher
dx! _ C_p1 _ qcEt

(1) = 4.7.12)

At mia g

Dies ldsst sich unter Berticksichtigung der Anfangsbedingung leicht nochmals nach der Zeit integrieren, wo-

durch wir die Losung

B m_c2 q2E2¢2
qE m2c2

x1(z) —1 (4.7.13)
erhalten.

In dieser Form lisst sich auch leicht der nichtrelativistische Limes der Lésung diskutieren. Diese gilt fiir [o1]| <

¢, also fiir t K mc/(gE). Dann kénnen wir die Wurzel in entwickeln (nachrechnen) und erhalten

xl(t)— mc? <q2E2t2 +ﬁ[<q_ﬂ>4]> _ thz o 4714

~ gE \ 2m2c? mc 2m

In fiihrender Ordnung erhalten wir die erwartete Zeitabhingigkeit fiir die nichtrelativistische Bewegung in
einem konstanten Kraftfeld.

>Man beachte, dass hier E die 1-Komponente des elektrischen Feldes und nicht die Energie bezeichnet. Deshalb haben wir oben
& als Bezeichnung fiir die Energie gewihlt.

100



4.7. Geladene Teilchen im elektromagnetischen Feld

ct
10

Weltlinie des Teilchens

Lichtartige Asymptote

Abbildung 4.4: Minkowski-Diagramm fiir die ,,hyperbolische Bewegung“ in einem homogenen elektrischen
Feld. Die entsprechende Weltlinie ist eine Hyperbel und besitzt eine lichtartige Asymptote. Dies zeigt, dass
ein Lichtsignal, das vom Ursprung zu einer Zeit t > ty; = % ausgesandt wird, das Teilchen nicht erreichen
kann. In diesem Sinne ist die lichtartige Asymptote ein Ereignishorizont fiir einen mit dem Teilchen mit-
beschleunigten Beobachter, denn ihn konnen vom Ursprung zu Zeiten t > t;; ausgesandte Lichtsignale (und
damit auch keine anderen Signale jedweder Art) erreichen. Man nennt diesen Horizont auch den Rindler-
Horizont (benannt nach dem theoretischen Physiker Wolfgang Rindler).

Wir kdnnen auch den relativistischen Limes betrachten, wo ¢ > mc/(¢E) ist. Dann folgt durch die entspre-
chend angepasste Entwicklung der Wurzel

2 oF¢t 2,2
W)= (20 ) > c<z—ﬂ>. (4.7.15)
qE \ mc q*E?t? t—00 qE

Das impliziert auch, dass ein in Sect. 4.1|diskutiertes vom Ursrung ausgesendetes Lichtsignal das Teilchen nur
erreichen kann, wenn es zu einer Zeit ¢ < fy; mit t;; = % ausgesandt wird (vgl. das Minkowskidiagramm in

Abb. ).

101



4. Spezielle Relativititstheorie

4.8 Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

Einsteins Ausgangspunkt zur Entwicklung der speziellen Relativititstheorie war die mangelnde Kovarianz
der Maxwell-Gleichungen unter Galilei-Transformationen. Wie wir oben gesehen haben, fithrt die Annah-
me, dass die Elektrodynamik in Form der Maxwell-Gleichungen dem speziellen Relativitdtsprinzip gentigen,
zu dem Schluss, dass die Beschreibung von Raum und Zeit geindert werden und am bequemsten mittels des
oben eingefiihrten vierdimensionalen Minkowksi-Raums formuliert wird.

In diesem Abschnitt wollen wir nun zeigen, dass die Maxwell-Gleichungen tatsichlich forminvariant unter
Lorentz-Transformationen sind. Dies geschieht dadurch, dass wir die Maxwell-Gleichungen mit Hilfe von
Vierertensorfeldern formulieren. Wie wir bereits im vorigen Abschnitt gesehen haben, kdnnen nimlich die
elektromagnetischen Kraftwirkungen auf Probeladungen im Viererformalismus der relativistischen geschrie-
ben werden, indem die Felder E und B der herkémmlichen mit euklidischen Dreiervektoren formulierten
Elektrodynamik zu dem antisymmetrischen Faraday-Tensor zusammengefasst werden.

Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum lauten im tiblichen 3D-Formalismus bekanntlich

V xE+38,E =0, (4.8.1)

V-B=0, (4.8.2)

V xB— eoluoé’tf = Iuoj_'), (4.8.3)

V.E= ip, (4.8.4)
€

wobei p und ]_"die elektrischen Ladungs- und Stromdichten bezeichnen.

Um diese Gleichungen in eine Form bringen zu kdnnen, die nur mit Vierertensorfeldern operiert, miissen wir
uns zunichst mit der vierdimensionalen Vektor- bzw. Tensoranalysis im Minkowski-Raum beschiftigen.

4.8.1 Tensoranalysis und Maxwell-Gleichungen im Minkowski-Raum

Die Tensoranalysis im vierdimensionalen Minkowskiraum lasst sich in weiten Teilen analog zur Tensorana-
lysis im dreidimensionalen euklidischen Raum entwickeln. Dabeti bietet es sich an, die Gleichungen im Ricci-
Kalkiil zu formulieren. Im Gegensatz zum euklidischen Raum ist dabei jedoch auf die Index-Stellung zu ach-

ten.

Wir gehen wieder vom Raum-Zeit-Vierervektor fiir Ereignisse mit Komponenten (x#) = (x° x',x2,x*)T
bzgl. eines Inertialsystems X aus. Dabei ist x° = ct. Wie wir oben ausfiihrlich erdrtert haben, transformieren
sich diese Komponenten eines Vierervektors mit oberen Indizes, die sog. kontravarianten Komponente
unter Lorentz-Transformationen als

X =A¥ x”. (4.8.5)

Dabei bilden die A# eine Matrix, die das Minkowskiprodukt beliebiger Vierervektoren x und y ungedndert
lisst, d.h.
Nty = rij/*‘y/y, (nw) = diag(1,—1,—1,—1). (4.8.6)

Daraus ergibt sich die Bedingung an die Matrix A, eine Lorentz-Transformation zu sein, zu
vaAMpAva = Noo- (4.8.7)

Zur Bequemlichkeit fithrt man nun auch Vektorkomponenten mit unteren Indizes, die kovarianten Kom-
ponenten ein, indem man definiert
— v
xy - 77,uvx . (488)
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Da /! = # ist, kann man mit n** =5 v umgekehrt die Indizes auch wieder heraufzichen:
xt =nx,. (4.8.9)

Entsprechend kann man das Minkowskiprodukt auf verschiedene Arten mit den ko- bzw. kontravarianten
Indizes schreiben:

E.z:y}/jvxﬂyV:xvyv:xﬂyﬂ :nﬂvx[uyv. (4810)

Jetzt wollen wir das Transformationsverhalten der kovarianten Vektorkomponenten bestimmen:

Xy =0, =1, 0 x7 =1, A n7x,. 4.8.11)

v

Wendet man die Regeln zum Indexziehen, auch auf die Komponenten der Lorentz-Transformationsmatrix
an, folgt
x; =A%, (4.8.12)

Andererseits folgt in dieser Schreibweise aus (4.8.7)
Aoy =70 (4.8.13)
Zieht man nun den Index o mittels 7°% nach oben, ergibt sich daraus wiederum

AN, =7, =87, = (A7), =Af (4.8.14)

Demnach gilt

x*=82x" =AN x7 = A *x”. (4.8.15)

Wollen wir nun partielle Ableitungen irgendwelcher Funktionen ®(x#) durch partielle Ableitungen nach
den x’# ausdriicken, folgt aus der Kettenregel

¢ 0] Y @31 JP
ge _ 0% Jv @Em P, (4.8.16)
dx't dxv dx'v dxv ©
Vergleichen wir dies mit der Transformationsformel (4.8.12), ergibt sich, dass die partiellen Ableitungen eines
skalaren Feldes nach den kontravarianten Komponenten offenbar kovariante Komponenten von Vektorfel-

dern ergeben, d.h. wir miissen den vierdimensionalen Gradienten im Ricci-Kalkiil entsprechend mit einem
unteren Indizes notieren: P
¢

dxV
Ein viererskalares Feld beschreibt dabei eine Grofe, die nicht vom Bezugssystem abhingt, z.B. die Temperatur
als Funktion des Ortes und der Zeit. Demnach gilt fiir eine solche Grofle die Transformationsformel

=3,9. (4.8.17)

&/(x') = ®(x) = B(A1x). (4.8.18)

Entsprechend gilt fiir ein Vierervektorfeld
AH(x) = A AP(x) = A* AP(A™'X)). (4.8.19)

Demnach ist
T#" = QyA" (4.8.20)

ein Tensorfeld 2. Stufe. Die Transformationvorschrift ergibt sich aus der Indexstellung. Das rechnet man
auch leicht direkt nach: Py
x

dx'e

T,;" = ap’A’” = A?,d,A =AFA° T (4.8.21)
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Wendet man also partielle Ableitungen auf irgendwelche Komponenten von Tensorfeldern n-ter Stufe an,
ergeben sich wieder Komponenten eines Tensors (7 4 1)-ter Stufe. Leitet man nach x# ab, ergibt sich ein
unterer zusitzlicher Index u. Entsprechend liefert Ableiten nach x, einen zusitzlichen oberen Index u.

Weiter darf man natiirlich auch iiber Indexpaare kontrahieren. So ergibt sich die vierdimensionale Divergenz
eines Vektorfeldes zu
=3, A", (4.8.22)

Dies sollte nun natiirlich ein Skalarfeld sein. In der Tat ergibt sich aus (4.8.21) (Nachrechnen!)
& =J AP =N N, 9,A 8,94 =3,A" =. (4.8.23)

Jetzt konnen wir bereits die erste kovariante Beziechung fiir die Maxwell-Gleichungen erraten. Im Dreier-

formalismus sind dies Differentialgleichungen erster Ordnung der Feldkomponenten (E,B). Diese sind im
Viererformalismus zu dem Faraday-Tensor (4.7.3) zusammengefasst. Nun liefert zum Einen J, F#” einen Dif-

ferentialausdruck mit 1. Ableitungen und zum Anderen Vektorkomponenten. Schreiben wir dies nach Raum-
und Zeit-Komponenten aus und beachten, dass d, = d /9 x% = (1/¢)d,, folgtﬂ

d,Fm° %E/C %'E/C_) R
(8 F/“V>: 80F01—8mFM1 _ _atEl/c2+é’zB3—33B2 _ _atEl/Cz'i_(Yxé)l (4.8.24)
# F%—3d Fm? —38,E*/c*+ 3B — 3,B® —38,E?/c?+(V x B)?
QF»® —3 Fm> —0,E3 |2+ 3,B2—3,B’ —J.E*/c*+(V x B)®

Vergleicht man dies nun mit den beiden inhomogenen Maxwell-Gleichungen (4.8.3) und (4.8.4) und beachtet,
dass ¢ = 1/(equq) ist, folgt

cp/(eoc?) co
1 1
aFmy=| =y, | (4.8.25)
( 7 ) [uOJZ /uO ]2
tos’ 7’
Damit wird klar, dass offenbar
,F™ = uoj” (4.8.26)

eine kovariante Gleichung ist. Dazu muss man nur annehmen, dass sich F#” entsprechend Tensorfeldkom-
ponenten transformiert. Dies darf man selbstverstindlich annehmen, denn es definiert lediglich, wie sich die
Komponenten des elektromagnetischen Feldes unter Lorentz-Transformationen transformieren. Aus (4.8.26)

folgt dann zwingend, dass die Komponenten des elektrischen Viererstroms j = (;*) = (cp, ;)" eben Kom-
ponenten eines Vierervektorfelds bilden miissen und sich entsprechend transformieren. Wir werden diese
Transformationen im nichsten Kapitel noch ausfiihrlich betrachten.

Um die Viererformulierung der Maxwell-Gleichungen zu komplettieren, bendtigen wir noch Gleichungen,
die den homogenen Maxwell-Gleichungen (4.8.1) und (4.8.2) entsprechen. Diese sind ebenfalls vier lineare

Differentialgleichungen 1. Ordnung bzgl. der Ableitungen 8# und involviert nur die Feldkomponenten E
und B.

Nun erinnern wir uns, dass im Dreierformalismus das Levi-Civita-Symbol ¢ ;;; invariante Tensorkomponen-
ten unter orientierungserhaltenden Drehungen sind. Entsprechend definieren wir das vierdimensionale Levi-
Civita-Symbol dadurch, dass %1% = 1 ist und €4*? unter beliebigen Vertauschungen zweier Indizes das Vor-

zeichen wechselt. Nehmen zwei Indizes den gleichen Wert an, ergibt sich insbesondere ¢*#? = 0. Das Levi-
Civita-Symbol mit unteren Indizes ergibt sich definitionsgemif nach der Regel zum Indexziehen zu

€aBys = Uayﬁﬁvﬁypﬁagprg = det(ﬁ)edﬂ}/g = _601,3}/8. (4.8.27)

Im Folgenden laufen definitionsgemifl mit lateinischen Buchstaben bezeichnete Indizes von 1 bis 3.
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Das Transformationsverhalten unter Lorentz-Transformationen ergibt sich entsprechend zu (Nachrechnen!)
P18 = det(A)e*Pr?, (4.8.28)

A
d.h. das Levi-Civita-Symbol verhilt sich unter Lorentztransformationen mit det(A) = +1 wie die invarian-
ten Komponenten eines Tensors 4. Stufe, wechselt jedoch das Vorzeichen fiir Lorentz-Transformationen mit

det(f\) = —1. Insbesondere sind aber reine Lorentz-Boosts der Art (4.1.25) Lorentz-Transformationen mit
det(A) = +1, und fiir diese transformiert sich das Levi-Civita-Symbol demnach wie Tensorkomponenten.

Mit dem Levi-Civita-Symbol konnen wir demnach aus dem Faraday-Tensor den dazu dualen Faraday-Tensor

bilden:
0 B! B? B3
1 —B! 0 E’/c  E*/c
l =- PoY =
[( F)yv] Z(GMVP‘TF ) _BZ _E3/C 0 EI/C : (4829)
—B*> E?/c —E'Jc 0
Daraus erhalten wir
V-B o
atBl/C—azES/C+83E2/C _ V'B _
3,B2Jc—3E3|c+3,E /c 3BJc+V xE/c

[04(TF) )= (4.8.30)

O O O O

Dabei haben wir im letzten Schritt die homogenen Maxwell-Gleichungen (4.8.1) und (4.8.2) verwendet.

Die vier im Dreierformalismus geschriebenen Maxwell-Gleichungen (4.8.1[4.8.4) sind also zu den beiden Glei-
chungen (4.8.28) und (4.8.30)

QluFW = ot (4.8.31)
a*(F), =0 (4.8.32)

dquivalent.
Da partielle Ableitungen kommutieren, also J,J, = d,d, gilt und F#* = —F” ist, folgt aus (4.8.31)

3,8,F* = usd,j* =0. (4.8.33)

Damit also die Maxwell-Gleichungen tiberhaupt eine Losung haben konnen, muss fiir den elektrischen Vie-
rerstrom die Bedingung

3 =3(cp)+V -] =3, +V-j=0 (4.8.34)
gelten, also die Kontinuititsgleichung. Aus dem Dreierformalismus wissen wir, dass dies der Erhaltung der
Gesamtladung entspricht. Wir kommen darauf unten bei der Behandlung der diversen Integrale im Vierer-
formalismus noch zurtick.

4.8.2 Die elektromagnetischen Potentiale

Vom Dreierformalismus her wissen wir, dass die homogenen Maxwellgleichungen die Existenz eines skalaren
und eines Vektorpotentials (¢ bzw. A) garantieren, d.h. dass die Felder durch

E=—3A-V¢$, B=VxA (4.8.35)

dargestellt werden. Betrachten wir die Gleichung fiir das B-Feld, liegt es nahe, dass man dies in den Viererfor-
malismus {ibersetzen kann, indem man ein Vierervektorfeld A# einfiihrt und den Ansatz

F,=3,4,—3A, (4.8.36)
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macht.
Trennen wir dies in Zeit- und Raum-Komponenten, ergibt sich mit (4.7.3)/
F,,=—F"=E"/c=8,A,/]c—3,A, =—3,A" ]c — 3, A, (4.8.37)
F, =F"=—cmpl—_m(yxAY =3 A —3A, =—3,A"—3,A™). (4.8.38)

In der Tat ergeben sich demnach die vier Komponenten des Viererpotentials A aus dem Skalar- und Dreier-
vektorpotential des Dreierformalismusses:

A=(A")= <¢,§C>' (4.8.39)

Dabeti ist A nur bis auf den Vierergradienten eines Viererskalarfeldes bestimmt, denn setzen wir
A; =A,+3d,x (4.8.40)
folgt wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen
/ /
F,,=9d,A,—dA,=(,A,—3A,)+(3,0,y—3,,x)=F,, (4.8.41)

d.h. fiir jedes beliebige Skalarfeld y beschreiben die Viererpotentiale A/H und A, dieselben physikalisch beob-

achtbaren Felder F . (bzw. Eund B ). Auch dies kennen wir bereits als Eichinvarianz der Elektrodynamik.
Setzen wir nun (4.8.36) in die homogenen Maxwell-Gleichungen (4.8.32) ein, folgt

aluF#" = ay(aﬂAV - QVA#) = DAV - gvayAM = luO]'v‘ (4'8-42)

Dabei ist 1
0=9,0¢=3}-V*= C—zaf—A (4.8.43)

der bereits vom Dreierformalismus her bekannte d” Alembert-Operator.

Im Dreierformalismus hatten wir die Integration der Gleichungen (4.8.42) fiir die Potentiale wesentlich ver-
einfacht, indem wir die Eichinvarianz der Potentiale ausgenutzt haben, um an die Potentiale geeignete Ne-

benbedingungen zu stellen bzw. eine Eichbedingung zu stellen. In der Tat separieren die Komponenten des
Viererpotentials in (4.8.41), wenn wir die Lorenz-Eichbedingung

1 - -
JA*=0 & g +V-A=0. (4.8.44)

erfiillen. Dann vereinfacht sich nimlich zum Einen (4.8.42) zu vier getrennten Wellengleichungen fiir die

Komponenten des Viererpotentials,
O¢/c cp
OoAY) = )= N 4.8.45
@A) < ] > ;uo< i > ( )

bzw. 1
O¢ = poc’p = —p, DA= pof. (4.8.46)

0
Dies stimmt mit dem entsprechenden Resultat im Dreierformalismus tiberein (vgl. [Hee18b], Abschnitt 5.6).
Zum Anderen ist der Vorteil der Lorenz-Eichbedingung (4.8.44), dass es sich um eine vom Bezugssystem
unabhingige Grofie handelt, denn offensichtlich is J,A* ein Skalarfeld, d.h. gilt die Lorenz-Eichbedingung

in einem Inertialsystem, so ist sie automatisch auch in jedem anderen Inertialsystem erfiillt.

7Wir bemerken, dass fiir den Levi-Civita-Tensor im dreidimensionalen Euklidischen Raum nach wie vor ¢;,, = €/ mit ¢,,, =
+1 gile.
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4.8.3 Transformationsverhalten der Felder

Jetzt betrachten wir das Transformationsverhalten der Felder unter Lorentz-Boosts in x!-Richtung. Dazu

gehen wir vom Faraday-Tensor (4.7.3) aus:

0 —E'Yc —E%*/c —E’/c
El/c 0 —B> B2
E[c B 0 —B!
E’/c —B? B! 0

(F*)= (4.8.47)

Die Tensorkomponenten transformieren sich gemif} der entsprechenden Vorschrift analog zu (4.8.21), nur
dass wir jetzt zwei kontravariante (obere) Indizes vorliegen haben:

F'®(x') = A* N FF7(A"y)). (4.8.48)
——

=X

Dabei ist A = (A*)) die Lorentz-Boost-Matrix (4.1.25). In Matrix-Vektor-Schreibweise entspricht dies der
Formel

A AA

' =AFAT. (4.8.49)

Fiihrt man die Matrizenmultiplikationen aus (Ubung/), kann man die Komponenten im Dreierformalismus
ablesen:

E'=cF=E', EP?=cF®=y(E*=fcB’), E°=cF?=y(E>+ [cB®),

4.8.50
B/1(£/) — F/32 — Bl, B/Z /13 — }/(BZ +ﬁE /C B/3 F/Zl B3 ﬁEz/C) ( )
Manchmal ist es einfacher, zuerst das Viererpotential zu transformieren:
¢'/c y(4°—pA)
At Al— BA°
A =| 4, |=haw=| TP 4851
A/3 A3
und dann die entsprechenden Ableitungen des Dreierformalismusses zu verwenden
E(x)=—3,A'(x"\=V'$'(x'), B'(x)=V'xA(x). (4.8.52)

4.8.4 Feld einer gleichformig bewegten Punktladung

Mit der Lorentz-Transformation lisst sich das Feld einer Punktladung, die sich mit der konstanten Geschwin-
digkeit v = B¢ in x!-Richtung bewegt, leicht berechnen. Wir kennen nimlich das Feld im Bezugssystem ¥/,
das sich gegeniiber  mit eben der Geschwindigkeit v in x!-Richtung bewegt, denn in ' ruht offenbar die
Ladung. Wir legen den Ursprung des riumlichen Koodinatensystems von ¥ an den Ort der Ladung. Dort
ist das elektromagnetische Feld durch das Coulomb-Feld gegeben:

=/

- q x 5> o N
E/(gl) = e, prE B=0, r'= |x/ . (4.8.53)

Nun bendtigen wir die Umkehrtransformation von (4.8.50). Diese erhalten wir aus (4.8.50), indem wir dort
tiberall B durch —f3 ersetzen. Damit wird

E" 0
E= yE? |, B= —yBE"/c :/é x E . (4.8.54)
}/E/3 }/ﬁE/Z/C
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Dabei miissen wir noch die Argumente der Felder durch die Raumzeit-Koordinaten x ausdriicken:

ct’ y(ct — Bxl)

n 1
RS y(x'—Bet)
= — . 4.8.55
x X2 x2 ( )
x/} x3
Demnach wird
= \/}/Z(x1 — Bet) 4 (x2)2 + (x3)2 (4.8.56)
und somit
x!—Bct
E/ — q}/ xzﬁ
Ameo /7T — Bt P+ (PP \
(4.8.57)
3 arp 3

4.8.5 Dopplereffekt und Aberration bei Licht

Wir konnen nun leicht die Effekte der Bewegung von Lichtquellen auf das emittierte Licht studieren. Dazu
betrachten wir eine sehr weit entfernte Lichtquelle, die sich bzgl. des Systems X mit der Geschwindigkeit
v = Sc bewegt und dementsprechend im System ¥’ ruht. Wir denken uns Alice (Ruhsystem %) und Bob
(Ruhsystem Y') als sehr weit von der Lichtquelle entfernte Beobachter, sodass beide das Licht als ebene elek-
tromagnetische Welle beschreiben konnen.

Im vorigen Semester haben wir gesehen, dass eine ebene elektromagnetische Welle durch einen Wellenvektor
k = kn, der die Ausbreitungsrichtung der Welle charakterisiert, bestimmt ist. Es ist klar, dass in unserem
Szenario 7 der Einheitsvektor ist, der von der Quelle zum Beobachter weist. Fiir die Kreisfrequenz der Welle
ergab sich dann aus der Wellengleichung fiir die Feldkomponenten w = ck. Das elektrische und magnetische
Feld sind beide transversal. Fiir eine linear polarisierte Welle ist (vgl. [Hee18bl], Abschnitt 5.1)

-

E(t,¥) = E(x) = Egcos[k(ct —7-X)], B(x)= -7 x E(x). (4.8.58)

Dabei ist EjR? ein beliebiger zu 7 orthogonaler Vektor, d.h. es gilt 7 - E; = 0. Wir bemerken, dass wir das
Argument im cos, offenbar kovariant schreiben konnen, indem wir den Viererwellenvektor

k= (k)= < kkﬁ> - <Cz/ﬁc> (4.8.59)

definieren. Wir bemerken, dass k - k = k* — k%72 = 0 ist, d.h. k ist ein lichtartiger Vektor. Das muss auch
so sein, denn dies bedeutet, dass die Phasengeschwindigkeit der elektromagnetischen Welle ¢ ist, wie es im

Vakuum der Fall sein muss. Mit dem Wellenvektor & wird (4.8.59)

E(o)=Fycostk ), Bax) =7 x E(x). (48.60)

Betrachten wir nun die Situation von Bobs Standpunkt aus, also im Ruhsystem der Lichtquelle. Er verwendet
zur Beschreibung des elektromagnetischen Feldes die Komponenten

E'(x) :Eé cos(k’ - x). (4.8.61)
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass er sein Koordinatensystem so wihlt, dass
#' = (cosa’,sina’,0)T und E/ E} & + E},& ist. Dabei sind

—sina’ 0
€= cosa’ |, &=|0 (4.8.62)
0 1

zwei zu 7’ senkrechte Einheitsvektoren mit €| x €, = #’ (Nachrechnen!). Dann ist By = ' x E' = (Ej €, —
Eg,€1)/c und

E/(x/) Eo cos(k’ - x'), E’(g’) = Eé cos(k’ - x'). (4.8.63)
Da weiter &' - x’ = k - x ist, gilt gemif} ( m
E(x)=Eycos(k-x), B(x)=B,cos(k-x) (4.8.64)
mit
—E(; sina’ ) El,sina’
Ey=| yE§(B+cosa’) By=—| —Eg,y(B+cosa’) |. (4.8.65)
EL,y(14 Bcosa’) ¢ Ejy(1+ Bceosa’)
Nun ist
k' rk'(1+ Bcosa’)
A Ay | B cosa’ k'(B+cosa’) k
=ATE =A"T = Y = . 4.8.66
k k k’sina’ k’sina’ kn ( )
0 0
Es ist also
(B+cosa’)/(1+ Bcosa’) cosa
k=yk'(1+Bcosa’), 7=|+/1—[2sina’/(1+ Bcosa’) |=| sina |. (4.8.67)
0 0

Die Felder (4.8.65) besitzen dann exakt die gleiche Form wie im System ¥’, wobei

—sina 0 )
Cc
0 1

Es sind also wieder ebene Wellen wie im Ruhsystem der Quelle und ausgedriickt durch die entsprechenden
Parameter Eop Eqy, und a, die sich auf X beziehen, gleich wie im System X’ mit den dortigen Paramtern £,
Eg, und o’. Dies ist zu erwarten, weil die Forminvarianz der Maxwell-Gleichungen unter Lorentz-Transfor-
mationen bedeutet, dass die Lorentz-tranformierten Felder wieder Losungen der Maxwell-Gleichungen sind,
und die obigen Parameter bestimmen die Form der ebenen Welle eindeutig. Freilich dndern sich diese Para-
meter im System X, wo sich die Lichtquelle bewegt, gegeniiber denen im Ruhsystem der Lichtquelle X'

So dndert sich die Frequenz gemiaf3 (4.8.66) zu
w=ck=y (14 Bcosa’). (4.8.69)

Dies ist der Doppler-Effekt fiir Licht, denn die Frequenz dndert sich in Abhingigkeit von der Beobachtungs-
richtung relativ zur Richtung der Geschwindigkeit der Lichtquelle (parametrisiert durch die Winkel a bzw.
'). Der Effekt wird am grofiten, wenn sich die Lichtquelle direkt auf den Beobachter in ¥ zu- oder wegbe-
wegt, entsprechend @ =0 bzw. @ = 7. Dann erhilt man aus auch &/ =0 bzw. o/ = 7t (warum?)

wy=yo' (1 f)=o' ﬁ. (4.8.70)

1F¥
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Abbildung 4.5: Links: Dopplereffekt beim Licht gemaf§ {4.8.74); rechts: Aberration des Lichts gemafS {4.8.73).

Kommt also die Lichtquelle auf den Beobachter zu (o = 0, oberes Vorzeichen) ist o = w_ > ', bewegt sie
sich vom Beobachter weg (o = 7, unteres Vorzeichen), ist w = w_ < «’. Da uns im sichtbaren Spektrum
Licht mit kleinen Frequenzen rot und mit grofien Frequenzen blau erscheint, spricht man entsprechend von
Blau- bzw. Rotverschiebung.

Interessant ist noch der Spezialfall, dass sich die Lichtquelle senkrecht zur Ausbereitungsrichtung des Lichtes

bewegt. Das entspricht cosa’ = —f und sina’ = 4/1— 2. Dann wird gemif§
w=yo0'(1—pB)=w'y/1- 2 (4.8.71)

d.h. im Gegensatz zum analogen Sachverhalt bei Schallwellen, gibt es also auch einen transversalen Doppler-
Effekt. Da hier w < o’ ist, handelt es sich dabei um eine Rotverschiebung.

Weiter zeigt sich, dass sich der Winkel & im Bezugssystem, in dem sich die Lichtquelle bewegt, gegeniiber
dem Winkel @’ im Ruhsystem der Quelle indert. Dies nennt man die Aberrations des Lichts. Definiert man

a,a’ €]—m, ], errechnet sich gemif (4.8.67) der Winkel o zu

B+ cosa’ >

T Boosa (4.8.72)

a =sign(sina’)arccos <
Es zeigt sich an Abb. dass 1.a. @ < @’ (aufler fiir die oben diskutierten Fille « = o’ =0 und & = &’ = 7).
Entsprechend indert sich auch die Richtung der Polarisationsvektoren gemif§ (4.8.68).
Natiirlich kénnen wir auch umgekehrt den Doppleretfekt direkt durch den Winkel o bzgl. ¥ ausdriicken,
denn offenbar gilt

k yk(1—Bcosa)
V= Rp=A|Reose | | rk(=ftcosa) | (4.8.73)
= = Esina Esina

0 0

Wie zu erwarten, unterscheidet sich dies von (4.8.66) nur durch das Ersetzen der Groflen (k,a) < (k/,2)
und 8 — —/f3. Aus der Zeitkomponente der Gl. (4.8.73) liest man ab (vgl. Abb. 4.5} rechts)

o wl—ﬁcosa , AV 1—32

—w—— = = .
V1—32 « wl—ﬂcosa

Schliefilich berechnen wir noch die Intensitit (also die Energiedichte) der elektromagnetischen Welle in Alices
Bezugssystem und vergleichen sie mit der Intensitit im Ruhsystem der Quelle. Es ergibt sich nach einfacher

(4.8.74)
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4.8. Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

Rechnung
€=y €= w \?
e= ?OEg = ?OEézyz(l + Beosa’ ) =& <—> . (4.8.75)

C()/

Die Intensitit andert sich also im Vergleich zum Ruhsystem der Quelle mit dem Quadrat des ,Doppler-
Faktors* w/cw’.
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Anhang A

Spezielle Funktionen

In diesem Anhang stellen wir einige spezielle Funktionen zusammen, die uns im Haupttext aus Losungen
von Eigenwertgleichungen begegnen.

A.1 Hermite-Poloynome
A.2 Kugelflichenfunktionen

A.3 Laguerre- und assoziierte Laguerre-Polynome

Wir haben die assoziierten Laguerre-Polynome bei der Losung des Energieeigenwertproblems des Wasser-

stoffatoms in (3.13.44) eingefiihrt. Mit 7,k € Ny lautet diese Definition (wir setzen in (3.13.44) n, = n und
2l +1= k)

=S ﬂ(” +k>xf. (A3.1)

7=0 b \n—j

Es ist wichtig zu bemerken, dass in der Literatur unterschiedliche Normierungskonventionen fiir die assozi-
ierten Laguerre-Polynome gebriuchlich sind.

Wir bendtigen oft Integrale mit Laguerre-Polynomen, z.B. bei der Berechnung der Normierungskonstanten
fiir die Energieeigenfunktionen des Wasserstoffatoms. Hierzu ist es niitzlich, eine sog. Rodrigues-Formel fiir
die L* herzuleiten. Dazu bendtigen wir zuerst die Leibnizsche Produktformel:

dci; [f(x)g(x)] :Zﬂ:<j>f(j)(x)g(“j)(x) (A3.2)

mit den Binomialkoeffizienten

a al
<;~>:m' (A-33)

Auflerdem bedeutet ) die j-te Ableitung der Funktion f. Fiir 2 = 1 erhilt man die {ibliche Produktregel

d
o/ (0g(x)] = f(x)g(x) + f(x)g(x). (A3.4)
Fiir beliebige 4 folgt dann der Beweis von durch vollstindige Induktion. Sei also die Formel fiir 2
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giiltig. Dann ist

el = 5 3 (4) g
./ | | | | (A.3.5)
— <]> [f(;+1)(x)g(a—f)(x) +f(])(x)g(ﬂ—f+1)(x)] .

j=0

Dabei haben wir im letzten Schritt die tibliche Produktformel fiir Ableitungen verwendet. Wir numerieren
nun in der ersten Summe den Summationsindex zu j* = j 4+ 1 um. Dann erhilt man

() i) )o@ (x) = S @ () o@H1=7")( x). A36
Z].f (x)g ()Z].,_lf()g (x) (A.3.6)
j=0 7'=1

Benennen wir dann j’ wieder in j um und setzten das Resultat in (A.3.5) ein, erhalten wir

da—i—l

el =g+ 3

Nun ist

<"i1>+<j>:(7_1)’(2;1—/)’+/"(;ii')!:a![jj;d(itl—_j;!)]:/'!(»(za++1ll!/')! <ﬂj > (A-3:9)

(”H) =1 ist also schliefflich

> CH FO)g () + fH D (x)g(x).  (A3.7)

]—1

Da weiter (“gl>

+1
a+1 a+1 4 ) .
L= () gt 839)
X =0 ]

und das ist die Produktformel fiir die (2 + 1)-te Ableitung.
Jetzt wenden wir die Produktformel auf £(x) = exp(—x) und g(x) = x? an. Dann ist offenbar (Nachrechnen!)

b!

PO =) explon, g )= e a1
und damit vermoge
d* b _ ~(a b! | b—a+j
T [x exp(—x)] = exp(—x) 2. <],>m(—1)f x 7, (A.3.11)

Setzt man hierin 2 = » und b = n + k, erhalten wir

d_n [xn+/e exp(—x)] — exp(_x)i(_l)/c?)Mka

" j=0 7] (R+7)!
ke p( x)zn:( 1y nl(n+k)! (A.3.12)
= X _ _ : . . .
= =ik
Nun ist der in vorkommende Faktor
L(n+k (n+k)!
2 ) A.3.13
].!<n—]-> =)+ ) : |
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A.3. Laguerre- und assoziierte Laguerre-Polynome

Vergleicht man demnach (A.3.1) mit (A.3.12), ergibt sich die Rodrigues-Formel fiir die assoziierten Laguerre-
Polynome

L/fl(x) = %x_k expxd(i—n [x'”'k exp(—x)] . (A.3.14)

Definieren wir nun ein Skalarprodukt auf dem Hilbertraum von Funktionen durch

(1 $)rs = f " det expl(—) (X)), (A3.19)

So bilden die assoziierten Laguerre-Polyonome L* zu festem & mit 7 € N, ein orthogonales Funktionensys-
tem. Man kann auch zeigen, dass es sogar vollstindig ist. Um das zu sehen, berechnen wir die entsprechenden

Skalarprodukte. Sei zunichst 0 < 7 < n’. Dann gilt wegen (A.3.14)

(£

Nun kénnen wir 7’-mal partiell integrieren, wobei alle ,integralfreien Terme verschwinden, weil an der
unteren Grenze stets mindestens 1 Faktor x tibrig bleibt. Es entsteht schliellich

k k 1 , (o]
—_ n
(Lt L"’>L,k__nz(_1) Jo dx

Letzteres folgt daraus, dass L¥ ein Polynom 7-ten Grades ist. Da 7’ > » verschwindet folglich dessen 7”=te
Ableitung. Dieselbe Rechnung ist aber auch fiir n’ = n giiltig. Bei der Ableitung miissen wir nur den Term
in L*(x) mit der hochsten Potenz x” beriicksichtigen. Aus folgt, dass L% (x) = (—1)"x” /n! +--- und
folglich d? L% (x) = (—1)”. Damit erhalten wir

(£

Dabei ergibt sich das Integral im Letzten Schritt mit Hilfe einer erzeugenden Funktion. Definieren wir

7l/

1 (= d /
Llfl/ >L,k = ;L de/fz(x)dxn, [x” +& exp(—x)]. (A.3.16)

d - [L/fl(x)] X" exp(—x)=0. (A.3.17)
dx”

N1 (A ik IR T s _(n+R)!
L, >L)k—a(—1) Jo e [Ln(x)]x exp(—x)_afo dxx” ™ exp(—x) = TR (A.3.18)

oo

F(y)= J dx exp(—yx)=— ! exp(—yx)| = l, (A.3.19)
0 y o 7
folgt
dxx* exp(—x) = (—1)*F®)(1). (A.3.20)
0
Nun ist
1 2 k!
F’(y)z—y—z, F”(y)=+y—3,...,F<’e)(y):(—1)kW = FR(1) = (—1)kkL. (A.3.21)
Damit wird aber -
J dxx* exp(—x) = k!. (A.3.22)
0
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