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Einleitung

Allgemeine Hinweise zur Vorlesung

Dies ist das Manuskript zur Vorlesung , Theoretische Physik II fiir das Lehramt L3“. Ziel der Vorlesung ist
die Vermittlung der grundlegenden Konzepte der klassischen Elektrodynamik. Inhaltlich hat die Vorlesung
die Maxwell-Theorie von Elektrizitit und Magnetismus zum Gegenstand.

Die Maxwell-Theorie basiert auf dem Feldbegriff, der von Faraday qualitativ aus seinen umfangreichen Expe-
rimenten zu Elektrizitit und Magnetismus begriindet wurde. Im Gegensatz zur Newtonschen Gravitations-
theorie, bei der es sich um die Beschreibung der Gravitationswechselwirkungen zwischen massiven Korpern
mittels einer Fernwirkungstheorie handelt, ist das entscheidende Konzept des Feldbegriffes die Lokalitit
von Wechselwirkungen. Das bedeutet, dass die elektromagnetischen Kraftwirkungen auf elektrische gela-
dene Materie aufgrund der Anwesenheit eines sich dynamisch ausbreitenden elektromagnetischen Feldes
stattfinden. Das elektromagnetische Feld wird seinerseits aufgrund von Verteilungen elektrischer Ladun-
gen und Strome erzeugt, und das Ziel dieser Vorlesung ist es, eine griindliche Vorstellung von dem dynami-
schen System aus den Ladungen, stromen und dem elektromagnetischen Feld zu vermitteln.

Die auf Faradays experimentellen Arbeiten beruhende und durch Maxwell theoretisch-mathematisch ausge-
arbeitete Theorie zeigen auch paradigmatisch die Vereinheitlichung von zuvor scheinbar unzusammenhin-
genden Phinomenen. Vor dieser Entwicklung erschienen die Phinomene der Elektrizitit, die sich zunichst
vornehmlich als elektrostatische Phinomene zeigten und des Magnetismus, der sich i.a. durch magnetosta-
tische Phinomene von Permanentmagneten manifestierten. Nicht zuletzt auch mit der technologischen
Entwicklungen, insbesondere der Méglichkeit zur Erzeugung von elektrischem Strom, wurde jedoch der
Zusammenhang zwischen Elektrizitit und Magnetismus, wie die Ablenkung von Kompassnadeln in der Nihe
von elektrischen Stromen durch Oersted, erkannt und auch nach und nach theoretisch beschrieben. Maxwell
hat schlie8lich mit seinen vier Gleichungen die bis heute giiltige Beschreibung aller elektromagnetischen Pha-
nomene gefunden und zugleich vorhergesagt, dass elektromagnetische Wellen existieren missten, die sich
(im Vakuum) mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Das fithrte zu der Hypothese, dass Licht elektromagneti-
sche Wellen sind, und in der Tat wurde dies durch Experimente von Hertz, der als erster elektromagnetischen
Wellen erzeugt und nachgewiesen hat, bestitigt. Damit ist auch die Optik zu einem Anwendungsfeld der klas-
sischen Elektrodynamik geworden, d.h. die Maxwell-Gleichungen stellen die Vereinigung dreier grofer zuvor
scheinbar unzusammenhingender Gebiete der Physik dar, nimlich Elektrizitit, Magnetismus und Optik.
Parallel dazu entwickeln wir die bendtigten mathematischen Hilfsmittel der Feldtheorie, also vornehmlich
Vektoranalysis und der Losung der im Zusammenhang mit der Elektrodynamik auftretenden partiellen Dif-
ferentialgleichungen, insbesondere der Laplace- und Poisson-Gleichung in der Elektro- und Magnetostatik
und der Wellengleichung fiir elektromagnetische Wellen.

Ein besonderes didaktisches Problem stellt in der Elektrodynamik die Wahl des Einheitensystems dar. Im
wesentlichen sind heute noch mindestens drei verschiedene Einheitensysteme in der theoretischen Physik
gebriuchlich: Das Internationale Einheitensystem (Systéme Internationale oder SI), Gauf-Einheiten und
Heaviside-Lorentz-Einheiten. Die letzteren sind neben weiteren heutzutage nicht mehr verwendeten elek-
tro- und magnetostatischen Einheitensystemen die historisch zuerst eingefiihrten Einheiten, die auf den in der
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klassischen Mechanik eingefiihrten Basiseinheiten fiir Lingen, Zeiten und Massen (im SI also Meter, Sekunde
und Kilogramm bzw. in Gauf$- bzw. Heaviside-Lorentz-Einheiten Zentimeter, Sekunde und Gramm) beru-
hen und keine neue Basiseinheiten fiir elektromagnetische Groflen einfiithren. Diese Einheiten sind bei vielen
Theoretikern allein deshalb besonders beliebt, weil sie etwas einfachere Feldgleichungen ergeben und elektri-
sches und magnetisches Feld dieselbe Dimension besitzen. Letzteres ist deshalb in gewissem Sinne ,natiirlich®,
weil in der modernen Formulierung im Zusammenhang mit der Relativititstheorie sich das elektrische und
magnetische Feld als Komponenten eines einzigen relativistischen Feldstirketensors erweisen. Darauf ge-
hen wir aber erst in einer spiteren Vorlesung genauer ein. Der Preis, den man fiir diese Vereinfachung in
der theoretischen Betrachtungsweise ergibt, ist allerdings, dass die elektromagnetischen Groflen komplizierte
Dimensionen und Einheiten erhalten, die im praktischen Gebrauch etwas unbequem sind.

Daher verwenden wir in dieser Vorlesung ausschliefSlich SI-Einheiten, die neben den mechanischen Basis-
einheiten Meter, Sekunde und Kilogramm noch die Einheit Ampere fiir die elektrische Stromstirke bzw.
das Coulomb fiir die elektrische Ladung einfiihrt. Dadurch erhilt man fiir die elektromagnetischen Grofien
relativ einfache Dimensionen, erkauft sich dies aber durch die Einfithrung zweier willkiirlicher ,Konversi-
onsfaktoren® in den Maxwell-Gleichungen, die ,,Permittivitit des Vakuums® ¢, und die ,,Permeabilitit des
Vakuums® u,. Wir gehen auf die elektromagnetischen Einheiten im folgenden genau ein. Die Wahl der SI-
Einheiten fiir diese Vorlesung rechtfertigt sich nicht zuletzt auch daraus, dass sie zum einen die gesetzlich vor-
geschriebenen Einheiten fiir das Messwesen darstellen und entsprechend in Technik und Handel international
gebriuchlich sind und zum anderen durch die nationalen metrologischen Institute (in Deutschland ist das die
Physikalisch-Technische Bundesanstalt in Braunschweig) weltweit mit hochstmdoglicher Prizision bereitge-
stellt werden. Schlie8lich ist deren Verwendung auch in den Schulen in allen Bundeslindern vorgeschrieben
und etabliert.

Uberblick iiber den Inhalt der Vorlesung

In Kapitel 1| behandeln wir die als erstes die Elektrostatik, denn hier haben wir es im wesentlichen nur mit
einem Vektorfeld, dem elektrostatischen Feld und einem Skalarfeld, der Ladungsdichte zu tun. Dies fiihrt
zum einen fiir ein relativ tiberschaubares Teilgebiet den Feldbegriff ein und ermdglicht es zum anderen anhand
von physikalischen Beispielen auch die unbedingt notwendigen mathematischen Grundbegriffe der Vektor-
analysis (also Weg-, Flichen- und Volumenintegrale und die Differentialoperatoren div, grad und rot bzw. den
Nabla-Operator V) méglichst anschaulich zu definieren und gleich auf physikalisch interessante Fragestellun-
gen anzuwenden. Wir schlieflen das Kapitel mit einer einfachen Einfithrung in die Elektrostatik in Materie,
also Leiter und Dielektrika ab.

In Kapitel 2| betrachten wir die Magnetostatik, d.h. die Erzeugung magnetischer Felder durch stationire
Strome sowie aufgrund der Anwesenheit statischer Magnetisierung von Materie (Permanentmagneten). Wir
gehen auch kurz auf die magnetischen Erscheinungen in Materie ein.

In Kapitel [3| behandeln wir dann als praktische Anwendung der quasistationiren Niherung die Beschrei-
bung von einfachen Gleich- und Wechselstromschaltungen aus Widerstinden, Kondensatoren und Spulen.

Kapitel |4 schlief3t schliefilich die Vorlesung mit der Besprechung der einfachsten Lsungen der vollen zeitab-
hingigen Maxwell-Gleichungen und elektromagnetischen Wellen im freien Raum (,Hertzscher Dipol als
Antenne®) und in einfachen rechteckigen Hohlleitern (,Koaxialkabel®) ab.

Konventionen und Notationen

In diesem Skript bemiihe ich mich um eine mdéglichst einheitliche Notation, die eine klare Identifikation der
Groflen schon anhand der entsprechenden Konventionen erlaubt.

So sind geometrische und physikalische Vektorgrofien stets als Symbol mit einem Pfeil bezeichnet, z.B. ©
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fiir die Geschwindigkeit eines Teilchens. Solche Grofien sind unabhingig von der Wahl einer Basis. In dieser
Vorlesung verwenden wir ausschlief}lich kartesische Basen, die durch die Wahl dreier zueinander orthogonale
Einheitsvektoren €,, ¢, und ¢; festgelegt werden. Dabeti sollen diese Einheitsvektoren in dieser Reihenfolge
eine rechtshindig orientiertes Basis bzw. Koordinatensystem bilden, d.h. weist der Daumen der rechten Hand
in Richtung von ¢;, der Zeigefinger in Richtung von ¢é,, so muss der Mittelfinger in Richtung von é; zeigen.
Andernfalls ist die Reihenfolge der Basisvektoren zu dndern oder einer der Basisvektoren umzudrehen. Jeder
Vektor lasst sich dann umkehrbar eindeutig durch die Komponenten bzgl. dieser kartesischen Basis angeben.
Der Geschwnindigkeitsvektor also durch die drei reellen Groflen v; =¢; - 9, d.h. ¥ = vié; + v,6, + v365.
Die drei reellen Groflen ordnen wir auch in Spaltenvektoren (manchmal auch als Zeilenvektoren) des R an.

Y1
Diese bezeichnen wir mit unterstrichenen Symbolen: v = ( v,

Y3
Bei Integralen geben wir die Differentiale immer unmittelbar nach dem Integralzeichen und nicht, wie
sonst oft {iblich, ganz am Ende des Integranden an, also notieren wir z.B. [ dx x? = x>/3 + const. Dies hat
den Vorteil, dass man bei jeden Integralzeichen sofort erkennt, bzgl. welcher Variable integriert wird. Wir
notieren Volumenelemente als d*» (entsprechend der skalaren Natur dieser Gréfien also ohne Pfeilchen oder
unterstrichenen Symbolen, obgleich 7 hierbei den Ortsvektor in dem gerade verwendeten Bezugssystem be-
zeichnet). In Flichenintegralen schreiben wir den Flichenelementvektor entsprechend seiner vektoriellen

Natur als d? ]? . Dabei handelt es sich um einen Vektor, der senkrecht auf der Fliche steht und dessen Linge
der Flicheninhalt des entsprechenden infinitesimalen Flichenstiickchens ist. Ebenso bezeichnet in Weginte-
gralen d7 das vektorielle Wegelement entlang der Kurve. Es ist also stets tangential an die Kurve gelegt zu
denken.

Lehrbiicher, Skripte und Zeitschriften

Dadie Elektrodynamik zu den traditionellen Inhalten des Physikstudiums im Theorievorlesungszyklus z3hlt,
gibt es unzihlige Lehrbiicher zu diesem Thema. Ich zihle hier nur einige Beispiele auf, die ich auch zur Vor-
bereitung dieses Manuskripts verwendet habe.

Ein sehr schones allgemeines Theorie-Lehrbuch ist [BEK™15]]. Es deckt den gesamten Stoff des Bachelor-
Studiengangs fiir Physikstudierende ab und enthilt daher wesentlich mehr Stoff als wir im dreisemestrigen
Lehramtlerzyklus behandeln konnen. Es ist aber sehr sorgfiltig mit viel Liebe zum Detail aufbereitet und
liefert auch die mathematischen Grundlagen in allerdings sehr knapper Form mit. Ein Nachteil speziell fiir
die Elektrodynamikvorlesung ist allerdings, dass es das Gaufische Mafisystem verwendet.

Ein Klassiker ist die beriihmte sechsbindige Vorlesungsreihe von Sommerfeld. Es ist zwar schon etwas il-
ter aber insbesondere durch die Ausfiihrlichkeit der Rechnungen und die sorgfiltige Behandlung der mathe-
matischen Methoden auch heute noch eines der besten Lehrbiicher der theoretischen Physik, soweit es die
klassische Physik betrifft. Die Quantenmechanik wird in dem Lehrbuch nicht behandelt. Ich empfehle aus
[Som92]] das Studium des hervorragenden Kapitels iiber die Vektoranalysis. Dort werden die Begriffe der
diversen Integraltypen und der Differentialoperatoren recht anschaulich eingefiihrt. In die theoretische Elek-
trodynamik wird in [SomO01]] mustergiiltig (und unter Verwendung der SI-Einheiten!) eingefithrt und durch
viele ausfiihrliche Beispielrechnungen zu interessanten Phinomenen veranschaulicht.

Ein weiteres auch schon etwas ilteres Lehrbuch ist [Wei63]], das ebenfalls SI-Einheiten verwendet. Ein kom-
pakter Klassiker in modernerer Uberarbeitung ist auch [[Joo89].

Ahnlich und mit einer besonders schénen Einfithrung in die Vektoranalysis versehen ist das ebenfalls klassi-
sche Lehrbuch, das in dieser Auflage ebenfalls das SI-Einheitensystem verwendet, [[Sau73]|.

Legendir ist die Lehrbuchreihe von Feynman, die aus seiner Neugestaltung des Grundstudiumslehrgangs fiir
Studierende am Caltech entwickelt hat. Es zeichnet sich vor allem durch einen ungewohnlichen didaktischen
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Zugang zur Physik aus und stellt insbesondere die physikalischen Zusammenhinge in den Vordergrund. Trotz
der sehr lebendigen unformalen Sprache ist es allerdings recht anspruchsvoll. Ich empfehle aber, sich das eine
oder andere Kapitel einmal anzusehen, weil es wegen des Feynman-eigenen Stils und der auch heute noch
modernen Herangehensweise an den Stoff alternative Perspektiven auf und ein vertieftes Verstiandnis fiir
die Physik vermittelt. Die Elektrodynamik wird in [[FLSO7]. Das gesamte Werk (auf Englisch) ist kostenfrei
online verfiigbar:

http://wuw.feynmanlectures.caltech.edu/

Ein neueres sehr gutes Lehrbuch, ebenfalls in SI-Einheiten geschrieben, ist [|Gril5]].

Auch im Hinblick auf den Lehramtsstudiengang geschrieben ist das Buch [[HerO7]. Es steht zum kostenlosen
Download im Netz der Goethe-Universitit zur Verfiigung. Der Link findet sich im Literaturverzeichnis.
Explizit fiir den Lehramtsstudiengang an der Uni Hamburg verfasst ist [Sch12]]. Hier empfinde ich allerdings
die Behandlung der Relativititstheorie eher irrefithrend und veraltet, insbesondere die Verwendung des Be-
griffs der sog. ,relativistischen Masse®, was in einem Lehrbuch im 21. Jh. nicht mehr vorkommen diirfte.
Dies trifft allerdings leider auch auf einige andere der bereits genannten Lehrbiicher zu. Leider findet sich
diese veraltete Idee aus der Friihzeit der Relativititstheorie auch in vielen Schulbiichern, aber dies ist erst der
Gegenstand der Vorlesung Theorie ITI im nichsten Semester. Interessanterweise hat Einstein selbst schon sehr
frith vor der Einfithrung des Begriffs der relativistischen Masse gewarnt [[Oku89,|Oku09].

Ein sehr gutes Buch iiber Experimentalphysik ist der Klassiker ,Gerthsen Physik® [Mes10]]. Die hier zitierte
24. Auflage steht zum kostenlosen Download im Netz der Goethe-Universitit zur Verfiigung. Der Link findet
sich im Literaturverzeichnis.

Fiir die bendtigte Mathematik, also die Vektoranalysis, gibt es gleichfalls unzihlige Lehrbiicher. Eine sehr
schone Gesamtdarstellung fiir den gesamten Stoff des Bachelor-Studiengangs fiir Physiker und andere Natur-
wissenschaftler ist J[AHK™15].

Das Buch [[Gro12]] ist speziell als Mathematikbuch fiir die ersten Semester des Physikstudiums konzipiert. Es
steht zum kostenlosen Download im Netz der Goethe-Universitit zur Verfiigung. Der Link findet sich im
Literaturverzeichnis.

Besonders leicht verstindlich und mit Betonung der Anschauung wird die Vektoranalysis auch in [[BK88]]
eingefiihrt.

Die Vektoranalysis kann auch in meinem Manuskript zur Vorlesung ,Mathematische Erginzungen zu Theo-
retische Physik 1“ [[Hee14]] nachgelesen werden.

Last but not least sei die wissenschaftliche Zeitschrift American Journal of Physics (Am. Jour. Phys.) erwihnt,
in der Artikel zu Standard-Physik-Themen und ihrer Didaktik erscheinen. Sie wird von der American Asso-
ciation of Physics Teachers herausgegeben und ist im Netz der GU verfiigbar.
https://aapt.scitation.org/toc/ajp/current

Das europdische Pendant ist das European Journal of Physics (Eur. Jour. Phys.), das aber leider im Netz der
GU nicht zur Verfiigung steht:

http://iopscience.iop.org/journal/0143-0807

All diese Biicher (und wahrscheinlich auch dieses Manuskript) enthalten mehr Stoff als wir in dieser Vorlesung
ausfiihrlich behandeln konnen. Ich hoffe aber, dafl sowohl die Biicher als auch hoffentlich dieses Manuskript
Thnen helfen, nicht nur den Stoff der Vorlesung erfolgreich nachzubereiten sondern auch die Begeisterung fiir
die theoretische Physik und insbesondere die Elektrodynamik zu wecken!

Fiir Hinweise auf Tippfehler, die in diesem Manuskript leider mit ziemlicher Sicherheit vorkommen diirften,
bin ich sehr dankbar! Bitte melden Sie diese direkt an mich oder via e-mail:

hees@itp.uni-frankfurt.de.

Frankfurt, im Friihjahr 2020.
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Kapitel 1

Elektrostatik

Ziel dieses Kapitels ist es, zum Einen in den Themenkreis der elektromagnetischen Phinomene anhand des
einfachsten Falls der Elektrostatik einzufithren und zum Anderen auch méglichst anschaulich das im folgen-
den benétigte mathematische Riistzeug der Vektoranalysis einzufithren (vgl. dazu auch das Manuskript zur
»2Mathematische Methoden fiir Lehramt L3“ [Hee18a].

1.1 FElektrostatische Krafte

Qualitativ waren elektrische und magnetische Kraftwirkungen bereits in der Antike bekannt. Der Be-
griff Elektrizitit geht auf die alten Griechen zurtick, die das Phinomen der Reibungselektrizitit an Bernstein
(griech. nAextpv, Elektron) und die entsprechenden Kraftwirkungen kannten. Auch mit magnetischen Er-
scheinungen waren sie aufgrund natiirlich vorkommender Magnetsteine (griech. uayvnt{ Ao, Magne-
tis Lithos) vertraut.

1.1.1 Vektoren

Rekapitulieren wir anhand der nebenstehenden Abbildung den Begriff des
Vektors. Ein Vektor ist in der Physik eine Grofle, die eine Richtung und
einen Betrag besitzt. Beispiele sind Geschwindigkeit und Beschleunigung eines
Punktteilchens, Krifte, die auf ein Punktteilchen einwirken usw. Auflerdem
konnen wir im Euklidischen Raum, also dem Raum, der durch die bekann-
te ,Schulgeometrie“ beschrieben wird, Vektoren als Verschiebungen um ei-
ne bestimmte Linge in eine bestimmte Richtung auffassen. Sind zwei Punkte
A und B gegeben, konnen wir den Vektor als einen diese Punkte verbinden-
den Pfeil (mathematisch eine gerichtete Strecke) veranschaulichen, der die Ver-
schiebung des Punktes A in den Punkt B symbolisiert. Wir bezeichnen einen

so durch zwei Punkte definierten Vektor als AB. Wir sehen jedoch 1.a. von
der absoluten Lage der Punkte A und B im Raum (oder in der Ebene) ab und

identifizieren alle aus AB durch Parallelverschiebung hervorgehenden Pfeile mit demselben Vektor
Wir kénnen nun Vektoren addieren. Diesen Begriff macht man sich am einfachsten anhand der oben einge-

fithrten Veranschaulichung von Vektoren als Verschiebungen klar. So beschreibt der Pfeil AB zwischen zwei
Punkten A und B die Verschiebung des Punktes A in den Punkt B. Dabei soll es aber nicht auf die absolute

Lage der Punkte A und B ankommen, so dass ein Pfeil CD fiir zwei Punkte, die so liegen, dass die Strecken AB

"Wie bereits in der Einleitung erdrtert bezeichnen wir basisunabhingige Vektoren und Vektorfelder mit fettgedruckten kursiven
Buchstaben.
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1. Elektrostatik

— — — — -
v, +v,=v,+ v, =AC

Abbildung 1.1: Links: Zur Definition der Addition von Vektoren und geometrischer Beweis des Kommuta-
tivgesetzes. Rechts: Geometrischer Beweis des Assoziativgesetzes fiir die Vektoraddition

und CD parallel sind und die gleiche Richtung festlegen, als gleiche Vektoren identifiziert werden. Anders
ausgedriickt sind zwei Vektoren AB und CD gleich, AB durch Parallelverschiebung mit CD zur Deckung
bringen kann.

Seien nun zwei Vektoren 7, und ¥, gegeben, so konnen wir die entsprechenden Pfeile aneinanderhingen

(vgl. Abb.|1.1|links), d.h. sei 7, = AB mit zwei beliebigen Punkten A und B und ist der dritte Punkt C so

bestimmt, dass 7, = BC ist, dann definieren wir die Summe der Vektoren als 7, + 7, = AC. Man kann nun
leicht nachweisen [[Hee14]], dass stets das Kommutativgesetz, also 9, + ¥, = ¥, + 7;, und fiir drei Vektoren
das Assoziativgesetz also (U, + 7,) + U3 = U; + (U, + 73) gilt (vgl. Abb.[1.1]rechts).

In diesem Zusammenhang wird auch klar, was der Fall eines ,Pfeils der Liange Null®, also der Nullvektor

0 = AA bedeutet: Er ist das neutrale Element der Vektoraddition, d.h. es gilt fiir jeden Vektor 4, dass
a+ 0=d gilt.
Weiter konnen wir nun auch die Addition umkehren, also eine Vektorsubtraktion definieren, indem wir
zu einem Vektor 7 = AB den Vektor —7 = BA definieren. In der Tat entspricht ja eine Verschiebung von A
nach B und dann wieder von B nach A insgesamt der Situation, dass gar keine Verschiebung stattgefunden
hat, entsprechend 4 + (—a) = AB + BA = AA = 0. Die Subtraktion zweier Vektoren ist dann einfach durch
i—b=a+ (—Z) definiert.

23, Schlieflich kénnen wir die Multiplikation eines Vektors mit einem
_ = =%  Skalar (also einer reellen Zahl) dadurch definieren, dass wir fiir einen
gegebenen Vektor 4 den Vektor Az definieren, der fiir A > 0 in die glei-
che Richtung zeigt, aber um den Faktor A linger (falls A > 1) bzw.
kiirzer (falls A < 1) ist und entsprechend fiir A < 0 in die entgegen-
setzte Richtung zeigt. Offenbar gelten dann die Regeln (—1)7 = —a,
(A + A,)7 = 4@+ Ad, AG+b) = A+ Ab und 07 = 0 (5. nebenste-
hende Skizze). Die bisher beschriebenen Rechenregeln definieren, was
Vektoren sind. Die Menge aller Vektoren nennt man einen Vektorraum iiber den reellen Zahlen:

12



1.1. Elektrostatische Krifte

Addition von Vektoren

e Fiir drei Vektoren 7;, 75, 75 gilt das Assoziativgesetz
() +Dy) + T3 = 0, + (T, + T3). (1.1.1)
e Fiir zwei Vektoren 7, und 7, gilt das Kommutativgesetz

61+62:52+61. (11.2)

e Es existiert das neutrale Element der Vektoraddition O. Fiir jeden Vektor 7 gilt

74+0=73. (1.1.3)
e Zujedem Vektor ¥ existiert das bzgl. der Vektoraddition inverse Element (—7), so dass
7+ (—3)=0. (1.1.4)
Multiplikation mit Skalaren
e fiir Zahlen A;, A, und einen Vektor ¥ gilt das Assoziativgesetz
A(A40) = (A A,)T (1.1.5)
und das Distributivgesetz
(A +A,)0 = A9+ A,7. (1.1.6)
e fiir alle Vektoren ¥ ist _
05=0 und (—1)7=—3. (1.1.7)

Dann gibt es in der Euklidischen Geometrie noch den Begriff des Winkels. Um die-
sen formal zu erfassen, definieren wir das Skalarprodukt zweier Vektoren @ - 4. In

unserem Modell von Vektoren mit Pfeilen betrachten wir @ = AB und b = AC.
Dannista-b =|d||b|cos[£(a, )], wobei Z(a, b) € [0, ] der Winkel ist, den die die
Vektoren reprisentierenden Pfeile einschlieflen und |4| die Linge des entsprechenden
Pfeils. Ein wichtiger Spezialfall ist die Projektion eines Vektors in eine Richtung. Sei
dazu ¥ ein beliebiger Vektor und @ ein Vektor mit |@| = 1, also ein Einheits- oder
Richtungsvektor. Dann ist o - @ offenbar betragsmifiig die Linge der Projektion
von 7 in die Richtung von @. Fiir Z(9,w) € [0, 7r/2) ist offenbar der Wert positiv
fir Z(9,@) = /2 Null und fiir (9, @) € (7r/2, 7] negativ.

13



1. Elektrostatik

Das Skalarprodukt erfiillt die Rechenregeln

o Kommutativitit: fiir zwei Vektoren & und & gilt stets
ib=ba (1.1.8)
e Linearitit: fiir drei Vektoren 7, & und ¢ und zwei Zahlen Aps Ay ER gilt stets
7 (Ab+AE)=Ad b+ i C. (1.1.9)
e Positive Definitheit: Fiir alle Vektoren 4 ist stets

i-d=at=a*>0 (1.1.10)

und aus 7 - Z = 0 folgt notwendig @ = 0.

Schliefilich bendtigen wir noch den wichtigen Begriff der kartesischen Basis.

Dazu denken wir uns im Anschauungsraum drei aufeinander senkrecht stehende Einheitsvektoren €,
¢, und ¢; definiert. Gewdhnlich ordnet man sie so an, dass der ausgestreckte Daumen, Zeigefinger und
Mittelfinger der rechten Hand entsprechend in die Richtung dieser drei Vektoren zeigen. Es ist an-
schaulich klar, dass man jeden Vektor ¢ durch drei reelle Zahlen v,, v,, v; durch Linearkombination
aus diesen drei Vektoren eindeutig ausdriicken kann: ¥ = v,€, + v,¢, + v5€;. Nun gilt aufgrund der
Definition der Vektoren ¢; mit j € {1,2,3}

Lo 1 fir j=k,
e.-e,=08;, = 1.1.11
kT Tk {o fiir k. (L1.11)
Man nennt &, das Kronecker-Symbol.
Nun ist offenbar , , ,
Ej-é’:_’j-kavkEk :kZ:’UkEj'Ek :kZ:‘Uijk:‘Uj. (1112)
=1 =1 =1

Das Skalarprodukt zwischen zwei beliebigen Vektoren ldsst sich auch sehr einfach iiber deren kartesische
Komponenten bestimmen:

3

3
VW= Z VjWE; €, = Z VW0 i :vajwj. (1.1.13)

Fiir die Linge eines Vektors folgt daraus sofort

v=13|=V3 7= /02 + 0+ (1.1.14)

was auch sofort aus dem Satz des Pythagoras’ folgt (wze?)

1.1.2 Die Coulomb-Kraft

Nach diesen mathematischen Vorbereitungen kénnen wir nun mit unserer quantitativen Beschreibung der
elektrischen und magnetischen Erscheinungen beginnen: Quantitativ im modernen physikalischen Sinne
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1.1. Elektrostatische Krifte

wurden die elektromagnetischen Erscheinungen erst ab etwa dem 17. Jh. erfasst. So hat insbesondere 1784
Charles Augustin de Coulomb (1736-1806) mit seinem Drehwaagenexperiment nachgewiesen, dass sich
zwei kugelformige elektrisch geladene rubende Korper nach dem Kraftgesetz

F o %Ey (1.1.15)
abstoflen bzw. anziehen, sofern sie elektrische Ladungen tragen. Dabei ist €, der Einheitsvektor in Rich-
tung der Verbindungslinie zwischen den beiden Ladungen. Dabei tritt der Begriff der elektrischen Ladung
neben der Masse als zusitzliche fundamentale Materieeigenschaft im Zusammenhang mit den elektromagne-
tischen Erscheinungen auf. Schon friiher erkannten Benjamin Franklin (1706-1790) und Georg Christoph
Lichtenberg (1742-1799), dass im Gegensatz zur Masse die elektrischen Ladungen mit beiderlei Vorzeichen
existieren. Dabei war es einige Zeit strittig, ob es Materie mit beiderlei Ladungen gibt oder nur eine. Heute
wissen wir, dass es in der Tat Teilchen mit positiver Ladung (fiir die uns umgebende Materie die Protonen
bzw. Atomkerne) und negativer Ladung (Elektronen) gibt. Schon vor Coulombs austiihrlichen quantitativen
Messungen hatte man in Analogie zum Newtonschen Gravitationsgesetz postuliert, dass das Kraftgesetz

F=pNzg (1.1.16)

lautet, wobei k ein Proportionalititsfaktor ist, der die Einheit der elektrischen Ladung festlegt. Dabei ist
das Vorzeichen des Richtungsvektors €, so zu wihlen, dass diese elektrostatische Coulomb-Kraft fiir gleich-
namige Ladungen (also g,g, > 0) abstoflend und fiir ungleichnamige Ladungen (also ¢,9, < 0 anziehend
wirkt.

Die Ladungseinheit Coulomb (Einheitenzeichen C) ist im Internationalen Einheitensystem (SI) seit
2019 einfach dadurch festgelegt, dass man der Elementarladung, also der Ladung eines Protons, den
Wert g, = e = 1,602176634 - 10~ C zuordnet. Das Elektron besitzt die exakt entgegengesetzte nega-
tive Ladung g, = —e.

Dadurch ist der Proportionalititsfaktor k aufgrund des experimentell bestatigten Coulomb-Gesetzes (1.1.16)
eine messbare Grofle. Fiir SI-Einheiten fiihrt man die Konstante in der Form

k—l

4req

(1.1.17)

ein und nennt ¢, die elektrische Feldkonstante oder zuweilen auch Permittivitit des Vakuums. Man sollte
dabei aber im Auge behalten, dass dies lediglich Namen fiir eine Definition der Ladungseinheit ist, die im SI-
System Coulomb heifit und mit dem Einheitensymbol C bezeichnet wird.

s a

Fiir die elektrische Feldkonstante ergibt sich durch genaue Messungen der Wert

2 C

€o = 8,8541878128(13) - 107,

(1.1.18)

Dabei ist 1IN = 1kgm/s? (1 Newton) die Einheit der Kraft, und die Ziffern in Klammern geben die
Unsicherheit der letzten beiden Dezimalstellen an.

\.

Kehren wir zum Coulomb-Gesetz zuriick und schreiben es noch etwas ausfiihrlicher auf. Wir le-
gen dazu die absolute Lage der Ladungen fest, indem wir ein kartesisches Koordinatensystem einfiih-
ren, d.h. einen beliebigen Punkt O im Raum (den Ursprung des Koordinatensystems) und drei zueinan-
der senkrechte (orthogonale) Einheitsvektoren ¢; (j € {1,2,3}) definieren. Dann kann man jeden Punkt
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1. Elektrostatik

P im Raum eindeutig durch den Ortsvektor 7 = OP lokalisieren und diesen Vektor wiederum umkehr-
bar eindeutig durch die drei kartesischen Ortskoordinaten x; = €; - 7, wie oben in 1) beschrieben.
A" Dazu seien die beiden Ladungen ¢, und g, bei den durch die Ortsvekto-
F, ren 7, und 7, gegebenen Punkten lokalisiert. Dann ist offenbar die auf

7 g, aufgrund der Anwesenheit der Ladung ¢, wirkende Coulomb-Kraft

nach Grofle und Richtung durch

\1.\
= = 919 Y —7
" y h=1x |71 2—? 2 |71—72|
offLzb L2 (1.1.19)
- 419 1T
: - dreeq |7 — 7,
o) >,

gegeben.
Mit den kartesischen Komponenten (x;q, x5, x;3) und (x5, X5, x,3) konnen wir zunichst die Linge durch

—

|”1_?2| = (?1 _72)2

(1.1.20)
= \/(xll —x1)? + (X1 — X392 + (%13 — x3)?

bestimmen (nachrechnen!).
Schreibt man dann noch die Komponenten von Vektoren als Spaltenvektoren des R* (also der geordneten

Tripel reeller Zahlen), konnen wir die Coulomb-Kraft eindeutig durch den R*>-Vektor]

0q 11— X1
F,= - = 7z | B (1.1.21)
4ren[ (e —x1)2 4 (%15 — %99)% + (%13 — %3] X3 — X3

identifizieren.

Diese umkehrbar eindeutige Abbildung zwischen den geometrischen Vektoren (,Pfeilen®) und R*-Vektoren
ermoglicht die Anwendung der Algebra und Analysis mit reellen Zahlen, was diese von René Descartes (1596-
1650) in die Mathematik eingefiihrte Idee der analytischen Geometrie so wichtig fiir die Physik macht.

1.2 Das elektrostatische Feld

Die im vorigen Abschnitt ausgefiihrte mathematische Analyse der Coulomb-Kraft zwischen zwei ruhenden
Punktladungen entspricht nun noch nicht der Idee, dass die Kraftwirkung auf Ladung ¢, lokal {iber den Wert
eines am Ort 7, vorhandenen elektromagnetischen Feldes aufgrund der bei 7, lokalisierten Ladung ¢, beruht.

2Wie in der Einleitung bemerkt, schreiben wir die Spaltenvektoren gebildet aus den Komponenten eines Vektors # als v. Freilich
hingen die Komponenten von der spezifischen Basis ab. Unterstrichene Symbole bezeichnen also basisabhingige Groflen im R>.
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1.2. Das elektrostatische Feld

Dem kann man nun leicht dadurch abhelfen, dass man das elektrische Coulomb-Feld der bei 7, loka-
lisierten Ladung ¢, durch

By =t = (2.1
ey |7 — 7|

definiert. Dann ist in der Tat die Coulomb-Kraft auf die bei 7, lokalisierte Ladung ¢, durch
Fip=q,E(7) (1.2.2)

gegeben, wie ein Vergleich mit (1.1.19) sofort zeigt.

Da Krifte Vektoren sind, konnen wir die Kraftwirkungen von beliebig im Raum an Orten 7, (k €
{2,3,...,n}) verteilten Punktladungen ¢, auf die bei 7, lokalisierte Ladung vermége (1.2.2) mit dem
Feld

—

n _—)
Em=> "k (1.2.3)
= 4meg |7 — 74|

beschreiben, d.h. das Gesamtfeld ist die vektorielle Summe oder Superposition aus den Feldern aller
Einzelladungen.

1.2.1 Beispiel: Elektrischer Dipol

Einen elektrischen Dipol kénnen wir uns durch zwei entgegengesetzt gleich geladene Punktladungen entstan-
den denken. Wir nehmen an, diese Ladungen Q und —Q (Q > 0) seien auf der x;-Achse eines kartesischen
Koordinatensystems bei z = d /2 bzw. z = —d /2 lokalisiert. Dann ist das elektrische Feld offenbar durch

E(7)= _
(7) <|7—d23/2|3 7 +dé, /2P

gegeben. Wir betrachten nun das elektrische Feld an einer Stelle 7 mit |7| > d. Dann kénnen wir die Aus-

(1.2.4)

4req

driicke in der Klammer nach d entwickeln. Setzen wir F(x) = % /|%|, folgt fiir den ersten Term

> N N d._ - . N
F(r:l:de3/2):F(r):|:E@F(r—i—eeg,)kzo. (1.2.5)
Nun ist aber (Nachrechnen!)
- e 3 X
OFG+ e8| p= 2 — 25 (1.2.6)
73 45
und damit e dE 3dR.FE 42
FG—de,)2)—FGF+de,j2) =205 25 206 77 25 (1.2.7)
7> 73 7> r3
Definieren wir das elektrische Dipolmoment unserer Anordnung aus zwei Ladungen durch
p=Qdé;, (1.2.8)
ist das elektrische Dipolfeld durch
> 3(p-7F)F P
E:L< (p-7)7 _ﬁ>. (1.2.9)
4re, 73 73
Dabei kénnen wir uns d — 0 denken, wobei wir gleichzeitig p konstant halten.
Es ist weiter klar, dass das Feld fiir einen bei 7, lokalisierten elektrischen Dipol entsprechend durch
o 1 (3[p-(F—=7))(7—7 p
E(F)= { LRt} Gt } (1.2.10)
4reg |7 =70l |7 =7l

gegeben ist.
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1. Elektrostatik

1.2.2 Ladungsdichten und Volumenintegrale

Es ist es klar, dass diese Beschreibung fiir makroskopische Korper sehr kompliziert ist, denn fiir typische
Korper ist die Anzahl der Ladungen von der Groflenordnung der Avogadro-Zahl, die (niherungsweise) defi-
niert ist als die Anzahl Teilchen, die der Anzahl von Atomen in 12 g Kohlenstoff '2C entspricht. Demnach ist
n ~ 10%*. Daher bietet sich eine Kontinuumsbeschreibung an. Man denkt sich dazu den Raum in kleine Teil-
volumina AV aufgeteilt vor, und beschreibt die Ladungsverteilung durch die entsprechende Ladungsdichte.
Fiir ein kleines Volumenelement AV am Ort 7 gibt also AQ = AV p(7) die in diesem Volumenelement
enthaltene Ladung an.
X3 Man kann sich die Volumenelemente z.B. dadurch
definiert denken, dass man den Raum in kleine Qua-
A’y = Ax,Ax,Ax, der parallel zu den kartesischen Basisvektoren ein-

F—7 ﬁ': 8977 teilt. Das Volumen eines jeden solchen kleinen Qua-
- -~ AQ :‘;T((%/TA’;Y/ ders ist' A3r_ :'Axlez.Axy Man kann die Quac‘ler
r auch ,infinitesimal klein® machen. Dann schreibt

X

2 man als Volumenelement d*» = dx,dx,dx;, und
statt der Summe (1.2.3) entsteht im Limes das Vo-
X, lumenintegral

AT
E(?):J @) 77 (1.2.11)
R3

dreq [F—FP

Um mit solchen Volumenintegralen einfacher rechnen zu konnen, bieten sich oft beliebige andere Parame-
trisierungen des Raumes an, also generalisierte Koordinaten ¢, (; € {1,2,3}), wie sie auch schon in Band 1
tiber klassische Mechanik eingefiihrt wurden, an. Man kann dann Volumenelemente durch Quader in den g;
einfiihren. Wir miissen dann allerdings ausrechnen, wie das entsprechende Volumenelement d*» durch das
Volumenelement d*q = dg,dg,dg; der generalisierten Koordinaten ausgedriickt werden kann.

1.2.3 Zylinder- und Kugelkoordinaten

Wir wollen dies nun fiir die Zylinder- und Kugelkoordinaten ausfiihrlich herleiten.

AS Zylinderkoordinaten definieren wir fiir jeden Ortsvektor 7 durch die in der neben-
stehenden Skizze angegebenen Groflen R, ¢ und z. Der Zusammenhang zwischen
diesen Koordinaten und den kartesischen Koordinaten lisst sich aus der Skizze ab-
lesen. Offensichtlich ist x; = z. Aus den Definitionen der Winkelfunktionen folgt
sofort

Xy Rcos ¢
r=|(x,|=| Rsing |. (1.2.12)
x5 z

Nun denken wir uns durch infinitesimale Anderungen von R, ¢ und z kleine quader-
tormige Volumenelemente definiert. Offenbar werden diese infinitesimalen Quader
von den drei Vektoren

—Rsin
2 cos @ P @
dLR:dRﬁz siggp , dl(p:dgaa—;:dgo chsgp ,
(1.2.13)
dr, =dz 5L = d :
r2 =g, T
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1.2. Das elektrostatische Feld

X aufgespannt. Dabei bedeutet d7; die Anderung der Komponenten des Ortsvektors,
5, wenn man nur R um ein infinitesimales Inkrement dR dndert und dabei ¢ und z kon-
SR stant hilt. Das Symbol J7/JR ist die entsprechende partielle Ableitung, d.h. man

7 Sy leitet einfach die Komponenten des Vektors nach R ab und denkt sich dabei ¢ und

x, 2 als Konstanten. Entsprechend verhilt es sich mit d7,, und d7,. Wir kénnen leicht

nachrechnen, dass die drei infinitesimalen Vektoren (1.2.13) paarweise zueinander or-

Xy thogonal sind. Z.B. ist
d7g -d7, = dRdg[cos p(—Rsinp) +sinpRcos ] =0. (1.2.14)

Analog rechnet man dies auch fiir die anderen drei moglichen Kombinationen nach (Aufgabe!). Bei dem durch
die Koordinatenlinien aufgespannten quaderartigen infinitesimalen Volumenelement handelt es sich also tat-
sichlich um einen echten Quader mit zueinander senkrechten Kanten. Das Volumen ist also einfach als das
Produkt der drei Lingen gegeben. Diese Lingen lassen sich aber auch wieder leicht mittels des Skalarproduk-
tes berechnen. Z.B. ist

|d7g| = \/d7R-d7R :dR\/coszg0+sin2g0 =dR. (1.2.15)

Analog erhilt man (Nachrechnen!)
|d7,|=d¢R, [d7,|=dz. (1.2.16)

Das Volumenelement in Zylinderkoordinaten ist also

&r = |d7g||d7, ||d7,| = dRdpdzR. (1.2.17)

Als einfaches Anwendungsbeispiel rechnen wir das Volumen eines Zylinders aus. Sein Radius sei @ und die
Hohe . Wir miissen nun noch die Grenzen fiir die generalisierten Koordinaten tiberlegen: Offenbar ist hier
Re[0,a], 9 €[0,27] und z € [0, h]: Damit erhalten wir das bekannte Resultat (Nachrechnen!)

a 21 h a 2
VZYIZJ dRJ dgof dzR:f dR dy hR
0 0 0 0 0 (1.2.18)

:f dR 27hR = 7a®h.
0

Wir notieren noch, dass die Zylinderkoordinaten den ganzen Raum abdecken, wenn man den Definitions-
bereich zu R € (0,00), ¢ € [0,27r] und z € R definiert. Entlang der z-Achse sind die Zylinderkoordinaten
nicht eindeutig bestimmt, da dann R = 0 ist und ¢ keinen wohldefinierten Wert besitzt. Man nennt solche
Fille Koordinatensingularititen. Diese zeigt sich auch daran, dass das Volumenelement firR=0

verschwindet.
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1. Elektrostatik

X3 Fiir die Kugelkoordinaten verlduft die Rechnung genau analog. Wir geben nur die
*\ wichtigsten Ergebnisse an. Es ist eine gute Ubung, dies sorgfiltig nachzurechnen. Aus
ey der Skizze lesen wir ab, dass
X; rcosgsind
r=| rsingsind (1.2.19)
r cos¥

X, Sﬂ ,}{ v X, 1St
&= R=rsing  Die drei infinitesimalen Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien
1

X1

cospsint 7 cos ¢ cos ¥
dr =dr | singsind |, dry=dd| rsingcos? |,

cost? —rsind
SY (1.2.20)
—7rsingsind

dr,=dg|( rcosgsind |,
0
erweisen sich wieder als orthogonal zueinander. Die Lingen ergeben sich zu

|dr |=dr, |drg|=ddr, |d1¢|:dgarsim9 (1.2.21)

und schliellich das Volumenelement, das wegen der Orthogonalitit der Koor-
dinatenlinien wieder einfach das Produkt der Lingen (1.2.22) ist,

d&r =drddder?sind. (1.2.22)

Als Beispiel berechnen wir das Volumen einer Kugel vom Radius 4. Offenbar
sind die Integrationsbereiche r €[0,a], & €[0,7r] und ¢ €[0,27]. Damit folgt

47r3

Viugel = J drf d19 dgpr sind = 54 (1.2.23)

wie man ebenfalls aus der Geometrie weif. Der gesamte Raum durch die Bereiche r € [0, 00), ¢ € [0, 7] und
¢ €[0,27] abgedeckt wird. Entlang der z-Achse, d.h. ¢ =0und ¢ = 7, sind die Kugelkoordinaten singulir,
denn wie bei den Zylinderkoordinaten ist ¢ wieder unbestimmt. Auch verschwindet dort das Volumenele-

ment (1.2.22)).

1.2.4 Beispiel: Homogen geladene Kugel

Wir betrachten als Beispiel fiir das elektrostatischer Feld einer kontinuierlichen Ladungsverteilung eine ho-
mogen geladene Kugel K, vom Radius 2 mit der Ladungsdichte p, = const um den Ursprung und berechnen

das elektrische Feld mittels der Formel (1.2.11). Aufgrund der Kugelsymmetrie ist fiir den Vektor E (7) als

einzige Richtung der Ortsvektor 7 ausgezeichnet, d.h. es muss E(F)= E . (7)e, sein. Wir konnen also 7 = ré;
setzen, was die Rechnung in Kugelkoordinaten fiir 7’ vereinfacht. Gemif3 (1.2.11) gilt

= =
For- | v T 1229
K dreq |7 —7/
Nun gilt nach Einfithrung von Kugelkoordinaten fiir 7/
0 sin®’ cos ¢’
r=(0]), 7'=+"sindsing’ |. (1.2.25)
r cost’
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1.2. Das elektrostatische Feld
Im Integral (1.2.24) bendtigen wir die Grofien
(r—r"V=r4r?=2r-v' =r*+r?—2rr"cos . (1.2.26)

Setzen wir dies in (1.2.24) ein und beachten, dass gemifl (1.2.22) &*»" = dr’ d&’ d¢’ sin ist, folgt

a bd 2r
. 1
E= i f dr’f d9' |  d¢'r?sin®’
4mey Jo 0 0 (r2 4712 —2r7r'cos¥)3/2

—r'sin cos ¢’ (1.2.27)

—7"sin®’ sin ¢’
r—7r’cos¥

Durch die Integration iiber ¢’ verschwinden wegen

27 2

dg’cos g’ = d¢'sing’ =0 (1.2.28)
0 0

die beiden oberen Komponenten, und die 3. Komponente wird lediglich mit 27r multipliziert, d.h. es gilt

a T . 1
E = &j dr/r/zf d sin’
T 2 Jo 0 (r24r2—27 7/ cos ¥ )3/2
0 (1.2.29)
0

r—7r'cos?¥

Als nichstes berechnen wir das Integral iiber . Dazu empfiehlt sich die Substitution # = cos®¥’, du =
—d&’sin®’. Damit wird

f”dﬁ,. & r—7r’'cos?¥ fld r—7r'u
sin = u
0 (7’2+r/2—27’rlcos19/)3/2 1 (7’2+1’/2—27’r’1¢)3/2

u=1

ru—rvr'

224+ r2—2rr'u

(1.2.30)

u=—1

= % [1 + sign(r — r/)].

Dabei erhilt man die Stammfunktion in der zweiten Zeile durch partielle Integration,

f due (o) () = £ (1) () — f ducf (1)g' (4, (1231)

mit
1

/ — 2 7/2— /u 3/2 —
Fo) =147 =2rru) = f) = ey (1.2.32)

g(u):r—r/u = g/(u):—r/.

Im letzten Schritt bei der Berechnung von (1.2.30) haben wir verwendet, dass wegen » > 0 und »’ > 0 sich
tiir den Beitrag fiir » =—1

1 / 1
Lor+r 2 (1.2.33)

r2J(r+r 2 2
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1. Elektrostatik

und fiir den Beitrag fiir » = 1

1 —7’ 1 r—7’ 1 .
SN S S S Sk M. sign(r —r") (1.2.34)
r2 (r—r/)? rZlr—r/| 72

ergibt.

Setzen wir nun (1.2.30) in (1.2.29) ein, miissen wir fiir das verbliebene Integral {iber ’ eine Fallunterscheidung
vornehmen. Betrachten wir zunichst den Fall, dass der Beobachtungspunkt 7 auflerhalb der Kugel liegt, d.h.
7 > a gilt. Dann ist in (1.2.30) sign(r — ") = 1, da ’ € [0,4] ist. Damit folgt fiir diesen Fall

E:Q% : dr’r’zzaz’:;z, r>a. (1.2.35)
Nun ist die Gesamtladung
q=poV =po 4771%3 (1.2.36)
und damit (wegen é; = 7/7) R
E= & 1 ___14 L, r>a, (1.2.37)

d.h. aulerhalb der Kugel ergibt sich ein Coulomb-Feld einer Punktladung mit der Gesamtladung ¢ der Kugel
im Ursprung.
Innerhalb der Kugel, d.h. fiir » < a gilt

=g 35, rzf dr’r"[1+sign(r —r")]
0
(1.2.38)
- _ por q -
=e dr'+? =g, 0" =——7, r<a.
eorzf Y3, 4megad

Im Inneren der Kugel ist also das elektrische Feld entsprechend der Kugelsymmetrie ebenfalls radial nach
auflen gerichtet und dem Betrag nach proportional zum Abstand des Beobachtungspunktes zum Kugelmit-
telpunkt.

1.3 Stromdichten, Ladungserhaltung und Kontinuititsgleichung

Wir schieben hier einen Abschnitt ein, der eigentlich nicht zur Elektrostatik gehort, aber die anschauliche
Einfiihrung von Flichenintegralen anhand von durch eine Fliche stromenden Ladungen erleichtert. Dazu
wollen wir die Frage erortern, wie man das grundlegende Gesetz von der Erhaltung der elektrischen La-
dung behandelt. Die Erhaltung der elektrischen Ladung ist ein fundamentales Naturgesetz, das man nicht
aus einfacheren Prinzipien herleiten kann. Wir miissen uns nur dartiiber klar werden, wie wir den Sachverhalt
mathematisch beschreiben. Dabei gehen wir von der Kontinuumsbeschreibung der Ladung aus. Im vorigen
Abschnitt haben wir bereits die Ladungsdichte o eingefiihrt, die an jedem Ort angibt, wieviel elektrische
Ladung pro Volumeneinheit dort lokalisiert ist. Jetzt betrachten wir den allgemeinen Fall, dass die Ladungs-
dichte auch zeitabhingig ist. Gegeben sei also p(z, 7). Dieses Feld gibt an, wie sich die Ladungsdichte an jedem
Ort zeitlich verindert.

Um nun die Ladungserhaltung zu beschreiben, denken wir uns irgendein festes (also zeitunabhingiges) Volu-
men V im Raum vorgegeben. Definitionsgemaf3 ist die zu jedem Zeitpunkt ¢ in diesem Volumen enthaltene
Ladung durch

:J $Pro(t,7) (1.3.1)
|4



1.3. Stromdichten, Ladungserbaltung und Kontinuitdtsgleichung

gegeben. Es ist klar, dass sich diese Ladungsmenge i.a. zeitlich verindern wird. Da die Gesamtladung erfah-
rungsgemilf? stets strikt erhalten ist, kann diese Anderung nur daher riihren, dass Ladungen sich durch die
Oberfliche dV bewegen.

1.3.1 Flichenintegrale

Offenbar benotigen wir also noch das Stromungsfeld der sich bewegen-
den Ladungen o(¢,7), das die Geschwindigkeit der sich momentan zur
Zeit t in einem kleinen Volumenelement d*» um den Ort 7 befindlichen
Ladungen angibt. Um zu bestimmen, wieviel Ladung in einem kleinen
Zeitintervall d¢ durch die Oberfliche fliefdt, miissen wir weiter an jedem
Ort der Oberfliche eine Richtung definieren. Dazu definieren wir Fla-
chen-Einheitsnormalenvektoren 7(7). Diese stehen definitionsgemif§ an
jedem Punkt 7 € JV senkrecht auf der Fliche und weisen aus dem Volu-

dV=dtdfv-n men V heraus. Es sei weiter d’f die Fliche eines kleinen Oberflichenele-
ments an diesem Punkt. Nun ﬁieﬁen wihrend des infinitesimalen Zeitintervalls d¢ eine Ladungsmenge aus
dem Volumen dV =dt d*f 4(t, 7)- 71(7) durch das Flichenelement (vgl. die nebenstehende Abbildung). Die

entsprechende Ladungsmenge ist offenbar dQ = pdV. Demnach ist
dQ =dt &f p(t,7)(,7)- (7). (1.3.2)

Wir kénnen nun die Ladungsbilanz fiir die gesamte Ladungsinderung aufstellen. Wir miissen uns nur noch
tiber das Vorzeichen klar werden. Nehmen wir dazu an, die stromende Ladung sei positiv, also o > 0. Da
7 an jeder Stelle definitionsgemaf} nach auflen weist, bedeutet dQ > 0, dass die Ladung aus dem Volumen
herausstromt, und dQ < 0, dass sie in das Volumen hineinstromt, d.h. es ist

. dQy (1)
dQy = dt—dt

:—dQ:—dtf d&*f (7). p(t,7)(¢, 7). (1.3.3)
v

Damit gilt

v(t)= f &rd,p(t,7)=— f dzf-f(t,?). (1.3.4)
av

Dabei haben wir den Flichenelementnormalenvektor d? f = d’f7 und die elektrische Stromdichte
7(t,7) = p(t,7)3(t, 7) eingefiihrt.

Wir miissen nun nur noch besprechen, wie wir das Flichenintegral konkret berechnen. Dazu denken wir uns
die Fliche durch zwei generalisierte Koordinaten parametrisiert

7 =7(q1,42)- (1.3.5)
Z.B. kénnen wir eine Kugel um den Ursprung mit dem Radius a4 durch
acossind
7(8,9)=| asingsint® |, G€[0,n], ¢e€[0,2r] (1.3.6)

acos?

parametrisieren.
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1. Elektrostatik

1.3.2  Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

Wir miissen nun noch herausfinden, wie wir daraus geeignete Flichenelemente d? f berechnen kénnen. Wir
stellen uns dazu, dhnlich wie beim Volumenintegral, die Flichenelemente durch die Koordinatenlinien aufge-
spannt vor. An jedem Punkt der Oberfliche haben wir also zwei infinitesimale Tangentenvektoren an diese
Koordinatenlinien p 5
d7, =dg,5—7(qp.42), 47, =dg,5—7(q1,42). (1.3.7)
dq dq
Wir bendtigen nun eine Rechenvorschrift, aus zwei Vektoren einen zu
dem von diesen Vektoren aufgespannten Parallelogramm senkrecht ste-
henden Flichenvektor zu finden, dessen Betrag der Fliche dieses Paralle-
logramms entspricht. Dies definiert das Vektorprodukt, auch Kreuzpro-
dukt genannt. Sind also ¥, und 7, zwei Vektoren, so gibt 7, X ¥, einen
Vektor an, der senkrecht auf der durch ¥, und 7, aufgespannten Ebene
A=|3,|h=|3,x 3, steht und dessen Linge der Fliche des von ihnen aufgespannten Parallelo-
gramms entspricht (s. nebenstehende Skizze). Wir miissen nur noch eine von zwei moglichen Richtungen
des Vektors ¥, x ¥, festlegen. Dies geschieht nach der Rechte-Hand-Regel: Weist der Daumen der rechten
Hand in Richtung von 7, und der Zeigefinger in Richtung von 7,, so gibt der Mittelfinger die Richtung von
U, X U, an. Man macht sich leicht klar, dass aufgrund dieser Richtungsdefinition stets ¥, X 7, = —7, x 7, gilt.
Das Vektorprodukt ist also antisymmetrisch beim Vertauschen der multiplizierten Vektoren. Weiter macht
man sich leicht klar, dass die Rechenregeln o x o = 0,7 x0=0und (A9,) X U, = A(9; X 7,) gelten. Etwas
schwieriger zu zeigen ist, dass auch das Distributivgesetz gilt, also (9, + ,) X U3 = 9, X U3 + U, X U5. Aus der
nebenstehenden Abbildung folgt auflerdem, dass fiir den Betrag

v, X9,

|9, X 0| = |5y |7] sin[ £(7y, )] (1.3.8)

gilt und dass dies der Fliche des von ¥, und ¥, aufgespannten Parallelogramms entspricht.

Schliefllich bendtigen wir noch die Formel, mit der wir aus den gegebenen kartesischen Komponenten zweier
Vektoren 7 und & das Kreuzprodukt berechnen konnen. Oben hatten wir definiert, dass é;, €, und ¢; in
dieser Reihenfolge ein rechtshindig orientiertes orthonormales Dreibein bilden. Mit dem Vektorprodukt
ausgedriickt heiflt das wegen sin(7r/2) =1, dass

6’1 X€2:€3, €2X€3:€1, 63 Xelzez (13.9)

ist. Die anderen drei mdglichen Produkte ergeben sich aus der Antikommutativitit des Vektorprodukts. Man
kann sich diese Formeln leicht merken, indem man beachtet, dass die beiden letzten Formeln durch ,zykli-
sches Durchschieben der Indizes 1, 2 und 3 aus der ersten Formel gegeben sind. Wir kénnen nun die gesuchte
Rechenregel durch die reine Fleiflaufgabe finden, das Vektorprodukt auszumultiplizieren. Zunichst gilt

-

U X W = (V1€ + 0,6, + 1363) X (0 €] + w6, + w36;)
= v, w,(€; X &)+ v, w;(€; X &)+ v, w, (&, X &) (1.3.10)

+ 0,56, X &)+ 0301 (& X &) + v;3W,(& X ).

Dabei haben wir verwendet, dass das Vektorprodukt eines Vektors mit sich selbst stets Null ist, also z.B.
¢, x ¢, = 0 ist. Verwenden wir nun m sowie die Antisymmetrie des Vektorprodukts beim Vertauschen
der Faktoren fiir jedes der Vektorprodukte in (1.3.10) und ordnet die Ausdriicke ein wenig um, erhilt man
schliellich (Nachrechnen!)
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Wir kdnnen dies noch in Komponentenschreibweise notieren

Uy W VW3 — V3w
oxw=|v |xX|w |=|vw—vw; |. (1.3.12)
U3 W VW) — VW

Auch diese Formel kann man sich leichter merken, wenn man bemerkt, dass die beiden letzten Kom-
ponenten durch Zyklisches Vertauschen aus dem Ausdruck fiir die erste Komponente entstehen.

Aus dieser Formel fiir das Kreuzprodukt fiir kartesische Vektorkomponenten lassen sich leicht alle wichtigen
Rechenregeln ableiten (Nachrechnen!):

Kreuzprodukt

e fiir zwei beliebige Vektoren ¥ und @ gilt

— —

IXW=—wX7, U-(0XW)=w-(vXx®)=0. (1.3.13)

e Linearitat: Fiir beliebige Vektoren 7,, 7, und 75 gilt

Spatproduktregel

Doppeltes Vektorprodukt

Lie-Algebra-Eigenschaft (Sophus Lie, 1842-1899)

By X (By X By) + Ty X (By X B)) + Ty X (B, X B,) =0. (1.3.17)

Fiir die infinitesimalen Flichenelementvektoren folgt also mit (1.3.7)

ar dr

&f =d7 xd7, =dg,dg, —— x <.
f 7y Xan 4919449, aqlxaqz

(1.3.18)

Man beachte, dass die Orientierung des Flichenvektors willkiirlich ist und in (1.3.18) von der Wahl der Rei-

henfolge der Parameter g, und ¢, abhingt. Bei Anwendungen muss man sich immer klar machen, welche
Orientierung man gerade benétigt.

Als Beispiel berechnen wir die infinitesimalen Flichennormalenvektoren fiir die Kugelfliche. Aus (1.3.6) folgt
(Nachrechnen!)

acosgcost —asingsin
dr, =d@| asingcos? |, dr,=d¢|( acosgsin? |. (1.3.19)
—asind 0
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Mit (1.3.12) erhalten wir dann

acoscos —asingsin
dzj_r: didg | asingcos? | x| acosgsind
—asind 0
cos g sin’ ¢ cospsint (1.3.20)
= dﬁdgoaz sing sin? g | = dﬁdgpaz sind | singsind
cosPsind cos
= d¥dgpa’sinde, .

Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass der Einheitsvektor in Radialrichtung gemif3 (1.3.6) durch

cospsint
r = sinpsind (1.3.21)
cos ¥

%xl»d

gegeben ist. Wir bemerken, dass die Wahl der Reihenfolge ¢, = &, ¢, = ¢ so gewihlt ist, dass die Norma-
lenvektoren, die natiirlich in Radialrichtung zeigen, aus der Kugel herausweisen, entsprechend der Definition
des Oberflichenintegrals in der Ladungserhaltungsgleichung (1.3.4).

Als Anwendungsbeispiel berechnen wir die Oberfliche einer Kugel:

27

OKugel_fa d*f = J dd dg0|d2f| J dﬁ dpa?sin @

(1.3.22)
= 27mzf ddsind = 27m2 (—cost)g_o= 47mz,
0

wie aus der Elementargeometrie bekannt ist.

Im Folgenden ist es sehr wichtig, neben Integralbeziehungen wie die Ladungserhaltungsgleichung auch
lokale Formen fiir solche Gesetze zu gewinnen, also statt Integralgleichungen partielle Differentialglei-
chungen, die Bezichungen zwischen Feldern und deren Ableitungen an einem gegebenen Ort 7 (,lokal“) und
einer gegebenen Zeit ¢ angeben. Dies ist auch deshalb besonders wichtig, weil sich mit Differentialgleichun-
gen oft einfacher rechnen ldsst als mit Integralgleichungen. Wir haben oben betont, dass die Ladungserhaltung
allgemein und strikt gilt, insbesondere also auch fiir beliebige geschlossene Volumina V und deren Rand 2 V.
Wir kénnen nun fiir das Volumen auf der linken Seite von ein beliebig kleines Volumenelement AV
um einen beliebigen Punkt 7 betrachten. Dann kénnen wir den Integranden als konstant ansehen, und wir
erhalten auf der rechten Seite

Qay = AV%p(tﬁ)- (1.3.23)

Dividieren wir die entsprechende Gleichung (1.3.4) durch AV, so entsteht

G Ry — 27 70 7). 1.3.24
gtp(t,r) AV aAVdf j(t,7) ( )
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1.3.3 Die Divergenz eines Vektorfeldes und der Gauflsche Integralsatz

X3 Wir wollen nun auch die rechte Seite durch einen lokalen Ausdruck na-
hern. Dazu denken wir uns AV als kleinen Quader parallel zu den karte-

Ax,Ax,e, 1_ Ax;  sischen Koordinatenachsen mit 7 und 7 + A7 als ,Diagonalpunkte®. Dann

besteht das Oberflichenintegral aus sechs Flichen, die jeweils parallel zu
den entsprechenden von zwei kartesischen Basisvektoren ¢; und ¢, aufge-

spannten Koordinatenflichen sind. Betrachten wir als Beispiel die beiden

/ & zur xx,-Ebene parallelen Flichen (mit den in der Abbildung in Magen-
AV = Ax,Ax,Ax;,

ta eingezeichneten Flichennormalenvektoren). Diese liefern zu dem Fli-

chenintegral (1.3.24) den Beitrag

X4

fA dzf‘]'(t, 7) = Ax;Axyes - [7(t, 20, %), %5 + Axs) — 7 (£, %1, %), %3) ]
FI

Avgls

X3 dxs

(1.3.25)

djs
= Ax;Ax,Ax; 9]

Dabei haben wir verwendet, dass fiir die obere Fliche bei (x;, x,, x34+Ax; ) der aus dem Quader herausweisende
Normaleneinheitsvektor 7z = €; und fiir die untere Fliche bei (x;, x,, x;) umgekehrt 7 = —e; ist. Auflerdem
konnten wir fiir hinreichend kleine Anderung Ax; die Differenz der Stromdichten durch die entsprechende
Ableitung ausdriicken. Schliefllich haben wir noch benutzt, dass é; ; = j; die entsprechende kartesische

Komponente von 7ist. Wir kénnen dieselbe Uberlegung fiir die beiden anderen Paare von Flichen analog
anwenden. Insgesamt erhalten wir also fiir das Flichenintegral iiber den Rand des kleinen Quaders

z dj | 95, 9j
42 -—AV< Ly 24 3>. (1.3.26)
LAV f gx1 3 X 3’%

Den Differentialausdruck in der Klammer bezeichnet man als Divergenz des Vektorfeldes ;. Divergenz
heiflt es entsprechend der eben durchgefiihrten Uberlegung, dass es die Menge einer Grofie (hier der elektri-
schen Ladung), die pro Zeiteinheit aus einem infinitesimalen Volumen bei vorgegebener Stromdichte (hier
der elektrischen Ladungsstromdichte) herausstromt.

Um Differentialausdriicke wie die Divergenz in (1.3.26) einfacher schreiben zu kénnen, fiihrt man den
Nabla-Operator

2
E dx dx, dx;
3

ein, wobei d; = d /d x, bedeutet, also die partielle Ableitung nach x, und analog fiir x, und x;. Dabei
wirken die Ableitungsoperatoren auf wirkt nun definitionsgemif} auf irgendwelche von 7 = (x, x,, x3)
abhingige Feldgrofien.

Die Divergenz in konnen wir damit offenbar als formales Skalarprodukt zwischen dem Nabla-

Operator und dem Vektorfeld ; schreiben
> dj, 9, 9]

divi=aly 224 25 _y.i-V.] 1.3.28
IV] gy @iy Gy T=V ( )

Setzen wir schlieSlich (1.3.26) mit der Notation (1.3.28) in (1.3.24) ein, erhalten wir schlie8lich die
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Kontinuititsgleichung

% (t,7)=—V-(t,7)=—div;(t,7) = %p(t,?)—l—divf(t,?) =0, (1.3.29)

die die Erhaltung der Ladungserhaltung ausdriickt.

\.

Auflerdem halten wir fest:

~ a

Die koordinatenunabhingige Definition der Divergenz eines Vektorfeldes A gemafl (1.3.24) ist

= ) 1 -
divA(r):V~A(r):ml/1_n>1{7}E gAdef-A, (1.3.30)

wobei AV ein Volumen ist, das den Punkt 7 enthilt, und der Limes AV — {7} bedeutet, dass AV
auf diesen Punkt mit dem Ortsvektor 7 zusammengezogen wird.

.

Die Definition der Divergenz (1.3.30) erlaubt nun noch die Herleitung des sehr wichtigen Gaufischen Inte-
gralsatzes. Dazu betrachten wir das Volumenintegral

f & rdivA. (1.3.31)
\%

Dieses Intgral konnen berechnen, indem wir das Volumen in sehr viele kleine (im Limes infinitesimale) Vo-
lumenelemente AV zerlegen. Dann konnen wir wegen der Definition (1.3.30) fiir ein hinreichend kleines
Teilvolumen AV

FrdivA=AVdivA = J &f-A (1.3.32)

AV JAV

schreiben.

Nun summieren wir iiber alle diese Teilvolumina und erhalten

J &r div/_{:ZJ $f A (1.3.33)
\% AV JIAV

Wie im nebenstehenden Bild fiir zwei Teilvolumina gezeigt, heben sich in der Summe
auf der rechten Seite die Beitrdge von den inneren Oberflichen benachbarter Volumenelemente gegenseitig
auf, denn die Flichennormalenvektoren sind ja definitionsgemaf3 stets von dem jeweiligen Volumenelement

weggerichtet. In der Summe auf der rechten Seite von Gl. (1.3.33) bleibt also insgesamt nur der duflere Rand
des Gesamtvolumens {ibrig. Dies liefert schliefflich den

Gauf3schen Integralsatz:

J &rdivA= dzf-zzf. (1.3.34)
1% av

1.4 Das Gauf$sche Gesetz fiir das elektrische Feld

Wir konnen nun als erste der vier Maxwell-Gleichungen das Gaufische Gesetz fiir das elektrische Feld
herleiten. Dazu betrachten wir eine ruhende Punktladung, die wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit in
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1.4. Das Gaufssche Gesetz fiir das elektrische Feld

den Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems setzen konnen. Das Coulomb-Feld lautet

-

P

= q
E(r)= —. 1.4.1
® 4rreq 13 41
Nun berechnen wir das Oberflichenintegral des elektrischen Feldes (auch als Fluss des elektrischen Feldes

bezeichnet) iiber eine Kugel K (0) mit Radius 2 um den Ursprung. Dazu kénnen wir das Oberflichenelement

(1.3.20) verwenden.

@E(Ka):f Pf EG)=-12 fdﬁsmﬁf dgpa—:i. (1.4.2)
K, (0) 0 €

47eq

Betrachten wir nun ein beliebig geformtes Volumen V/, das die Punktladung im Inneren enthilt. Nun existiert
eine Kugel K (0), die ganz in diesem Volumen enthalten ist. Wir wenden nun den Gaufischen Integralsatz
auf das Volumen V' = V '\ K,(0) an, also das Volumen V, aus dem die ganz im Inneren enthaltene
Kugel herausgeschnitten ist. Dann gilt wegen des Gauf3schen Integralsatzes

f $F.E=| &rdivE. (1.4.3)
av! %4
Durch explizite Berechnung der Divergenz ergibt sich (Nachrechnen)

divE(F)=0, fir 7#£0. (1.4.4)

Da V' den Ursprung nicht enthilt, gilt also

f $f.E=o. (1.4.5)
av’

Nun ist aber der Rand von V’ der Rand von V, also dV/, und die herausgeschnittene Kugel K (0). Da das
Flichennormalenelement im Gaufischen Satz definitionsgemif} immer aus dem Volumen herauszeigt, zeigt
es fiir K (0) immer auf den Ursprung hin, also entgegengesetzt wie in (1.4.2). Wir erhalten also aus (1.4.5)

0= dsz—f PfE=| &#FE-Z, (1.4.6)
JK,(0) av €
wobei wir uns im letzten Schritt (1.4.2) bedient haben. Es gilt also
LfE=4 (1.4.7)
av €0

tiir jedes Volumen V/, das die Ladung im Inneren enthilt.

Betrachten wir nun eine kontinuierliche ruhende Ladungsverteilung. Gemif§ (1.2.11) ist dann das elektrische
Feld durch

E(?):f @, P 77 (1.4.8)
R3

4rey |7 —7)

gegeben. Integrieren wir dies nun {iber eine beliebige Oberfliche J V' eines beliebigen Volumens V, und
nehmen wir an, dass wir die beiden Integrationen vertauschen diirfen, bendtigen wir zunichst nur das Integral

1(7’):J o (1.4.9)
o



1. Elektrostatik

Dies ist aber genau das Feld einer Punktladung g = 47e,. Daher zeigt die Betrachtung oben, dass

=/
1) = 470 falls I eV, (14.10)
0 falls 7¢V.
Damit folgt das Gaufische Gesetz fiir das elektrische Feld in Integralform
. . =/
f dzf-E:f 1)) = ij &rp() =L, (1.4.11)
av R ineg )y €0

d.h. der Fluss des elektrischen Feldes durch die Oberfliche JV eines beliebigen Volumens V ist
Qv /€o, wobei Qy, die in V enthaltene elektrische Ladung ist.

Wenden wir nun (1.4.11) auf ein Volumen AV um 7 an, und kontrahieren AV auf 7, kénnen wir unter
Verwendung der Definition der Divergenz eines Vektorfeldes (1.3.30) das Gauf3sche Gesetz in lokaler (diffe-
rentieller Form) schreiben:

divE(t,7)= Elp(t,7). (1.4.12)
0

Wie bereits durch die Argumente der Felder angedeutet, gilt diese Maxwell-Gleichung nicht nur fiir den
oben ausfiihrlich betrachteten statischen Spezialfall sondern generell fiir alle Situationen, also auch fiir zeit-
abhingige Felder.

1.4.1 Das Spatprodukt

A7, x7, Der Vollstindigkeit halber erwihnen wir noch das Spatpro-
dukt, das die Berechnung des Volumens beliebiger Parallel-
epipede oder ,Spate® erlaubt. Das Spatprodukt ist definiert fiir
drei Vektoren 7;, U, und 75 durch

mitcosp, b = Z(T; X Ty, U3). Aus der Zeichnung wird deut-
lich, dass es vom Betrag her das Volumen des durch die drei
Vektoren aufgespannten Parallelepipeds oder Spats ergibt.
Das Spatprodukt ist offenbar positiv, wenn die drei Vektoren
vol(3,, 3y, By) = (3, X By)- By = £hF eine rechtshindige und negativ wenn sie eine linkshindige Ba-
sis bilden.
Falls die Vektoren linear abhingig sind, d.h. liegen die Vektoren alle in einer Ebene oder sind sogar alle parallel
zueinander, verschwindet das Spatprodukt. Sind nimlich die drei Vektoren linear abhingig, gibt es Zahlen A,
und A,, so dass 73 = A;9,+A4,7,. Nun ist das Vektorprodukt 9, X 7, ein sowohl zu 7, als auch zu 7, senkrechter
Vektor, und das Skalarprodukt mit 75 verschwindet demnach. Nehmen wir umgekehrt an, das Spatprodukt
der drei Vektoren verschwindet, bedeutet dies, dass U5 senkrecht auf ¥, x 7, liegt, und das besagt, dass 75 in
der von 7, und 7, aufgespannten Ebene liegt und also wieder 73 = 4,7, + 4,7, gilt. Daraus folgt, dass drei
Vektoren dann und nur dann linear abhingig sind, wenn das Spatprodukt verschwindet.

Fiir die Berechnung von Volumenintegralen ist das Spatprodukt wichtig, wenn man eine Parametrisierung
des Volumens verwendet, fiir die die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien nicht paarweise senkrecht
aufeinander stehen. Gewohnlich ordnet man die Parameter ¢, ¢, und g5 in der Reihenfolge an, dass die
Tangentenvektoren positiv orientiert sind.
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1.5. Das elektrostatische Potential

Dann ist das (dann positive) Volumenelement allgemein durch das Volumen infinitesimalen Spats ge-
geben, das von den Tangentenvektoren der drei Koordinatenlinien aufgespannt wird

adr dr\ dr
d&*r =dg,dg,dg < X > .
R dg, dq,) dqs

(1.4.14)

Zur Ubung empfiehlt es sich, die Volumenelemente fiir Zylinder- und Kugelkoordinaten (1.2.17) bzw. (1.2.22)
nochmals mittels der Formel zu berechnen! Die jeweilige Standardreihenfolge der Parameter ist fiir
Zylinderkoordinaten (R, ¢, z) und fiir Kugelkoordinaten (7,3, ¢).

1.5 Das elektrostatische Potential

Aus der Mechanik kennen wir den Begriff der Arbeit. Die Bewegungsgleichung fiir ein Punktteilchen in
einem elektrischen Feld lautet L
m7 = qE(7). (1.5.1)

Wir kénnen nun den Energiesatz herleiten, indem wir diese Gleichung mit 7 multiplizieren und nach der
Zeit integrieren:

t

2 L5 My m 2, ST G-
J dtmrw’:?r (tz)—?r (tl):AEkin:f dtgr-E(r)=W. (1.5.2)
1 1
Dabei ist W die am Teilchen verrichtete Arbeit und
m - m
E. ="3_Mx 15.3
kin ) r 2 v ( )

die kinetische Energie des Teilchens.

Wir erinnern uns nun daran, dass der Energiesatz sich besonders einfach formulieren ldsst, wenn die Kraft
ein Potential besitzt, d.h. wenn ein skalares Feld ® existiert, so dass

2
EF)=—Vé=—|(g |® (1.5.4)
%
gilt, denn dann wird
ty . . ty d . . .
W= [ il Fam]=g | -5 0())= g0l —0(7)] (153
t f

Die Arbeit hingt also in diesem Fall nur von Anfangs- und Endpunkt der Trajektorie des Teilchens ab.
Wir konnten die Arbeit also offenbar durch Integration entlang eines beliebigen Weges erhalten, der 7, mit
7, verbindet, und wir miissen nicht notwendig entlang der tatsichlichen Trajektorie des Teilchens integrie-
ren. Wir kommen darauf unten noch ausfiihrlich zuriick. Definieren wir dann als potentielle Energie des

Teilchens

U(7)=q2(7), (1.5.6)

folgt
Eyn(t) — En(t) =—[U (%) — U(7))] (1.5.7)

oder
E(ty) = Ein(ty) + U(7,) = Eyiy (1) + U (7)) = E(ty). (1.5.8)
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1. Elektrostatik

Dies besagt, dass fiir die Bewegung des Teilchens die Gesamtenergie
& =E, +U(7) (1.5.9)

erhalten ist. Dabei verwenden wir das Symbol & fiir die Gesamtenergie des Teilchens, um Verwechslungen
mit dem Betrag des elektrischen Feldes £ = |E| zu vermeiden.
Fiir das Potential des elektrostatischen Feldes fithrt man zu Ehren des Erfinders der Batterie Alessandro Volta

(1745-1827) die Einheit V ein: 1V = 1J/C = 1kgm?/(As®). Entsprechend gibt man gewdhnlich elektrische
Feldstirken in der Einheit V/m an.

1.5.1 Das Coulomb-Potential

Betrachten wir nun das Coulomb-Feld. Fiir eine Punktladung Q im Ursprung gilt

En=L7-_Q ;

4rceg v Ameqr? T

(1.5.10)

Wir wollen nun tiberpriifen, ob fiir dieses Feld ein Potential existiert.

Wir kénnen uns die Arbeit erheblich erleichtern, indem wir die Kugelsymmetrie dieser Ladungsanordnung
ausniitzen. Wir erwarten, dass aufgrund dieser Symmetrie das Potential nur vom Abstand » zur Punktladung,
nicht von der Richtung von 7 abhingt, d.h. wir machen den Ansatz

o(7) = (). (1.5.11)
In der Tat folgt fiir den Gradienten mit der Kettenregel

ar
Vo =0(r)| &r | = (r)Vr. (1.5.12)
A

Nun ist, wieder mit der Kettenregel

4

1 1
Vr=|3d |{/xi+x3+xi= — 2x, | =—r=e,. (1.5.13)
o 2/ xi 4% x5 \ 2, 4

Also folgt aus (1.5.13)

E(F)=—V&=—&(r)s,. (1.5.14)

Durch Vergleich mit ergibt sich
()= 1.5.15
(") 4reqr? ( )

s a

Das Potential ist also bis auf eine irrelevante Konstante durch

_ [4Q _ Q
®(r)= Jd tmer? (1.5.16)

4megr

bestimmt. Das bedeutet, dass das Coulombfeld (1.5.10) tatsichlich ein Potential besitzt, das durch das
Coulomb-Potential (1.5.16) gegeben ist.
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1.5. Das elektrostatische Potential

In (1.2.11) haben wir das Feld einer allgemeinen Ladungsverteilung o den Ausdruck

- -/

E(?):J #0077 (1.5.17)
R3

4req |7 —7)

gefunden. Offenbar gilt (Nachrechnen!)

=V, — (1.5.18)

7—7 =1
?—7’|3_ "F=7

Dabei bedeutet der Index r am Nabla-Symbol, dass wir nach den Komponenten von 7 und nicht nach 7’/
ableiten. Demnach besitzt jedes elektrostatische Feld ein Potential, das durch

@(7):f &P (1.5.19)
R3

4req|7 —7|

gegeben ist.

1.5.2 Wegintegrale

Wir wollen nun noch etwas genauer Wegintegrale betrachten. Wir definieren einen Weg C durch eine Pa-
rametrisierung 7 = 7(A), A € [A;,4,]. Dann definieren wir das Wegintegral eines beliebigen Vektorfeldes

durch
fdr A7 f d/l A[FN)]. (1.5.20)

Wir haben oben gesehen, dass in dem Fall, dass das Vektorfeld ein Potential besitzt, d.h. gibt es ein skalares
Feld @, so dass A = —V& gilt, so hingt das Wegintegral nur von Anfangs- und Endpunkt ab. Wir wollen
nun umgekehrt annehmen, dass das Wegintegral in diesem Sinne in einem bestimmten offenen Bereich des
Raumes wegunabhingig ist. Dabei heif3t ein Bereich offen, wenn fiir jeden Punkt 7 in diesem Bereich eine
Kugel mit dem Mittelpunkt 7 existiert, die ganz in dem Bereich liegt. Es sei weiter der Bereich so geartet,
dass ein Punkt 7, existiert, so dass es zu jedem Punkt 7 in dem Bereich ein Weg C(7) existiert, der 7, mit 7
verbindet. Dann liegt es nahe, dass das Potential durch

o(7) = —J d7' - A7) (1.5.21)
()

gegeben ist.
Um zu sehen, dass dies in der Tat der Fall ist, berechnen wir die partielle Ableitung

a%(7)= Al;rgo Ax, (1.5.22)
Nun ist aber wegen (1.5.21)
O(7 + Ax,8,) —B(F) =— [ f 47’ - A(#) —f d7’ .Z(?’)} . (1.5.23)
C(7+Ax;¢;) C(#)
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1. Elektrostatik

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist nun offenbar ein Wegintegral
entlang eines Weges, der 7 mit 7 + Ax, ¢, verbindet (s. die nebenstehende
Abbildung). Nun kénnen wir Ax, so klein wihlen, dass die entsprechen-
de gerade Verbindungsstrecke ganz in dem betrachteten Bereich liegt. Da
voraussetzungsgemafy Wegintegrale von A in diesem Bereich unabhingig
vom Weg sind, kénnen wir in die eckige Klammer durch das We-
gintegral entlang dieser geraden Verbindungsstrecke parallel zur x;-Achse
ersetzen. Wir parametrisieren diesen Weg C durch 7/(1) = 7 + A¢é, mit

Ae[0,Ax,], dh.

Axy N
C 0

Setzen wir dies in (1.5.22) ein, erhalten wir

Pl Axy

~7ax ), dAZ, - A(F + A3,

31(1)(?) =

=—A,(7). (1.5.25)
Ax;=0

Genau analog zeigt man, dass entsprechende Beziehungen auch fiir die partiellen Ableitungen nach x, und x;

gelten, d.h. wir haben mit (1.5.22) insgesamt
A=—Vo. (1.5.26)
1.5.3 Die Rotation eines Vektorfeldes

geschlossener Weg: C, — C, Wir wollen nun ein lokales Kriterium fiir die Wegunabhingigkeit von
Wegintegralen fiir Vektorfelder finden. Offenbar liegt Wegunabhingigkeit
vor, wenn fiir jeden geschlossenen Weg C in dem betrachteten Bereich

J d7-A=0 (1.5.27)
C

gilt (vgl. die nebenstehende Skizze).

7

Einen solchen geschlossenen Weg konnen wir nun als Randkurve
irgendeiner Oberfliche F auffassen, d.h. es sei C = JF. Wir legen
dabei die Orientierungskonvention wieder mittels einer Rechte-
Handregel fest: Zeigen die gekriimmten Finger der rechten Hand in
Richtung der Orientierung der Randkurve JF, so weist der Dau-
men in Richtung der Flichennormalenvektoren.

Es sei nun ein Vektorfeld A)(?) gegeben. Dann definieren wir ein neues Vektorfeld rot/T(?), die Rotation des
Vektorfeldes durch den folgenden Grenzwert:

Sei AF ein kleines Flichenstiick um die Stelle 7 mit Randkurve d F. Die Fliche und die Randkurve sei-
en gemifl der eben beschriebenen Rechte-Handregel orientiert, und sei 7z der Flichennormalenvektor

bei 7. Dann gilt

1 -

7i-totA(F)= lim d7 - A, (1.5.28)

AF—{7} E IAF

wobei AF — {7} bedeuten soll, dass man das Flichenstiick auf den Punkt 7 unter Beibehaltung des
Flichennormalenvektors 7 auf7 kontrahiert.
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1.5. Das elektrostatische Potential

Man kann nun diese Vorschrift fiir 7 = ¢; mit ; € {1,2,3} anwenden, wobei die ¢; wieder ein rechtshindiges
kartesisches Basissystem bilden sollen. Als Flichenstiicke wihlen wir dann Rechtecke parallel zu den Koordi-
natenebenen. Nehmen wir z.B. ein solches Flichenstiick parallel zur x,x,-Ebene, ist 7 = &; (s. Skizze unten),
so dass

N 1 x,+Ax,
¢ -rotA= J dxy[ Ay (g + Auxy, 1, x5) — Ay (1, 23, 33)]
AxAx, ( Jy,
(1.5.29)

x+Ax; , , ,
_f dxl[Al(xl,xz+Ax2,x3)—A1(x1,x2,x3)}.
P

1

X, Fiir AF — 0 kdnnen wir

Z.-rotA = Ax, Ax,[8A,(F)— A, (7
As, A Arag o W[ A7) — HA(7)] (1.5.30

= 4 A,(7)— BHA(7).

Ax
: Durch zyklisches Vertauschen der Indizes erhilt man insgesamt (Nachprii-
fen!)
(0 %A — A,
T <§j> rotA=| 44, — 3,4, |. (1.5.31)
x, A, — A,

@ .

Mit dem Nabla-Operator konnen wir dies auch in der Form (Nachrechnen!)
rotA=V xA (1.5.32)

notieren.

1.5.4 Der Stokessche Integralsatz

Wie aus der Definition der Divergenz sich unmittelbar der Gaufische Integralsatz ergeben hat, konnen wir
jetzt den

Stokesschen Integralsatz formulieren:
f Ef rotV=| d7-V. (1.5.33)
A JA

Wie oben definiert, muss man dabei bei der Orientierung der Flichennormalenvektoren auf der linken
und der Randkurve auf der rechten Seite die Rechte-Hand-Regel beachten.

Um dies zu zeigen, muss man nur entsprechend der nebenstehenden Skiz-
ze die Fliche in viele kleine Flichenstiicke unterteilen und auf jeder dieser
Flichenstiicke die Definition der Rotation (1.5.19) anwenden:

J. dzf-rot\_}:AAjﬁ-rot\?(g)
Ad;

=[ &
JAA;

]

(1.5.34)
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Abbildung 1.2: (a) Einfach zusammenhingendes Gebiet: Man kann jede geschlossene Kurve stetig zu einem
Punkt zusammenziehen, wobei sie die blau schraffierte Fliche tiberstreicht, die die Ausgangskurve als Rand
besitzt, und somit der Stokessche Integralsatz wie in gezeigt anwendbar ist, um zu zeigen, dass We-
gintegrale iiber das Vektorfeld A entlang aller geschlossenen Kurven verschwinden, so dass folglich die We-
gintegrale iiber offene Wege nur vom Anfangs- und Endpunkt dieser Wege, nicht aber von der spezifischen
Form der entsprechenden Kurven, abhingen. (b) Mehrfach zusammenhingendes Gebiet: Hier ist ein roter
Zylinder aus dem Definitionsbereich von A herausgeschnitten. Dort kénnen z.B. A und/oder rotA Singulari-
titen besitzen. Dann lisst sich jedenfalls die blaue Kurve nicht mehr stetig innerhalb des Definitionsbereichs
des Feldes bzw. dessen Rotation zusammenziehen, d.h. wir kdnnen auch keine Fliche mit der vorgegebenen
Kurve als Rand mehr finden, auf die wir den Stokesschen Integralsatz anwenden kénnten. Damit muss, selbst
wenn die Rotation iiberall im mehrfach zusammenhingenden Definitionsbereich verschwindet, das Integral
entlang des geschlossenen Weges nicht notwendig verschwinden, und Integrale tiber offene Wege hingen i.a.
von der spezifischen Form des Weges ab. Entsprechend gibt es dann i.a. auch kein Skalarpotential, das im
ganzen mehrfach zusammenhingenden Definitionsbereich definiert ist.

Bei der Summe tiber alle Flichenstiicke heben sich die Wegintegrale tiber
die inneren Linien weg, weil diese jeweils zweimal in entgegengesetztem Sinne durchlaufen werden, und es
bleibt nur das Wegintegral iiber den Rand der Gesamtfliche tibrig. Im Limes beliebig feiner Unterteilung der
Flachenstiicke ergibt sich aus tir die linke Seite wieder das Flichenintegral und die rechte Seite ist

stets das Wegintegral iiber den Rand der Fliche, womit der Integralsatz von Stokes bewiesen ist.

1.5.5 Das Lemma von Poincaré

Wir kénnen nun die lokale Bedingung, dass ein Vektorfeld ein Potential besitzt, formulieren. Es muss dazu
fiir jede geschlossene Kurve C notwendig (1.5.27) gelten, d.h. gemif} der Definition der Rotation (1.5.28), dass

notwendig o
rotA=V xA=0 (1.5.35)

gelten muss.

Das wird auch durch dieﬁDifferentialausdriicke fiir den Gradienten und die Rotation in kartesischen Koordi-

naten klar. Ist nimlich A = —V® mit einem Skalarfeld ®, so ist aufgrund der Vertauschbarkeit der zweiten
Ableitungen
2 a,® 33,9 — 3,8, 0
rotA=—rotgrad®=—|J, | x| &® |=—| 5,99—3 5@ |=(0]. (1.5.36)
o e 36,2 —3,0,® 0

Das Lemma von Poincaré besagt nun, dass auch umgekehrt aus rotA = 0 in einem einfach wegzu-
sammenhingenden Bereich folgt, dass ein Potential existiert.
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Ein Bereich heifit dabei einfach wegzusammenhingend, dass man jede geschlossene Kurve innerhalb des Ge-
bietes stetig auf einen Punkt zusammengezogen werden kann. Eine solche Prozedur tiberstreicht aber dann

fiir jeden geschlossenen Weg C eine Fliche F mit JF = C (s. Abb. . Damit folgt aber aus rot A mit dem

Satz von Stokes

J d7 A= d?-/_{:f dzf-rotf_l):O, (1.5.37)
C JF F

d.h. das Wegintegral von A entlang einer beliebigen geschlossenen Kurve C verschwindet und gemif unserer
obigen Betrachtung existiert damit ein Potential ®, so dass A = —grad ®.

1.5.6 Lokale Gleichungen der mikroskopischen Elektrostatik

Wir kénnen nun die lokalen mikroskopischen Feldgleichungen fiir elektrostatische Felder formulieren.

Die lokale Form des Gauflschen Gesetzes fiir das elektrische Feld lautet gemif$ (1.4.12)

e =
divE=V-E=—p, (1.5.38)
€

und aus der Existenz eines Potentials fiir das elektrische Feld folgt notwendig

rotE =V x E =0. (1.5.39)

Mit dem Lemma von Poincaré folgt, dass (zumindest fiir einfach wegzusammenhingende Gebiete) ein Poten-
tial ® existiert, so dass

E= —grad® = —V. (1.5.40)

Setzt man dies in (1.5.39) ein, folgt fiir eine gegebene Ladungsverteilung erfiillt also ® die Poisson-Gleichung
(Siméon Denis Poisson, 1781-1840) fiir das Potential

divE = —divgrad® = —A® = llo. (1.5.41)
€
Wir haben auch oben mit (1.5.19) bereits die Losung fiir diese Differentialgleichung gefunden

=/
&(7) = $r—PT) (1.5.42)
R3 4req|r — 7|

Wir bemerken noch, dass man auch
divgrad® = A® =V -Vd = 320 + 370 + 32 (1.5.43)

schreibt. Der so definierte Differentialoperator A heifdt Laplace-Operator (Pierre Simon Laplace,
1749-1827). Die Poisson-Gleichung kann also auch in der Form

=1 o (1.5.44)
€

geschrieben werden.
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1. Elektrostatik

Wir konnen diese Gleichung oft auch viel einfacher als tiber die Integration (1.5.42) 16sen, indem wir (1.5.44)

direkt integrieren. Das trifft insbesondere auf Ladungsverteilungen hoher Symmetrie zu. Betrachten wir als
Beispiel die homogen geladene Kugel.

Es ist also

. o fiur r=|7|<a,
— — 1.5.45
p(7)=p(r) {O fir r>a. ( )

Aufgrund der Kugelsymmetrie des Problems bietet es sich an, Kugelkoordinaten zu verwenden und anneh-
men, dass das Skalarpotential nur von r = |7| abhingt. Wie in (A.3.8) gezeigt, lautet dann die Gleichung
(1.5.44)

A‘I>(r)—l3—2[7’@(7’)]——l (7) (1.5.46)
oy dr2 B 60/0 ' o
Betrachten wir zuerst den Fall » > 4. Dann ist p(7) = 0 und folglich
J? d C,
—[r®(r)]=0=> —[r®(r)]=C, = r®(r)=C;r+C, = &(r)=C, + —, (1.5.47)
dr? dr r

wobei C, und C, Integrationskonstanten sind, die wir noch bestimmen miissen; C; ist physikalisch irrelevant,
da das Potential nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist, und die physikalisch relevante Grofle das
Feld E = —V® ist. Es ist allerdings bequem, zu fordern, dass ®(r) — 0 fiir » — oo ist. Damit ist C, =0;
C, ergibt sich aus dem Gauf3schen Gesetz. Integrieren wir das elektrische Feld tiber eine Kugel mit Radius
7o > a, ist in deren Inneren die Gesamtladung enthalten, d.h. es gilt

L. 4
J d2f-E:g mit Q== pya’. (1.5.48)
aKYO 60 3
Nun ist aber gemif}
. - C
E=—V¢=¢ —. (1.5.49)
r

Fiir die Kugel ist d? ]F = dpdd r?sin9é, und damit

N 21 T ‘
J dzf-E:f dng dﬁrzsinﬁrz%:MrCzig
K 0 0 r

€
R (1.5.50)
€,
Fiir » > a haben wir also ein Coulombfeld wie mit einer Punktladung Q im Ursprung:
3 3
Sr)=—L P g Qg Pt (1.5.51)
4reqr  3egr 4reyr? 3eqr?
Nun betrachten wir den Fall » < a. Dann lautet (1.5.47)
102
=2 re(r)] =0, (1.5.52)
r dr? €0
Zweimaliges Hochintegrieren liefert (Nachrechnen!) dann
C/
B(r)=—L2924Cl+ 2 (r<a). (1.5.53)
€0 r

38



1.5. Das elektrostatische Potential

Da wir fiir r < a eine kontinuierliche Ladungsverteilung haben, muss das Potential fiir » = 0 wohldefiniert
sein. Daher ist C; =0 zu setzen:

o(r)=—L22 4 ¢ (r<a). (1.5.54)
6¢q

Weiter sollte das Potential bei » = a stetig sein, d.h. es folgt mit (1.5.51)

3 2
S oy i o ] i il (1.5.55)
6¢g 3¢ 2¢,

so dass wir schliefSlich fiir das Potential

L2342 —12) fir r<a,
°=1e_ o (1.5.56)
3eor 4eyr ur v >a
und fiir das elektrische Feld
E=—Vo=—200 {go_og fir r<a (1.5.57)
 Uh—_3 053" 1.5.57
T 3’1‘;‘;2:#67 fir r>a

erhalten. Wie zu erwarten, stimmt dies mit (1.2.37) und (1.2.38) iiberein, denn esist €, =7 /7.

1.5.7 Visualisierung elektrostatischer Felder

Ein anschauliches Bild fiir das Potential und das entsprechende elektrostatische Feld ergibt sich durch die
Betrachtung der Flichen konstanten Potentials, die sogenannten Aquipotentialflichen

®(7) = C =const. (1.5.58)

Fiir jedes Potentialniveau C ist dies die implizite Beschreibung einer Fliche, entlang derer das Potential con-

stant ist.

Setzen wir nun eine Kurve 7 = %(A), die auf der solchen Aquipotentialfliche mit fest vorgegebenem C ver-

liuft, ein und bilden die Ableitung nach A, folgt aus der Kettenregel
3[x(N)]=C = i@[z(x)] _& VO[F(N)] = _& E[Z¥()]=0 (1.5.59)

B dA ~dA ~d4 - o
Das bedeutet, dass das elektrische Feld tiberall senkrecht auf der auf der Aquipotentialflichen verlaufenden
Kurve steht, denn dx /dA ist der Tangentenvektor an die Kurve.

Da dies fiir beliebige solcher Kurven gilt, steht somit das elektrische Feld in jedem Punkt stets senkrecht
auf der diesen Punkt enthaltenden Aquipotentialfliche.

Ein einfaches Beispiel ist das Coulomb-Feld. Das Potential ist

o(7)= Q . (1.5.60)
dregr

Die Aquipotentialflichen sind in diesem Fall offenbar durch » = const gegeben. Sie sind also Kugeln mit
Mittelpunkt am Ort der Punktladung. Das elektrische Feld ist

Fe—voo Q2 7 (1.5.61)
4req 13
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Abbildung 1.3: Aquipotentialflichen und elektrisches Feld einer Punktladung Q > 0. Fiir die Aquipotential-
linien wird C in dquidistant gewahlt. Da E = —V@ ist, ist das elektrostatische Feld stets in Richtung
des grofiten Gefilles gerichtet, also in der Richtung entlang derer C am schnellsten abnimmt, d.h. je dichter
die Aquipotentialflichen in einem solchen Konturplot sind, desto grofier das elektrische Feld. In diesem Bild

geben die Pfeilchen die Richtung des elektrischen Feldes an. Der Betrag E ist durch die Farbe der Pfeilchen
angegeben. Das dreidimensionale Bild ergibt sich durch Rotation um die z-Achse.

also in der Tat radial gerichtet und damit orthogonal zu den Aquipotentialflichen.

In diesem Fall besitzen das Potential und das elektrische Feld eine Singularitidt am Ort der Punktladung. Sie
ist eine Quelle (Q > 0) bzw. Senke (Q < 0) des elektromagnetischen Feldes.

Man kann auch die Feldlinien definieren, die definitionsgemifd die Linien sind, deren Tangenten in

jedem Punkt 7 in Richtung des elektrischen Feldes E (7) an diesem Punkt weisen. Dort wo sich Punkt-
ladungen befinden, enden die Feldlinien.

1.5.8 Beispiel: Potential fiir einen elektrischen Dipol

Wir haben oben in Abschnitt[1.2.1das Feld eines elektrischen Dipols aus dem Limes fiir zwei entgegengesetzt
gleiche Punktladungen fiir verschwindenden Abstand hergeleitet. Es ist klar, dass wir auch das dazugehorige
Potential auf diese Weise berechnen kdnnen. Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus Abschnitt[1.2.1} Dann
ist klar, dass das Potential einfach die Summe aus den beiden Coulomb-Potentialen fiir die Ladungen ist, also

- Q < 1 1 >
o(7,d)= — . 1.5.62
0= e \F—daa ~ Frda (1562
Dies entwickeln wir wieder bis zur ersten Ordnung in d
&(7,d)=0(7,d =0)+d M‘ = QT s (1.5.63)
&’d d=0 47‘[60

r3
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Abbildung 1.4: Aquipotentialflichen und elektrisches Feld fiir einen Dipol mit Dipolmoment p = p¢, im

Ursprung. In diesem Bild geben die Pfeilchen die Richtung des elektrischen Feldes an. Der Betrag von E ist

durch die Farbe der Pfeilchen angegeben. Das dreidimensionale Bild ergibt sich durch Rotation um die z-
Achse.

Lassen wir wieder d — 0 gehen, wobei p = Qdé; = const gehalten wird, erhalten wir schliefilich fiir das
Potential eines Punktdipols

B(7) = 4‘”—'73. (1.5.64)
e

Das elektrische Feld ist in Ubereinstimmung mit (1.2.10)

Fe¥o=—1 [3(-7)F— 2], (1.5.65)

1.5.9 Energie des elektrischen Feldes

In diesem Abschnitt wollen wir uns {iberlegen, inwiefern ein elektrostatisches Feld Energie besitzt. Dazu
fragen wir nach der Gesamtenergie, die wir bendtigen, um eine vorgegebene Ladungsverteilung po(7) zu pré-
parieren.

Dazu betrachten wir zunichst den entsprechenden Fall fiir eine Anzahl von Punktladungen Q; (; € {1,...,N}),
die wir uns an den Stellen 7; angeordnet denken. Wir berechnen nun die gesamte Arbeit, die wir benétigen,
um die Punktladungen nacheinander aus dem Unendlichen an die jeweils vorgegebenen Orte zu bringen. Of-

fenbar benétigen wir keine Arbeit, um die erste Ladung Q, aus dem Unendlichen an die Stelle 7, zu bringen.
Diese Punktladung erzeugt nun das elektrische Coulomb-Feld

= o > - = Q Q7 —7y)
El(”):—v7q)1(7’):_v‘r’4 > - >~ 3
meg|r — 7| 4megT — 7|

(1.5.66)

Dabei haben wir benutzt, dass wir das Coulomb-Feld aus dem entsprechenden Coulomb-Potential herleiten
konnen.
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1. Elektrostatik

Die Arbeit, die man benétigt, um die Ladung Q, aus dem Unendlichen an ihren Ort 7, zu beférdern, ist nun
vom Weg C unabhingig, da die Kraft aus einem Potential ableitbar ist. Nun gilt fiir die potentielle Energie
der Ladung Q, (wobei wir den Nullpunkt der potentiellen Energie ins Unendliche verschoben denken) (vgl.
den entsprechenden Beweis in Abschnitt

Jdr Qz Jd7’ szq>()
QQ,
4reg|T— 74|

Die Punktladung Q; muss sich nun durch das Feld beider Ladungen Q, und Q, bewegen. Dabei addieren sich
die potentiellen Energien aufgrund der Bewegung im Feld von Q; und Q,, d.h. wir erhalten fiir die gesamte
potentielle Energie der drei Ladungen

(1.5.67)
= qu’1(?2) =

QR , Q@

W:W+ - - - - 1
’ ? dmeg|rs—7|  Ameg|rs =T,

(1.5.68)

Auf diese Art kdnnen wir weiter argumentieren, um schlief8lich fiir die gesamte potentielle Energie in
der Ladungsanordnung

QiQ; Q; Q]
W, _ = — 1.5.69
N 2471'6 |r—r| 25 47re |7, —7; ZQZ ] ( )

0 0 ] 176]
zu erhalten.
Dabei 1st 9
® ()= —L— (1.5.70)
] 4req|r — r]-|

das Coulomb-Potential aufgrund der Anwesenheit der Ladung Q;. Dabei ist die Einschrinkung i # j bei der

Summation {iber alle Ladungspaare wichtig, weil die Selbstenergie der Punktladung, also W (selbst) =Q;%,(7)
ein sinnloser Ausdruck ist, da der Nenner hierbei Null wird.

Fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung kénnen wir nun (1.5.69) naiv in der Form

W:%j &y [ L0 (1.5.71)
R3 R3

4req|7 — 7|

schreiben. Dabei haben wir aber die Einschrinkung, dass keine Selbstenergien mit einbezogen werden sollen,
nicht berticksichtigt. Dies ist aber physikalisch nicht relevant, da wir nur eine Konstante zur potentiellen
Energie hinzugefiigt haben. Sind allerdings Punktladungen involviert, ergibt sich das eben besprochene Pro-
blem, dass diese Konstante divergiert. Wir konnen diese Divergenzen abziehen, da die potentielle Energie
einer Ladungsverteilung ohnehin nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist.

Wir kénnen nun aber (1.5.71) als Feldenergie interpretieren, d.h. durch die Arbeit, die wir verrichtet
haben, um die Ladungsverteilung aus dem Unendlichen in die durch p(7) gegebene Konfiguration zu
bringen, kann als die Energie des dadurch entstandenen elektrischen Feldes interpretiert werden.

Dazu bemerken wir, dass das Volumenintegral iiber 7’ das elektrostatische Potential dieses Feldes ist, d.h. wir

kénnen (1.5.71) in der Form

w=1 &’ p(7)®(7). (1.5.72)
2 Jgs
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1.5. Das elektrostatische Potential

Nun verwenden wir das Gaufische Gesetz in Differentialform, also divE = e/ €

W = % ProF)divE (). (1.5.73)
R3

Aufgrund der Produktregel gilt (Nachrechnen durch Verwendung kartesischer Koordinaten!)
diV(ECD) —®divE +E- grad ® (1.5.74)
bzw.
&divE = div(E®)—E - grad® = div(E®) + £2. (1.5.75)

Setzen wir dies in (1.5.73) ein, kdnnen wir auf den ersten Ausdruck den Gaufischen Integralsatz anwenden.
Dabet ergibt sich ein Oberflichenintegral im Unendlichen. Wir nehmen an, dass die Ladungsverteilung nur
auf ein endliches Gebiet beschrinkt ist, so dass dieser Beitrag wegfillt. Damit erhalten wir schliefSlich

W:E—OJ $rEXF). (1.5.76)
2 )

Diese Gleichung lsst nun die feldtheoretisch motivierte Annahme zu, dass
w(7) = %52(7) (1.5.77)

die Energiedichte des elektrischen Feldes darstellt.

Dies konnen wir an dieser Stelle nur als Postulat hinnehmen, denn wir haben ja eigentlich nur fiir das
Integral tiber die gesamte Ladungsverteilung hergeleitet und durften daher den Oberflichenbeitrag aufgrund
des ersten Terms in unter Verwendung des Gauf3schen Integralsatzes in weglassen. Integriert
man hingegen nur iiber ein beliebiges Teilvolumen V' unterscheidet sich die darin enthaltende Feldenergie
aufgrund der Interpretation von als Energiedichte des elektrischen Feldes in der Tat gerade um den
entsprechenden Oberflichenterm. Wir erhalten namlich bei Integration iiber ein endliches Volumen

Wy, = ‘o f d’ 752(7) =% f &’ rE(?) - grad ®(7). (1.5.78)
2 )y 2 )y

Dabei haben wir £ = —grad® verwendet. Mit 1) konnen wir dies wieder in einen durch ein Volumen-
integral gegebenen Anteilen und einen Oberflichenbeitrag, indem wir auf die totale Divergenz wieder den
Gauflschen Integralsatz anwenden, schreiben. Es ergibt sich, wieder unter Verwendung des Gauf3schen Ge-
setzes divE =V -E = e/ €q (Nachrechnen!)

W, = % fv &7 o(7)0(F) — 62—0 Javdz £-EF)®(7), (1.5.79)

d.h. W, unterscheidet s.ich von dem aufgrund der Uberlegung, die zu (1.5.72) gefiih.rt hat, eben du1tch dfen
Oberflichenterm. Dies ist aber andererseits auch irrelevant, da nur die Gesamtenergie eine physikalisch in-
terpretierbare Bedeutung besitzt, insbesondere beim Energieerhaltungssatz. Wir werden dies im nichsten
Kapitel noch genauer diskutieren, wenn wir im Vollbesitz der Maxwell-Gleichungen sind.
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1.5.10 Beispiel: System von Punktladungen

Zum Abschluss der Elektrostatik im Vakuum wollen wir noch zeigen, dass die Interpretation als Ener-
giedichte fiir ein System von Punktladungen bis auf die divergierende Selbstenergie zum korrekten Resultat
fihrt. Dabei geniigt es, den Spezialfall von nur zwei Ladungen Q; und Q, zu betrachten, und wir
konnen das Koordinatensystem so wihlen, dass 7, = 0 ist, d.h. die Ladung Q, sitze im Ursprung des Koor-
dinatensystems. Um die divergierende Selbstenergie zu vermeiden, regularisieren wir die Ladungsverteilung
dadurch, dass wir statt Punktladungen kleine endlich ausgedehnte homogen geladene Kiigelchen mit Radius

a betrachten. Dann gilt wegen (1.5.57) fiir die entsprechenden Felder

N % fir r<a,
E =17, # (1.5.80)
= fir r>a,
- @ fir r<a,
E,= o L B (1.5.81)
o> (7=7,) _ Qy(7—7) .
ST~ Anelirp LUr 7 >a.
Dabei ist 30 3Q
1 2
S E N o < 1.5.82
1= P27 e ( )
Die Gesamtenergiedichte ist nun
€, = = €0.2) = S o
w= 50(51 +E)= 30(512 +EZ +2E,-E,). (1.5.83)

Die ersten beiden Terme fithren zu den Selbstenergiebeitrigen. Es geniigt, den ersten Term auszurechnen,
denn fiir den zweiten erhilt man offensichtlich das analoge Resultat. Aus (1.5.81) folgt mit Kugelkoordinaten
fiir die Selbstenergie der ersten Ladung

Wy =— |:f drf d19 dgpr sind
18¢,
o b 27 d6
+f drf dﬁf dgosinﬁﬁ].
a 0 0
Die Winkelintegrationen ergeben offenbar einfach den vollen Raumwinkel 47t (Nachrechnen!) d.h. (Nachrech-
nen)
2 6
W, = 7T,01|: drr* —I—f dr—:|
9¢q

4a’np} 3Q;
- 15¢, _ZOneoa'

(1.5.84)

(1.5.85)

In der Tat divergiert dieser Ausdruck, wie zu erwarten, fiir 2 — 0. Fiir die zweite regularisierte Ladung folgt
genauso

Wy, =2 (1.5.86)
Fiir den gemischten Term konnen wir @ = 0 setzen, denn dieser Beitrag sollte endlich sein. In der Tat gilt
W, :eoj &rE, -E,. (1.5.87)
R3
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1.5. Das elektrostatische Potential

Nun ist fiir 4 — 0 gemif3 (1.5.80) und (1.5.81)

W, = QleJ g7 (1.5.88)
R3

1672¢, 737 —73

Nun bietet es sich an, die x;-Achse in Richtung von 7, zu legen und dann Kugelkoordinaten einzufiihren.
Dann ist 7 - 7, = r r, cos ¢ und folglich (Nachrechnen!)

le—Qlef dﬁf drsind r —ryc0s9

8meg (r2+722—2772c0519)3/2 (15.89)
— QlQZ J d’l.? 19 — QlQZ o
8meyr,y 77:507‘2
Dabei haben wir zur Integration bzgl. » verwendet, dass
o r —r,cost o0 1 1d

dr 2 :f dr r2+7r2—2rr,cos

fo (7’2+7’22—2rrzcos19)3/2 0 (r2+r —erzcosﬁ)3/22d o 2 2 )
1 = (1.5.90)

2 2__ 7
\/r +r;—2rrycosd| 2

1st.

Damit wird, wenn wir wieder Q) an eine beliebige Stelle 7, setzen, so dass dann 7, durch 7, — 7, zu ersetzen

1st
QQ,

W=W;,+Wy+Wy,= tref =7
ol"1 2

<Q1 +Q5)+ (1.5.91)

207
Dies stimmt bis auf den regularisierten Selbstenerglebeltrag mit (1.5.67) {iberein, und in der Tat ist wie zu
erwarten die Selbstenergie unabhingig von 7, und 7,, so dass wir diese Konstante fiir alle physikalischen
Probleme einfach weglassen konnen. Man nennt dies Renormierung der Feldenergie. Dann erhalten wir

Qi

W, ZW—WH—sz:Wu:m-
ol 2

ren

(1.5.92)

In der Tat liefert also die Annahme, dass die Dichte der Energie des elektrischen Feldes ist, bis auf
einen (divergierenden) konstanten Selbstenergiebeitrag die korrekte Wechselwirkungsenergie zwischen zwei
Punktladungen (und entsprechend durch Summation tiber ggf. mehr vorhandene Ladungspaare auch fiir ein
beliebiges System von ruhenden Punktteilchen) wie die direkte Berechnung dieser Wechselwirkungsenergie.
Wir haben bei unserer Berechnung der regularisierten Selbstenergie auch gesehen, dass fiir kontinuierliche La-
dungsverteilungen die Selbstenergiebeitrige endliche Konstanten sind und also auch im Endresultat belassen
werden konnen, denn alle physikalisch relevanten Groflen sind von additiven Konstanten im Potential un-
abhingig. So sind z.B. die Krifte auf die Teilchen aufgrund der elektrostatischen Coulomb-Wechselwirkung
(Nachrechnen!)

- - - 7 —7
_ W:Q1Qz #1 #2 ,
4meg |71_72|3

= R Qle ”2 __}‘;1’

(1.5.93)

73
4m €0 |"2 ”1|
wie es sein muss!
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1. Elektrostatik

1.6 Die Dirac-&-Distribution und Green-Funktionen

Es ist klar, dass Punktladungen im Sinne der klassischen Elektrodynamik Idealisierungen fiir endlich ausge-
dehnte makroskopische Korper sind, die man im betrachteten physikalischen Problem als ,klein“ ansehen
kann. Mathematisch betrachtet stellen Punktladungen im Zusammenhang mit den partiellen Differential-
gleichungen der Feldtheorie Singularititen dar. Um mit solchen Singularititen einfacher arbeiten zu konnen,
haben die Mathematiker die Theorie verallgemeinerter Funktionen entwickelt, die auch Distributionen
genannt werden. Wir betrachten hier die fiir die Feldtheorie wichtigste Distribution, die Dirac-8-Distribu-
tion (Paul Adrien Maurice Dirac, 1902-1984).

Wir konnen uns die Idee veranschaulichen, indem wir versuchen, eine Ladungsdichte PQ fiir eine einzelne
Punktladung Q zu definieren. Es ist klar, dass das im tiblichen Sinne scheitern muss, denn stellen wir uns eine
Ladungsverteilung vor, die aus genau einer Punktladung Q im Ursprung des Koordinatensystems besteht,
so verschwindet definitionsgemif} in jedem noch so kleinen Volumen, das die Punktladung nicht enthil,
die Ladung. Machen wir also um einen Punkt 7 # 0 das Volumen beliebig klein, ist o (7) = 0. Versuchen
wir andererseits die Ladungsdichte im Punkt 7 = 0 zu bestimmen, wird die Ladungsdichte unendlich, denn
in jedem noch so kleinen Volumen, das 7 = 0 enthilt, bleibt die Ladung immer Q. Wir beschreiben diese
singulire Ladungsdichte mit Hilfe der Dirac-8-Distribution

o(7) = Q8. (1.6.1)
Sitzt die Ladung nicht im Ursprung des Koordinatensystems, sondern am Ort 7, gilt
o(7) = Q87 —7y). (1.6.2)

Mathematisch ist allerdings damit die &-Distribution noch nicht ordentlich definiert. Um zu einer Definition
zu gelangen, wie wir sie auch in der Physik benétigen, verwenden wir (1.5.42) fiir (1.6.2). Es ist klar, dass wir
das Coulomb-Potential fiir eine Ladung Q am Punkt 7, erhalten wollen, d.h. wir verlangen

a@)=| or— L szt X (1.6.3)

R3 4reo|7 — 7| 47T60|7—70|.

Dies fiihrt uns auf die Definition der 8-Distribution als Funktional. Ein Funktional ist dabei eine Abbildung,
die eine Funktion auf eine reelle (je nach Anwendung auch komplexe) Zahl abbildet. Wir definieren also fiir
die &-Distribution fiir eine beliebige Funktion f durch

fRs Er'8OF —F)f(7) = f (7). (1.6.4)

Es ist klar, dass wir auf diese Art auch eine &-Distribution fiir Funktionen von nur einer Variablen im Sinne
dieser Funktionalidee definieren konnen, d.h.

fR dx f(x)8 (x — xp) = f(x)- (1.6.5)

Fiir Distribution definieren wir nun, dass Rechenregeln bzgl. Integralen wie fiir gewohnliche Funktionen
gelten sollen. Eine weitere wichtige Distribution ist z.B. die Heavisidesche Einheitssprungfunktion (Oliver
Heaviside, 1850-1925)

0 fir x<x,

O(x —xg) = { (1.6.6)

1 fir x> x,.
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1.6. Die Divac-8-Distribution und Green-Funktionen

Das ist zunichst einmal eine gewohnliche auf R\ {x,} definierte Funktion. Wir kdnnen sie aber sehr einfach
auch als Distribution auffassen. Offenbar ist nimlich

f dxf(x)@(xo—x):fxO dx f(x). (1.6.7)
R —00

Bilden wir nun die Abbleitung, folgt (vorausgesetzt f ist stetig)

dxo f dx f(x)O(xy—x) = f(xg)- (1.6.8)

Jetzt behandeln wir die Sprungfunktion, als wire sie eine differenzierbare Funktion. Das ist sie ja auch fast
tiberall, denn fiir x # x, ist offenbar

d@( ):—i@( x)=0 fir x#x. (1.6.9)

dx, dx

An der Stelle x, ist ©(x,— x) (als Funktion von x) betrachtet nicht definiert und damit erst recht auch nicht
differenzierbar. Wir konnen aber eine Ableitung im Sinne von Distributionen definieren, indem wir in
so tun, als sei © stetig differenzierbar. Dann kénnen wir auf der linken Seite einfach die Ableitung und Inte-
gration vertauschen und partiell integrieren. Dann erhalten wir

dxof dxf (x)0(x, —x) f dxf(x) dxo O(xo—x)
_J dxf(x)d—G(xO_x)
R X
=—f(x)0(x —x)[; 2% + fR dx f/(x)O(x, — x) (1.6.10)
= ()0 =12 + J_ dx /()

= —f(x)0(xg— x)[1 3% + f (xp)-

Nun nehmen wir weiter an, dass f iiber ganz R integrierbar sei, d.h. es muss notwendig f(x) — 0 fiir x — o0
gelten. Wir haben oben auch vorausgesetzt, dass f tiberall stetig differenzierbar ist. Jedenfalls folgt damit

f dx f(x) @(xo—x) f(xg) f dx £(x)3 (x — xp)- (1.6.11)

Fassen wir nun die Ableitung der Einheitssprungfunktion als Distribution auf und definieren zwei
Distributionen als gleich, wenn sie fiir alle ,hinreichend gutmiitigen Testfunktionen f die gleichen
Integrale (im Sinne von Distributionen) ergeben, finden wir

d

1 —O(xg—x) =8 (x —xp). (1.6.12)
*o

Dabei ist klar, dass diese Ableitung eine Verallgemeinerung der iiblichen Ableitung von Funktionen
im Sinne von Distributionen ist.

Wir bemerken weiter, dass wir
SOF —7) = 8(x; —x))8 (x, — x5)8 (x; — x}) (1.6.13)
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1. Elektrostatik

schreiben kénnen, damit (1.6.4) erfiillt ist.

Eine wichtige Anwendung von D1str1but1onen ist die Green-Funktion (George Green, 1793-1841) des Ope-
rators —A. Dazu schreiben wir (1.5.42) in der Form

ai)= [ dreE—7)~7), (1.6.14)
R3 €o

Es ist klar, dass hier
1

G —7 )= —— (1.6.15)

4|7 —7/|
eine iiberall bis auf 7 = 7’ definierte Funktion von 7 ist. Sie taucht aber in (1.6.14) in einer Form auf, dass
wir sie wieder als Distribution betrachten diirfen. Nun erinnern wir uns daran, dass wir (1.6.14) als Losung
der Poisson-Gleichung (1.5.44) lesen konnen. Wir wenden also den Laplace-Operator auf (1.6.14) an. Dann

finden wir

—A‘I’(T) 10(7) :f d37/8(3)(;/_;:>/0(7‘ )
o Jr €0 (1.6.16)

|
N,

— [ ¢ri—ncE—#ne"

R3 €o

Vergleichen wir wieder die Distributionen unter den beiden Integralen, folgt

—AG(F—7)= —A% =8OF —7). (1.6.17)
4r|7 —7/|

In gewisser Weise ist G als Distribution betrachtet die Umkehrung des Differentialoperators —A. Man
nennt in diesem Zusammenhang G auch die Green-Funktion des Operators —A.

Physikalisch betrachtet ist diese Green-Funktion das elektrostatische Potential einer Punktladung der Grof3e
€o- Wir werden in den nichsten Abschnitten diese Green-Funktion fiir kompliziertere Randwertprobleme
der Elektrostatik in Gegenwart von Leitern bzw. Dielektrika verallgemeinern.

Wir kénnen die Green-Funktion des Operators —A auch rein mathematisch ohne die obige physikalisch mo-
tivierte Argumentation herleiten. Dazu definieren wir die Green-Funktion durch die Differentialgleichung

—AG®F)=8C)). (1.6.18)

Da aufler fiir 7 = 0 die &-Distribution verschwindet, ist die rechte Seite der Gleichung rotationssymmetrisch.
Wir diirfen also annehmen, dass die Green-Funktion nur von r = |7| abhingt, d.h. wir machen den Ansatz

G(7) = g(r). Mit dem Laplace-Operator in Kugelkoordinaten erhalten wir fiir r # 0 (Nachrechnen!)
1 C
—[rg(nN]"=0= [rg(r)]'=0= g(r)=C+—= (1.6.19)
r r

mit Integrationskonstanten C; und C,. Um diese Integrationskonstanten zu bestimmen, verlangen wir g(r) —
0 fiir » — o0. Die Begriindung dafiir ist, dass wir nur eine Losung von benétigen, um die Poisson-
Gleichung in der Form zu l6sen. Das elektrostatische Potential ist dabei nur bis auf eine ad-
ditive Konstante bestimmt, und es ist sinnvoll zu verlangen, dass ®(7) — 0 fiir » — oo ist, und das ist mit
unserer Forderung an g der Fall. Damit ist also in C, = 0 zu setzen. Um auch C, zu bestimmen,
integrieren wir tiber die Kugel K, um den Ursprung mit einem beliebigen Radius 4. Mit Hilfe des
GaufSschen Integralsatzes ergibt sich

f &Lr8OF) =1=— f $Pragr)= J dzf-%g(r). (1.6.20)
K

a
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1.6. Die Divac-8-Distribution und Green-Funktionen

Nun ist

- 7, 7

%g(r)=g’(r)Vr:; (r)=—C,—. (1.6.21)

Weiter ist in Kugelkoordinaten entlang der Kugeloberfliche » = a (vgl. [Heel8al])

dzf: ddde T 2sind (1.6.22)
a
und damit ,
—J dzf-%g(r):Jrsz dﬁf dgsin® =4rC,. (1.6.23)
K, 0 0
Aus folgt daraus, dass C, = 1/(47) sein muss, d.h.
§(r)=G()=1— (1624)
4ty

Wir konnen auch noch auf andere Weise bestitigen, dass dies in der Tat die Green-Funktion des Operators
—A ist. Dazu ,regularisieren” wir die Green-Funktion, d.h. wir beseitigen die Singularitit, indem wir einen

Parameter ¢ einfithren und '
G(F)= ——— (1.6.25)
") 4/ r24 €2

einfiihren. Die Idee dabeti ist, dass wir daraus als regularisierte 8-Distribution

89)(7) —_AG.(7)= L (1.6.26)
¢ 477(r2 + €2)%/2

erhalten (Nachrechnen!). Die 8-Funktion erhalten wir daraus durch geeignete Grenzwertbildung ¢ — 0. Dabei
verstehen wir unter diesem sog. schwachen Limes, dass nach Anwendung auf eine Testfunktion der Limes

e—0
!

lim | &rfH8TF=| Erf(H)EVF)=/O) (1.6.27)
€=V JR3 R3

tiir alle Funktionen £, die beliebig of stetig differenzierbar sein sollen und fiir » — oo schneller als jede Potenz
verschwinden (z.B. f(¥) = exp(—7?/a*) mit a > 0.

Um (1.6.27) zu beweisen, berechnen wir das Integral

_ 3. 20833y 3 re 3¢
I = N &Erf(P)e(7)= fRa d rf(r)47_c(72 IR (1.6.28)
Als erstes substituieren wir 7 = €x. Dann ist (Nachrechnen!)
d
&r =d’x det 2l 13) = dPxdet(el) = Pxe’ (1.6.29)
I (x1, 2, %3)
und folglich
3
_ 3 =
I = de xf(ex)4ﬂ(x2+1)5/2. (1.6.30)
Nun konnen wir den Limes bilden:
. _ = 3 3
lim 1, = £ (3) fde IR (1.6.31)
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1. Elektrostatik

Das Integral werten wir mit Kugelkoordinaten aus. Da der Integrand nur von x = |X| abhingt, ergibt die
Integration {iber die Winkel einen Faktor 47, und wir erhalten

. N 3x?
Substitution von x = sinh #, dx = du cosh # ergibt
[ ‘1.2 0 2
limZ, = 3£(0) J 4y S0 L —37() J du tanhz . (1.6.33)
=0 0 cosh” 0 cosh”

Substitution von v = tanh #, dv = du/ cosh®  ergibt schlieflich das zu erwartende Resultat

1
lim/ =3 £(0) f dvo? = £(0). (1.6.34)
€ 0

In diesem Sinne des Limes als schwachem Limes von Distributionen ist also

SO(F). (1.6.35)

N . 3¢
w-lim 8¢7(7) = w-lim —— =
=0 o 4m(r2+ e

1.7 Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Multipolentwicklung elektrostatischer Felder beschiftigen. Wir
beschrinken uns dabei auf die Darstellung in kartesischen Koordinaten. Fiir die ibliche Methode unter Ver-
wendung von Kugelkoordinaten und Kugelflichenfunktionen s. z.B. [[Jac14]).

Die Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials beruht auf der Losung der Poisson-Gleichung
_AB(F) = L (7). (1.7.1)
€0

Dabei soll die Ladungsverteilung nur in einem endlichen Gebiet von Null verschieden sein, und wir legen den
Ursprung des kartesischen Koordinatensystems irgendwo in die Ladungsverteilung. Es sei dann K, die Kugel
um den Ursprung mit dem Radius 4, so dass p(7) =0 fiir » = [7| > a.

Die Losung mit Hilfe der Green-Funktion des Operators (—A)

L S 1
G(|7—V/|):m (1.7.2)
lautet dann N .,
@(7):f d37’/G(|7—7/|)P<T ) :J d37’/%. (1.7.3)
K, € K, 4reqg|7 — 7|

Wir wollen diese Losung fiir » > a in eine Reihe in Potenzen von 1/r entwickeln. Dazu fithren wir die
entsprechende Entwicklung der Green-Funktion mittels der Taylor-Reihe aus. Dazu schreiben wir

1 1 1

P - (1.7.4)
e e e R SV G Lo e R e
Mit € = (v’/r)?—27 - 7'/ r ergibt sich die bendtigte Taylor-Reihe zunichst zu (Nachrechnen!)
1 1 3
=1—-e+=+0(c). 1.7.5
Vite 2 8 (€7) (1.7.5)

50
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Dies konnen wir nun verwenden, um die Entwicklung bis zur Ordnung @[(7'/7)?] von (1.7.5) von (1.7.4)
zu bestimmen (Nachrechnen!)

L1 [1 P <—3(7 '47/)2 - ,_/zz> + @’[(r//r)P]. (1.7.6)
r r

|7 —7 | r
Die Beitrige dieser Entwicklung zum Potential zur Ordnung @(1/7+1) mit £ € N, bezeichnet man
als Multipolpotentiale (fiir » = 0 als Monopol-, fiir » = 1 als Dipol-, und fiir » = 2 als Quadrupolpotential
USW.).

Einsetzen der entsprechenden Reihenentwicklung (1.7.6) fiir die Green-Funktion (1.7.2) in (1.7.3) ergibt
(Nachrechnen!)

%)=t Q= Epl) 177)
0 4
- _)'? - - -/
0,()= o p= f &7 o), 179
0
L QueTime
,(7)= 4;6075 J d&r /37;7’/;—7/26\]-,6). (1.7.9)

Man bezeichnet Q als Monopolmoment, 5 als Dipolmoment und Q i alsirreduzibles Quadrupolmoment
der Ladungsverteilung p(?ﬂ
Die entsprechenden elektrischen Felder erhalten wir durch Berechnung des Gradienten

r.
EOF)=—2.0,7)= 2 : (1.7.10)
/ ] 4reqr
EN(F)=—324(7) = —— [3prime— 7701, (1.7.11)
I ! 4reqr? / ]
@z _ 1 2
E] (1’)—47‘[6077 <5le7'j1’k1’l—27 ij7k>. (1712)

1.7.1 Elektrostatische Multipolfelder von Punktmultipolquellen

Man kann nun die Multipolentwicklung auch als effektive Beschreibung des elektrostatischen Feldes betrach-
ten, wo man von der Verteilung der Ladung in einem endlichen Bereich absieht und die Quellen als im Ur-
sprung konzentriert ansieht. Das ist eine Verallgemeinerung des Konzepts einer Punktladung auf Ladungs-
verteilungen, die sich auf einem gegeniiber den makroskopischen Skalen, auf denen die Beschreibung des
elektromagnetischen Feldes im Rahmen der klassischen Elektrodynamik giiltig ist, sehr kleinen Bereich be-
schrinkt, z.B. die Felder, die von einzelnen Atomen oder Molekiilen hervorgerufen werden. Dann kann man
sich diese Ladungsverteilung auf einen Punkt beschrinkt denken, wobei aber diese Punktladungen neben der
elektrischen Ladung (,elektrischer Monopol®) noch ein elektrisches Dipol-, Quadrupol- und héhere Multi-
polmomente aufweist. Wie bei der Punktladung weisen diese Multipolfelder Singularititen auf, die wir nun
genauer untersuchen wollen.

Um nun die entsprechende Multipolentwicklung des elektrostatischen Feldes und die entsprechenden ,,Punkt-
multipol-Distributionen® zu berechnen, miissen wir die Gradienten der Potentials berechnen.
Das ist fiir 7 # 0 kein Problem. Wir wollen im Folgenden aber zeigen, dass die Felder aufler den entsprechen-
den ,reguliren Multipolfeldern® noch §-Distributionsartige Singularititen am Ursprung aufweisen. In der im

3Beim Vergleich mit der Literatur ist zu beachten, dass die Multipolmomente je nach Konvention anders normiert sind als hier
angegeben.
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vorigen Abschnitt besprochenen Situation, wo die Entwicklung in Multipolfelder sich auf das Aufere einer
kontinuierlichen Ladungsdichte als Quellen des elektrostatischen Feldes bezieht, sind diese Beitrdge irrele-
vant. Fiir das Modell von Punktteilchen mit Multipolmomenten im Sinne der oben definierten Beschreibung
mikroskopischer Ladungsquellen miissen wir sie aber berticksichtigen. Dazu regularisieren wir zunichst die

Greenfiche Funktion (1.7.2) bei 7 =0, indem wir definieren

G.(r)= _ (1.7.13)

Cdnriter

Daraus ergibt sich zunichst die ,regularisierte® 8-Distribution (vgl. auch Abschnitt

2 2
O3y = —AG (1) = —L & __ < 7.1
Wegen
—AG(r)=89%) (1.7.15)
legt dies nahe, dass im Sinne von Distributionen
w-lim 8V F) = 80)7) (1.7.16)
ist. Das ldsst sich auch leicht direkt nachweisen: Offenbar ist
0 fir 7#£0
lim8®F) = e #0, (1.7.17)
€0 oo fiir =0,
und das Integral iiber eine Kugel vom Radius 2 um den Ursprung ist (Nachrechnen)
3 (3) - 43 o
J;{ d 7'8( (V):mql fur e —0. (1718)

a

Wir konnen nun die Multipol-Entwicklung zunichst mit dieser regularisierten Green-Funktion durch-
fithren. Dabei ergeben sich aufgrund der Regularisierung keine Probleme bei » = 0. Wir diirfen allerdings erst
am Ende der Berechnung der regularisierten Mulitpolbeitrige zu den Potentialen, elektrischen Feldern und
Punktmultipolverteilungen den schwachen Limes ¢ — 0 im Sinne von Distributionen bilden. Wie wir eben
gezeigt haben, gilt z.B.

wlim 8P(7) = 8O7), (1.7.19)

€—>

d.h. im Sinne von Distributionen ergibt sich im Limes € — 0 fiir (1.7.14) die Diracsche §-Distribution. Ge-
nauso ist klar, dass dies fiir die entsprechenden partiellen Ableitungen gilt (warums?):

wlimd, -3, 8P(7)=3, -9, 8V(7). (1.7.20)

e—0 /1

Die so regularisierte Multipolentwicklung ergibt sich nun aus dem Taylorschen Satz fiir Funktionen mit
mehreren Verdnderlichen zu
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1.7. Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials

—>/ 1 ~ ( 1 _ T J1 o ]Z 1 (Z —>
G(|7 =7 _E;T A Jzah "ajz(rz+€2)1/2 Z[v & 7) U2
mit den regularisierten absteigenden Kugelfunktionen
9 (#)=(=113, -3 L (1.7.22)

g1 Je

Jz(,,z_|_62)1/2'

.

In (1.7.21) und im Folgenden gilt bzgl. der Indizes j, (@ € {1,2,...,¢}) die Einsteinsche Summenkonvention.
Die regularisierte Multipolentwicklung fiir eine beliebige Ladungsdichte folgt dann aus (1.7.3), wobei wir die

Green-Funktion durch die regularisierte Green-Funktion ersetzen:

o OO
Qe 0y

2 = S0 5y — 5
‘pe(r)—zq’e (”)—ZF%],W(V) (1.7.23)
(=0 (=0 0
mit den reduziblen Multipolmomenten der Ladungsverteilung
s _ 1 3 I e
Qh‘-‘jz o Z!J &rlrp -7p(7)- (1.7.24)

Wir wollen diesen Formalismus hier nur bis zur Ordnung ¢ = 2 (Quadrupolordnung) betrachten, und be-
rechnen zunichst die entsprechenden regularisierten Kugelfunktionen gemif} (1.7.23):

)z 1
7.
[7(7)= T (1.7.25)
M) 2y
1 ( =G (1.7.26)
37,7 —r28.. 4
(2) J2 N2 T aB) S
Iw’w‘z (72_,_62)5/2 3 O )31112' (1.7.27)
Die entsprechenden elektrostatischen Multipolpotentiale sind
©)
807y = L 107) = Q , (1.7.28)
4rte 4reg(r2 4 €2)1/2
(1) - o
‘I)(el)(;:): Qfl M = p-r , (1.7.29)
4req O dmeg(r2+€2)3/2
~(2) ~(2) 2
3 — 28, .
o7y = 2 ) 3y 2 Q") Qud oo (1.7.30)
4re, ©Nn 47T€O(7’2+62)5/2 3¢,

Dabei sind die reduziblen Multipolmomente gemaf3
) . a1
=Q= fRs &7 p(7), P, = Qj(ll) = L@ d3r/r;1p(r/), Q](12])z = EJ &Er'y! r]/ p(7). (1.7.31)

Dies sind also die Gesamtladung (Monopolmoment) sowie das Dipolmoment und das reduzible Quadrupol-
moment der Ladungsverteilung. Wir erhalten also fiir ¢ — 0 zum Einen die ,reguliren® Multipolpotentiale
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wie die fiir » > a giiltigen Ergebnisse (1.7.7}{1.7.8). Beim Quadrupolpotential (und allen hoheren Multipolpo-
tentialen, also fiir £ > 2) tauchen aber §-Distributionen-artige Zusatzbeitrige auf. Wie wir gleich sehen wer-
den, sind diese Zusatzbeitrige fiir die Konsistenz der Multipolentwicklung mit den elektrostatischen Grund-
gleichungen notwendig.

Der regulire Teil des Quadrupolpotentials kann dabei auch durch das bereits oben eingefiihrte irreduzible
Quadrupolmoment ausgedriickt werden (Nachrechnen!):

2 N
()= Uit % 88(7) (1.7.32)
4reg(r2+€2)5/2  3e
mit ) )
Q](121)2 = Qflfz = 3Q/1/z o Ql(ez/c?é\flfz' (1.7.33)

Man beachte, dass dieses irreduzible Quadrupolmoment ein symmetrischer spurfreier Tensor ist, d.h. es gilt
)
Qg =0.

~ a

Die entsprechenden regularisierten elektrischen Felder ergeben sich durch Gradientenbildung (Nach-

priifen):
Qr;

O _ 9502y _
E (7 =—0®, (r)_47reo(r3+62)3/2’ (1.7.34)
W7y = DEy= 1 2 1 (0=
Ee,j(r)__gjq% (7')—47T€O(72+62)5/2(3p/€7]‘7’k—7’ p])—gpjsf (7’), (1735)
@ =y _ _ 952z
Es,j(r)_ gjq) (V)
1 2
= dmegr g 2y QT =27 Qi) (1.7.36)

+_Q 3 8( 7 +_Q 88 7).

\. J

Durch die Ableitung treten fiir die entsprechenden Multipolbeitrige des elektrischen Feldes also bereits ab
dem Dipolpotential singulire &-Distributionsbeitrige zusitzlich zu den reguliren Multipolfeldern auf. Hier
koénnen wir im Sinne von Distributionen den Limes ¢ — 0 bilden, um die elektrostatischen Multipolfelder
zu erhalten.

Um schliefilich zu sehen, dass diese singuliren Beitrige fiir die Konsistenz der Multipolentwicklung tatsich-
lich notwendig sind, berechnen wir auch noch die entsprechenden singuliren Ladungsverteilungen. Dazu
verwenden wir am bequemsten die Potentiale und definieren die regularisierten Ladungsverteilungen durch

pOF) = —eo08Y). (1.7.37)
Die Anwendung des Laplace-Operators ergibt sich am einfachsten, wenn wir von den regularisierten Poten-

tialen (1.7.2941.7.31) bzw. den entsprechenden absteigenden Multipolfeldern (1.7.23) ausgehen, denn es gilt

offenbar

(- ¢ 1 _ 0+1 (),
AIh]é = (—1) afl H.ang(rz +(2)1/2 —477.'(—1) + 3],1 H.ajgaf (7) (1738)
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1.8. Elektrostatik in Gegenwart von Leitern

Medium 1 Medium 1

itz Va4

Medlum 2A]

Abbildung 1.5: Zur Herleitung der Randbedingungen fiir das elektrische Feld.

Dabei haben wir im letzten Schritt (1.7.14) verwendet. Damit folgt (nachrechnen) mittels (1.7.29(1.7.31) fiir
beliebige Multipolfelder der Ordnung ¢

A =1 Q. 3., 88 F). (1.7.39)

Es ist eine gute Ubung, sich davon zu tiberzeugen, dass man fiir £ € {0, 1,2} dieses Resultat auch durch Be-
rechnen der Divergenz der elektrischen Multipolfelder (1.7.34f1.7.36) erhilt.

1.8 Elektrostatik in Gegenwart von Leitern

Wir nehmen nun an, dass sich neben zeitunabhiangigen Ladungsverteilungen auch leitende Kérper im Raum
befinden. In der Elektrostatik verlangen wir nun nicht nur die Zeitunabhingigkeit der Ladungsverteilungen
und des elektromagnetischen Feldes sondern auch das Verschwinden von Stromverteilungen, d.h.

j=0. (1.8.1)

Innerhalb von Leitern gilt nun das Ohmsche Gesetz (s. Abschnitt|3.4)

d

j=0E (1.8.2)

mit der Leitfihigkeit o des Leiters.

7

Das bedeutet, dass wegen (1.8.1) in der Elektrostatik das Innere von leitenden Korpern feldfrei sein
muss, d.h.

E=—V¢(7)=0, 7eV\3aV, (1.8.3)

wobei V das von einem Leiter erfiillte Gebiet ist.

Wir benétigen nun noch Randbedingungen an das elektrische Feld entlang des Randes V' der Leiter bzw.
entlang der Flichenleiter F. Wie wir gleich sehen werden, kann es entlang dieser Fliachen zu Unstetigkeiten
des Feldes und des Potentials kommen. Deshalb miissen wir hierzu die Integralform der elektrostatischen
Maxwell-Gleichungen in der Umgebung dieser Flichen verwenden.

Betrachten wir zunichst im linken Bild in Abbildung|1.5]den rot eingezeichneten Integratlonsweg und ‘wen-
den den Stokesschen Satz auf das elektrische Feld an, wobei wir uns d — 0 denken. Dann folgt aus VxE=0

J d7 - E=AIT-(E,—E,)=0, (1.8.4)
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wobei £ ein beliebiger Einheitstangentenvektor entlang der Grenzfliche ist.

Das bedeutet, dass die Tangentialkomponenten von E entlang der Fliche stetig sind miissen. Dies gilt
offenbar fiir jede Grenzfliche zwischen zwei Medien.

Nehmen wir nun an, dass das Medium 2 der Leiter und Medium 1 das Vakuum ist, folgt, dass die Tangen-
tialkomponenten entlang der Begrenzungsfliche des Leiters auf beiden Seiten verschwinden miissen. Wegen
E =—V¢ folgt 24

[ Vg="5=0 (1.8.5)
d.h. die Richtungsableitung entlang einer beliebigen Tangentialrichtung der Grenzfliche verschwindet. Das
bedeutet aber, dass ¢ entlang der Randfliche von Leitern d V und auch entlang von Flichenleitern F konstant
sein muss, d.h.

Oberflichen von Leitern und Flichenleiter sind Aquipotentialflichen.

Wenden wir uns schlieflich dem kleinen zur Begrenzungsfliche parallelen quaderférmigen Volumen zu
(ADbb. [1.5| rechts). Integration von (1.4.12) tiber dieses Volumen, liefert fiir & — O nur dann einen Beitrag,
wenn sich auf der Oberfliche eine Flichenladungsdichte o, befindet. Auf die linke Seite wenden wir den

Gauflschen Integralsatz an. Dann erhalten wir nach Kiirzen durch die infinitesimale Fliche Af

ﬁ{Eﬁa—iﬁﬂ:;mQﬁ)fm 7€V baw. F. (1.8.6)
0

Die Normalkomponente des elektrischen Feldes weist also entlang der Oberfliche des Leiters dV
bzw. des Flichenleiters F einen Sprung auf, der der auf dieser Flichenladungsverteilung entlang der
Oberfliche des Leiters entspricht.

Wir kénnen also zwei grundlegende Randwertaufgaben unterscheiden: Fiir Leiter ist dies meist die Dirichlet-
Randbedingung: Bei vorgegebener Ladungsverteilung im Aufieren eines leitfihigen Volumens V' oder im
Aufleren und Inneren eines leitfihigen Hohlraums muss fiir das elektrostatische Potential gelten

1
Ap=——p (1.8.7)
é(7)=const fir 7€dV. (1.8.8)

Anschaulich ist klar, dass die Randbedingungen dadurch zustandekommen miissen, dass bei Vorgabe der La-
dungsverteilung sich die im Leiter frei beweglichen Ladungen aufgrund der elektrostatischen Krifte so ver-
schieben miissen, dass sich die insgesamt zwischen diesen Ladungen und der auflen angebrachten Ladung im
statischen Fall ergebenden Krifte gegenseitig autheben, d.h. es wird auf der Oberfliche eine Flichenladungs-
dichte induziert. Man spricht dabei auch von Influenzladungen.

Physikalisch muss man noch die vorgegebene Gesamtladung auf der Oberfliche berticksichtigen oder man
betrachtet die homogene Randbedingung fiir ,,geerdete Leiter®

geerdeter Leiter:  ¢(7)=0 fir 7edV. (1.8.9)

Wir betrachten im folgenden zunichst nur geerdete Leiter.

Im allgemeinen ist ein solches Problem recht schwierig zu 16sen.
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Formal geniigt es, die Lésung G (7, 7’) fiir eine vorgegebene Einheitspunktladung an jedem Punkt
7" zu finden. Dies ist dann offenbar die Green-Funktion fiir das Dirichletsche Randwertproblem,
denn dann gilt

A Gp(7, 7)==80F —7), V' #IV:Gp(7,7)lreav =0. (1810

Dann ist .

$(7)= —f &7Gp(7,7)p(F) (1.8.11)

EO R3

offenbar eine Losung des Dirichletschen Randwertproblems mit homogenen Randbedingungen (1.8.10).
Weiter kann auch noch die auf einer gegen ihre Umgebung isolierte leitende Fliche (bzw. Grenzfliche eines
leitenden Korpers) befindliche Gesamtladung vorgegeben sein (,Aufladungsproblem®). Dann sind entspre-
chende quellenfreie Zusatzfelder bzw. -potentiale zu addieren bzw. zunichst ein freier Wert fiir das entlang der
Fliche konstante Potential anzunehmen und dann anhand der vorgegebenen Gesamtladung zu bestimmen.

1.9 Geerdete leitende Ebene

Das einfachste geschlossen 16sbare Beispiel ist eine unendlich ausgedehnte Ebene, die gemifd unserer Konven-
tion, dass das elektrostatische Potential fiir auf endliche Gebiete beschrinkte Ladungsverteilungen im Un-
endlichen verschwinden soll, notwendig der oben betrachteten Dirichletschen Randbedingung geniigt. Wir
wihlen die xy-Ebene eines kartesischen Koordinatensystems als diese Ebene und suchen die Green-Funktion
Gp(7,7’) des Dirichlet-Problems, d.h. das Potential einer in 7’ befindlichen Einheitspunktladung.

Befinde sich zunichst die Einheitspunktladung im oberen Halbraum, d.h. sei z’ > 0. Beschrinken wir uns fiir
den Aufpunkt ebenfalls auf z > 0, diirfen wir im unteren Halbraum beliebige fiktive Ladungsverteilungen
anbringen, um die Randbedingung zu erfiillen, also G,(7, 7’) = 0 fiir x; = 0, und dies gelingt offenbar, indem
wir diese sog. virtuelle Spiegelladung mit Q =—¢ bei (x|, x5,—x3) anbringen. Damit haben wir nimlich

Yx,x'>0: GD(7,7/):1< ! ! > (1.9.1)

4n\|F—7| [7—7
mit 7" = (x{, xé,—xg), denn dann ist fiir x; =0
(F—=7) = (= x4 (6, =% + (=3} = (F—7")%. (1.9.2)

Es ist also in der Tat die Dirichlet-Randbedingung erfiillt. Freilich diirfen wir die fiktive Spiegelladung nicht
in die Berechnung des Potentials fiir x; < 0 einbeziehen. Da fiir x; < 0 offenbar

fiir x;<0, x;>0 = Gp(7,7)=0 (1.9.3)

eine Losung ist, die die Randbedingungen erfiillt, ist damit das Problem fiir alle x; > 0 gelst. Die Losung fiir
x; < 0 erfolgt vollig analog, d.h. wir erhalten insgesamt

1 1 1 . =/ __ ! / . /
Go(7,7) = o <|7_;,| — —|;_;,,|> mit 7" = (x],x5,—x;) fiir x5x; >0,
’ - ..
0 fiir x§x3 <0.

(1.9.4)

Wir bemerken, dass G (7,7’) = Gp(7/,7) ist, d.h. die Green-Funktion fiir das Dirichlet-Randwertproblem
tiir die Ebene ist symmetrisch unter Vertauschung von ,,Quell- und Aufpunkt*.

Wir besprechen nun die der Green-Funktion entsprechende Losung fiir eine Punktladung Q, die bei 7/ mit
x> 0 lokalisiert ist. Das Potential ist dann offenbar QGp,(7,7’)/¢,. Wir kénnen nun mittels (1.9.4) auch die
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Abbildung 1.6: Greensche Funktion fiir die Ebene fiir Dirichletsche Randbedingungen. Die Pfeile deuten das
Richtungsfeld des entsprechenden elektrischen Feldes an und deren Farbe gibt die Feldstirke wieder.

auf der Ebene influenzierte Oberflichenladungsverteilung berechnen. Betrachten wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit den Fall x; < 0. Dann ist

R R Q. < [ i > ..
E)=—2% 63,7 = | 7a\F7p —Fr) i x>0 (1.9.5)
€0 0 fur x;<0.
Betrachten wir in (1.9.5) den oberen Halbraum als Region 1, ist 7 = +¢é;, und es folgt
/
x
0 (7) = €oEs[ (x, %9, %3 =07) ] = — Q; (1.9.6)

27 (g — x) 2 + (x, — x5 2 + x 2P/

Verwendet man das Gaufsche Gesetz und den Gaufischen Integralsatz mit dem oberen oder unteren Halb-
raum als Integrationsbereich, erhilt man sofort die totale influenzierte Ladung zu —Q, was man natiirlich
auch leicht durch direkte Integration von (1.9.6) tiber die gesamte x,x,-Ebene verifiziert.

1.10 Aufladungsproblem fiir die Ebene

Das Aufladungsproblem fiir die unendlich ausgedehnte leitende Ebene ist problematisch, da man aus Symme-
triegriinden zu der Influenzladungsverteilung der Geerdeten Platte nur eine homogene Oberflichenladungs-
verteilung hinzufiigen kann, ohne die Bedingung, dass die Ebene eine Aquipotentialfliche sein muss, zu ver-
letzen. Dies entspricht dann aber immer einer unendlichen Gesamtladung. Freilich stellt diese Betrachtung
lediglich eine vereinfachte Fassung des Problems fiir eine endliche leitende Fliche dar, wobei die unendlich
ausgedehnte Fliche eine Niherung fiir Raumbereiche ist, die in der Nahe des Inneren der Platte, also nicht
zu nah am Rand, liegen.

In diesem Sinne miissen wir also nur das Feld einer homogen geladenen Fliche hinzufiigen. Dies gelingt
zunichst nur fir das elektrische Feld und nicht fiir das Potential, da das entsprechende Integral fiir letzteres
divergiert. Fiir das Feld erhalten wir mit der konstanten ,externen® Flichenladungsdichte o,

- 7 —(x/,x,0
E(F) = ”extf dx/dx} — S 2 )| (1.10.1)
4drey Jre |7 —(9c1,’,9c2,0)|3
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Substituieren wir in diesem Integral (y;,7,) = (x — x;, x —x}), ergibt sich

= Oex (V1525 %3)
E(7)=—2 J dy,d 1.10.2
(7') 471'60 R? Y14Y, (y12+y22+x;)3/2 ( )

Es ist klar, dass die Integrale iiber die x;- und x,-Richtung verschwinden, da die Integranden antisymmetrisch
sind. Es bleibt also die x;-Komponente zu berechnen. Dazu benétigen wir das Integral

1
I(x;)= d)’1d3’2

. (1.10.3)
R? (7 492 +x3)%/?

Dazu fiihren wir Polarkoordinaten fiir (y,7,) ein. Mit dem entsprechenden Flichenelement d*f = RdRdy
erhalten wir

o R
I(x;)=2r dR————

e (1.10.4)

) —1 2r

=27 — = —.
(R2+x)'2 |y 1]
Dies in (1.10.2) eingesetzt, ergibt schlief3lich
E(F)= @signag é5. (1.10.5)
2¢q

Freilich ldsst sich auch dieses abschnittsweise homogene Feld durch ein Potential ausdriicken:

= g
o (7)== s, (1.10.6)
€0

Die allgemeinste Losung fiir das Potential einer leitendenden unendlich ausgedehnten Ebene ist also

GCXt

¢(7)= JRS &7 Gp(7, 7’)’0(;/) |3 (1.10.7)

€5 2¢,

1.11 Geerdete leitende Kugel

Ein weiteres mit der Spiegelladungsmethode 16sbares Problem ist die leitende Kugel mit Radius 2 und Mittel-
punkt im Ursprung des Koordinatensystems. Um die entsprechende Green-Funktion fiir die entsprechenden
Dirichletschen Randbedingungen zu finden, denken wir uns eine Einheitspunktladung bei 7 > 4 positioniert
und versuchen, das entsprechende Problem fiir » > a mit der Spieglladungsmethode zu 16sen. Aus Symme-
triegriinden kann die Spiegelladung ¢’ nur entlang des Radiusvektors 7 liegen. Demnach lautet unser Ansatz

. 1 1 !
r,r )= + v, v >a. 1.
Gp(7,7' < 1 > 7! (1.11.1)

=\ T
Die Randbedingung verlangt, dass G (7,7’)|,_, = 0 ist. Das bedeutet, dass fiir r =a

1 /
=4 (1.11.2)
7 —7/| |7 — A7/

sein muss. Quadrieren dieser Gleichung und eine einfache Umformung liefert (wieder fiir » = a)

(F =27V =q”(F =7 2>+ 1r?—2)ar’ cos® = g"*(a* + r"* —2ar' cos F). (1.11.3)
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Dabei ist = Z(7,7’). Damit diese Gleichung fiir alle ¢ € [0, 7] erfiillt ist, miissen der von ¢ unabhingige
Term und der Term o< cos ¥ auf beiden Seiten der Gleichung jeder fiir sich gleich sein. Fiir die Koeffizienten

vor cos ¥ folgt daraus
A=q". (1.11.4)

Fiir die von ¢ unabhingigen Terme ergibt sich weiter (Nachrechnen!)

42

A+ =ANaP ) > A=L4=—. (1.11.5)
r
Es ist klar, dass nur A, = 4?/r% die korrekte Losung sein kann, denn die Spiegelladung muss im Inneren der
Kugel liegen. Weiter muss offenbar ' = —+v/ A2 = —a/r’ sein. Wir erhalten also

GD<?,P):®(’_“>< L __ 4 > V> a. (111.6)

4 \[F—7| [F—a#[r7]

Dabei haben wir verwendet, dass fiir » < 4 die Green-Funktion verschwinden muss. Auflerdem kann eine
vorgegebene Ladungsverteilung nur auflerhalb der Kugel von Null verschieden sein, d.h. wir erhalten fiir das
elektrostatische Potential fiir eine beliebig vorgegebene Ladungsverteilung o(7) mit p(7’)],,., =0

- 1 - - -
(7)) =— | &Er'Gu(F,7)p(F). (1.11.7)
60 R3
Betrachten wir noch das Beispiel einer einzelnen dufleren Punktladung. Der Einfachheit halber wihlen wir
das kartesische Koordinatensystem so, dass die reale Ladung bei 7' = bé; mit b > a sitzt. Dann ist offenbar
(in Kugelkoordinaten geschrieben)

()= 2 @(r—a)( ! — i > (1.11.8)
47e, Vr24+b2—2rbcos® Va*+b2r2—2a2br cos?

Das elektrische Feld fiir r>a ist durch die Komponenten in Kugelkoordinaten

F o 2¢— Q [ r —bcos?d _ ab(br —a®cos ) :|
T dmeg (P24 b2 —2rbcos®)? (at+ b2r2—2a2br cos G2 |
Qbsin® [ 1 a’ ] (1.11.9)
Eg=—1/rdy® = — ,
¥ /ro 4rey L (r24+b2—2rbcosP)/?  (a*+ b2r2—2a2br cosF)/2
E¢:0

gegeben. Fiir r < a ist E =0, wie durch die Elektrostatik gefordert.
Fiir r — a4+ 0" ergibt sich fiir die Oberflichenladungsdichte

b*—a?
0= GOErlr:a-‘rO‘*' = Q ’
47ca (a2 + b2 —2ab cos¥)/2

(1.11.10)

und die Tangentialkomponenten werden Ey = E, = 0, wie es sein muss. Weiter rechnet man nach, dass die
influenzierte Gesamtoberflichenladung

Qinﬂ:_%Q (1.11.11)

ist, was der Spiegelladung bei 7/ = a?/ bé, entspricht. Dies erhilt man ohne weitere Integration auch aus dem
GaufSschen Integralsatz (Wie?)

Qinﬂ:(OJ d7'E:50f &$rv-E=—2Q. (1.11.12)
IK, K, b
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1.12 Aufladungsproblem fiir die Kugel

Das Aufladungsproblem fiir die Kugel ist nun auch einfach zu 16sen. Statt der Randbedingung ®(7)|,—, 0+ =0
hat man nur noch die Randbedingung ®(7)|,_, o+ = C = const zu erfiillen und muss dann aus Stetigkeits-
grinden ®(7)|,., = C zu setzen. Gibt man vor, dass die Kugel die Gesamtladung g tragen soll, kann man
offenbar die Losung fiir die geerdete Kugel verwenden und muss dann aus Symmetriegrrunden die entspre-
chende Ladung g +4aQ /b zusitzlich homogen verteilt auf die Kugeloberfliche setzen. Dabei kompensiert der

Anteil aQ/b die Influenzladung (1.11.12):

B(7) = @(r—a)( ! _ a >
4req Vr24+b2—2rbcos® Va*+b2r2—2a2br cos
+0(r —a) 1oL | gy +aQUL

4regr 4reqa

(1.12.1)

1.13 Kondensatoren und Kapazitit

Im einfachsten Fall sind Kondensatoren der einfachsten Bauart einfach zwei Leiter, die durch einen Isolator
getrennt sind. Hier betrachten wir zunichst den Fall, dass der Isolator das Vakuum ist. Kondensatoren mit
einem Dielektrikum zwischen den Leitern behandeln wir im nichsten Abschnitt.

Kugelkondensator

X3 Als einfachstes exakt [3sbares Beispiel betrachten wir den Kugelkondensa-
tor, der aus einer inneren leitenden Vollkugel (oder Kugelschale) mit Radi-

@ x;  us a; und einer dufleren leitenden Kugelschale mit Radius 4, > 4, besteht.

Wir nehmen an, die Leiter seien anfangs ungeladen und werden nun an

-\ eine Spannungsquelle angeschlossen, d.h. zwischen den Leitern sei eine
x, fest vorgegebene Potentialdifferenz ®(a,)—®(a,) = U gegeben. Aus Sym-

J metriegriinden erwarten wir, dass das elektrische Feld radial gerichtet ist.
Ist U > 0, weist es vom inneren Leiter nach auflen, d.h. der innere Lei-
ter trgt an seiner Oberfliche eine positive Ladung Q > 0 und wegen der
Ladungserhaltung der duflere die entsprechend entgegengesetzte Ladung
—Q < 0. Es ist klar, dass im Inneren der inneren Kugel, also fiir » < 4,

)

g L das Feld verschwindet. Im Zwischenraum r € (4,,4,) muss die kugelsym-
U metrische Losung der Poisson-Gleichung gelten. Bis auf eine irrelevante
additive Konstante ist
®(r)= Q , 1 E(ag,ay). (1.13.1)
4megr

Fiir r > a, ist die Losung immer noch radialsymmetrisch. Da aber die Gesamtladung im Inneren einer jeden
Kugel um den Ursprung mit Radius a4 > a, verschwindet, ist das AufSere der Anordnung feldfrei, d.h. es ist
®(r) = const. Damit das Potential bei » = 4, stetig ist, gilt also

o(r)=

= =const fir 7>a,. (1.13.2)
4reqa,

Ebenso konnen wir fiir » < 2, argumentieren. Auch dort verschwindet das elektrische Feld, und wegen der
Stetigkeitsbedingung an das Potential gilt dort

O(r)= Q =const fir 0<7r<aq. (1.13.3)
4meqa,
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Vorgegeben war nun die Potentialdifferenz U, d.h.

U = ®(a,)— 0(ay) = —2 <l—l>—&ﬂ. (1.13.4)

dreg \ay a, drey aqa,

Damit ist der Zusammenhang zwischen Ladung und vorgegebener Spannung bestimmt:

4
Q=% cu. (1.13.5)
a;—aq

Die Proportionalititskonstante zwischen Kondensatorladung und Spannung

_ 4meqaya,

C= (1.13.6)

a)—aq

heiflt Kapazitit des Kondensators. Sie gibt an, wieviel Ladung man auf den Leitern des Kondensators
durch Anlegen einer Spannung U an den Kondensator speichern kann. Die Einheit ist offenbar

[C]:%:%:: F. (1.13.7)

Man nennt die Einheit der Kapazitit zu Ehren Michael Faradays (1791-1867) Farad.

\. .

Es ist klar, dass die Verschiebung der Ladung durch die angelegte Spannungsquelle Arbeit erfordert, die in
Form der Feldenergie im Kondensator gespeichert ist. Das elektrische Feld ist gemif3 des oben berechneten
Potentials (Nachrechnen!)

0 fir 0<r<q

E=—Vd= e, fir 4 <r<a (1.13.8)
0 tir v >a,.

Die Energiedichte ist gemif3 (1.5.77)
0 fir 0<r<ay,
_ Sz _ Q? ..

w = ?E = W fur ﬂl <r< ﬂz, (1-13-9)

0 tir 7> a,.

Um die Gesamtenergie zu erhalten, miissen wir dies tiber den ganzen Raum integrieren. Das geht natiirlich
am bequemsten mittels Kugelkoordinaten (Nachrechnen!)

a, T 27 QZ
W= d%w(?):f drf dﬁf dpsind———
R3 a 0 0 3277.'260 r2

_ @ <1 1>_ Q’ “z_ﬂl_Qz_EUz.

8meq

(1.13.10)

a;  4a

- 8mey aja, 2C 2

Plattenkondensator

Wir kénnen auch wenigstens niherungsweise den aus zwei parallelen Metallplatten bestehenden Kondensator
behandeln. Dazu denken wir uns die zwei Platten in einem gegentiber deren Abmessungen kleinen Abstand
d voneinander parallel zur x,x,-Ebene angeordnet vor. Die eine Platte sei bei x; = 0, die andere bei x; = d

62



1.13. Kondensatoren und Kapazitit

positioniert. Dann kdnnen wir, solange wir das elektrische Feld nicht zu nah am Rand der Platten betrachten,
rechnen, als ldgen zwei unendlich ausgedehnte Platten vor. Dann hingt das Potential aus Symmetriegriinden
nur von x; ab, und die Poisson-Gleichung lautet (abgesehen von den Platten, die auf die Spannung U = ®(x; =
0) — (x5 =d) > 0 gebracht seien und auf denen sich demzufolge Flichenladungen Q bzw. —Q befinden)

" (x;) =0 = ¥(x3) = cx;5. (1.13.11)

Dabei haben wir eine additive Konstante willkiirlich gewihlt. Die Integrationskonstante ¢ wird durch die
Forderung ®(d) = —U bestimmit, so dass sich schlief}lich

%x3, O<x;<d (1.13.12)

ergibt. Fiir x; > d und x; < 0 ist der Raum fiir unendlich ausgedehnte Platten offenbar wieder feldfrei, so
dass insgesamt

P(x;) =—

0 fiir x, <0,
O(x;)={ —Ux;y/d fir 0<x;<d, (1.13.13)
-U fir x;>d
ist. Das elektrische Feld ist demnach
0 fir x;<0,
E=—V®= %*3 fir 0<x;<d, (1.13.14)

0 fir x;>d.

Die Flichenladungsdichte ergibt sich nun wegen aus den Diskontinuititen von 7 - E = +é;- 8 E
(dabei gilt das obere Vorzeichen fiir den Sprung bei x; = 0, das untere fiir den Sprung bei x; = d (vgl. die
nebenstehende Skizze).Damit sind die entsprechende Flichenladungsdichten
U U

607, a(x3:d):—607 (1.13.15)
sind. Wir haben also tatsichlich das Kondensatorproblem fiir unendlich ausgedehnte Platten gelost. Fiir endli-
che Platten gilt die Losung niherungsweise, wenn die Plattenabmessungen sehr grof§ gegeniiber dem Abstand
sind.

Seien die Querschnittsflichen der Platten beide A, dann gilt fiir die Ladung des Kondensators (wir
nehmen wieder die positiv geladene Platte bei x; = 0), und wir erhalten fiir die Kapazitit des Platten-
kondensators 0 - y y
€0 €0 €0
=—=—=>0=—-U = C=—. 1.13.16
SUT g T d o

Zylinderkondensator

Als letztes Beispiel fiir einen niherungsweise berechenbaren Kondensator betrachten wir den Zylinderkon-
densator aus zwei leitenden konzentrischen Zylindern mit Radien 2, und @, > 4, parallel zur x;-Achse. Un-
tersuchen wir zunichst den Fall unendlich langer Zylinder. Wir rechnen natiirlich in Zylinderkoordinaten.
Das elektrische Feld verschwindet offenbar wieder fiir 0 < R < 4, und fiir R > a,. Im Zwischenraum zwi-
schen den beiden Leitern ist das Potential offenbar aus Symmetriegriinden nur von R abhingig. Da dort keine

Ladungen vorhanden sind, folgt mit
A®B(R) = %QR(RQRQ) —0. (1.13.17)
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Dies konnen wir einfach schrittweise integrieren:

Ou(ROp®) =0 = aRcb:% = ®(R) =, 1n<§>, (1.13.18)
a)

wobei wir die zweite Integrationskonstante so gewihlt haben, dass ®(R = a,) = 0 ist. Es sei nun wieder
®(a,) —®(a,) = U > 0. Demnach ist

U
Gq=——" 1.13.19
' g/ )
Demnach ist das Feld gemif} (A.2.4)
0 fir 0<R<ay,
~ = U - ..
E=—V®={ grorer fur a;<R<a,, (1.13.20)
0 fir R>a,.

Die Flichenladungsdichte am inneren Leiter ist wieder durch den Sprung von EbeiR= a, gegeben:

g=—% 5 T4 (1.13.21)
4 €0
Es folgt wegen (1.13.19)
U= 0—“11n<‘2>. (1.13.22)
€0 aq

Fiir einen endlichen Zylinderkondensator der Hohe A ergibt sich schliellich niherungsweise (Nach-
rechnen!)
. Q _ 2mhe Us Co 21the,

=" =——- =—. 1.13.23
7 2mah - In(a,/a,) In(a,/a,) ( )

Beliebiger Kondensator

Offenbar gilt nun ganz allgemein fiir zwei irgendwie als Kondensator angeordnete Leiter der Zusammenhang
Q=CU. (1.13.24)

La. konnen wir die Kapazitit C aber nicht berechnen, wenn die Geometrie der Leiter zu kompliziert ist, um
das elektrostatische Randwertproblem zu 16sen. Wir wollen aber noch zeigen, dass die Formel tiir
die im Kondensator gespeicherte Energie allgemein gilt. Dazu miissen wir uns nur vergegenwirtigen, dass
man den Kondensator durch Transport von Ladungen von der Spannungsquelle auf die Leiter aufladen muss.
Ist der Kondensator bereits auf die Spannung U aufgeladen, benotigt man die Energie

dw =dQU, (1.13.25)

um eine weitere kleine positive Ladung dQ von der negativ geladenen auf die positiv geladene Platte zu brin-
gen. Da die elektrostatische Kraft eine konservative Kraft ist, ist es dabei egal, auf welchem Weg die Ladung
dabei tatsichlich bewegt wird. Verwenden wir nun (1.13.24) in (1.13.25) und integrieren, erhalten wir schlief’-
lich fiir die gesamte

64



1.14. Dielektrika

im Kondensator gespeicherte Energie

W= f Q’Q Q—z_%UZ, (1.13.26)

also tatsichlich (1.13.10), wie beim Kugelkondensator iiber die Energiedichte des elektrischen Feldes herge-
leitet.

1.14 Dielektrika

Wir betrachten nun die Elektrostatik in isolierenden Medien, die man auch Dielektrika (Einzahl: Dielek-
trikum) nennt. Um eine qualitative Vorstellung von den Vorgingen in einem Dielektrikum in einem elektro-
statischen Feld zu gewinnen, machen wir uns klar, dass die uns umgebende Materie aus Atomen aufgebaut ist.
Jedes Atom besteht aus einem positiv geladenen Atomkern, der aus Protonen und Neutronen besteht, und
negativ geladenen Elektronen. Die Protonen tragen eine positive Elementarladung e = 1,6021766208-10~1* C
und die Elektronen eine negative Elementarladung. Ein Atom ist insgesamt elektrisch neutral, d.h. sind im
Kern Z Protonen enthalten, ist es von Z Elektronen umgeben. Die genaue Beschreibung von Atomen, Mo-
lekiilen und der aus ihnen aufgebauten makroskopischen Materie (Festkorper, Fliissigkeiten, Gase) erfordert
die Quantentheorie. Die klassische Elektrodynamik berticksichtigt die makroskopische Materie nur im Sin-
ne einer effektiven phinomenologischen Beschreibung, die aber im Rahmen der Quantentheorie auch aus
den mikroskopischen Gesetzen durch Mittelung iiber sehr viele mikroskopische Teilchen hervorgehen. Die
entsprechenden Eigenschaften der makroskopischen Materie werden dann durch bestimmte ein Material cha-
rakterisierende Groflen beschrieben. In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit Permittivititen isotroper
Medien.

Ein elektrisch nichtleitendes Material besteht also aus positiv geladenen Atomkernen und Elektronen und ist
insgesamt elektrisch neutral, und alle Ladungstriger sind fest untereinander gebunden d.h. legt man ein elek-

trisches Feld E an, werden die Atomkerne wegen der elektrischen Kraft Fy_ = ZeE ein wenig in Richtung

des Feldes und jedes Elektron wegen der Kraft Fgy.,., = —eE in die entgegengesetzte Richtung verscho-
ben. Wir nehmen dabei an, dass diese vom auflen angelegten elektrischen Feld hervorgerufenen Krifte relativ
zu den inneratomaren Bindungskriften sehr klein sind, d.h. im Fall eines Isolators brechen diese Bindungen
nicht auf, und es fliefdt auch kein elektrischer Strom. Durch die Verschiebung der Ladungen gegeneinander
entsteht aber ein zusitzliches Feld. Insgesamt ist die Ladungsverteilung elektrisch neutral, d.h. in der Materie
entsteht bei Mittelung iiber Volumenelemente, die klein gegeniiber den typischen Anderungen der makro-
skopischen Groflen (wie die hier betrachteten makroskopischen elektrostatischen Felder) sind, jedoch auch
mikroskopisch grof§ sind, dass viele Atome oder Molekiile des betrachteten Materials in thm enthalten sind,
eine kontinuierliche Verteilung elektrischer Dipolmomente.

Wir erinnern uns, dass das Dipolfeld sich aus zwei entgegengesetzt gleichen Punktladungen in grofler Entfer-
nung von diesen Ladungen ergibt. Das elektrische Feld haben wir in durch eine entsprechende Rech-
nung hergeleitet. Man kann dieselbe Uberlegung auch fiir das entsprechende Potential anstellen (Ubung!). Es
ergibt sich fiir einen einzelnen Dipol der Stirke p am Ort 7/ das Potential

-

o - 1
o(F)=—t T (1.14.1)
4rey |7 —7|

Fiir das durch die Polarisation eines kontinuierlichen Materials hervorgerufene Potential finden wir daher

D!
d37’/P(r)-V 1

(1.14.2)
R3 47e |7 —7 |

q)Mat(;) -
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Dabei gehen wir nattirlich davon aus, dass der Korper in Wirklichkeit auf ein endliches Volumen begrenzt

ist. Auferhalb dieses Volumens ist die Dipolmomentendichte P = 0. Wir kénnen nun (1.14.2) umformen,
so dass sich die Dipolverteilung als Ladungsverteilung uminterpretieren lisst. Offenbar gilt nimlich (Nach-

rechnen!)
B = (7). :%/.<P(”>—dlvp() (1.14.3)

|7 —7 |7 —7/| |7 —7/| |7 —7/|

Setzen wir dies in (1.14.2) ein, kdnnen wir auf den ersten Term den Gauf3schen Integralsatz anwenden. Da die
Materie nur auf ein endliches Volumen begrenzt ist und die Integration tiber den gesamten Raum erstreckt
wird, verschwindet das entsprechende Oberflichenintegral, d.h. wir erhalten schliefilich

_ —di /[‘5 =/
By(P)= | &r' T ) (1.14.4)
R dreo|?—7|
Dies ist aber die Losung fiir das elektrostatische Potential einer Ladungsverteilung
oya(7) =—div P(7). (1.14.5)

Das gesamte Feld setzt sich nun aus dem externen elektrostatischen Feld, das durch irgendwie verteilte freie
Ladungen erzeugt wird und dem entsprechenden Gaufischen Gesetz

.= 1 -
divE, = :Pfrei(r) (1.14.6)
0

genligt, und dem Feld aufgrund der durch dieses externe Feld hervorgerufenen Polarisation der Materie (1.14.4),
das wegen (1.14.5) die Gleichung

div E, (7) = — ppg(7) = ——div () (1.14.7)
€0 €o
erfiillt. Fiir das gesamte Feld gilt demnach
.= =R 1 - . P
divE(7) = div [Eeg (7) + Eygo (7)) = — [ () — div (7). (1.14.8)
0

In der makroskopischen Elektrodynamik fithrt man nun das sog. dielektrische Verschiebungsfeld
D(7)= e,E(7)+ P(¥) (1.14.9)

ein.

Dieses erfiillt wegen (1.14.8) das Gauflsche Gesetz
divD(7) = pf(7). (1.14.10)
Da weiter elektrostatische Felder aller Art stets Potentialfelder und also wirbelfrei sind, gilt auch in Materie

rot E(7) =0. (1.14.11)

Wir kénnen nun das modifizierte Gleichungssystem (1.14.10) und (1.14.11) nicht mehr ohne weiteres l6sen,

da wir es nun mit den beiden Feldern D und E zu tun haben. Von D kennen wir nur die Divergenz und
von E nur die Rotation. Auflerdem ist es aufgrund unserer obigen Betrachtung zur Entstehung des Beitrags
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der Polarisation der Materie zum elektrischen Feld klar, dass diese beiden Felder miteinander verkniipft sein
missen. Die genaue Verkniipfung hingt von der spezifischen Art des Materials ab.

Im folgenden betrachten wir den einfachsten Fall, dass die Materie als isotrop angesehen werden kann, auch
wenn sie sich in einem dufleren elektrischen Feld befindet. Das impliziert gewohnlich, dass dieses Feld nicht
allzu stark sein darf. Isotropie bedeutet nun, dass das Material auch nirgends eine bevorzugte Richtung im
Raum auszeichnet. Die einzige bevorzugte Richtung ist durch das gesamte makroskopische elektrische Feld
E gegeben. Demnach muss auch die Polarisationsdichte P in diese Richtung zeigen.

Wir kénnen also davon ausgehen, dass es eine i.a. ortsabhingige Funktion y gibt, so dass
B(7) = x(F)eoE(F) (1.14.12)

gilt. Dabei ist y,(7) eine dimensionslose (warum?) Materialgrofle, die man elektrische Suszeptibilitat
nennt. . _

Um diese Uberlegung etwas einfacher zur Berechnung der Felder E und D anwenden zu kénnen,
verwenden wir (1.14.12) in (1.14.9):

-

D =ey(1+ y)E = eE = €ge . E. (1.14.13)

Dabei heifit € Permittivitit in Materie. Die Grofle €, = €/ey = 1+ y ist dimensionslos und heifSt
entsprechend relative Permittivitit.

Wir bemerken, dass aufgrund der obigen Uberlegungen fiir die hier betrachteten gewdhnlichen isotropen
Materialien y >0, d.h. € > ¢ ist.

Zusammen mit der Materialgleichung (manchmal auch konstitutive Gleichung der Materie ge-
nannt), kénnen wir nun die Felder aus den vorgegebenen freien Ladungsverteilungen p; vermittels der Glei-
chungen (1.14.10) und (1.14.11) bestimmen.

Haben wir es mit diskontinuierlichen Anordnungen verschiedener Dielektrika oder Dielektrika, die ans Va-
kuum angrenzen oder auch Situationen, wo zusitzlich noch leitende Materialien vorhanden sind, zu tun,
bendtigen wir Randbedingungen. Diese berechnen sich wieder mit Hilfe der Abbildungen|1.5|durch Anwen-
dung des Gaufischen Integralsatzes auf bzw. des Stokesschen Integralsatzes auf (1.14.11).

Das Resultat ist, dass die Normalkomponente des Verschiebungsfeldes an der Grenzfliche um evtl. vor-
handene freie Flichenladungsdichten springt und die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes
stetig sind:

7i-(Dy—D,)=0;, ©-(E,—E,)=0. (1.14.14)

Dabei bedeuten 51 und 52 die Werte von D entlang der betrachteten Fliche, wenn man sich einmal
vom Medium 1 und das andere mal vom Medium 2 her an diese Fliche annihert. Entsprechend sind
die Bezeichnungen fiir E.

Wegen (L.14.11) existiert fiir E freilich wieder das elektrostatische Potential. Im Gegensatz zu Leitern sind
jedoch Begrenzungsflichen zweier Dielektrika, bzw. zwischen Dielektrikum und Vakuum 1.a. keine Aquipo-
tentialflichen.
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1.14.1 Die Clausius-Mossotti-Formel

Als Anwendungsbeispiel fiir die in Abschnitt hergeleiteten elementaren Multipolfelder leiten wir die
Clausius-Mossotti-Formel her. Sie verkniipft die mikroskopische definierte Polarisierbarkeit eines Atoms
oder Molekiils ohne permanentes Dipolmoment mit der makroskopischen Dipoldichte bzw. der entsprechen-
den Dielektrizititskonstante eines isotropen Mediums. Dazu denken wir uns zunichst das Atom bzw. Mole-
kiil in ein dufleres elektrostatisches Feld Eext(f) gesetzt, wobei gewohnlich dieses Feld wesentlich schwicher
ist als das inneratomare bzw. innermolekulare elektromagnetische Feld zwischen den Elektronen und Atom-
kernen, so dass das duflere Feld lediglich eine kleine Verschiebung der Elektronen und Atomkerne bewirkt

und daher das dadurch induzierte atomare bzw. molekulare Dipolmoment durch die lineare Beziehung
H(%) = aeE (%) (1.14.15)

bschrieben wer den kann. Dabei heifdt die Konstante o die Polarisierbarkeit des Atoms bzw. Molekiils, und
X ist die Position des Atoms.

Betrachten wir nun ein isotropes Dielektrikum, beschreiben wir dieses makroskopisch durch die Teilchen-
dichte N(7). Man konnte nun naiv annehmen, dass die Polarisation, also die Dipoldichte, durch P(7) =

N(7)aE(7) gegeben ist, wobei E das makroskopische Feld im Dielektrikum ist. Das ist aber nicht richtig,
denn wir miissen zur Berechung der Polarisation des Atoms gemif3 das Dipolfeld des Atoms selbst,

also den singuliren Anteil in (1.7.35)

-

E ;):_BL d3x;(z)N(z)3<3>(7—§):—p(’)N(’):—P“), (1.14.16)
(o R3 360 360

von diesem makroskopischen Feld abziehen, d.h. es ist in (1.14.15)

atom(

E (#)=EF#)—E_ . (F)=EF)+ 133(;) (1.14.17)
zu setzen. Demnach ist
P)=aes | NGO —F)E(F) = aN(P) [605(7) + %ﬁ(;)] (1.14.18)
bzw. "
PG) = %GOEG). (1.14.19)

Vergleichen wir dies mit den makroskopisch definierten Materialgroflen y bzw. €, gemif} (1.14.12) und
(1.14.13), erhalten wir

s a

. . aN(7)/e
2= (P —1= 72
 142aN(7)/3
“= T aNG)

(1.14.20)
(1.14.21)

Dies ist die Clausius-Mossotti-Formel (Rudolf Clausius, 1822-1866; Ottaviano Fabrizio Mossotti,
1791-1863), die die makroskopische Grofle ¢, mit der mikroskopischen Polarisierbarkeit der Atome
bzw. Molekiile @ verkntipft.
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Experimentell kann man daraus die mikroskopische Polarisierbarkeit messen, indem man zunichst Gase, die
aus den interessierenden Atomen bzw. Molekiilen bestehen, betrachtet, fiir die gewShnlich y < 1 ist. Dann
ist y = €,— 1~ aN(7)/e,. Z.B. ist fiir Schwefelsulfidgas bei einer Temperatur von 0°C y =~ 0,0029. Fiir
fliissiges Schwefelsulfid ist die Dichte etwa 381-mal grofier als im gast6rmigen Zustand. Nimmt man an, dass
sich die Polarisierbarkeit des Molekiils nicht wesentlich dndert, wenn das Schwefelsulfid in fliissiger Form
vorliegt, ist also aNg /e, = 381aNg /€, > 381 yq >~ 1,1. Dann liefert xa > 1,75, was eine im Vergleich
zum gemessenen Wert von 1,64 recht gute Abschitzung darstellt [[ELSO7]).

1.14.2 Kugelkondensator mit Dielektrikum

Technisch wichtig sind Dielektrika fiir Kondensatoren. Denn hier kann das Einbringen von Dielektrika zwi-
schen den Platten zu einer je nach Material recht erhebliche Erhohung der Kapazitit fithren im Vergleich
zum gleichartig gebauten Kondensator ohne Dielektrikum, d.h. man erhilt bei gleicher Bauweise grofiere
Kapazititen, ohne dass man die Flichen der Leiter vergrofern oder den Abstand verringern muss.

Wir betrachten als exakt zu l3sendes Problem wieder den Kugelkondensator. Wie in Abschnitt ist das
Potential und das elektrische Feld zwischen den Leitern wieder durch die radialsymmetrische Lsung

Cl Cl -

e, fir a,<r<a, (1.14.22)

®(r)= , E=—=V&(r)=

4reyr 4reyr?
gegeben, wobei ¢; eine vorerst noch unbestimmte Integrationskonstante ist (wir haben den Faktor 47t¢, aus
Bequemlichkeitsgriinden hinzugefiigt). Uberall sonst ist E = 0 und ® = const. Die Konstante ¢, bestimmt

sich nun aus dem Sprung der Normalkomponenten von D = ¢E (fir a; < r < a,). Bei a ist

ec € elC
af:4Q2: L=l 5= (1.14.23)
ma;  4mega;  4mag €rel
Damit wird
Q a4—a

U=%(a,;)—(a,)= (1.14.24)

dre aqa,

Die weiteren Schritte sind vollig analog wie bei den Rechnungen ausgehend von (1.13.4).

s ~

Der einzige Unterschied ist, dass tiberall statt der Vakuumfeldkonstanten ¢, nun € steht. Insbesondere
ist also die Kapazitit
€
C= _Cvac = GrelC

vac*
€

(1.14.25)

Offenbar gilt dies nicht nur fiir den Kugelkondensator sondern fiir beliebige Anordnungen der beiden
Leiter.

1.14.3 Dielektrische Kugel im homogenen E-Feld

Als ein weiteres einfaches Beispiel betrachten wir eine homogene dielektrische Kugel mit Delektrizititskon-
stante € = €4¢€ ) vom Radius 2 um den Ursprung, die sich in einem homogenen elektrischen Feld £ = E, =
E,é; = const befindet. Da hier keine dufferen Ladungsverteilungen vorliegen, gilt

- =

V-D=0, VxE=0. (1.14.26)

Die Randbedingungen sind die Stetigkeit der Tangentialkomponenten von E an der Kugeloberfliche, also in
Kugelkoordinaten von Eg und E,, und die Stetigkeit der Normalkomponente von D an der Kugeloberfliche
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also von D, . Im Unendlichen muss das elektrische Feld dem angelegten elektrischen Feld entsprechen:

E =~ Eg,. (1.14.27)

r—0Q

Wegen der zweiten Gl. (1.14.26) besitzt E ein Potential
E=-Vb. (1.14.28)

Fiir » — oo folgt aus (1.14.27)

(b = _on3 :—EOTCOSﬁ. (1.1429)

r—00

Wegen D = ¢E und ¢ = const sowohl im Inneren als auch im Auferen der Kugel, gilt iiberall

A® =0, (1.14.30)
und legt den Ansatz
®(7)=A(r)cost + B(r) (1.14.31)
nahe. Mit folgt
AD(7) = [larz(m) — %] cos? + laf(rB) 0. (1.14.32)
7 7 r

Offenbar miissen der Koeffizient vor cos® und der winkelunabhinge Term jeweils fiir sich verschwinden.
Das liefert

1 2 1
—J}(rA)—=A=0, =JXrB)=0. (1.14.33)
r r? 7
Um die erste Gleichung zu [8sen, fithren wir die Ableitung aus:
2 2
AT+ ZA —ZA=0. (1.14.34)
r 72

Mit dem Ansatz A(r) = r* erhilt man A =1 oder A = —2 (nachrechnen!). Damit ist
C
A(r)= —21 +GC,7, (1.14.35)
r

wobei C; und C, Integrationskonstanten sind. Sie sind fiir das Innere der Kugel, also fiir » < a, und fiir das
Auflere, also fiir » > a verschieden.

Integriert man auch die zweite Gleichung von (1.14.33)), erhilt man auf analoge Weise
B(r)==2+C,. (1.14.36)
r
Betrachten wir zunichst den Punkt » = 0 im Bereich » < 4. Da dort keine Singularititen im Potential sein

konnen, folgt

C1:C3:O :> A<(T):C2<‘I’, B<(7’):C4<. (1.1437)
Fiir r > a folgt aus der Bedingung (1.14.29)
C C
Cp=—E, Co=0=A(r)=—>—Er, B.(r)=—2. (1.14.38)
r r

Aus der Stetigkeit des Potentials bei » =4, d.h. A_(a) = A_ (a) und B_(a) = B, (a) ergibt sich weiter

Cyoa= S —FEpa, C,_=—=. (1.14.39)
< a? a
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Abbildung 1.7: Aquipotentiallinien (rot) und elektrisches Feld einer homogenen dielektrischen Kugel in ei-
nem dufleren homogenen elektrischen Feld. Die Pfeile geben die Richtung des E-Feldes an, und deren Farbe
charakterisiert |E|.

Schliellich miissen wir noch die Stetigkeit von D, = ¢E,. erfiillen, also ¢ E_,(a) = E. .(a). Nun ist wegen
(T.14.37/und (1.14.38)

2C C
E ., =—3%=—C,_cost¥, E., = < ;> + Eo> cos¥ + L; (1.14.40)
r r
Die Stetigkeitsbedingung verlangt also
_ErelC2< = 7 +EO’ C3> =0. (11441)

Zusammen mit (1.14.22) folgt daraus nach einiger Rechnung (nachpriifen!)

€ 1 1 3 3
C4 — O, Cl — re Eoﬂ 5 Cz - (1.14.42)
= g 2+ €rel = 2+ €rel
Damit ergibt sich fiir das Potential schliefflich
3 3
== Eyrcost =— Eyxs,
2+ €rel 2+ € rel
14 e 1 (1.14.43)
o = <L——7’>Eocosﬁl — el —Eyx; —Eqx;
24¢€, 12 24673
undamit fiir das elektrische Feld
F=So.=—>f
< < 2+ €rel >
D (1.14.44)
E. =—Vo_=F,+ 0(3x,% — r2e
> > 0 (2 + €rel)r5 ( 3 3)
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Im Inneren der Kugel fiihrt die Polarisation also auf ein um den Faktor 3/(2+¢ ) abgeschwichtes homogenes

elektrisches Feld, d.h. die Polarisation im Dielektrikum ist

rel

e — 3GO(Grel_ I)E

P_=¢q(eq—VE 1.14.45
< O( rel ) < 2+ € ( )
Damit kann man das Feld im Inneren der Kugel auch in der Form
— 1 -
E =Ey—P. (1.14.46)
€0

ausdriicken.

Im Auferen der Kugel ergibt sich die Uberlagerung aus dem urspriinglich angelegten elektrischen Feld Eo
und dem Feld eines im Mittelpunkt der Kugel lokalisierten elektrischen Dipolmoments

Grel_l

2+4+¢

D= 41eqa’ Eges. (1.14.47)

rel

Dies entspricht natiirlich dem gesamten Dipolmoment der Kugel, also

B, T
Py= f &b ="Z4P_. (1.14.48)
v 3
Die Grofle R
—1
bl =l (1.14.49)
|EO| 2+ €rel

bezeichnet man auch als die Polarisierbarkeit des Dielektrikums.

1.14.4 Feld einer homogen polarisierten Kugel

Wir nehmen an, wir hitten eine homogen polarisierte Kugel mit Radius 4 und Mittelpunkt im Ursprung.
Dies ldsst sich mit Hilfe sogenannter Elektrete realisieren. Ein Elektret ist dabei ein dielektrisches Material,
das auch ohne dufieres Feld eine permanente Polarisation aufweist. Der Name wurde von Oliver Heaviside
(1850-1925) in Anlehnung an das Wort Magnet fiir das analoge Phinomen, dass ferromagnetische Stoffe ein
permanentes magnetisches Dipolmement besitzen konnen, eingefiihrt. Elektrete lassen sich z.B. dadurch her-
stellen, dass man eine dielektrische Substanz wie bestimmte Sorten Wachs schmilzt und einem elektrischen
Feld aussetzt. Dadurch werden diese Fliissigkeiten polarisiert, wie bei den oben beschriebenen gewdhnlichen
Dielektrika. Lisst man das geschmolzene Wachs erstarren, bleibt die Polarisation fiir eine ganze Weile auch
ohne anliegendes dufleres Feld bestehen, insbesondere wenn man die Materialien in Metallfolien verpackt
und damit von der weiteren Einwirkung elektrischer Felder abschirmt, die die Polarisation wieder zerstoren
konnen.

Gegeben sei also eine homogen polarisierte Kugel mit Radius 4. Es ist also
P(X)=DP%,0(a—r). (1.14.50)
Dies entspricht gemif$ (1.14.5) einer Ladungsdichte

Px;

o(X)=—V-P="8(a—r). (1.14.51)

pe

Dabei haben wir verwendet, dass gemaf3 3.0(a—r)=—38(a—r)ist.
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Fiir das elektrostatische Potential folgt die Poisson-Gleichung

ABRE) =~ o) = LB 8 (g —r) =L 0¥ S (a—r). (1.14.52)
€0 €T €0
Dies legt den Ansatz
®(X)=f(r)cost (1.14.53)

nahe. Mit Hilfe des Laplace-Operators in Kugelkoordinaten (A.2.7) ergibt sich aus (1.14.52)
P P g g
P
GfY =2 =L 50—, (1.14.54)
7 €0

Fiir r # a ist die rechte Seite der Gleichung 0, und die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist (nach-
rechnen!)

B
flr)=Ar+=. (1.14.55)
r
Fiir r < a kann es keine Singularititen geben, und fiir » — co muss f — 0 streben, d.h.
B
f(r)=Ar, fi(r)= = (1.14.56)
Bei r =a muss f stetig sein, so dass
B=Ad’. (1.14.57)
Integration von (1.14.54) iiber ein infinitesimales Intervall ( — 0%, a 4 0%) liefert (nachrechnen!)
r=a+0%* B ' P P
(rfY LA YL B2 Sy W N (1.14.58)
r=a—0+ a? €q 3eq
und damit . R
Prcos® P-7 Pa’ &P -7
d_(x)= = , o _(X)= d=—. 1.14.59
<) 3¢, 3¢, >(%) or? €’ ( )
Es folgt
- =S -
E_(x)=—V&_(x)= —3—P,
€
10 (1.14.60)
R ~ > SN = o 22
E () =—58,(8)= [ 77 —for’]
mit 4
3. = 7”4313 —VP. (1.14.61)

Im Inneren der Kugel hat man also ein homogenes elektrisches Feld und im Aufleren das Feld eines Dipols
im Mittelpunkt der Kugel mit dem Gesamtdipolmoment p, = V P.
1.14.5 Die Energiedichte des elektrischen Feldes

Wir kénnen nun auch die Feldenergiedichte im Medium bestimmen. Die Anderung der Feldenergie aufgrund
einer Anderung & o der freien Ladung ist offenbar auch in Materie

SW=| d&rdp@, (1.14.62)
R3
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Abbildung 1.8: Aquipotentiallinien (rot) und elektrisches Feld einer homogen polarisierten Kugel. Die Pfeile
geben die Richtung des E-Feldes an, und deren Farbe charakterisiert |E|.

wo ® das Potential des elektrischen Feldes ist, d.h. E = —V®. Nun gilt aber 8§ of = div S D und durch die
Umformung, die wir bereits im Vakuum zur Herleitung von verwendet haben, fithrt auf

SW=| d&rE-SD. (1.14.63)
R3
Fiir unsere isotropen Medien ist & D =¢8E und folglich
SW=| d&reE-SE. (1.14.64)
R3

Da ¢ in dem von uns betrachteten Fall eines schwachen Feldes nicht von E abhingt, gilt (bis auf eine irrelevante
Konstante)

w=| &$riE (1.14.65)
R3

Die Energiedichte des elektrischen Feldes im Dielektrikum ist somit durch

-

D-E (1.14.66)

w=<F=
2

N =

gegeben.

\. y

Man kann mit Hilfe dieser Energiebetrachtungen die Kraftwirkungen auf Dielektrika bestimmen. Eine gute
allgemeine Darstellung der entsprechenden Theorie findet sich in [[Wei63]]. Wir wollen hier nur ein schones
Beispiel betrachten.

1.14.6 Die Steigh6henmethode zur Messung von ¢

74



1.14. Dielektrika

Die Permittivititen von Fliissigkeiten lassen sich auf sehr ele-
gante Weise recht genau mit Hilfe der Steighohenmethode
messen. Dazu betrachten wir einen sehr langen Zylinderkon-
densator, der teilweise in die Fliissigkeit eintaucht und auf einer
konstanten Spannung U gehalten wird (s. Skizze).

Fiir die im Kondensator gespeicherte Feldenergie gilt auch
bei Anwesenheit von Dielektrika (1.13.26), denn diese Glei-
chung haben wir fiir eine gegebene Kapazitit eines Kondensa-
tors berechnet, unabhingig davon, wie diese Kapazitit zustan-
de kommt. Fiir unseren Fall kénnen wir uns den Kondensator
zusammengesetzt denken aus dem Anteil, der mit der Fliissig-
keit gefillt ist (Permittivitit €ye,; und dem mit Luft gefiillten
Teil, fiir den wir in guter Niherung die Vakuum-Permittivitit
¢ annehmen diirfen. Demnach ist mit (wobei wir wieder tiberall €, durch e | zu ersetzen haben)
(Nachrechnen!)

27eg

C= CFh'issigkeit + CLuft = W[(Grel - 1)2 + h] (11467)
2/ 4
Damit 1st wegen (1.13.26)
UZ
Weeld = Cor= O [(eq—1)z+h]. (1.14.68)
2 In(a,/a,)

Auflerdem ist aber auch noch die Gravitationskraft der Erde auf die Fliissigkeit zu berticksichtigen. Eine
infinitesimale Schicht der Fliissigkeit die sich in der Hohe von z’ zu z’+dz’ erstreckt, besitzt die entsprechende
potentielle Energie

dW, ., =dmgz’' =dz'p,, n(a3 —al)z, (1.14.69)

grav

wobei p,, die Massendichte der Fliissigkeit und das Volumen der infinitesimal dicken Fliissigkeitsschicht zwi-
schen den Zylindern dV = dz’n(a3 —a7) ist. Dies ergibt integriert

Wy = gpm(azz — a7, (1.14.70)

Wir haben also, wenn sich die Fliissigkeit aus der Gleichgewichtslage z um eine virtuelle Hsheninderung & z
andert
neqU?

SW, av o 1. .\
In(ay/ay)

ot = Wiaq + W, (61— 18z +1p,, (a3 —ai)z8 2. (1.14.71)

Diese Anderung muss von der Spannungsquelle aufgebracht werden, d.h. es ist

{1567 2me, U? {70
8‘X/tot = USQ = 3C U2 — m(frel — 1)82 — 28 WFeld' (11472)
2/ 1

Setzen wir also (1.14.71) und (1.14.72) gleich, ergibt sich nach einfachen Umformungen (Nachrechnen!) die
elektrische Suszeptibilitdt der Fliissigkeit

2 2
_1:XCZP—M(ﬂ2 ) ln<62>. (1.14.73)

aq

€ el
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Kapitel 2

Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Nachdem wir uns nun anhand der Elektrostatik zum Einen die Vektoranalysis als das wichtigste mathemati-
sche Hilfsmittel zum Studium der Elektrodynamik erarbeitet haben, wollen wir in diesem Kapitel die voll-
stindigen Maxwell-Gleichungen motivieren. Sie stellen die bis dato giiltige Beschreibung fiir alle mit Elek-
trizitit und Magnetismus zusammenhingenden Phinomene dar, soweit keine quantentheoretischen Effekte
berticksichtigt werden miissen.

Wir beschrianken uns hier auf die fundamentale ,,mikroskopische® Theorie und fiihren die effektive Beschrei-
bung der Felder in Materialien verschiedener Art erst in den folgenden Kapiteln ein, Zhnlich wie wir es im
vorigen Kapitel fiir die Elektrostatik in Anwesenheit von Leitern und Dielektrika getan haben.

Es sollte klar sein, dass man die Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik nicht auf irgendeine Art logisch
herleiten kann. Sie stellen vielmehr die fundamentalen Gleichungen zur Beschreibung der elektromagneti-
schen Phinomene dar und sind letztlich als abstrakt-mathematische Zusammenfassung des Erfahrungsschat-
zes der Experimentalphysiker zu sehen. In der Tat geht schon der Feldbegriff auf experimentelle Beobachtun-
gen zuriick, den insbesondere Michael Faraday (1791-1867) aufgrund langjihriger experimenteller Arbeit
intuitiv entwickelt hat. Darauf aufbauend hat James Clerk Maxwell (1831-1879) seine mathematische Be-
schreibung entwickelt, allerdings nicht in der heute gewohnten Form unter Verwendung der Vektoranalysis.
Diese wurde im Zusammenhang mit der theoretischen Physik unabhingig voneinander von Josiah Willard
Gibbs (1839-1903) und insbesondere in Anwendung auf die Maxwell-Theorie von Oliver Heaviside (1850-
1925) entwickelt. Auf Heaviside geht auch die heutige Formulierung der Elektrodynamik zuriick, wie wir sie
in dieser Vorlesung behandeln.

2.1 Das Magnetfeld

Erfahrungsgemifl gibt es zwei Quellen fiir Magnetfelder: Zum Einen kennen wir die Permanentmagneten.
Zum Anderen bewirken aber auch elektrische Strome bzw. Stromdichten Magnetfelder. Auf mikroskopi-
scher Ebene weisen die Elementarteilchen (also Leptonen und Quarks) neben einer elektrischen Ladung auch
ein magnetisches Dipolmoment auf. Ferromagnetische Stoffe wie z.B. Eisen, Nickel und Kobalt sind nun
Materialien, in denen sich die elementaren magnetischen Dipolmomente der Elektronen iiber makroskopi-
sche Bereiche, die Weiflschen Bezirke in eine Richtung ausrichten und zu makroskopischen Verteilungen
von Magnetisierungen addieren. Ein volles Verstindnis dieser mikroskopischen Zusammenhinge ist nur
im Rahmen der Quantenmechanik moglich. Wir konnen aber die makroskopische Magnetisierung ebenso
wie die elektrische Ladung im Sinne einer effektiven klassischen Beschreibung hervorragend im Rahmen
der klassischen Elektrodynamik behandeln. Qualitativ lassen sich Magnetfelder z.B. mit Ferromagneten wie
Kompassnadeln nachweisen. Sie sind im wesentlichen magnetische Dipole, die sich in Richtung von Magnet-
feldern (u.a. auch des Magnetfeldes der Erde) ausrichten.
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Zunichst ist die Phinomenologie der durch elektrische Strome hervorgerufenen Magnetfelder einfacher zu
behandeln, so dass wir dies in diesem Kapitel zuerst tun wollen. Entdeckt wurde der Zusammenhang zwi-
schen elektrischen Stromen und dem Magnetismus durch Hans Christian Oersted (1777-1851), der als Erster
beobachtet hat, dass sich Magnetnadeln in der Nihe von stromdurchflossenen Leitern wie in einem durch Per-
manentmagneten hervorgerufenen Magnetfeld ablenken lassen. Auf André-Marie Ampere (1777-1836) geht
die erste quantitative Beschreibung dieses Phinomens fiir stationire Strome (also zeitlich konstante Strome)
zuriick. Dabei hat sich herausgestellt, dass Magnetfelder Wirbel um die sie erzeugenden elektrischen Strome

bilden.

Um die Magnetfeldstirke zu quantifizieren, betrachten wir wie beim elektrischen Feld die Kraftwirkung
auf geladene Teilchen. Es zeigt sich, dass Magnetfelder nur dann eine Kraft auf die Punktladung ausiiben,
wenn sie sich bewegt. Quantitativ ist fiir ein vorgegebenes Magnetfeld B(t, 7) die Kraft auf eine Punktladung
g am Ort 7 durch

- -

Frag =90 X B(t,7) (2.1.1)

m

gegeben.

Ist auch ein elektrisches Feld vorhanden, Uberlagern sich elektrische und magnetische Kraft vektoriell,
d.h. die vollstindige Lorentz-Kraft, also die Kraft auf eine Punktladung aufgrund der Anwesenheit
eines elektromagnetischen Feldes ist durch

F=q[E(t,7)+ 7 x B(t,7)] (2.1.2)

gegeben, wobei 7 der Ort der Punktladung zur Zeit ¢ ist. Dies zeigt wieder das Prinzip der Lokalitit:
Elektromagnetische Krifte auf eine Ladung werden durch das elektromagnetische Feld am momenta-
nen Ort der Ladung bewirkt.

Ampere hat nun bei seiner quantitativen Untersuchung festgestellt, dass
Magnetfelder um einen geraden stromdurchflossenen Leiter umgekehrt
proportional zum senkrechten Abstand des betrachteten Punktes und pro-
portional zur Stromstirke sind. Die Richtung ist wieder durch eine Rech-
te-Handregel gegeben: Streckt man den Daumen der rechten Hand in

~

Richtung der Stromdichte ;im stromdurchflossenen Leiter, zeigen die ge-
kriimmten Finger in Richtung des durch diese Stromdichte bewirkten Ma-
gnetfeldes (vgl. die nebenstehende Abbildung).

o4

Diese ziemlich komplizierten geometrischen Verhiltnisse hat nun Ampere

in eine mathematisch recht tibersichtliche Form gebracht. Wir betrachten
zundchst nur stationdre Strome, d.h. wir nehmen an, die Stromdichten und entsprechend auch das Magnet-
feld, seien zeitunabhingig. Um die Ampereschen Beobachtungen zu quantifizieren, stellen wir uns einen sehr
langen zylindrischen Draht mit Radius 4 in Richtung der x;-Achse eines kartesischen Koordinatensystems
vor, der von einem zeitlich konstanten Strom I durchflossen wird. Der Symmetrie dieses Problems gemaf3
beschreiben wir dies am einfachsten in Zylinderkoordinaten (s. Anhang[A.2).

Damit konnen wir nun den Fall des stromdurchflossenen zylindrischen Drahtes leicht erfassen. Die Strom-
dichte kénnen wir als konstant {iber den Leiterquerschnitt annehmen. Die Kreisfliche ist 7a? und folglich
die Stromdichte durch

() =8, ~0—F) 213)

gegeben. Ampere zufolge ist dann das Magnetfeld an jedem Punkt mit R > a (also auflerhalb des Drahtes) in
Richtung von ¢, gerichtet und betragsmiflig proportional zum Strom / (also zur Ladung, die pro Zeiteinheit
durch die Querschnittsfliche des Leiters fliefit) sowie umgekehrt proportional zum senkrechten Abstand R
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2.1. Das Magnetfeld

zum Draht. Mit der Permeabilitit des Vakuums w,, die wieder einen Konversionsfaktor des SI-Einheiten-
systems ist:

2oy Mol z

B(r)= TR R>a. (2.1.4)
Um eine allgemeine lokale Gleichung fiir statische Magnetfelder zu finden, leiten wir nun fiir den eben be-
handelten Spezialfall das Amperesche Durchflutungsgesetz her. Wie beim Gaufischen Gesetz fiir das elek-

trische Feld betrachten wir aber zunichst dessen Integralform.

Berechnen wir dazu das Wegintegral des Magnetfeldes entlang eines beliebigen Kreises K parallel zum
Magnetfeld (s. die obige Skizze). Wir kdnnen ihn mit dem Winkel ¢ parametrisieren. Der Radius sei b > a.
Dann ist der Kreis durch

beosg

r=\bsing |, ¢€[0,2r] (2.1.5)

Zy

parametrisiert. Offenbar ist dann (Nachrechnen!)

dr .
und damit ,
Foodr Mol z /lol
d7-B= do— d = uyl. 2.1.7

Dies ist das Amperesche Durchflutungsgesetz fiir den Spezialfall einer Kreislinie. Wir nehmen nun
an, dass dies fiir das Wegintegral von B entlang einer beliebigen geschlossenen Linie C und eine belie-

bige Fliche A mit A = C gilt, d.h.
f d7 - B = p,l,. (2.1.8)
JA

Dabet ist I, der Strom, der durch die Fliche A fliefit.

Um einer lokalen Form des Durchflutungsgesetzes naher zu kommen, driicken wir noch die rechte Seite durch
ein Integral aus. Es liegt nahe, den Gesamtstrom durch die Fliche A als Flichenintegral der Stromdichte ;
auszudriicken. Dabei wird sich auch die manchmal etwas heikle Frage nach der Vorzeichenwahl fiir den Strom
kldren, die ja willkiirlich ist und von der Orientierung der Fliche abhingt. Offenbar muss man in
die Orientierung der Fliche A irgendwie iiber die Orientierung, also den Durchlaufsinn, der geschlossenen
Randkurve JA fixieren. Dies geschieht wie beim Stokesschen Integralsatz wieder durch die Rechte-
Hand-Regel:

Richtet man die gekriimmten Finger der rechten Hand in Richtung des Durchlaufsinns der Randkurve

JA, so sollen im Flichenintegral iiber die Stromdichte ; die Flichennormalenvektoren in Richtung
des Daumens zeigen.

In unserem Fall haben wir den Kreis im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen. Entsprechend der Rechte-Hand-
Regel muss also in diesem Fall der Flichennormalenvektor auf die Kreisscheibe immer in Richtung von €,
weisen.

79



2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Jedenfalls konnen wir mit dieser Vorzeichenkonvention das allgemeine Durchflutungsgesetz in der
Form

f d7-B= /zof EF T = upl,. 2.1.9)
JdA A

schreiben. Zur Ubung rechne man das Flichenintegral fiir unser Beispiel mit dem Draht nach.

\.

Nun kénnen wir wieder eine lokale Form, also eine Form als partielle Differentialgleichung finden, indem
wir die Fliche sehr klein um einen vorgegebenen Punkt 7 wihlen. Dann kénnen wir die rechte Seite in der
Form

o [ &FF=ponai ] 2.1.10
AA

auswerten. Dabei ist AA der Flicheninhalt und 7 der entsprechend der Rechte-Hand-Regel orientierte Nor-
maleneinheitsvektor. Erinnern wir uns an die Definition der Rotation eines Vektorfeldes (1.5.28), wonach

- = 1 -
n-rotB= lim — d7-B (2.1.11)
AA—0 AA IAA

ist. Fiir das Flichenintegral auf der rechten Seite von (2.1.9) erhalten wir wegen (2.1.10)

I &Efj=7-]. 2.1.12
Amg ) S i=R 2.1.12)

Da dies fiir beliebige Flichenelemente AA und entsprechend beliebige Einheitsvektoren 7 gilt, erhalten
wir die differentielle Form des Ampéreschen Durchflutungsgesetzes:

-

rotB=V x B = Yo) - (2.1.13)

2.2 Alte Definition der Einheit Ampere

Wir kénnen uns nun der bis 2019 giiltigen Definition der Einheit Ampere zuwenden. Der definierende seit
2019 ungiiltige Gesetzestext lautete:

»1 A ist die Stirke des zeitlich konstanten elektrischen Stromes, der im Vakuum zwischen zwei parallelen, un-
endlich langen, geraden Leitern mit vernachlissigbar kleinem, kreisformigem Querschnitt und dem Abstand
von 1 m zwischen diesen Leitern eine Kraft von 2- 1077 Newton pro Meter Leiterlinge hervorrufen wiirde.

Wir konnen daraus den dadurch festgelegten Wert der Konversionskonstanten (Permeabilitdt des Vakuums)

yéalt) bestimmen. Das Magnetfeld ist durch (2.1.4) gegeben. Wir bendtigen nun nur noch die Kraft, die pro
Lingeneinheit auf den zweiten bei R = 5 = 1 m parallel gespannten mit ebenfalls dem Strom 7 = 1A durch-
flossenen Leiter flieft. Diese Kraft ist offenbar durch fiir Punktladungen gegeben, indem wir uns den
Strom aus kontinuierlich verteilten mit der Geschwindigkeit ¥ = ve, bewegten Ladungen denken. Die Strom-

dichte ist 7: pve, und entsprechend
dF =d’rpve, x B (2.2.1)
die Kraft auf eine infinitesimale Ladung dg = &’ p. Andererseits ist aber pvé, = ;, und da der Draht als

beliebig diinn angenommen wird, kdnnen wir j = const entlang des Leiterquerschnittes annehmen, d.h. es
ist j =1/(ra?)é, und d°r = dl a®. Damit wird aber
R [u(alt) 12 (alt)
dF =diTé, x —>—¢, =—dl——>—¢;. 22.2
" onb ¢ 2nb R @22
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2.3. Das Ampere-Maxwell-Gesetz

Die in gleicher Richtung vom Strom I durchflossenen Drihte ziehen also einander an (daher das Minuszei-
chen). Betragsmiflig ist somit die Kraft pro Langeneinheit fiir / = 1A und b = 1 m dem Gesetzestext nach

= alt)
dF N 1A%
—|=2.107==—"° | 223
d/ m 27-1m ( )
Folglich ist
p =4 10—7%. (2.2.4)

Die etwas willkiirliche Wahl des Zahlenwertes fiir die besagte Kraft pro Lingeneinheit war historisch bedingt,
wollte man doch moglichst bequeme Umrechnungen zwischen althergebrachten Einheiten fiir die Stromstar-
ke im sog. magnetostatischen Einheitensystem und andererseits bequeme Zahlenwerte in den Anwendungen
erreichen. In der Tat ist 1 A eine typische Groflenordnung tiir Strome, wie sie alltdglich im Stromnetz auftre-
ten.

Die moderne seit 2019 giiltige Definition der Einheit Ampere besprechen wir in Abschnitt

2.3 Das Ampere-Maxwell-Gesetz

Wir wollen nun das Amperesche Durchflutungsgesetz fiir allgemeine zeitabhingige Situationen verallgemei-
nern. Wir konnen uns dazu bereits der differentiellen Form der Gesetze bedienen, was sich als sehr bequem
erweist. Betrachten wir also das Durchflutungsgesetz (2.1.13). Es ist relativ leicht zu bemerken, dass es fiir den
Fall zeitabhingiger Felder nicht korrekt sein kann, weil es der Ladungserhaltung, d.h. der Kontinuititsglei-
chung widerspricht. Bilden wir nimlich vom Durchflutungsgesetz die Divergenz, erhalten

WIr

divrotB = yodiv;. (2.3.1)

Schreiben wir die linke Seite mit dem Nabla-Operator, erhalten wir
V- (V x B) = podiv]. (2.3.2)

Wire V ein gewohnlicher Vektor, wire sofort klar, dass die linke Seite verschwindet. Dass dies tatsichlich der
Fall ist, rechnen wir schnell in kartesischen Koordinaten nach. Es ist nimlich

V(¥ xB)=0(6B; — 3,B,) + (3B, — I B;) + & (0, B, — 9, By). (2.3.3)

Betrachten wir den ersten Term, sehen wir, dass ein sehr Zhnlicher Term mit umgekehrtem Vorzeichen auch
im zweiten Term auftaucht, nimlich z.B. 9, J,B;— d,J, B;. Nun zeigt es sich, dass es in der Tat auf die Reihen-
folge der partiellen Ableitungen nicht ankommt, wenn alle Ableitungen stetige Funktionen sind, wovon wir
hier und im Folgenden stets ausgehen. Wir erhalten also schlielich aus (2.3.3), dass fiir ein beliebiges Vektor-
feld in der Tat V - (V x B) = 0 ist. Damit folgt aber aus ein Widerspruch zur Kontinuititsgleichung,
denn es ist

div; =0#£-3,p, 2.3.4)

wenn p zeitabhingig ist. Im statischen Fall tritt also kein Widerspruch auf, wie es ja auch aufgrund der ex-
perimentellen Faktenlage gemifl Ampere sein muss. Allerdings ergibt sich ein Widerspruch falls die Felder,
hier insbesondere die Ladungsdichte, zeitabhingig ist.

Hier kommt nun die wichtigste Erkenntnis Maxwells im Zusammenhang mit der Elektrodynamik ins Spiel.

So wie das Gaufische Gesetz (1.4.12) den Zusammenhang zwischen dem elektrischen Feld und seiner Quelle,
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

der Ladungsdichte p, beschreibt, sollte auch eine Verallgemeinerung des Durchflutungsgesetzes die Strom-
dichte als Quelle fiir das Magnetfeld beschreiben. Wir benétigen also auf der linken Seite des Durchflutungs-
gesetzes noch einen Ausdruck mit den Feldern, der die Diskrepanz zur Kontinuititsgleichung der Ladungs-
erhaltung behebt. In der Tat ist klar, dass dies offenbar durch

gewihrleistet ist. Bilden wir nimlich die Divergenz dieser Gleichung, erhalten wir wegen divrot B =0

Gehen wir wieder davon aus, dass die Zeit und Ortsableitungen allesamt stetig sind, konnen wir auf der linken
Seite die Zeit- und Ortsableitungen vertauschen, d.h. wir erhalten zusammen mit dem Gauf3schen Gesetz fiir

das elektrische Feld
—upeo A divE = —Uop = Iuodiv; = dpo+ div; =0, (2.3.7)

also die Kontinuititsgleichung. In der Tat erweisen sich alle Folgerungen aus Maxwells Erginzung des sog.

Verschiebungsstroms ¢ d,E als konsistent mit allen Beobachtungen elektromagnetischer Phinomene,
und

das Maxwell-Amperesche Gesetz
rot B— uyeod,E = g) (2.3.8)

ist eine weitere fundamentale Maxwell-Gleichung der Elektrodynamik.

\.

Schliefilich fragen wir nach dem Gauf3schen Gesetz fiir das Magnetfeld. Man konnte nun annehmen, dass es
analog zur elektrischen Ladung auch magnetische Ladungen (auch magnetische Monopole genannt) gibe.
Dann wiirde man vermuten, dass analog zum Gauf3schen Gesetz fiir das elektrische Feld auch eines fiir das
magnetische Feld der Art

divB Z ko, (2.3.9)

mit einer die Einheit dieser hypothetischen magnetischen Ladung definierenden Konversionskonstanten k
gilt. Dabei wire p ., die magnetische Ladungsdichte. Es zeigt sich jedoch, dass trotz einiger Versuche, solche
magnetischen Monopole zu finden, offenbar stets p ., = O ist. Versucht man z.B. magnetische Monopole her-
zustellen, indem man einen Permanentmagneten in der Mitte zwischen Nord- und Siidpol zersigt, scheitert
man, denn man erhilt nicht zwei einzelne entgegengesetzte Magnetladungen sondern stets zwei Permanent-
magneten mit jeweils Nord- und Stdpol.

7~

Wir halten also als weiteres fundamentales Naturgesetz und eine weitere Maxwell-Gleichung
divB =0, (2.3.10)

fest, was die Nichtexistenz magnetischer Monopole beschreibt.

2.4 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Es fehlt uns nun nur noch eine fundamentale Maxwell-Gleichung, und das ist das Faradaysche Induktions-
gesetz. Es geht auf die fundamentale Beobachtung Faradays zuriick, dass mit zeitlich verinderlichen Magnet-
feldern stets elektrische Wirbelfelder einhergehen.
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2.5. Lokale und integrale Formulierung der Maxwell-Gleichungen

Die genaue Untersuchung zeigt, dass dieser Sachverhalt durch die letzte verbliebene Maxwell-Glei-
chung

rotE = —é’té (2.4.1)

beschrieben wird, d.h. die zeitliche Anderung des magnetischen Feldes entspricht bis auf das Vorzei-
chen dem Wirbel des elektrischen Feldes.

Es ist klar, dass dies mit der Rotationsfreiheit des elektrischen Feldes im elektrostatischen Fall kompatibel
ist, da ja dann voraussetzungsgemaf3 alle Stromdichten und damit auch das Magnetfeld verschwinden. Die Ro-
tationsfreiheit des elektrischen Feldes gilt gemaf$ sogar noch im allgemeineren stationiren Fall, der
dadurch definiert ist, dass alle relevanten Feldgrofien zeitlich konstant sind. Es konnen dann insbesondere
zeitunabhingige Stromdichten und entsprechend zeitunabhingige Magnetfelder vorhanden sein. Fiir zeitu-
nabhingige Felder verschwinden aber die Zeitableitungen, und folglich ist dann gemif3 E tatsichlich
wirbelfrei. Wir beschiftigen uns mit dem Spezialfall dieser Magnetostatik im nichsten Kapitel.

Eine typische Anwendung zur experimentellen Demonstration des Faradayschen Induktionsgesetzes ist durch
eine rubende Leiterschleife oder Spule mit einem Strommessgerit realisiert, durch die man einen Permanent-
magneten bewegt. Aufgrund der zeitlichen Anderung des Magnetfeldes kommit es zu einem Stromfluss, weil
das elektrische Wirbelfeld entlang des Leiters eine Kraft auf die in diesem enthaltenen frei beweglichen La-
dungen (in metallenen Drihten sind dies stets Elektronen) ausiibt und dadurch einen Stromfluss bewirke.
Dies wird gewdhnlich durch die integrale Form des Faradayschen Induktionsgesetzes beschrieben. Dazu
integrieren wir tiber eine Fliche A, die die Leiterschleife als Rand d, besitzt. Hinsichtlich der Orientie-
rung der Flichennormalenvektoren und der Randkurve soll wieder definitionsgemaf3 die Rechte-Hand-Regel

gelten. Dann folgt aus dem Stokesschen Integralsatz (1.5.33)

f d?-E:—f &2f-3B. (2.4.2)
JA A

Solange die Leiterschleife und damit die irgendwie gewihlte Fliche A mit der Leiterschleife als Rand J A rubt,
konnen wir das Flachenintegral und die Zeitableitung vertauschen.

~ )

Dann erhalten wir

&= d?-E:—ideﬁE:—éB. (2.4.3)
JA dt J4

Dies besagt, dass die elektrische Ringspannung & oder elektromotorische Kraft, die im Falle einer
Leiterschleife einen Stromfluss bewirkt, durch die negative Zeitableitung des durch diese Schleife hin-
durchtretenden magnetischen Flusses

@E(t):LdZﬁE (2.4.4)

gegeben ist.

2.5 Lokale und integrale Formulierung der Maxwell-Gleichungen

Wir haben nun die vier Maxwell-Gleichungen anhand einiger grundlegender Beobachtungstatsachen plausi-
bel gemacht. Wir konnen freilich die Maxwell-Gleichungen nicht logisch irgendwie herleiten, denn es handelt
sich um grundlegende Naturgesetze, die sich nur durch quantitative Beobachtung der entsprechenden Pha-
nomene und mathematische Analyse erschlieflen lassen. Aus theoretischer Sicht konnen wir die Maxwell-
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Gleichungen nun einfach als Grundpostulate der Elektrodynamik zusammenstellen und verwenden, um
moglichst viele elektromagnetische Phinomene mit ihrer Hilfe zu beschreiben. Die vier Maxwell-Gleichun-
gen sind das Gaufische Gesetz fiir das elektrische Feld (1.4.12), das Ampére-Maxwellsche Durchflutungsgesetz
(2.3.5), das Gaufische Gesetz fiir das magnetische Feld (Abwesenheit magnetischer Monopole) und das
Faradaysche Induktionsgesetz (2.4.1).

Systematisch betrachtet haben wir zwei Maxwell-Gleichungen, die nur das elektrische und das magne-
tische Feld, nicht aber die Quellen (also Ladungs- und Stromverteilungen) enthalten. Diese nennen wir
die homogenen Maxwell-Gleichungen. Sie sind durch das Faradaysche Induktionsgesetz und das
Gaufsche Gesetz fiir das magnetische Feld gegeben:

rotE + 8,8 =0, 2.5.1)
divB=0. (2.5.2)

Sie stellen mathematisch gesehen sozusagen ,Nebenbedingungen® an die Felder, wihrend die anderen
beiden inhomogenen Maxwell-Gleichungen, das Ampére-Maxwellsche Durchflutungsgesetz und
das Gaufdsche Gesetz fiir das elektrische Feld,

rot B— uye,d,E = L) (2.5.3)
dwE:lp (2.5.4)
€

die Erzeugung der Felder aus den Quellen o (Ladungsdichte) und ; (Stromdichte) beschreiben.

Es ist klar, dass fiir vorgegebene Quellen stets alle vier Maxwell-Gleichungen simultan gelst werden miissen.

Wir wir oben bereits bei unserer heuristischen ,Herleitung“ der Maxwell-Gleichungen gesehen haben,

7~

implizieren die beiden inhomogenen Gleichungen die Kontinuititsgleichung
3,0 +divj =0, (2.5.5)

die die lokale Form des Erhaltungssatzes fiir die elektrische Ladung darstellt.

Wie oben erliutert, besagt sie, dass jede Anderung der elektrischen Ladung in einem Volumen allein dadurch
hervorgerufen werden kann, dass die Anderung der Ladungsmenge stets exakt die durch die Oberflache des
Volumens stromende Ladung sein muss.

Beobachtbar ist das elektromagnetische Feld durch die Kraftwirkung auf Ladungen, die dadurch zu
lokalen Beschreibungen wird, d.h. die Lorentz-Kraft auf eine Punktladung ist stets durch das elek-
tromagnetische Feld am momentanen Ort dieser Punktladung gegeben:

F(t,7)=q[E(t,7)+9(t) x B(t,7)], (2.5.6)

wobei 7 = 7 die Geschwindigkeit des Teilchens ist.

Fiir kontinuierliche Systeme wie Fluide konnen wir dies auf die Kraftdichte verallgemeinern. Dazu denken
wir uns ein kleines Volumenelement d*7 bzw. das entsprechende Ladungselement dg = &rp(t,7) als die

Punktladung, die sich in den Feldern E und B bewegt. Verwenden wir noch ](t 7) = p(t,7)0(t,7), wobei
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2.5. Lokale und integrale Formulierung der Maxwell-Gleichungen

9(t,7) die Geschwindigkeit des betrachteten Fluidelements ist, erhalten wir

dF(t,7)=&r[3(t,7)E(t, 7)+ 7 (t,7) x B(t,7)]. 2.5.7)
Teilen wir diese Gleichung durch das Volumenelement d°r, erhalten wir fiir die Kraftdichte
f(6.7)= (e, F)E(tF)+ (2,7) < B(t, 7). (25.8)

Wir betonen nochmals, dass diese Gleichungen die fundamentalen mikroskopischen Gleichungen des Elek-
tromagnetismus sind, d.h. die Ladungs- und Stromdichten sind die vollstindigen letztlich aus Elementar-
teilchen bestehenden Verteilungen dieser Groflen. Wie wir im Folgenden sehen werden, muss man die fiir
makroskopische Korper, die ja der eigentliche Gegenstand der klassischen (will sagen nichtquantenmecha-
nischen) Behandlung der elektromagnetischen Phinomene sind, durch Niherungen weiter vereinfachen und
durch phinomenologische Materialkonstanten erginzen. Unter anderem damit werden wir uns im Rest dieser
Vorlesung genauer besfassen.

Zum Schluss betrachten wir noch die allgemeine integrale Form der mikroskopischen Maxwell-Gleichun-
gen. Hier herrscht zum Teil einige Verwirrung in der Literatur, weil der Fall bewegter Integrationsbereiche
zuweilen nicht sorgfiltig genug behandelt wird. Wir betonen daher, dass die lokalen Maxwell-Gleichun-
gen die grundlegenden Gleichungen darstellen. Entsprechend leiten wir die integrale Form der
Gleichungen hier auch aus der lokalen Form her. Im Folgenden seien V ein beliebiges Volumen mit Rand
dV und F eine beliebige Fliche mit Rand JF. Dabei sind fiir den Rand des Volumens d' V' die Flichennor-

malenvektoren d? ]? stets aus dem Volumen V herausgerichtet und die Fliche F und deren Randkurve JF
gemif} der Rechte-Hand-Regel orientiert. Fiir eine i.a. offenen Fliche F ist dabei die Richtung der Flichen-

normalenvektoren d*f willkiirlich vorgegeben, und die Randkurve dF wird gemifS der Rechte-Hand-Regel
orientiert, d.h. zeigt der Daumen der rechten Hand in Richtung der Flichennormalenvektoren, geben die
Finger die Richtung an, in der die Randfliche JF durchlaufen wird. Gemif} dieser Festlegung wurden auch
die Differentialoperatoren div bzw. rot definiert, und entsprechend sind diese Konventionen auch bei der
Anwendung der Integralsitze von Gauf§ und Stokes zu beachten. Im Folgenden kénnen V, dV, F und dF
auch zeitabhingig sein. Die entsprechenden Punkte 7 dieser geometrischen Gebilde bewegen sich dabei mit
einer Geschwindigkeit o(z, 7).

Betrachten wir nun das Faradaysche Induktionsgesetz (2.5.1). Es liegt nahe, hier den Stokesschen Integralsatz
zur Anwendung zu bringen. Dann ergibt sich zunichst

d7 - E = _f &f.8B. (2.5.9)
OF F
Ublicherweise mdchte man aber die rechte Seite durch den magnetischen Fluss durch diese Fliche
@E(t):Ldzf.B (2.5.10)

ausdriicken. Fiir eine zeitabhingige Fliche F diirfen wir aber Integration und Zeitableitung nicht einfach ver-
tauschen, weil wihrend einer Anderung der Zeit um ein infinitesimales Inkrement dz sich sowohl die Fliche
als auch das Magnetfeld dndern.

Bezeichnen wir der Genauigkeit halber jetzt die zeitabhingige Fliche mit F, haben wir

F,

t+de

&F B +dz,£)—f $F - B(t,7) 2.5.11)
F,

t

zu berechnen. Offensichtlich gentigt uns dabei die Entwicklung der rechten Seite dieser Gleichung bis zur

Ordnung 0(dt), d.h.
dtqﬁmag =dt f

F,

t

dzf-até(z,z)Jrf
FH—dt

EF-B0.5)= | PF-Be7)+ o), 2512

F,

t
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Um den Beitrag aufgrund der zeitlichen Anderung
der Fliche zu berechnen, betrachten wir die neben-
stehende Skizze. Wir wenden den Gaufischen Inte-
gralsatz auf das dort gezeigte infinitesimale zylinder-
artige Volumen an, das durch die Bewegung der Fli-
che in dem infinitesimalen Zeitintervall (¢, ¢ + dt)
definiert wird. Dessen Randfliche besteht aus der
Deckfliche F,_ 4,, der Bodenfliche F, und der Man-
telfliche. Bei der Anwendung des Gaufischen In-
tegralsatzes miissen die Flichennormalen nach au-
8en weisen. Daher geht die Deckfliche mit positi-
vem Vorzeichen, die Bodenfliche aber mit negati-
vem Vorzeichen ein, weil definitionsgemif$ die Ori-
entierung fiir diese urspriinglichen Flichen in so gewihlt ist. Das entsprechend orientierte Flichen-

element fiir die Mantelfliche ist bis auf Groflen der Ordnung 0(dt?) durch d? ]? =d7|5 x 9(¢,X)dt gegeben.

Dies liefert
dzf-g—f dzf-B-i-dtJ (d7><5)-§. (2.5.13)
F, aF,

P f = d7 x Fdt

d%’%-ng

F

dv t4dt

Andererseits lasst sich das Volumenintegral in der gewiinschten Ordnung 0(d¢) in der Form

d%%-é:dtf &f.5(V-B) (2.5.14)
dv F,

schreiben. Dies in (2.5.13) eingesetzt ergibt

f dzf-E—J dzf-E:dzU &f.5(V-B)— d7.(5x§)]. (2.5.15)
FH—dt Ft Fz aFt
Verwenden wir dies wiederum in , erhalten wir schlieflich
éng d2f~[3té+6(€~z§)]—fg d7 - (3 x B). (2.5.16)
F, F,

Dies gilt zunichst fiir ein beliebiges Vektorfeld B.

Verwenden wir nun noch die Quellenfreiheit von B, also 1) sowie das Faradaysche Gesetz in dif-
ferentieller Form (2.5.1)), erhalten wir schliefSlich nach abermaliger Anwendung des Stokesschen Inte-
gralsatzes

b= LFd7-<E+5x§):£. (2.5.17)

Dies ist die allgemein giiltige integrale Form fiir das Faradaysche Induktionsgesetz fiir beliebig
bewegte Flachen. Wichtig ist, dass auf der rechten Seite dieser Gleichung die vollstindige elektromo-
torische Kraft oder Ringspannung

g:f d?-<E+6xE) (2.5.18)
JdF

zu stehen kommt.
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Hier ist der Begriff ,Kraft“ im altmodischen Sinne einer energieartigen Grofle zu verstehen. Es handelt sich
hier ja formal um die Arbeit einer Einheitsladung entlang der geschlossenen Kurve JF im elektromagneti-
schen Feld.

Beachtet man diese allgemeingiiltige Form, lassen sich viele vermeintliche Schwierigkeiten, die in der Literatur
im Zusammenhang mit dem Faradayschen Gesetz immer wieder auftauchen, vermeiden (vgl. dazu auch die
entsprechende Diskussion in [[FLS07])).

2.5.1 Beispiel: rotierende Leiterschleife

Wir betrachten eine kreistdrmige Leiterschleife mit Radius 4, die in einem
zeitlich konstanten Magnetfeld B = Bé; mit der konstanten Winkelge-
schwindigkeit « um die x;-Achse rotiert (s. die nebenstehende Skizze).
Die von ihr umschlossene Fliche F wird demnach durch

1 0 0 scosa
x(t,s,2)=(0 cos(wt) —sin(wt) || ssina
0 sin(wt) cos(wt) 0
(2.5.19)
scosa
= ssinacos(wt) |,
ssinasin(cwt)
mit s € [0,a] und a € [0,27] parametrisiert. Die Tangentenvektoren an die Fliche sind
cosa —ssina
I, =Jdx=|sinacos(wt) |, I,=d,x=|scosacos(wt) (2.5.20)
sina sin(wt) scosasin(wt)
und die Flichennormalenvektoren
0
d’f =dsdaT, x T, =dsda | —scos’asin(wt) |. (2.5.21)
scos(wt)
Damit ergibt sich der magnetische Fluss durch die Leiterschleife zu
a r2n
Px(t)= JF dzj_[ -B= L i das cos(ewt) = ma’B cos(wt). (2.5.22)

Die Randkurve J F wird durch x(¢,4,2) (mit dem Parameter @) reprisentiert. Die elektromotorische Kraft
bzgl. dieses geschlossenen Weges ist
&=| dr-(vxB) (2.5.23)
JF
Mit (2.5.19) folgt fiir die Geschwindigkeit der Punkte entlang der Leiterschleife

0 1
v=3dx=|—awsinasin(wt) | = v x B=—awBsinasin(wr)| 0 |. (2.5.24)
cosa cos(wt) 0
Damit ergibt sich mit (2.5.23))
2r R 2m 05 d
&= daT, - (v x B) = a’wBsin(wt) dasin® @ = a’Bsin(wt) = —Eég(t). (2.5.25)
0 0
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Dies bestitigt (2.5.23).

Wir bemerken, dass dies das Prinzip des Generators ist. Die elektromotorische Kraft entspricht dabei einer
Ringspannung, und die Lorentzkraft auf die Leitungselektronen in der Leiterschleife fithrt zu einem Strom.
Um das zu verstehen, miissen wir auf das Ohmsche Gesetz vorgreifen. Dabei miissen wir allerdings die
exakte Gleichung

j=0(E+% xB) (2.5.26)
zugrundelegen, wobei o die elektrische Leitfahigkeit des Drahtes ist. Hier ist zwar auch die Driftgeschwin-

digkeit der Elektronen (relativ zum Draht!) sehr klein, aber die Geschwindigkeit der Leiterlelektronen relativ
zu unserem Inertialsystem kann nicht vernachlissigt werden. Dann kdénnen wir (2.5.23) in der Form
&= f dr-L (2.5.27)
JF o
schreiben, wobei ;die Stromdichte im Draht ist. Da der Draht sehr diinn ist, kdnnen wir annehmen, dass die
Stromdichte relativ zum Ruhsystem des Drahtes j =1 /A, T, /|7, | ist. Auflerdem diirfen wir voraussetzen,
dass fiir einen Draht aus einem einheitlichen Material o = const ist. Dabei ist A ., = const die Querschnitts-

quer
fliche des Leiters. Dann erhilt man aus (2.5.27)
a
. 2
=Rl mit R= f do—2 = 7% (2.5.28)
0 o quer oAquer

Dabet ist R der Widerstand des Drahtes. Bei einem echten Generator hat man natiirlich nicht eine einzel-
ne Leiterschleife sondern eine Spule mit N Windungen. Dann ist im Integral fiir & entlang des gesamten
Spulendrahtes zu integrieren, und wir miissen die obigen Ergebnisse fiir eine einzelne Leiterschleife mit N

multiplizieren, d.h. esist in (2.5.28) R = 27taN /(0 Ay,) zu setzen.

Auf die integrale Form des Ampeére-Maxwell-Gesetzes (2.5.3) werden wir schliefflich gefiihrt, indem wir die
zeitliche Ableitung des elektrischen Flusses

P L d*f -E (2.5.29)

betrachten. Dazu kénnen wir wieder die allgemeingiiltige Formel (2.5.16) verwenden (wobei natiirlich E fiir
B zu schreiben ist), woraus sich zunichst

éE:f dzf-[atEJra(%-E)]—f d7 - (3 x E) (2.5.30)
F JF
ergibt. Gemifl dem Ampére-Maxwell-Gesetz (2.5.3) kénnen wir im Flichenintegral
- 1 = = 1=
GFE=—VxB——] 2.5.31)
Moo €0
schreiben und mit dem Gaufischen Gesetz (2.5.4)
L.
V-E=—p (2.5.32)
€0

einsetzen. Wenden wir dann noch auf das Flichenintegral von V x B den Stokesschen Integralsatz an, erhalten
wir schlieflich .
@E:_: &f (G —p?)+ f d7-(?B—3x E), (2.5.33)
0JF JF
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2.6. Elektromagnetische Wellen im Vakuum

wobei wir im letzten Schritt pye, = 1/c? verwendet haben.

Gew®dhnlich multipliziert man diese Gleichung mit ge, und 16st nach dem Wegintegral von B auf:

f d7-B= MOJ &Ef (7= o) + toco [cbf +| d7-(Fx E)] 2.5.34)
JF F

JF

In den iibrigen beiden Maxwell-Gleichungen, also im GaufSsche Gesetz fiir das elektrische Feld (2.5.4) und
fiir das magnetische Feld (2.5.2) treten keine Zeitableitungen auf, und entsprechend kann man einfach den
Gauflschen Integralsatz auf ein beliebiges Volumen V' anwenden:

Jd%div}?:f &f F=L| dro=L0q,,
1% av €oJv €0 (2.5.35)
f SrdivB=| df-B=o.
\% av

2.6 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Wir kommen nun zur wichtigsten Schlussfolgerung, die Maxwell aus seinen vier Gleichungen gezogen hat,
namlich die Existenz sich im Vakuum ausbreitender elektromagnetischer Wellen. Wir werden auch gleich
noch die etwas willkiirlich erscheinende Einfithrung der Konversionsfaktoren ¢, (Permittivitit des Vakuums
bzw. elektrische Feldkonstante) und y (Permeabilitdt des Vakuums bzw. magnetische Feldkonstante) im SI-
Einheitensystem mit etwas mehr physikalischem Inhalt fiillen.

Wir betrachten also nun die Maxwell-Gleichungen (2.5.1)-(2.5.4) in einem Bereich, wo keine Ladungen und
Strome vorhanden sind, also fiir o =0 und 7 = 0. Wir wollen dazu zunichst eine Gleichung finden, die nur
das elektrische Feld enthilt. Dazu bilden wir im Hinblick auf zuerst die Rotation von (2.5.1). Wir be-

schiftigen uns zuerst mit dem ersten dabei auftretenden Term unter Zuhilfenahme kartesischer Koordinaten
(Nachrechnen!):

2 2 £y
rotrotE=( 3, | x || & | x| E,
% % £
2 SHE;— S,
= <5’2 X | KE,— A E;5
3 AE,—SE, 2.6.)
A HE,— I}E, — IPE, + 3,5, E;
= <3283E3 — OlE,—3E,+ 3,3,E,
AAE, —IPE;— I E;+ 3O F,
AdivE —AE,
= <32diV£AE2 ,
G divE — AE,
wobei wir wieder den Laplace-Operator
A=V.V=32+3+3 (2.6.2)

verwendet und ausgiebig von der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen Gebrauch gemacht haben. Wir
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betonen, dass diese naive Anwendung des Laplace-Operators auf ein Vektorfeld nur fiir kartesische Kompo-
nenten dieses Vektorfeldes korrekt ist. Fiir irgendein skalares Feld ¢ ist definitionsgemif}

¢
gradp =Vo=|{ 3o |. (2.6.3)
%

Dann konnen wir (2.6.1) in der folgenden Gleichung, die fiir beliebige kartesische Komponenten eines
Vektorfeldes E gilt, zusammenfassen:

rotrot £ = graddivE — AE. (2.6.4)

bzw. mit dem Nabla-Operator geschrieben ergibt sich

—

VX(VXE)=V(V-E)-AE

=

(2.6.5)

was auch der formalen Anwendung der ,bac-cab-Formel entspricht.

Nun verwenden wir auf der rechten Seite (2.5.4) mit p = 0, d.h. der erste Term auf der rechten Seite ver-
schwindet. Rotationsbildung von (2.5.1) liefert also

—AE + Jd,rotB=0. (2.6.6)

Nun kénnen wir mit Hilfe von 1) fiir j = 0 aus dieser Gleichung B eliminieren. Dies liefert

Yo€odPE—AE =0. (2.6.7)
Wir bemerken, dass
1
LN (2.6.9)
Moo

eine Konstante von der Dimension einer Geschwindigkeit im Quadrat hat.

7

Dann schreibt sich (2.6.7) in der Form
1 4 . 1
_Q2E_AE=0E mit O=—=3*—A (2.6.9)
2 c2

Der Differentialoperator [0 heifit d’Alembert-Operator (Jean-Baptiste le Rond d’Alembert 1717-
1783).

\.

Die partielle Differentialgleichung ist als Wellengleichung bekannt. Wir wollen zeigen, dass (2.6.9) in der
Tat Wellenlosungen besitzt. Wir machen dazu den Ansatz

E(t,r)=E cos(cwt —kx,), (2.6.10)

was mit E; = const. einer ebenen Welle entspricht, die sich in x;-Richtung ausbreitet. Fiir diesen Ansatz gilt
nun offenbar (Nachrechnen!)

IPE =—w’E cos(wt —kx;), AE=E=—k’E,cos(ct —kx;). (2.6.11)
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—=k.

(4

fiir elektromagnetische Wellen.

Setzen wir dies in die Wellengleichung (2.6.9) ein, erhalten wir die Bedingung

(2.6.12)

Wir bemerken, dass die Losung (2.6.10) periodisch ist, und zwar ist die rdumliche Periode (also die
Wellenlinge) A durch die Bedingung £A = 27 oder A = 27/k und die zeitliche Periode (also die
Periodendauer) 7 durch wt = 27 oder © = 27t/ w gegeben. Gl. (2.6.12) heiflit Dispersionsrelation

Wir miissen nun noch zeigen, dass sich alle vier Maxwell-Gleichungen (2.5.1)-(2.5.4) mit (2.6.12) erfiillen

lassen. Setzen wir den Ansatz also zunichst den Ansatz in (2.5.4) mit p = 0 ein. Es folgt

divE = 3 E, = kEy sin(wt —kx,) Zo0.

(2.6.13)

Das bedeutet, dass Ey; = 0 sein muss, d.h. das ebene elektrische Feld im Vakuum (also im ladungs- und
stromfreien Raum) ist eine transversale Welle, d.h. E ist stets senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der

Welle gerichtet.

Wir kénnen nun das kartesische Koordinatensystem so wihlen, dass E, = (0, £,,0) ist, d.h. wir haben nun

0
E = Ey, |cos(ewt —kxy).
0
Man rechnet leicht nach, dass
rotE =V x [E,cos(cwt —kx;)]
=—E, x grad cos(wt —kx;)

0 k
=—| Ey | x| O |sin(ws —kx,)
0 0
0
1
ist. Durch Integration folgt dann
1 0 1
B=—| 0 |cos(wt—kx;)=—-e, xE.
¢ ¢
Lo,

(2.6.14)

(2.6.15)

(2.6.16)

Es steht also das Magnetfeld B senkrecht sowohl auf der Ausbreitungsrichtung der Welle e, als auch
zum elektrischen Feld, und es bilden E, B und der Wellenvektor k£ = ke, in dieser Reihenfolge ein

rechtshindiges orthogonales Dreibein.

Damit ist auch (2.5.2) erfiillt ist, und man rechnet nach, dass schlief}lich auch (2.5.3) gelost wird. (Nachrech-

nen!).
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Damit haben wir gezeigt, dass es elektromagnetische Wellen gibt, die sich mit der Geschwindigkeit

1
GO D o 2.6.17)

NI s

ausbreiten. Dies entspricht aber recht genau der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.

c =

Diesen Zusammenhang zwischen den Feldkonstanten ¢; und g mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit haben
Friedrich Wilhelm Georg Kohlrausch (1840-1910) und Wilhelm Eduard Weber (1804-1891) bereits 1856 durch
die Vermessung statischer (!) elektrischer und magnetischer Felder und dem Vergleich durch die damals defi-
nierten elektrostatischen und magnetostatischen Einheiten fiir die elektrische Ladung nachgewiesen. Aus der
Vorhersage der elektromagnetischen Wellen hat Maxwell die Hypothese aufgestellt, dass Licht eine elektro-
magnetische Welle darstellt.

2.7 SI-Einheiten

Wir rekapitulieren nun noch einmal kurz die SI-Einheiten soweit sie die Mechanik und Elektrodynamik
betreffen. Wir konnen uns hierzu auf die vier Basiseinheiten fiir Linge (Meter, m), Zeit (Sekunde, s), Masse
(Kilogramm, kg) und Stromstirke (Ampere, A) beschrinken.

Ausgangspunkt ist die Definition der Zeiteinheit Sekunde. Dies hingt damit zusammen, dass beim derzeitigen
Stand der Messtechnik Zeitintervalle bzw. Frequenzen die am genauesten zu messenden Groflen darstellen.
Dabei macht man sich zunutze, dass viele atomare Uberginge sehr stabile Energiedifferenzen besitzen und
die Frequenz der entsprechenden elektromagnetischen Wellen daher sehr prizise und tiberall reproduzierba-
re Mafle fiir Zeitintervalle verfiigbar machen. Dabei miissen die metrologischen Institute (in Deutschland die
Physikalisch Technische Bundesanstalt in Braunschweig) freilich darauf achten, dass bei einer Umdefinition
der Einheiten die Kontinuitit gewahrt bleibt. So war urspriinglich die Zeiteinheit Sekunde iiber astronomi-
sche Messungen der Dauer des mittleren Tages auf der Erde definiert, was aber im Laufe der Zeit viel zu
ungenau war, um den gewachsenen Anforderungen an die Messgenauigkeit in Wissenschaft und Technik zu
gentigen. Daher ist viel Aufwand erforderlich, um die alte Definition méglichst genau mit der neuen Defini-
tion abzustimmen. Die derzeit giiltige Definition der Zeiteinheit Sekunde lautet seit 1967 wie folgt:

Die Sekunde ist das 9192631770-fache der Periodendauer der dem Ubergang zwischen den beiden
Hyperfeinstrukturniveaus des Grundzustandes von Atomen des Nuklids 1**Cs entsprechenden Strah-
lung.

Dabei ist 1%Cs das Zeichen fiir das Cisium-Isotop mit der Kernmassenzahl A = 133.

Die Definition der Lingeneinheit Meter beruht auf der Erkenntnis der Relativitdtstheorie, dass die Lichtge-
schwindigkeit ¢ im Vakuum eine universelle Naturkonstante ist, die nach derzeitigem Kenntnisstand iiberall
im Universum gleich ist. Daher wird das Meter im SI dadurch festgelegt, dass man der Lichtgeschwindigkeit
einen festen Wert zuordnet. Freilich muss auch hier der Anschluss an diverse Vorgingerdefinitionen des Me-
ters gewahrt werden. Urspriinglich war das Meter als ein der 10-millionste Teil der Linge des durch Paris
verlaufenden Lingengrades definiert. Die moderne Definition von 1983 lautet

Das Meter ist die Linge der Strecke, die Licht im Vakuum wihrend der Dauer von (1/299 792 458)
Sekunden durchliuft.
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2.8. Die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes

Mit anderen Worten: Die Lichtgeschwindigkeit besitzt definitionsgemif} den exakten Wert

m

¢ = 299792458 = 2,99792458 - 108 2.7.1)
S

S

Fiir Uberschlagsrechnungen geniigt der Niherungswert ¢ ~ 3 - 10%m/s.

Bis zum Jahre 2019 wurde das Kilogramm (kg) seit 1889 einfach als die Masse eines Zylinders aus einer be-
stimmten Platin-Iridium-Legierung, der in Paris aufbewahrt wird (der sog. Internationale Kilogrammproto-
typ oder kurz ,Urkilogramm®), definiert.

Freilich war dies eine duflerst heikle Definition, denn sie ist zum einen nicht besonders genau und zum an-

deren weicht ausgerechnet der Internationale Kilogrammprototyp systematisch von den in anderen Lindern
aufbewahrten nationalen Sekundirprototypen ab.

Seit 2019 wird das Kilogramm, unter Berticksichtigung der oben gegebenen Definitionen fiir Sekunde und
Meter dadurch festgelegt, dass man einer weiteren nach heutigem Wissen fundamentalen Naturkonstanten
einen exakten Wert zuweist, und zwar dem Planckschen Wirkungsquantum.

s a

Das Kilogramm, Einheitenzeichen kg, ist definiert, indem dem Planckschen Wirkkungsquantum

der Wert -
b = 6,62607015 - 10~*Js = 6,62607015 - 104~
s

zugeordnet wird. Dabei ist | (Joule) die Einheit fiir die Energie: 1] = 1Ns= 1kgm?/s?.

Wie wir bereits in Abschnitt besprochen haben, ist die Einheit der elektrischen Ladung, das Cou-
lomb (C) durch die Festlegung des definitionsgemifd exaktes Wertes der elektrischen Elementarladung e =
1,602176634- 10~ C definiert. Aus historischen Griinden ist aber nicht das Coulomb sondern das Ampere
eine Basiseinheit. Dabeiist 1A =1C/s.

7~

Zusammen mit der Festlegung des exakten Wertes der Lichtgeschwindigkeit vermoge (2.7.1) und we-
gen des Zusammenhangs der Lichtgeschwindigkeit mit der elektrischen und magnetischen Feldkon-

stante (2.6.8) ergibt sich der Wert

1 4N
Ho=——= 1,25663706212(19) - 10 6@. 2.7.2)
0

fir die magnetische Feldkonstante, die auch Permeabilitit des Vakuums genannt wird.

Man kann dies mit der alten seit 1947 bis 2019 giiltigen in Abschnitt[2.3|besprochenen Definition der Einheit

Ampere vergleichen, derzufolge /u(oah) = 471-107N/A? gegolten hat. Die entsprechende in (2.7.2) angegebene
Unsicherheit im Wert von g aufgrund der Neudefinition der SI-Basiseinheiten stellt dabei die numerisch
grofite damit einhergehende Abweichung der Basiseinheiten verglichen mit der vorherigen Definition dar.
Die entsprechende relative Messunsicherheit betrigt etwa 1,5 1071°,

2.8 Die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes

In den folgenden drei Abschnitten wollen wir die Erhaltungssitze fiir Energie, Impuls und Drehimpuls in
der Elektrodynamik herleiten. Dabei ergibt sich die wichtige Erkenntnis, dass das elektromagnetische Feld
als eigentstiandiges dynamisches System Energie, Impuls und Drehimpuls besitzt. Diese Grofien sind konti-
nuierlich im Raum verteilt, und man erhilt daher jeweils eine Dichte und eine Stromdichte fiir jede dieser
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Groflen. Um diese wichtigen Groflen herzuleiten, betrachten wir geladene Materie mittels einer Kontinu-
umsbeschreibung und deren Wechselwirkungen mit dem elektromagnetischen Feld. Wir begniigen uns dabei
mit dem einfachst moglichen Modell eines sehr diinnen Gases, dessen intrinsische Krifte wie Druck und
Reibungskrifte vernachlissigbar gegeniiber den elektromagnetischen Kriften sind.

Trotzdem betrachten wir zunichst den sehr allgemeinen Fall eines kontinuummechanischen Systems. Das
kann ein Gas, eine Flissigkeit oder sogar ein Festkorper sein. Wir beschiftigen uns aber nicht mit Details
einer solchen Theorie sondern nur mit den grundlegendsten Beschreibungsweisen. Wir beschrinken uns auf
die (nichtrelativistische) Newtonsche Mechanik.

In diesem Zusammenhang ist es auch wichtig zu verstehen, dass das Konzept lokaler Feldtheorien im Zusam-
menhang mit der Relativititstheorie wichtig ist. Wir behandeln zwar die Relativitdtstheorie erst im folgen-
den Band dieser Buchreihe, aber es ist trotzdem interessant zu verstehen, dass die von der Relativititstheorie
geforderte Endlichkeit der Signalausbreitungsgeschwindigkeit mittels der Einfithrung von Feldern als dy-
namischen Groflen und die damit einhergehende Interpretation von Kraftwirkungen auf Materie im Sinne
einer Nahwirkungstheorie die Giiltigkeit der Erhaltungssitze gewahrleisten kann.

In der Newtonschen Mechanik haben wir Krifte als Fernwirkung behandelt. Das Paradebeispiel ist die New-
tonsche Theorie der Gravitationswechselwirkung. Hier wirkt zwischen zwei ,Punktteilchen® mit Massen
m, und m, zu jedem Zeitpunkt die Gravitationskraft F, = —F, = —Gm,m,7 /7>, wobei 7 = %, — X, ist.
Bewegen sich die Teilchen, passen sich die Krifte auf jedes Teilchen instantan, d.h. ohne Zeitverzogerung,
an, und daher gilt z.B. der Impulssatz zu jedem Zeitpunkt fiir das dynamische System der wechselwirkenden
Massenpunkte aufgrund des dritten Newtonschen Postulats.

Heute wissen wir, dass die Newtonsche Beschreibung von absolutem Raum und absoluter Zeit, die eine solche
instantane Fernwirkung ermoglicht, nur eine Niherung ist. Der Relativititstheorie zufolge konnen sich ir-
gendwelche Wirkungen aber hochstens mit der endlichen Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, d.h. das 3. New-
tonsche Postulat (actio=reactio) kann fiir sich beliebig bewegende Teilchen nicht gelten, denn die Anderung
der relativen Positionen der beiden Teilchen kann nicht instantan die Krifte auf jedes Einzelteilchen dndern.
Z.B. benotigt bereits das Licht von der Sonne zur Erde etwa 8 Minuten, d.h. auch die Gravitationswirkung
der Sonne auf die Erde kann sich nicht instantan indern, wenn sich die Position der Sonne relataiv zur Er-
de dndert. Vielmehr bendtigt die entsprechende Anderung ebenfalls 8 Minuten (die Allgemeine Relativitits-
theorie zeigt, dass die Gravitationswechselwirkung wie die elektromagnetische Wechselwirkung ebenfalls mit
Lichtgeschwindigkeit erfolgt), d.h. es kann auch das 3. Newtonsche Postulat zwischen zwei weit voneinander
entfernten Korpern und damit der Impulserhaltungssatz mit Punktteilchen als einzigen dynamischen