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Kapitel 1

Einfiihrung in die theoretische Physik

In diesem Kapitel betrachten wir kurz den Inhalt dieser Lehrbuchreihe zur theoretischen Physik und erldutern
die Motivation fiir Lehramtsstudierende, sich mit dieser Disziplin zu beschiftigen.

1.1 Was ist (theoretische) Physik?

Es ist gar nicht so einfach, in der gebotenen Kiirze zusammenzufassen, womit sich die Physik, insbesondere
die theoretische Physik, beschiftigt. Am treffendsten scheint mir die Charakterisierung zu sein, dass die Auf-
gabe der Physik die Entdeckung der fundamentalen Naturgesetze mittels empirischer Methoden und deren
systematische mathematische Beschreibung in Form von Modellen und Theorien ist. Dabei ist die Erkennt-
nis, dass sich die objektiv beobachtbaren und reproduzierbaren Phinomene, wie wir sie zundchst mit unseren
Sinnen wahrnehmen, zu quantifizieren und zu erstaunlich allgemeingiiltigen mathematisch beschreibbaren
Naturgesetzen zusammenfassen lassen. Dabei ist die Unterteilung in Experimentalphysik und theoretische
Physik lediglich eine grobe Spezialisierung, denn beide Methoden der Forschung hingen voneinander ab.
Zum einen bendtigt man zur Aufstellung von Theorien die Erkenntnisse von Beobachtungen und genauen
Messungen, und umgekehrt ermdoglichen die Erkenntnisse der theoretischen Physik die Konzeption neuer
Experimente und Messverfahren.

Ein guter Ansatz, sich einen Uberblick iiber die theoretische Physik zu verschaffen, ist es, sich mit der his-
torischen Entwicklung zu beschiftigen. Physik in unserem heutigen Sinn beginnt zur Zeit der Renaissance,
insbesondere mit Galileo Galilei (1564-1642), der die Grundlagen der klassischen Mechanik gelegt und
insbesondere das Trahgheitsgesetz entdeckt hat, demzufolge der Zustand der Ruhe und der gleichférmig
geradlinigen Bewegung ununterscheidbar sind. Zu einem in sich geschlossenen mathematischen System hat
dann Isaac Newton (1643-1727) die Mechanik zusammengefasst.

Bezeichnend ist dabei, dass Newton auch die tiir die Formulierung und Anwendung seiner Theorie benétigten
mathematischen Grundlagen der Infinitesimalsrechnung, also Differential- und Integralrechnung gelegt
hat, die die quantitative Beschreibung von Bewegungen und deren Berechnung aufgrund empirisch gefunde-
ner dynamischer Gesetze, bei Newton insbesondere sein universelles Gravitationsgesetz zur Berechnung
der Bewegung von Himmelskorpern, erst ermdglicht. Dies zeigt, dass die Mathematik ein zentraler Bestand-
teil jeder Physikvorlesung sein muss, wobet fiir die Physik nicht die fiir den Fachmathematiker unerlissliche
Strenge in Beweisfithrungen erforderlich ist. In dieser Vorlesungsreihe wird die bendtigte Mathematik parallel
mit der Behandlung der Physik entwickelt. Fiir die klassische Mechanik von Kérpern (meist abstrahiert und
idealisiert zu ,Massenpunkten®), die im vorliegenden Band Theoretische Physik 1 behandelt wird, umfasst
dies die Vektorrechnung im dreidimensionalen Euklidischen Raum, Differential- und Integralrechnung
und gewohnliche Differentialgleichungen.

Nicht lange nach der Formulierung der Newtonschen Mechanik fiir Massenpunkte und deren Anwendung
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1. Einfithrung in die theoretische Physik

auf viele Bewegungen im Alltag und in der Astronomie (Himmelsmechanik) hat sich auch die daraus her-
leitbare Kontinuumsmechanik entwickelt, die ausgedehnte feste Korper, Fliissigkeiten und Gase unter-
sucht. Hier ist vor allem Leonhard Euler (1707-1783) zu nennen, der nicht nur die Newtonsche Mechanik
fir ,Punktteilchen® in der bis heute tiblichen Form formuliert sondern auch die Verallgemeinerung zur Kon-
tinuumsmechanik entwickelt hat. Hier benétigt man bereits die Vektoranalysis, d.h. die Differential- und
Integralrechnung von Funktionen mehrerer unabhingiger Variablen. Z.B. beschreibt man eine Flissigkeitss-
tromung durch die Angabe der Geschwindigkeit als Funktion der Zeit und des Ortes. Dies impliziert den sog.
Feldbegriff, d.h. man betrachtet physikalische Groflen wie die Geschwindigkeit einer Fliissigkeitsstromung
oder die Temperatur und Dichte der Materie als Funktion von Zeit und Ort. Leider kann die Kontinuums-
mechanik nicht im Rahmen dieser Lehrbuchreihe behandelt werden.

Allerdings werden diese Begritfe, insbesondere der Feldbegriff, fiir die klassische Elektrodynamik wichtig,
die in Theoretische Physik 2 behandelt wird. Die Elektrodynamik in der heutigen Form haben nach eini-
gen Vorldufern vor allem Michael Faraday (1791-1867) und James Clerk Maxwell (1831-1879) entwickelt.
Hier wird schon eine deutliche Spezialisierung in Richtung Experimental- und theoretische Physik deutlich,
denn Faraday hat seine richtungsweisenden Ideen ausschliellich auf experimentellem Wege gewonnen. Thm
verdanken wir insbesondere die Idee, dass elektrische und magnetische Erscheinungen am besten als lokale
Feldwirkungen beschrieben werden. Wihrend nimlich z.B. das Newtonsche Gravitationsgesetz eine typi-
sche Fernwirkungstheorie ist, d.h. die Anziehung zweier Massen wird durch ein Gesetz beschrieben, wo die
Kraftwirkung bei Lageinderungen dieser beiden Korper instantan, d.h. ohne zeitliche Verzogerung erfolgt,
war Faradays wegweisende Idee, dass die elektromagnetischen Kraftwirkungen lokal erfolgen, d.h. aufgrund
der elektrischen Ladung eines Korpers ist dieser von einem elektromagnetischen Feld umgeben, das sich
tiber den gesamten Raum erstreckt, und die Wirkung elektrischer und magnetischer Krifte auf einen anderen
Korper kommt dadurch zustande, dass am Ort dieses Korpers das elektromagnetische Feld des anderen Kor-
pers vorhanden ist. Dies er6ffnet die Moglichkeit einer Wirkungsausbreitung mit endlicher Geschwindig-
keit, d.h. bei einer Lageinderung eines geladenen Korpers verindert sich das elektromagnetische Feld nicht
instantan, sondern es breiten sich elektromagnetische Wellen mit endlicher Geschwindigkeit aus. Es war
in der Tat eine der bedeutendsten Leistungen Maxwells, dass seine mathematische Analyse der Faradayschen
Experimente und die mathematische Formulierung der Idee lokaler Feldwirkungen zur Vorhersage der Exis-
tenz elektromagnetischer Wellen gefiihrt hat. Zugleich zeigte sich, dass Maxwells Theorie nicht nur elektri-
sche und magnetische Phinomene in einer ,vereinheitlichten Theorie® beschreibt sondern auch die optischen
Phinomene, denn die Theorie ergab, dass alle zu dieser Zeit bekannten Eigenschaften des Lichts mit der Idee
vertraglich war, dass Licht eine elektromagnetische Welle ist. Der direkte Nachweis elektromagnetischer Wel-
len gelang schlief8lich Heinrich Hertz (1857-1894).

Das 20. Jh. brachte mit der Entdeckung der Relativititstheorie und der Quantentheorie einen entschei-
denden Fortschritt der Physik mit zum Teil ,revolutioniren® Anderungen des bis dahin etablierten deter-
ministischen Weltbildes der klassischen Physik. Dabei kann man die Relativititstheorie noch in gewisser
Hinsicht als den kronenden Abschluss der klassischen Physik verstehen. Die Spezielle Relativititstheorie
ist nimlich aus dem zunichst rein theoretischen Problem entstanden, dass die Maxwellsche Elektrodynamik
inkompatibel mit dem Newtonschen Raumzeitmodell ist. Technisch ausgedriickt erwiesen sich die Maxwell-
Gleichungen als nicht invariant unter Galilei-Transformationen, die die Rechenvorschrift angibt, wie man
in der Newtonschen Mechanik von einem inertialen Bezugssystem zu einem anderen inertialen Bezugssystem
tibergeht, das sich gegeniiber dem ersteren geradlinig gleichformig bewegt. Im ausgehenden 19. Jh. war man
zunichst der Auffassung, dass dies lediglich damit zusammenhinge, dass die elektromagnetischen Felder und
die sich mit endlicher Geschwindigkeit ausbreitenden elektromagnetischen Wellen als mechanische Bewegun-
gen eines als Ather bezeichneten Stoffes verstanden werden kann, der sich von der sonstigen ,ponderablen
Materie“ unterschied. Das Ruhsystem dieses Athers sollte dann ein Inertialsystem auszeichnen und Newtons
absoluten Raum definieren. Andererseits erwies es sich als duflerst schwierig, die mechanischen Eigenschaf-
ten dieses Athers mit den bis dahin bekannten Erfahrungstatsachen bzgl. elektromagnetischer Phinomene in
Einklang zu bringen. Auf8erdem sollte dann die Bewegung der Erde durch den Ather mittels optischer Experi-



1.1. Was st (theoretische) Physik?

mente nachweisbar sein. Ein entscheidendes Experiment war das Michelson-Morley-Experiment, das mittels
eines sehr genauen Interferometers den Nachweis der Bewegung der Erde gegen den Ather hitte erbringen
miissen. Trotz aller Bemiihungen konnte man aber diese Vorhersage der Ather-Theorie nicht nachweisen.
Gleichzeitig bewihrte sich die Maxwell-Theorie in der Beschreibung der elektromagnetischen Phinomene
immer besser. Allerdings blieb immer noch das Problem bestehen, wie man dies mit dem Galilei-Newton-
schen Trigheitsprinzip kompatibel machen kann, denn eigentlich miissten ja die Naturgesetze in allen Iner-
tialsystemen gleich aussehen, was aber eben fiir die Maxwell-Gleichungen nicht zuzutreffen schien.

Die Losung brachte schlieflich Albert Einsteins (1879-1955) berithmte Arbeit ,,Zur Elektrodynamik be-
wegter Korper®. Aufbauend auf Vorarbeiten von Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) kam Einstein zu
dem Schluss, dass man das spezielle Relativitdtsprinzip mit den Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik
kompatibel machen kann, indem man die Beschreibung von Raum und Zeit abindert. Dabei geniigte es, von
den Maxwell-Gleichungen und der Annahme, dass diese invariant beim Wechsel von einem Inertialsystem zu
einem anderen sein miissen, auszugehen, was implizierte, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektroma-
gnetischer Wellen (und damit auch des Lichts) im Vakuum unabhingig von der Bewegung der Quelle und
des Beobachters relativ zu einem beliebigen Inertialsystem ist. Dies ersetzte die bislang verwendete Galilei-
Transformation als Vorschrift zum Ubergang von einem Inertialsystem zu einem anderen durch die sog.
Lorentz-Transformation. Zugleich mussten wiederum die scheinbar bewihrten Gesetze der Newtonschen
Mechanik abgeindert werden, um mit der neuen Raum-Zeit-Beschreibung kompatibel zu sein. Insbesondere
konnte die von Newton postulierte Existenz eines absoluten Raumes und einer absoluten Zeit nicht aufrecht
erhalten werden. Dabei zeigt sich, dass die Newtonsche Mechanik eine gute Niherung fiir die Beschreibung
bewegter Korper ist, solange die dabei auftretenden Geschwindigkeiten klein gegen die Lichtgeschwindig-
keit (also der Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen) ist. Die Newtonsche Mechanik
bleibt also in einem eingeschrinkten Sinn als Niherung zur relativistischen Mechanik Einsteins giiltig.

Etwa zur gleichen Zeit um 1900 wurden aber auch weitere Probleme der klassischen Physik deutlich. Dies
hatte mit bedeutenden technischen Fortschritten des ausgehenden 19. Jh. zu tun. Ein Beispiel war die , Elek-
trifizierung” insbesondere der Beleuchtung von Stidten. Um die von der Industrie bendtigte Etablierung von
Standards fiir die Beleuchtungsstirke von Lichtquellen zu ermdglichen, legte man in der Physikalisch Tech-
nischen Reichsanstalt ein grofles Versuchsprogramm zur genauen Vermessung des Spektrums eines ideal
schwarzen Korpers auf. Dies griindete sich auf der Erkenntnis der mittlerweile gut etablierten Thermody-
namik, dass das Spektrum des von heiflen Krpern ausgestrahlten Lichtes universell sein sollte, wenn man die
Strahlung, die aus einem Hohlraum durch ein kleines Loch emittiert wird, betrachtet. Dieses Spektrum muss
demnach unabhingig vom spezifischen Material der Hohlraumwinde sein und ausschliefflich von deren Tem-
peratur abhingig sein. Es ist klar, dass die Auffindung solcher universellen Naturgesetze eine grofie Motiva-
tion fiir Physikerinnen und Physiker ist. Allerdings brachten eingehende Untersuchungen auf der Grundlage
der klassischen Elektrodynamik und Thermodynamik keinen Erfolg. Die klassische Physik sagte vielmehr
voraus, dass die Gesamtenergie der Hohlraumstrahlung unendlich sein sollte, was ein offensichtlicher Wi-
derspruch zur Tatsache ist, dass man zur Autheizung des Hohlraums nur endlich viel Energie zur Verfiigung
hat. Nun ergaben aber die sehr genauen Messungen von Heinrich Rubens (1865-1922) und Ferdinand Kurl-
baum (1857-1927) Abweichungen von allen aufgrund der klassischen Physik zu erwartetenden Spektren der
Hohlraumstrahlung, und in 1900 gelang Max Planck (1858-1947) schliefilich zunichst die Aufstellung einer
Strahlungsformel, die das gemessene Spektrum als Funktion der Temperatur genau beschrieb und dann auch
die theoretische Erklirung mit Hilfe der statistischen Physik, wobei er jedoch annehmen musste, dass elek-
tromagnetische Strahlung der Kreisfrequenz « nur in diskreten Energieportionen der Grofle 5 von den
Winden des Hohlraums absorbiert bzw. emittiert werden kann. Dabei ist 5 =/ /(27) eine Naturkonstante,
das (modifizierte) Plancksche Wirkungsquantum. Dies stand im eklatanten Widerspruch zur klassischen
Maxwell-Theorie.

In einem weiteren Geniestreich erweiterte dann Einstein in 1905 diese Idee zur Lichtquantenhypothese, um
den Photoeffekt zu erkliren. Seine Idee war, dass elektromagnetische Strahlung teilchenihnliche Eigenschaf-
ten besitzt, d.h. elektromagnetische Wellen der Kreisfrequenz w sollten sich bei der Wechselwirkung mit Ma-
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1. Einfithrung in die theoretische Physik

terie wie eine Art Strom von Teilchen mit der Energie E,, = /¢ und dem Impuls p = %k verhalten. Dabei
ist k& der Wellenvektor der elektromagnetischen Welle. Gemify der Maxwell-Theorie gilt die Dispersions-

relation w = c|k|, was ebenen Wellen mit der Phasengeschwindigkeit ¢ (Lichtgeschwindigkeit) entspricht.
Beim photoelektrischen Effekt wurde nun beobachtet, dass bei der Bestrahlung von Metalloberflichen mit
Licht Elektronen herausgelost werden, die sich jedoch gar nicht wie gemifl der Erwartung der Maxwellschen
Elektrodynamik und der Wechselwirkung elektromagnetischer Wellen mit geladenen Teilchen wie Elektro-
nen verhielten. Vielmehr war die (maximale) Energie der herausgelosten Elektronen durch die Gleichung
E\, = hw — W gegeben, wobei W = const eine von dem bestrahlten Metall abhingige Austrittsarbeit ist.
Demnach iibertrigt also ein ,Lichtteilchen® die zur Herauslésung der Elektronen benétigte Austrittsarbeit
auf das Elektron, und der Rest liefert die kinetische Energie der Elektronen. Die Lichtintensitit spielt fiir
die Energie der Photoelektronen keine Rolle, wie man es von der klassischen Maxwell-Theorie her erwartet
hitte. Eine hohere Lichtintensitit bewirkt hingegen nur die Erh6hung der Anzahl der pro Zeiteinheit aus
dem Metall herausgeldsten Elektronen. Einstein war sich dabei der sehr merkwiirdigen Konsequenzen dieser
Idee vollkommen bewusst, denn einerseits verwendete seine Theorie das Wellenmodell des Lichtes gemif3
der klassischen Maxwell-Theorie, nahm aber andererseits auch an, dass das Licht eine Art Teilchencharak-
ter besitzt. Dies fithrte eine Art Welle-Teilchen-Dualismus fiir elektromagnetische Strahlung (u.a. also auch
Licht) ein.

Ein anderes von der klassischen Physik unverstandenes Phinomen waren die diskreten Spektren des bei der
Verbrennung verschiedener chemischer Elemente emittierten Lichtes, wobei sich diese Spektren als eine Art
LFingerabdruck® zur Identifikation dieser Elemente erwiesen. So wurde durch eine Analyse des Spektrums
des Sonnenlichtes das Element Helium entdeckt, das erst spiter auch auf der Erde als Edelgas nachgewiesen
werden konnte.

Eine erste Erkldrung dieser ,Spektrallinien® haben dann Niels Bohr (1885-1962) und Arnold Sommerfeld
(1868-1951) gefunden. Ausgangspunkt war dabei das beriihmte Goldfolienexperiment von Ernest Ruther-
ford (1871-1937), der 1911 elektrisch geladene a-Teilchen aus den radioaktiven Zerfillen von radioaktiven
Elementen auf diinne Goldfolien schoss und {iberraschenderweise aus der Verteilung der gestreuten a-Teil-
chen schlieflen konnte, dass die Goldfolie weitestgehend ,leer war und ansonsten aus positiv geladenen
Atomkernen bestand. Da die Goldfolie natiirlicherweise elektrisch neutral ist, mussten sich demnach in ei-
niger Entfernung von den Atomkernen Elektronen befinden, d.h. entgegen aller damals gingigen Ideen tiber
den Aufbau der Materie aus Atomen, sollten diese Atome aus einem sehr kleinen Atomkern mit einer in
einigem Abstand irgendwie herumkreisenden Elektronen bestehen. In der Tat ergab diese Idee die korrek-
te Beschreibung fiir die Streuung der a-Teilchen in seinem Goldfolienversuch. Auf den ersten Blick konnte
man also denken, dass ein Atom in einer Analogie als ,Miniaturversion“ der um die Sonne kreisenden Pla-
neten verstanden werden konnte. Dabei war aber die anziehende Kraft die elektromagnetische und nicht die
Gravitationskraft. Aus der Maxwell-Theorie war aber klar, dass die um den geladenen Atomkern kreisenden
Elektronen wie jede beschleunigte Ladung elektromagnetische Wellen abstrahlen und dadurch bereits nach
einem Sekundenbruchteil all ihre Energie verlieren und in den Atomkren stiirzen missten. Dies stand im
eklatanten Widerspruch zur beobachteten Stabilitdt der Atome. Aus der Chemie war ja klar, dass die Atome
eines bestimmten Elementes im hochsten Mafie stabil sein muf3sen, indem sie alle die exakt gleichen chemi-
schen Eigenschaften besitzen und eben die uns umgebende Materie sehr stabil ist. Einen Ausweg aus diesem
Dilemma fand Niels Bohr in 1913, indem er annahm, dass einerseits die Elektronen sich in der Tat wie
klassische Punktteilchen um den Kern bewegen, wobei die Anziehungskraft durch die elektrische Coulomb-
Kraft gegeben ist. Dabei sollten aber nur diskrete Bahnen erlaubt sein, die durch eine Art Quantisierungs-
vorschrift festgelegt wurden. Auf diesen Bahnen sollten die Elektronen entgegen der klassischen Maxwell-
Theorie keine elektromagnetische Strahlung abgeben. Durch diese Annahme war die Frage geklirt, warum
Atome stabil sein konnen. Dabei spielte wieder Plancks Wirkungsquantum die entscheidende Rolle. Das 1oste
auch scheinbar das Problem mit den diskreten Linienspektren der Atome, denn Bohrs Idee zufolge konnten
die Elektronen nur von einem diskreten Energieniveau zu einem anderen springen, und die entsprechende
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Energiedifferenz musste durch Absorption bzw. Emission eines von Einsteins Lichtteilchen erfolgen! Da die
Energie dieser Lichtquanten durch AE = % gegeben ist, wobei AE die Energiedifferenz zwischen zwei er-
laubten Energiewerten“ des Elektrons ist, ergaben sich eben diskrete Frequenzen fiir das ausgestrahlte Licht,
und mit Bohrs angenommener Quantisierungsbedingung konnte er auch die Spektrallinien des Wasserstoffa-
toms sehr gut erkliren.

Allerdings erwies sich diese Idee nur fiir das Wasserstoffatom als quantitativ richtig. Fiir schwerere Atome,
angefangen vom nichstschwereren Heliumatom, das aus einem Atomkern mit der gegentiber dem Wasserstof-
fatom doppelten positiven Elementarladung und entsprechend zwei um diesen Kern laufenden Elektronen
besteht, erwies sich das Bohrsche Atommodell als nicht korrekt bei der Berechnung der Spektrallinien. Zwar
wurde diese ,alte Quantentheorie“ in einem grof§ angelegten Forschungsprojekt Arnold Sommerfelds und
seiner Schiiler immer weiter verfeinert, aber man kam schlief§lich zu dem Schluss, dass es eines weitaus radi-
kaleren Bruchs mit den Erkenntnissen der klassischen Physik bedurfte, um diese Fragen der Atomphysik zu
kldren.

Eine weitere wichtige Idee wurde dann von Louis de Broglie (1892-1987) in seiner Doktorarbeit (1923) aus-
gearbeitet, wonach konsistenterweise nicht nur elektromagnetischer Strahlung (klassisch als elektromagne-
tische Welle beschrieben) Teilcheneigenschaften sondern umgekehrt auch Elementarteilchen (wie das von
J.J. Thomson (1856-1940) entdeckte und als Teilchen identifizierte Elektron) Welleneigenschaften besitzen
sollten. Diese Idee nahm dann Erwin Schrodinger (1887-1961) als Ausgangspunkt, um die entsprechenden
Wellengleichungen fiir diese Materiewellen zu finden, und in der Tat gelang ihm in relativ kurzer Zeit in 1926
die Ausarbeitung einer entsprechenden Wellentheorie des Elektrons, mit der er ebenfalls die Wasserstoffspek-
trallinien sehr genau erkldren konnte. Es stellte sich bald heraus, dass seine Theorie auch die Spektrallinien der
schwereren Atome korrekt vorhersagte. Dies war eine Formulierung der sog. modernen Quantentheorie,
die bis dato die erfolgreichste Theorie der Physik ist. Etwas frither war schon Werner Heisenberg (1901-
1976) zu einer noch abstrakteren Formulierung einer in sich konsistenten Quantentheorie gelangt, die kurz
darauf von Max Born (1882-1970), Pasucal Jordan (1902-1980) und ihm selbst zur sog. Matrizenmecha-
nik ausgearbeitet wurde. Der Name riihrt daher, dass in dieser Formulierung die Matrizenrechnung, wie
man sie aus der Vektorrechnung bereits kannte, eine wichtige Rolle spielt. Dabei hatte man es allerdings mit
unendlichdimensionalen Vektoren und Matrizen zu tun. Schrédinger konnte 1926 bereits zeigen, dass seine
Wellenmechanik und die Heisenbergsche Matrizenmechanik in Wirklichkeit nur verschiedene mathema-
tische Formulierungen derselben Theorie sind. Endgiiltig geklirt wurde dies zum einen durch Paul A. M.
Dirac (1902-1984), der 1927 eine dritte Version derselben Theorie auf der Grundlage abstrakter algebraischer
Formulierungen gefunden hat. Mathematisch vollstindig gekldrt wurde diese nichtrelativistische Quanten-
mechanik schliefflich durch John von Neumann, der sie auf die damals entwickelte mathematische Theorie
des Hilbert-Raumes zurtickfiihren konnte.

Diese zunichst recht komplizierten und abstrakten mathematischen Formulierungen der Quantentheorie
fiihrte zu einem vorher unbekannten Problem fiir die Physik, denn man hatte zwar eine sehr ausgekliigel-
te und auch bereits in kiirzester Zeit im Hinblick auf die Erklirung aller moglichen Phinomene wie den
Spektren der chemischen Elemente (Atome), Molekiilen oder einer Theorie der Festkorper und damit ein-
hergehend eine Erklirung fiir die bis dahin ebenfalls unverstandenen Messergebnisse von Materialkonstanten
(z.B. der spezifischen Wirme von Festkorpern bei tiefen Temperaturen, die teilweise bereits im Rahmen der
w»alten Quantentheorie a la Einstein und Bohr von Einstein und Peter Debye (1884-1966) erklirt werden
konnten), aber es war nicht klar, was diese abstrakten Formalismen physikalisch genau zu bedeuten haben.
Z.B. erhebt sich in Schrédingers Formulierung der Quantenmechanik als Wellenmechanik die Frage, was
die dazugehorige Wellenfunktion, die fiir ein Teilchen (z.B. ein Elektron) eine komplexwertige Feldgrofle
&(t,%) ist, eigentlich physikalisch zu bedeuten hat. Schrodingers urspriingliche Idee war, dass dieses Feld im
Sinne einer klassischen Feldtheorie einfach die Teilchen selbst beschreibt, so wie Maxwells elektromagneti-
sche Wellen Licht beschreiben. Dabei ergab sich allerdings die Frage, wieso man dann Elektronen stets als
punktartige Teilchen beobachtet. Denn nimmt man an, dass ein freies Elektron als eine Art Wellenpaket be-
schrieben werden kann, das auf einen relativ kleinen riumlichen Bereich beschrinkt ist, liefert Schrodingers

11



1. Einfithrung in die theoretische Physik

Wellengleichung eine Lsung, die mit der Zeit immer breiter werdenden Wellenpaketen entspricht. Schlief3-
lich hat nach einiger Zeit solch ein Wellenpaket nichts mehr mit einem punktartigen Teilchen gemein, obwohl
sich der Schwerpunkt des Wellenpaktes immer noch gemif$ der klassischen Newtonschen Mechanik mit kon-
stanter Geschwindigkeit bewegt, wie man es fiir ein kriftefreies Teilchen erwartet. Schrodingers Annahme,
dass die reelle Gréfe |(z,%)|? sich als eine Art ,Intensitit“ des Elektrons analog zur Intensitit von Licht in
der Maxwellschen Elektrodynamik deuten liefle, konnte man also nicht aufrecht erhalten, da in der Tat ein
einzelnes Elektron stets wie ein punktformiges Teilchen nur eine Stelle auf einer Photoplatte schwirzt.

Die bis heute allgemein akzeptierte Interpretation geht wieder auf Max Born zurtick, der sich 1926 mit der
Frage beschiftigt hat, wie man das Rutherfordsche Streuexperiment mittels der neuen Quantenmechanik ver-
stehen kann. Dabei verwendete er Schrodingers Formulierung als Wellenmechanik, denn von dem analogen
Problem der Lichtstreuung im Rahmen der Maxwell-theorie kannte man schon die ndtigen mathematischen
Losungstverfahren, die die Streuung von Wellen beschreiben. Entsprechend des oben beschriebenen Wider-
spruchs zwischen der Schrédingerschen Interpretation des Elektrons als klassisches Materiefeld, deutete Born
|4(t,%)[? nicht als Intensitit eines klassischen Feldes sondern als Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte fiir
ein einzelnes Teilchen, d.h. dieser Interpretation zufolge waren die Teilchen punktférmig, aber man konn-
te deren genauen Aufenthaltsort nicht exakt vorhersagen sondern nurmehr mit Hilfe der Schrodinger-Glei-
chung die Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Ahnlich verhilt es sich auch mit den Impulsen der Teilchen bei der
Lsung des Streuproblems.

Spater wurde die Quantentheorie auch noch zu einer relativistischen Theorie verallgemeinert. Darauf basiert
das Standardmodell der Elementarteilchen, das bis dato alle bekannten Teilchen und ihre Wechselwirkun-
gen sehr genau beschreibt.

Die Grundlagen der Relativitits- und nichtrelativistischen Quantentheorie werden im 3. Band der vorliegen-

den Lehrbuchreihe behandelt.

1.2 Wozu theoretische Physik fiir Lehramtsstudierende?

Angesichts der im Rahmen dieser sehr kurzen Einleitung in das grofie Themengebiet der theoretischen Physik
und deren historischer Entwicklung|stellt sich die Frage, warum sich Studierende fiir das Physiklehramt mit
dieser auch fiir die Fachstudiumsstudierenden schwierigen Materie auseinandersetzen sollen.

Die Antwort darauf ist vielfiltig. Das wichtigste Argument diirfte sein, dass ein Verstindnis der Erkenntnis-
se der Physik, von der klassischen Mechanik tiber die klassische Elektrodynamik bis hin zur Atom-, Kern-
und Elementarteilchenphysik sowie der Astronomie und Kosmologie ohne die theoretische Analyse schlicht
unverstandlich ist und daher auch nicht erfolgreich in der Schule vermittelt werden kann. Die theoretische
Physik ist zwar, insbesondere wegen der recht anspruchsvollen mathematischen Methoden, die man fiir ih-
re Formulierung benétigt, schwierig, stellt aber zugleich auch eine gehorige Vereinfachung gegentiber einer
rein experimentell bzw. empirisch begriindeten Naturwissenschaft dar, denn die Theorie liefert die grundle-
genden Ordnungsprinzipien, die es ermdglichen, die quasi unendliche Fiille der in der Natur auftretenden
Phinomene in eine logische Ordnung zu bringen. So liefern z.B. bereits die wenigen Erhaltungssitze, die sich
ihrerseits wieder auf relativ einfache mathematische Symmetrieprinzipien zuriickfiihren lassen, ordnende Er-
klarungsmoglichkeiten fiir eine Fiille von Phinomenen bis hin zur Zuriickfithrung der uns umgebenden Ma-
terie auf das Verhalten einiger weniger Elementarteilchen (Quarks und Leptonen) und der Wechselwirkungen
dieser Elementarteilchen (elektromagnetische, starke und schwache Wechselwirkungen sowie die Gravitati-
on).

SchliefSlich stellt die moderne Physik, die wie im obigen historischen Abriss dargestellt, ohne die mathema-
tisch-theoretische Analyse nicht einmal adidquat formuliert werden kann, die Grundlage aller technologischen
modernen Entwicklungen dar. So basieren z.B. der Transistor und integrierte Schaltkreise auf fundamenta-

'"Eine dufierst spannend geschriebene und mit vielen Illustrationen und Originalquellen Geschichte der Physik von der Antike
bis zur Gegenwart ist [[Sim95]].
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len Erkenntnissen der quantenmechanischen Beschreibung von Halbleitern, ohne die wir weder Computer
noch Mobiltelefone zur Verfiigung hitten. Die Navigation mit dem GPS wire ohne Einsteins Allgemeine Re-
lativitdtstheorie (die die relativistische Beschreibung der Gravitationswechselwirkung liefert) nicht denkbar.
Man konnte diese Liste technischer Anwendungen der Physik (und eben entscheidend auch der theoretischen
Physik!) zweifelsohne noch fortsetzen.

Zuletzt darf auch der rein kulturelle Wert der (theoretischen) Physik nicht unerwihnt bleiben, denn das Ver-
stindnis der Naturphinomene im Rahmen objektiv empirisch tiberpriifbarer Modelle und Theorien stellt
zweifelsohne eine beeindruckende Kulturleistung der Menschheit dar, die durchaus mit anderen kreativen
Leistungen, die gemeinhin eher als ,,Kultur® angesehen werden als die Errungenschaften der Physik, der tibri-
gen Naturwissenschaften sowie der Mathematik und ihrer Anwendungen, vergleichbar sind. Die Aufstellung
umfassender theoretischer Modelle, die eine enorme Menge von Erfahrungswissen auf einfache Grundprin-
zipien zuriickfithren, kann sicherlich mit ebenso gutem Recht als kreative Leistung einer Vielzahl von Wis-
senschaftlerinnen und Wissenschaftlern angesehen werden, wie die Produktion bildender Kunst oder Musik.

1.3 Klassische Mechanik

In diesem 1. Band der Theoretischen Physik fiir das Lehramt behandeln wir die Newtonsche Mechanik. Sie
bildet historisch ebenso wie methodisch das ,Riickgrat“ der theoretischen Physik [Som94]. Am Anfang steht
in Kapitel[2]dabei naturgemif die mathematische Beschreibung von Raum und Zeit, denn die Untersuchung
der Bewegung von Korpern, die in den einfachsten Fillen als Massenpunkte idealisiert werden kénnen, erfor-
dert die Erfassung der Position dieser Massenpunkte als Funktion der Zeit. Dazu besprechen wir ausfiihrlich
das Galilei-Newtonsche Raum-Zeit-Modell. Insbesondere kann man anhand dieses Beispiels der Theorie-
bildung den Zusammenhang zwischen mathematischen Strukturen, hier insbesondere die Formulierung der
Euklidischen Geometrie als eines affinen Raumes und damit als analytische Geometrie, auf der einen Seite
und der Quantifizierung physikalischer Phinomene durch Messvorschriften und der damit verbundenen De-
finition von Observablen wie Ort, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Masse und Kraft, verdeutlichen, die
quasi axiomatisch durch die drei Newtonschen Postulate begriindet werden.

Daran schlieflen wir eine Besprechung der allgmeinen Erhaltungssitze fiir Energie, Impuls, Drehimpuls
und Schwerpunktsgeschwindigkeit an, wodurch die grundlegenden Ldsungsmethoden fiir die Newton-
schen Bewegungsgleichungen anhand konkreter Beispiele begriindet werden.

Ein wichtiges Beispiel ist der harmonische Oszillator, da er oft in Niherungen zur Anwendung kommt,
wenn ein mechanisches System Bewegungen ausfiihrt, die durch kleine Abweichungen von einer stabilen
Gleichgewichtslage beschrieben werden konnen. Ein wichtiges Phinomen ist dabei auch die Resonanz,
wenn ein solcher Oszillator durch duflere zeitabhingige Krifte angetrieben wird.

Als eines der wichtigsten Beispiele fiir ein abgeschlossenes System beschiftigen wir uns ausfithrlich mit dem
Kepler-Problem, also der Bewegung von Himmelskdrpern, insbesondere der Planeten um unsere Sonne. Es
zeigt exemplarisch, wie allgemeine Naturgesetze in einem Wechselspiel aus Phinomenologie und Theoriebil-
dung entdeckt werden kénnen. Newton verwendete namlich seine allgemeinen Postulate, um aus den phino-
menologisch gefundenen Kepler-Gesetzen der Planetenbewegungen auf die Gravitationswechselwirkung
als eine der universell anwendbaren fundamentalen Wechselwirkungen zu schlieffen und diese quantitativ
zu beschreiben. Dies manifestiert sich darin, dass man umgekehrt die Newtonschen Bewegungsgleichungen
unter Vorgabe des gefundenen Gravitationsgesetzes verwenden kann, um die Kepler-Gesetze herzuleiten.

In Kapitel 2| wenden wir uns dann der analytischen Mechanik zu, die die Newtonsche Mechanik in Form
des Hamiltonschen Prinzips der kleinsten Wirkung formuliert. Dieser abstrakteren Methode, die New-
tonschen Bewegungsgleichungen zu formulieren, kommt dabei sowohl eine praktische als auch eine theore-
tisch wichtige Bedeutung zu: Zum Einen ermdglicht die Formulierung als Variationsprinzip die elegante
Beschreibung von durch mechanisch-geometrische Zwinge eingeschrinkten Bewegungen durch beliebige an
das jeweilige Problem angepasste generalisierte Koordinaten, die sowohl die Herleitung als auch die Lo-
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sung der Bewegungsgleichungen erheblich erleichtern. Zum Anderen lassen sich aber auch aus Symmetrien,
d.h. Transformationen der Koordinaten, die die Bewegungsgleichungen ungedndert lassen, auf Erhaltungs-
satze schlieflen. Die Bedeutung dieses 1. Noether-Theorems (Emmy Noether, 1882-1935) fiir die gesamte
Entwicklung der theoretischen Physik kann dabei kaum tiberschitzt werden. Insbesondere die quasi algebrai-
sche Formulierung mittels Poisson-Klammern im Rahmen der Hamiltonschen kanonischen Mechanik
ermoglicht einen plausiblen, heuristischen Zugang zur Quantentheorie (,kanonische Quantisierung®).

In Kapitel[4 werden schlieflich einige anspruchsvollere Beispiele fiir die Anwendung der analytischen Mecha-
nik, behandelt, insbesondere der starre Korper und die Anfangsgriinde der Kreiseltheorie.

Wir weisen schliellich noch auf einige weiterfiihrende Lehrbiicher der Mechanik hin, die freilich auch fiir
die hier vorgelegte Darstellung des Themas verwendet wurden. Ein neueres einfiihrendes Lehrbuch, das die
gesamte theoretische Physik fiir das BSc-Studium behandelt, ist [BEK™15]] bzw. die in vier Einzelbinden
erschienene neuere Auflage. Die Mechanik wird im 1. Band [BFK™ 18] behandelt. Eine klassische sehr emp-
fehlenswerte iltere Lehrbuchreihe sind die ,Vorlesungen tiber theoretische Physik“ von Arnold Sommerfeld.
Die hier behandelte Punktteilchen-Mechanik findet sich in Band 1 [Som94]]. Kompakter ist das zweibandi-
ge Lehrbuch von Walter Weizel [We163, [Wei58]]. Ein weiterer Klassiker ist die Lehrbuchreihe von Walter
Greiner. Die Newtonsche Mechanik und auch die dazu bendtigte Mathematik wird in [[GreQ3]], die ana-
lytische Mechanik in [[Gre08]] behandelt. Sehr lesenswert sind auch die ,Feynman Lectures“. Auf Deutsch
findet man die Mechanik in [[FLS07]. Die englische Originalversion ist legal frei im Netz verfiigbar unter
http://www.feynmanlectures.caltech.edu/

Die Darstellung des Noether-Theorems folgt derjenigen in [[F1i20].

Eine gute Zusammenfassung der fiir die theoretische Physik benétigten Rechenmethoden findet man in [|Gro12]].
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Kapitel 2

Newtonsche Mechanik

In diesem Kapitel fithren wir die grundlegenden Begriffe der Newtonschen Mechanik ein. Dazu benétigen
wir im wesentlichen die analytische euklidische Geometrie, also die aus der Schule geliufige Geometrie,
formuliert mit Hilfe von Vektoren und den Begriff der Zeit. Zusammen ergibt sich das Galilei-Newtonsche
Raum-Zeit-Modell.

Nachdem damit die rein beschreibende Ebene von Bewegungen, die sog. Kinematik, eingefiihrt ist, wen-
den wir uns der eigentlichen Aufgabe der theoretische Mechanik zu, nimlich bei vorgegebenen Kriften die
Bewegungen von Massepunkten zu beschreiben (Dynamik). Dabei ergibt sich die mathematische Aufgabe,
Gleichungen fiir die Lagekoordinaten der Massepunkte als Funktion der Zeit zu losen, die die Ableitungen
dieser Funktionen enthalten, also sog. Differentialgleichungen.

Bei der Losung dieser Newtonschen Bewegungsgleichungen erweisen sich dabei die Erhaltungssitze als
sehr niitzlich. Als wichtiges Beispiel betrachten wir die Newtonsche Gravitationstheorie und die Herleitung
der Kepler-Gesetze der Planetenbewegung aus der Newtonschen Mechanik, was als Motivationspunkt fiir
Newton gedient hat, sein bertihmtes Werk Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (lat. fiir Die ma-
thematischen Prinzipien der Naturphilosophie) zu verfassen, das eben die in dieser Vorlesung besprochene
Newtonsche Mechanik und deren mathematische Beschreibung mittels ,Infinitesimalrechnung®, d.h. Diffe-
rential- und Integralrechnung und damit letztlich die gesamte moderne Physik begriindet hat.

2.1 Kinematik: Die Mathematik der Newtonschen Raumzeit

Zunichst einmal ist die Mechanik, wie alle Physik, eine Erfahrungswissenschaft, d.h. sie geht von Beobach-
tungen der Natur durch den Menschen aus. Dabei hat die Mechanik die am unmittelbarsten unseren Sinnen
zuginglichen Phinomene zum Gegenstand. Zum einen beschreibt sie die Bewegung von festen Korpern, die
sich oft grob zu Massenpunkten vereinfachen lassen, d.h. oft kann man von der Ausdehnung der Korper
absehen und einfach die Lage eines einzelnen Punktes in diesem Korper betrachten. Dabei bendtigt man ei-
ne Beschreibung, die die Lage von solchen Massenpunkten im Raum erfasst. Dies werden wir ausfiihrlich in
diesem Abschnitt tiber die Kinematik (griechisch fiir Bewegungslehre) besprechen.

Zum Anderen umfasst die Mechanik aber auch die Bewegung kontinuierlicher Materie wie die Stromung
von Fliissigkeiten und Gasen. Auch diese Theorie der Fluiddynamik beruht letztlich auf den anhand der
Erkenntnisse beim Studium der Bewegung von Massenpunkten gewonnenen Prinzipien, erfordert aber an-
spruchsvollere mathematische Hilfsmittel. Daher werden wir uns in diesem Buch vornehmlich auf die Bewe-
gung von Massenpunkte bzw. zum Schluss endlich ausgedehnter starrer Korper beschrinken. Dabeti treten
namlich nur endlich viele geometrische Groflen auf (Koordinaten), die ausreichen, um die Lage der Massen-
punkte im Raum bzw. fiir einen starren Korper dessen Lage und Orientierung im Raum zu beschreiben. Die
Bewegung ist dann dadurch definiert, dass man zu jedem Zeitpunkt alle Lagekoordinaten der Massenpunkte
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bzw. starren Korper kennt, d.h. man betrachtet die Lagekoordinaten als Funktionen der Zeit.

Betrachten wir diese Voriiberlegungen genauer, ergibt sich sofort ein Problem, denn wir bendtigen erst einmal
einen Begriff vom Raum und der Zeit sowie geeigneter Koordinaten, um die Lage von Massenpunkten zu
erfassen. Hier geht Newton axiomatisch vor, d.h. er postuliert einfach die mathematischen Eigenschaften
von Raum und Zeit.

Der absolute Raum ist von allem physikalischen Geschehen unabhingig vorhanden, und in diesem
Raum gelten hinsichtlich der Position physikalischer Korper die Gesetze der euklidischen Geometrie.

Die Annahme, dass der physikalische Raum durch die euklidische Geometrie beschrieben wird, ist historisch
verstandlich, denn zu Newtons Zeit kannte man schliefflich nur die Euklidische Geometrie. Die Moglichkeit
nichteuklidischer Geometrien wurden erst von Carl Friedrich Gauf (1777-1855) und anderen Mathematikern
im 19. Jh. entdeckt!

Die euklidische Geometrie impliziert nun aber, dass wir die absolute Lage eines Massenpunktes auf keine
Weise irgendwie erfassen konnen, denn es gibt in der euklidischen Geometrie weder irgendeinen irgendwie
ausgezeichneten Punkt (man sagt dazu, dass der Raum homogen ist, d.h. dass er an jeder Stelle gleich aussieht)
noch irgendeine irgendwie ausgezeichnete Richtung (hier spricht man davon, dass der Raum isotrop sei). Wir
konnen also die Lage eines Massenpunktes im Raum nur in Bezug auf irgendeinen willkiirlich vorgegebe-
nen Punkt und durch drei beliebige, nicht in einer Ebene gelegene Richtungen bestimmen. Dabei kann man
sich solch ein Bezugssystem durch drei in einem Punkt zusammengefiigte paarweise aufeinander senkrecht
stehender starrer Stangen einer bestimmen Einheitslinge (in der Physik z.B. 1 m) realisiert denken. Dann
konnen wir die Lage eines jeden Punktes relativ zu diesem Bezugssystem eindeutig durch die Angabe dreier
kartesischer Koordinaten (x, x,,x;) wie in der nebenstehenden Zeichnung angegeben festgelegt denken.

Nun fehlt noch eine Definition der Zeit:

Die absolute Zeit wird durch einen unabhingig vom physikalischen Geschehen definierten kontinu-
ierlichen Parameter ¢ beschrieben. Quantifiziert wird die Zeit durch Zihlen von Perioden irgendeines
sich regelmiflig wiederholenden Vorgangs, z.B. die Schwingungen eines Pendels, also im Prinzip ei-
ner Pendeluhr. Die Bewegung eines Massenpunktes ist dann vollstindig bekannt, wenn man die drei
Lagekoordinaten als Funktionen der Zeit kennt, also die Funktionen (x;(¢), x,(t), x5(¢)).

\.

Allerdings wird die Beschreibung im Folgenden wesentlich einfacher, wenn man den Begriff des Vektors
einfithrt. Ein Vektor ist dabei zunichst im geometrischen Sinne eine gerichtete Strecke. Wir konnen uns
fiir zwei beliebige Punkte A und B im Raum darunter eine A mit B verbindende Strecke vorstellen, die wir
mit einem Pfeil, die von A nach B weist, versehen. Dies schreiben wir als AB. Wir kénnen uns auch eine
Verschiebung des Punktes A in den Punkt B entlang der geraden Verbindungsstrecke zwischen diesen beiden
Punkten denken. Weiter sehen wir von der absoluten Lage der Vektoren ab und bezeichnen zwei Vektoren

AB und CD als gleich, wenn wir die entsprechenden Pfeile durch Parallelverschiebung zur Deckung bringen
konnen.

2.1.1 Vektoraddition

3 —3C Es ist nun leicht, algebraische Operationen mit den so definierten Pfeilen zu
2 . . . . o, e . — —

C definieren. Beginnen wir mit der Addition zweier Vektoren v, und 7,. Um

deren Summe 7, + ¥, zu definieren, denken wir uns zunichst zwei beliebi-

B

ge Punkte A und B gegeben, so dass 7, = AB ist und schlieRlich einen dritten
—
Punkt C, so dass 7, = BC gilt. Dass dies stets moglich ist, gehort zu den Grun-

3, +%,=7,+7, =AC 16
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dannahmen (Axiomen) der euklidischen Geometrie! Jedenfalls definieren wir

dann 7, + 7, = AC. Es handelt sich also um die Hintereinanderaustfithrung
einer Verschiebung zuerst von A nach B und dann von B nach C, die man im
Endresultat als direkte Verschiebung von A nach C betrachten kann.

Wir kénnen nun zeigen, dass fiir die so definierte Addition von Vektoren einige von der Addition von Zahlen
her bekannte Rechenregeln gelten. Beginnen wir mit dem Kommutativgesetz.

Geben wir zwei Vektoren 7, = AB und Uy = BC vor, so definieren wir wie eben erdrtert die Hintereinan-
derausfiihrung der Verschiebungen (s. nebenstehende Skizze), die direkt zur Verschiebung AC fihrt, als die
Summe der Vektoren: 7, + 7, = AC.

Durch Parallelverschiebung von 7, so dass sein Anfangspunkt in A zu liegen kommt, ergibt sich der Punkt D
vermoge U, = AD. Nach den Gesetzen der Euklidischen Geometrie ist dann DC = 7y, denn die vier Punkte

A, B, C und D bilden ein Parallelogramm. Entsprechend folgt 7, + 7, = AD +DC = AC = U, + 0. Das
bedeutet, dass in der Tat die Vektoraddition kommutativ ist, d.h. die Summe zweier Vektoren hingt nicht
von der Reihenfolge der Addition ab.

Nun fithren wir noch den (nur scheinbar sinnlosen) Nullvektor AA =0 ein. Es ist klar, dass das im Sinne
von Verschiebungen bedeutet, dass gar keine Verschiebung ausgefiihrt wird. Im Sinne unserer Aquivalenz-
klassenbildung gilt fiir jeden anderen Punkt B ebenfalls, dass BB =0ist. Entsprechend folgt fiir die Addition
AA+AB = AB bzw. 0+ 3, = 3,+0=3,. Der Nullvektor ist also das neutrale Element der Vektoraddition.

Es ist auch klar, dass wir zu jedem Verschiebungsvektor o = AB den dic umgekehrte Verschiebung kenn-

zeichnenden Vektor (—7) = BA zuordnen kénnen. Der Summe dieser beiden Vektoren entspricht gerade die

Verschiebung von A nach B und dann wieder zuriick zu A. Insgesamt haben wir also gar keine Verschiebung
e i s

ausgefiihrt. Es ist also ¥ + (—v) = AB + BA = AA = 0. Damit ist (—9) das bzgl. der Vektoraddition inverse

Element des Vektors ©.

Betrachten wir nun gemif$ der nebenstehdenden Skizze drei Vek-

— - —_— — - .
toren v; =AB, v, = BC und v3 = CD. Dann ist

N L = — —
und folglich
(%, +%,)+ %, =AC + CD = AD. 2.1.2)

Addieren wir jetzt diese drei Vektoren in einer etwas anderen Reihenfolge, und zwar bilden wir zuerst die
Summe

N L = —  ——
3,+3,=BC+CD=BD. 2.1.3)
Dann folgt
- = . —> _—> g
3, +(3,+3,)=AB + BD = AD. (2.1.4)

Vergleichen wir dies mit (2.1.2), ergibt sich das Assoziativgesetz der Vektoraddition
(D1 +0y) + T3 = Ty + (9, + Ty). (2.1.5)

Dies zeigt, dass wir hinsichtlich der Addition mit Vektoren formal genauso wie mit reellen Zahlen rechnen
konnen. Insbesondere konnen wir auch Gleichungen 13sen. Seien z.B. 4 und b vorgegebene Vektoren. Wir

suchen nun einen Vektor X, der die Gleichung 4 + X = b erfiillt. Hitten wir Zahlen vorliegen, kdnnten
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wir einfach 4 auf beiden Seiten der Gleichungen abziehen, um X zu finden. Aufgrund der eben hergeleiteten
Rechenregeln funktioniert das auch fiir Vektoren, denn es gilt

-

b+(—d)=(G+%)+(—2) = () +@+3%)=[(—d)+d] +¥=04+%=%X. (2.1.6)
Es ist eine gute Ubung sich zu vergewissern, welche der oben hergeleiteten Rechenregeln bei den einzelnen
Umformungsschritten verwendet wurden! Entsprechend definieren wir die Subtraktion von Vektoren in
der naheliegenden Weise als b —a = b + (—a).

Wir konnen die Regeln fiir die Addition von Vektoren also wie folgt zusammenfassen:

Die Addition von Vektoren folgt den Regeln fiir eine Abelsche Gruppe,

e esgilt das Assoziativgesetz: fiir alle Vektoren 7, 7,, 75 gilt
(U +7,) + 03 =0 + (9, + T3).

® es existiert das neutrale Element der Vektoraddition, der Nullvektor 5, so dass fiir beliebige Vek-
toren ¥ .
o+0=0
1st.
¢ zujedem Vektor ¥ existiert der bzgl. der Addition inverse Vektor (—7), so dass
T4+ (—3)=0
gilt.

® es gilt das Kommutativgesetz, d.h. fiir alle Vektoren 7, 7, ist

771"'62:52""51.

2.1.2 Linge (Norm) von Vektoren

Bisher haben wir nicht von der Eigenschaft von Vektoren Gebrauch gemacht, dass sie auch eine Lange be-

sitzen. Die Linge des Vektors 7 = AB ist dabei natiirlich einfach durch die Linge der Strecke |7] = |AB| im
Sinne der Euklidischen Geometrie definiert. Man nennt || auch die Euklidische Norm des Vektors © oder
(vor allem in der Physik) auch einfach den Betrag oder die Linge des Vektors ©. Der Betrag ist eine positive
reelle Zahl. Dass fiir die Linge von Strecken reelle Zahlen benétigt werden und nicht etwa rationale Zahlen
ausreichen, ist keinesfalls trivial. Erst D. Hilbert (1862-1943) hat Ende des 19. Jh. bemerkt, dass die Manipu-
lationen mit Lineal und Zirkel, wie sie Euklid im Altertum ausgefiihrt bzw. axiomatisch begriindet hat, die
reellen Zahlen erfordern, also auch irrationale Zahlen bendtigt werden.

Die Euklidische Norm von Vektoren erbt nun naturgemif} einige Eigenschaften vom Lingenbegriff der Eu-
klidischen Geometrie. Z.B. ist die Linge des Nullvektors 0: [0] =0, denn ein Punkt besitzt definitionsgem3if}
keine Ausdehnung. Ist umgekehrt 7 ein Vektor mit |5 = 0 ist offenbar 7 = 0.

Weniger trivial ist die Dreiecksungleichung. Sind nimlich A, B und C drei beliebige nicht auf einer Gerade
gelegene Punkte, dann gilt fiir die Seiten des von ihnen definierten Dreiecks stets |AB| +|BC| > |AC|. Seien
also 7, — AB, 7, =BC, 50 gilt

—
JAC| = |9, + 95| <[9y] +|7,]. (2.1.7)
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Liegen die drei Punkte auf einer Geraden und B zwischen A und C, so gilt offenbar |fﬂ'3) |+ |B_C) | = |A_C) |. In
diesem Fall gilt also |7, + ,| = |7,| + |7, |.

Es gilt also fiir alle Vektoren v, und o, immer die Dreiecksungleichung
|9 + Bo| < ||+ |7,]- (2.1.8)

Das Gleichheitszeichen gilt offenbar dann und nur dann, wenn die Vektoren 9, und @, parallel zuein-
ander sind.

.

Nun gibt es in der Euklidischen Geometrie zu zwei Punkten A und B und jeder reellen Zahl A > 0 einen
Punkt C auf der durch A und B eindeutig festgelegten Geraden, so dass |JAC| = A|JAB|, wobei wir festlegen,
dass fiir A < 1 der Punkt C zwischen A und B und fiir A > 1 der Punkt B zwischen A und C liegen soll.

Entsprechend definieren wir die Multiplikation des Vektors o = AB mit der reellen positiven Zahl A durch
—
AT = AC. Anders ausgedriickt bedeutet die Verschiebung um den Vektor A7 eine Verschiebung in die gleiche

Richtung wie die durch ¥ vorgegebene Verschiebung, aber um eine um den Faktor A verschiedene Linge.
Wir wollen eine solche Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen auch fiir A < 0 definieren. Wie wir
gleich sehen werden, ist es sinnvoll, in diesem Fall A% = —(|A|7) zu setzen. Dies liegt nahe, denn fiir A < 0 ist
A =—|A|. Wir verschieben in diesem Fall also um eine um den Faktor A gednderte Strecke in entgegengesetzter
Richtung zu v. Schliefflich definieren wir noch, dass 00 = 0 sein soll. Man macht sich schnell klar, dass fiir
zwei Zahlen A, A4, € R das Assoziativgesetz A (A4,9) = (A4 4,)7 gile.

Aus der nebenstehenden Skizze ist auch unmittelbar einsichtig, (A, +
AT = A9 + 4,0 gilt. Es ergeben sich aus diesen Rechenregeln so-
fort unmittelbar einleuchtende Formeln wie ¥ + ¢ = 2%, d.h. fiihrt
man zweimal dieselbe Verschiebung hintereinander aus, erhilt man ei-
ne Verschiebung in die gleiche Richtung aber um die doppelte Lin-
ge. Aus der nebenstehenden Skizze entnehmen wir, dass aufgrund des
Strahlensatzes der Euklidischen Geometrie auch das Distributivge-
setz A(9, + ,) = A7, + Ad, gilt.

2.1.3 Lineare Unabhingigkeit von Vektoren und Basen

Seien Z und Z zwei nichtparallele Vektoren. Das bedeutet, dass es keine reelle Zahl A gibt, fiir die /1; = Z ist.
Man nennt solche Vektoren linear unabhingig. Eine etwas allgememere Definition ist, dass zwel Vektoren

linear unabhingig voneinander sind, genau dann wenn aus A, 19 + 4, b =0 folgt dass notwendlg A=4,=0
sein muss. Beide Definitionen sind offenbar dquivalent. Gilt nimlich )b = bz, S0 ist )b — b =0. Es ist also
zumindest A, =—17# 0, so dass die Vektoren linear abhingig sind. Ist umgekehrt 4, bl +4, bz =0und A, £0,
so gilt Zz =—(4,/ /12)21, d.h. die Vektoren sind nach der ersten Definition linear abhingig.

Dies ldsst sich nun auf beliebig viele Vektoren verallgemeinern:

Eine beliebige endliche Menge von Vektoren {9,,7,,...,7,} heiflt linear unabhingig, genau dann,
wenn aus .,
MGy + Ay oo+ 4,8, = D A8, =0 2.1.9)
j=1
notwendig A, = A, =--- = A, =0 folgt. Andernfalls heifen die Vektoren linear voneinander abhin-
8ig.
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Betrachten wir nun als Beispiel Vektoren in einer Ebene. Seien b, und b, zwei beliebige voneinander linear
unabhingige Vektoren. Dann kénnen wir jeden beliebigen Vektor ¥ durch Linearkombination aus diesen
Basisvektoren zusammensetzen. Wir schreiben die entsprechenden Zahlen, die Komponenten von o als v,
und v,, d.h. wir kénnen stets Zahlen v; €R (; € {1,2}) finden, so dass

2
F=vby+v,b,=> v;b;. (2.1.10)
=1
Es ist nun auch klar, dass diese Zahlen eindeutig sind. Wenn nidmlich die Vektoren 21 und Zz voneinander

linear unabhingig sind, dann sind sie nicht parallel zueinander, weisen also in verschiedene Richtungen in der
Ebene. Seien nun A, und A, irgendwelche Komponenten von 7, folgt

0=F—5=(v;—A)b, +(v,— A)b,. (2.1.11)

Da Zl und Zz linear unabhingig sind, folgt daraus notwendig, dass v; — A; =0, also v! = A}, und v,— A, =0,
also v, = A, sein muss.

’

Eine Menge von Vektoren {4,,...,b,} ist vollstindig, wenn man jeden Vektor  als Linearkombina-
tion dieser Vektoren darstellen kann. Falls diese Menge zusitzlich auch noch linear unabhingig ist, ist
diese Linearkombination fiir jeden Vektor eindeutig, und man nennt entsprechend jede vollstindige
Menge linear unabhingiger Vektoren eine Basis des Vektorraumes. Dabeti ist der Vektorraum die Men-
ge aller Vektoren. Fiir die euklidische Ebene bestehen alle Basen offensichtlich aus genau zwei linear
unabhingigen Vektoren.

Genauso bestehen alle Basen im dreidimensionalen Raum offensichtlich aus beliebigen Mengen von
genau drei linear unabhingigen Vektoren. Man nennt einen Vektorraum, der eine Basis aus endlich vie-
len Vektoren besitzt, einen endlichdimensionalen Vektorraum. Offenbar bilden die geometrischen
Vektoren wie wir sie in diesem Abschnitt definiert haben, in einer Ebene einen zweidimensionalen
bzw. im Raum einen dreidimensionalen Vektorraum.

. J

Wir merken hier nur an, dass es Vektorriume beliebiger endlicher Dimension aber auch solche unendlicher
Dimension gibt. In diesem Manuskript befassen wir uns nur mit endlichdimensionalen Vektorrdumen, und
zwar vornehmlich mit den in der Euklidischen Geometrie des physikalischen Raumes der Newtonschen Me-
chanik auftretenden zwei- und dreidimensionalen Vektorraumen. Beschrinkt man sich auf Vektoren entlang
einer Geraden, hat man es auch mit einem eindimensionalen Vektorraum zu tun.

2.1.4 Der Vektorraum R’

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dass wir durch Einfiihrung einer Basis {5, b,, b5} jeden raumlichen
Vektor ¥ durch seine drei Komponenten v;, v, und v; eindeutig als Linearkombination dieser Basisvektoren

- -

3

darstellen konnen. Da solche Summenbildungen im folgenden stindig auftreten, lisst man oft auch die Sum-
menzeichen einfach weg. Diese Konvention geht auf Einstein zuriick, der sie bei der Formulierung der Allge-
meinen Relativititstheorie eingefiihrt hat. Man spricht daher auch von der Einsteinschen Summenkonven-

tion. Es ist klar, dass umgekehrt auch durch beliebige drei Zahlen (v;) (7 € {1,2,3}) und die Basis {Zl, b , 23}
durch (2.1.12) ein Vektor v definiert ist. Haben wir also einmal eine Basis festgelegt, konnen wir genauso gut
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mit diesen geordneten Zahlentripeln arbeiten, und zwar ordnen wir diese Zahlentripel gewohnlich in einer
Spalten an:

!

7| v, | =(v) =2 (2.1.13)

Y3
Wir bezeichnen die so definierten Spaltenvektoren mit demselben Symbol wie die geometrischen Vektoren,
zur Unterscheidung unterstreichen wir das Symbol jedoch. Dies wird in den meisten Lehrbiichern nicht so
gehandhabt, erweist sich aber zur klareren Darstellung als niitzlich (insbesondere bei den Rechnungen in
Nichtinertialsystemen in Abschnitt 2.9). Man muss sich dabei immer vergewissern, bzgl. welcher Basis eine
solche Darstellung als Spaltenvektor gemeint ist.

Seien nun ¥ und @ beliebige riumliche Vektoren. Dann muss sich die Summe dieser Vektoren eindeutig durch
die Spaltenvektoren v und w darstellen lassen. Dies ist in der Tat einfach zu sehen, denn es gilt

]:1 ]:1 ]:1

3 N N 3 N N 3 R
]:

Es ist also der Summe der beiden Vektoren eindeutig der Spaltenvektor

Uy w, v+ w,
vtw=|7v |+|©w |=|v+w, (2.1.15)
4 W5 U3+ Ws

zugeordnet. Es werden also einfach die entsprechenden Komponenten addiert.

Genauso zeigt man (Ubung), dass A der Spaltenvektor

v, Av,
Av=A( v, | = Av, (2.1.16)
V3 Av,

zugeordnet ist, d.h. es werden die Komponenten einfach mit der Zahl A multipliziert.

Ebenso ist es leicht einzusehen (Ubung), dass die in Spalten angeordneten Zahlentripel mit den Rechenregeln
(2.1.15) und (2.1.16) genauso wie die geometrisch definierten Vektoren einen dreidimensionalen reellen Vek-
torraum bilden, fiir die bzgl. Addition von Vektoren und Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen
dieselben Rechenregeln gelten. Da die Vektorkomponenten reelle Zahlen sind, nennt man diesen dreidimen-
sionalen Vektorraum mit den so definierten Rechenoperationen R?. Wir haben also eine umkehrbar eindeuti-
ge Abbildung zwischen dem geometrischen Vektorraum E* und dem aus den Zahlentripeln des R? gebildeten
Vektorraum gefunden. Die Zahlentripel R? bilden zudem die gleiche algebraische Struktur wie der geome-
trische Vektorraum. Man spricht bei solchen umkehrbar eindeutigen Abbildungen zwischen zwei solcherart
gleichartigen algebraischen Strukturen, fiir die sich die Rechenoperationen zudem noch umkehrbar eindeutig
entsprechen von Isomorphismen. Vom Standpunkt einer rein axiomatischen Definition eines Vektorraumes
sind die durch einen Isomorphismus verkniipften algebraischen Strukturen nicht unterscheidbar. Sie sind
vollstindig zueinander dquivalent.

2.1.5 Das Skalarprodukt

Wir haben nun zwar schon einen sehr beachtlichen Teil der Euklidischen Geometrie in die Sprache der Vekto-
ren iibersetzt und damit als ,, Analytische Geometrie® fiir die Physik bequemer handhabbar gemacht. Offen-
sichtlich fehlt aber noch die Behandlung von Winkeln. Dazu bendtigen wir eine weitere Rechenoperation fiir
zwei Vektoren ¢ und @, das Skalarprodukt. In der modernen mathematischen Literatur spricht man auch
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von einem inneren Produkt. Wir geben einfach die Definition des Skalarproduktes an und untersuchen dann
seine Eigenschaften:

7-w=v-w=|9||®|cos[£(T,D)]. (2.1.17)
Dabei ist der Winkel Z(9,@) = Z(w,v) € [0, 7] der Winkel zwischen den beiden Vektoren, wenn man
sie so verschiebt, dass ihre Anfangspunkte aufeinanderfallen (s. die folgende Abbildung). Da der Cosinus im
Intervall [0, 7r] streng monoton fallend ist, wird durch das Skalarprodukt und die Linge der Vektoren der
Winkel eindeutig definiert:

Z(ﬁ,z@):arccos( o >, 5,@#6 (2.1.18)

9] ||

Falls mindestens einer der beiden Vektoren im Skalarprodukt der Nullvektor ist, ist der Winkel zwischen
dies_ffn Vektoren unbestimmt. Wir definieren daher 5105h zusitzlich, dass fiir alle Vektoren @ stets 0 @ =
@ -0 = 0 gelten soll. Insbesondere ist natiirlich auch 0-0=0.

Die geometrische Bedeutung des Skalarproduktes wird verstandlich, wenn wir
fiir @ einen Einheitsvektor, also einen Vektor der Linge 1 wihlen. Sei also
|@| = 1. Dann ist
7w = |v|cos[£(T,w)] falls |@|=1. (2.1.19)
Dies ist dem Betrag nach gerade die Linge der senkrechten Projektion des Vek-
tors v auf die Richtung von @ (vgl. Abbildung). Wegen des cos gilt hinsichtlich
des Vorzeichens
>0 falls Z(7,%)€[0,7/2),
v-w{ =0 falls 4(4,%)=r/2, (2.1.20)
<0 falls Z(7,w)e(n/2,x]

Das Skalarprodukt verschwindet also entweder, wenn % = 0 oder @ = 0 ist oder wenn die Vektoren aufein-
ander senkrecht stehen, denn es ist cos(7/2) = cos90° = 0. Fiir ¥ # Ound @ # 0 schreibt man dann 7 L @
(,v steht senkrecht auf @*).
Dem Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst kommt eine besondere Bedeutung zu. Wegen cos0 = 1 folgt
namlich
7-9=0°=|7]% (2.1.21)

Daraus folgt sofort

7-9>0, 9-9=0<7=0. (2.1.22)
Man sagt daher, dass das Skalarprodukt positiv definit ist.
Aus der Definition ist unmittelbar klar, dass das Skalarprodukt
kommutativ ist, d.h. es kommt auf die Reihenfolge der Multiplikation
nicht an

V- W=W- . (2.1.23)
Weiter ist es auch linear in beiden Argumenten, d.h. es gilt
(A9)- @ =|A||9]|@| cos[ £(AD, @)]. (2.1.24)

Nun gilt aber gemif} der nebenstehenden Abbildung
L5, %)= Z(‘v,w)_) ) falls A>0,
n—/A(v,w) falls A<0

ist. Wegen cos(m — a) = —cosa folgt also fiir A7 0 aus
(AD)- @ =sign A|A||9]|@|cos[ £(D, @) ] = A(T - w) = Av - w. (2.1.26)

(2.1.25)
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Auflerdem entnimmt man der nebenstehenden Abbildung, dass fiir |@| = 1
auch das Distributivgesetz, also

—

(51"1‘52)'”_;:51'@"‘52'@) (2.127)

gilt.
Wir zeigen nun, dass (2.1.27) auch fiir beliebige Vektoren @ gilt: Falls w =
0 ist, ist die Gleichung sicher richtig, denn dann verschwinden beide Seiten.

Fiir einen Vektor @ # 0, der kein Einheitsvektor ist, kdnnen wir stets @ =
|@|@/|®@| schreiben. Nun ist @/|@| ein Einheitsvektor (warum?), und wegen

2.127) ol

VO 7
(’()1+7)2)‘w:|w|(711+’02)'7
|w]
(L w L w (2.1.28)
=lw[| v =+ =
| ||

-

|
‘Ul-@+62'15.

Wegen des Kommutativgesetzes gilt dies freilich auch, wenn die Summe im zweiten Argument steht.

Das Skalarprodukt ist daher auch eine symmetrische Bilinearform. Symmetrisch heifdt es deshalb,
weil das Kommutativgesetz gilt und bilinear, weil es bzgl. beider Argumente eine lineare Abbildung
(in die reellen Zahlen) ist. Wir kénnen nimlich (2.1.26) und (2.1.28) zusammenfassen zu

Mit der Definition des Skalarprodukts ist die Struktur des Euklidischen Vektorraumes nunmehr
vollstindig beschrieben. Ein Vektorraum heifft demnach Euklidisch, wenn neben der Vektoralgebra
mit den Operationen der Addition von Vektoren und der Multiplikation mit reellen Zahlen auch noch
eine positiv definite Bilinearform definiert ist.

\. .

Wir fassen die Rechenregeln fiir das Skalarprodukt noch einmal zusammen

e das Skalarprodukt 7, - 7, € R zweier Vektoren 9, und 9, ist eine symmetrische Bilinearform.

® e¢s gilt das Kommutativgesetz

e das Skalarprodukt ist linear im zweiten (und wegen der Kommutativitidt damit auch im ersten)
Argument, d.h. es gilt fiir alle Vektoren 9, 7, und @ und beliebige Zahlen A;,4, € R

e das Skalarprodukt ist positiv definit, d.h. fiir alle Vektoren ¥ ist

T-9=0>>0

und falls 7 - o = 0 ist notwendig ¥ = 0.
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2.1.6 Geometrische Anwendungen des Skalarprodukts

Wir kénnen nun das Skalarprodukt verwenden, um mit den Mit-
teln der analytischen Geometrie bekannte Sitze der Geometrie
zu beweisen. Als erstes leiten wir den Kosinus-Satz her. Seien
drei Punkte A, B und C gegeben, die nicht auf einer Geraden lie-
gen. Wir setzen dazu v, = AB und U, = AC. Dann ist offenbar

N N —_ —  — N . . .
v, — 0, = AB+ CA = CB = v;. Fiir die Lange der Seite BC gilt

demnach
A = N o X S
Y |BC|ZB: U3 V3= ’03% = (7 —7’2)2
=]+ 3, — 29, T, (2.1.30)

=|ABJ* +|AC|* —2|AB| |AC| cos a,

wobei @ = Z(z@ ,A_C) ) der von den Seiten AB und AC eingeschlossene Winkel ist, und das ist der Kosinus-Satz.
Dabei haben wir ausgenutzt, dass wir mit dem Vektorprodukt formal wie mit Zahlen rechnen kénnen und

insbesondere durch Ausmultiplikation die gewohnten binomischen Formeln analog wie bei Zahlen gelten.

Falls @ = 7/2, liegt offenbar ein rechtwinkliges Dreieck vor, und dann wird (2.1.30) wegen cos(7/2) =0 zu
|BC? =|AB]* + |AC)%, (2.1.31)

und das ist der Satz des Pythagorag}

SchliefSlich gilt wegen |cosa| < 1 stets die Cauchy-Schwarzsche Ungleichungzl

Das Gleichheitszeichen gilt nur, falls cosa = 1, d.h. @ = 0 (denn definitionsgemifd soll ja @ € [0, 7] liegen)
oder falls cosa = —1, d.h. @ = 7 ist. Das Gleichheitszeichen in (2.1.32) gilt also genau dann, wenn 7, || 7, ist.

Wir kénnen nun die Dreiecksungleichung aus der positiven Definitheit des Skalarproduktes beweisen, denn
es gilt
|91+ B = (9, + 5,)°

=0 +7,+20,-7,

oo (2.1.33)
< T+ 95 +2|9, - 5
< TP+ T3 +2(719] = (19, +5,])%)
bzw., weil immer nur positive Zahlen quadriert werden,
[Ty 4+ 0| < |74 + 7). (2.1.34)

Umgekehrt folgt aus der positiven Definitheit des Skalarproduktes auch die Cauchy-Schwarzsche Unglei-

chung (2.1.32).

2.1.7 Kartesische Basen und orthogonale Transformationen

Mit der Einfithrung eines Skalarprodukts gibt es nun auch eine besonders bequeme Klasse von Basen, die
Orthonormalbasen oder Kartesischen Basen, benannt nach René Descartes (1596-1650) (lat. Renatus Car-
tesius). Dazu wihlt man als Basisvektoren beliebige drei paarweise zueinander senkrechte Einheitsvektoren,

'Pythagoras von Samos (570-510 v. Chr.)
2 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), Herrmann Amandus Schwarz (1843-1921)
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2.1. Kinematik: Die Mathematik der Newtonschen Raumzeit

ein sog. Dreibein. Anschaulich ist unmittelbar klar, dass es beliebig viele solcher Dreibeine gibt und damit
auch beliebig viele Orthonormalbasen.

Esseialso {€;} (1,3} eine beliebige Orthonormalbasis. Voraussetzungsgemifl sind diese drei Vektoren
auf 1 normiert und stehen paarweise aufeinander senkrecht. Es gilt also

v o 1 falls ;=%
e =08, = ’ 2.1.35
5= O {O falls j #k. ( )

Man nennt & e das Kronecker-Symboﬂ

“Leopold Kronecker (1823-1891)

Es ist nun sehr einfach, das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren ¢ und @ durch deren Komponenten ;
und w; bzgl. einer solchen kartesischen Basis auszudriicken, denn offenbar gilt

VW, =V w. (2.1.36)
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Beim Weglassen der Summenzeichen ist zu beachten, dass gemif3 der Einsteinschen Summenkonvention tiber
doppelt auftretende Indizes zu summieren ist.

Auflerdem lassen sich die kartesischen Komponenten eines Vektors v als Skalarprodukt des Vektors mit dem
jeweiligen Basisvektor ausdriicken

3 3
gi"5=_27-‘vf/=2‘0;8z‘f:‘vr (2.1.37)

2.1.8 Das Kreuzprodukt

Schliefilich ist noch das sog. Kreuzprodukt zwischen zwei Vektoren sehr niitzlich. Wir fithren es zunichst
rein algebraisch ein. Zunichst soll das Kreuzprodukt zweier Vektoren # und ¥ wieder einen Vektor ergeben:
@ = # X U, und zwar soll @ sowohl auf # als auch auf o senkrecht stehen, d.h. es gilt

w-4=0, w-7=0. (2.1.38)
Auflerdem soll das Kreuzprodukt linear in beiden Argumenten sein, d.h.
(A + Ayity) X 0= Ayt X O+ Ayity X T (2.1.39)
und analog fiir das zweite Argument. SchliefSlich soll das Vektorprodukt antisymmetrisch sein, d.h.
UXTV=—DXU. (2.1.40)

Es ist also die Rezhenfolge der Argumente im Kreuzprodukt zu beachten, und wenn man beim Rechnen diese
Reihenfolge umkehrt, muss man den Vorzeichenwechsel beriicksichtigen.
Insbesondere folgt aus (2.1.40), dass das Kreuzprodukt eines Vektors mit sich selbst verschwindet, denn ver-
tauscht man die beiden gleichen Vektoren, dndert sich einerseits gar nichts, aber andererseits gilt und
folglich

UXu=—uxXu = uxu=0. (2.1.41)
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2. Newtonsche Mechanik

Kommen wir nun zur geometrischen Bedeutung des Kreuzprodukts. Dazu betrachten wir wieder eine kar-
tesische Basis (¢€;,é,,¢;). Es liegen also drei Vektoren der Linge 1 vor, die zueinander senkrecht stehen. Aus
der Definition des Skalarprodukts ist klar, dass das bedeutet, dass €, x €, = +¢; ist, denn +¢é; sind offenbar
die einzigen Einheitsvektoren, die auf beiden Vektoren ¢, und €, senkrecht stehen. Es ist klar, dass der Fall
€, X €, = +¢; besonders bequem ist.

Geometrisch anschaulich wird diese Uneindeutigkeit des Vorzeichens wie folgt:

Wir vereinbaren willkiirlich, dass das positive Vorzeichen gilt, wenn die drei kartesischen Basisvekto-
ren gemdfl der Rechte-Hand-Regel orientiert sind, d.h. richtet man den Daumen der rechten Hand
in Richtung von ¢;, den Zeigefinger in Richtung von é,, muss der Mittelfinger in Richtung von e; wei-
sen. Dann legen wir fest, dass €, X ¢, = +¢; ist. Man nennt solche kartesischen Basen rechtshindige
kartesische Basen.

Man macht sich leicht anschaulich klar, dass im Fall, dass ¢; in die andere Richtung weist, die entsprechende
Linke-Hand-Regel gilt. In der theoretischen Physik benutzen wir aber vereinbarungsgemafd ausschliefslich
rechtshindige Basen, weil alles andere zu viel Verwirrung Anlass geben kann.

Es ist anschaulich auch klar, dass fiir rechtshindige Basen die Formel ¢, x ¢, = €; auch unter zyklischer
Vertauschung der Indizes gilt, d.h. wir haben die drei Gleichungen

epXe,=¢e;, eXe3=e;, e Xe =¢é. (2.1.42)

Damit kdnnen wir nun die Vektorprodukte beliebiger Vektoren mit ithren Komponenten bzgl. einer rechts-
hindigen kartesischen Basis (¢, é,, €;) ausdriicken:

Ausmultiplizieren und Anwendung von (2.1.42) ergibt unter Beriicksichtigung der Antisymmetrie des Kreuz-
produkts (Nachrechnen!)

Schreibt man dies mit Hilfe der entsprechenden R>-Spaltenvektoren, folgt

uy U1 UV — U3,
uxv=\uy | x| v, | = u3v;,—uv; |. (2.1.45)
Uy U3 N X

Nun werden oft auch Formeln benétigt, wo mehrere Skalar- und Vektorprodukte vorkommen. Mit Hilfe der
Formel (2.1.45) fiir kartesische Komponenten kann man durch einfaches Nachrechnen, was lediglich etwas
Fleiflarbeit erfordert, zeigen, dass fiir drei beliebige Vektoren #, ¥ und @ stets die Formeln

h-(OXw)=(ux0) @ (2.1.46)
Ux(TXw)=0(-w)—w(-D) (2.1.47)

gelten.
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Nun konnen wir auch noch eine weitere wichtige geometrische Eigen-
schaft des Vektorprodukts zeigen. Wir rechnen dazu die Linge des Vek-
torprodukts zweier Vektoren bzw. dessen Quadrat aus. Dabei wenden wir
nacheinander (2.1.46) und (2.1.47) an:

(A x D) x i]-5=[3(i @) —i(i-9)]-7
5P| — (i - 5)? (2.1.48)
— i P|5[1—cos® £(ii, 7)]
||

2|5 sin? £(4, D).

Da 4(u,v) € [0, 7] ist, ist sin £(#,7) > 0 und damit

|77 x 3| = ||| 3| sin £(7i, 5). (2.1.49)

Anhand der Skizze ergibt sich, dass das Kreuzprodukt # x ¥ vom Betrag her der Fliche des von den
beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms entspricht.

AT, %7,

vol(T,, Ty, U3) = (¥; X U,) - U3 = £hF

Jetzt konnen wir auch das als Spatprodukt bezeichnete Pro-
dukt aus drei Vektoren (9; X ¥,) - U3 anhand der nebenste-
henden Abbildung geometrisch deuten: Aufgrund der obigen
Uberlegung ist nimlich |7, x 3,| die Fliche des von ¢, und
¥, aufgespannten Parallelogramms (“Bodenfliche”), und b =
|U5| cos | ist die Hohe des Parallelepipeds. Das Spatprodukt
ist offenbar positiv, wenn die drei Vektoren eine rechtshindi-
ge und negativ wenn sie eine linkshindige (nicht notwendig
kartesische) Basis bilden. Entsprechend nennt man das Spat-
produkt auch eine Volumenform

vol(T, Uy, U3) = (T) X ) - T3 = | Ty X T,||T5|cosp. (2.1.50)

Falls die Vektoren linear abhingig sind, verschwindet das Spat-
produkt. Sind ndmlich die drei Vektoren linear abhingig, gibt
es Zahlen A; und A,, so dass U3 = 4,9, + 4,9,. Nun ist das

Vektorprodukt 7, x 7, ein sowohl zu ¥, als auch zu 7, senkrechter Vektor, und das Skalarprodukt mit 75 ver-
schwindet demnach. Nehmen wir umgekehrt an, das Spatprodukt der drei Vektoren verschwindet, bedeutet
dies, dass 7, senkrecht auf 7, x 7, liegt, und das besagt, dass 7 in der von 7, und T, aufgespannten Ebene liegt
und also wieder U3 = 4,7, + A,7, gilt. Daraus folgt, dass drei Vektoren dann und nur dann linear abhingig
sind, wenn das Spatprodukt verschwindet.

Wir kénnen also Folgendes festhalten:

Das Spatprodukt (7, x 7,) - U; gibt das orientierte Volumen des von den drei Vektoren 7, ¥, und 7
aufgespannten Parallelepipeds an. Es ist positiv (negativ), wenn die drei Vektoren in dieser Reihenfolge
eine rechtshindige (linkshindige) Basis bilden. Die drei Vektoren sind genau dann linear abhingig,
wenn das Spatprodukt verschwindet.

2.1.9 Bahnkurven

In der klassischen Mechanik beschiftigen wir uns zunichst mit der Bewegung von ,,Punktteilchen® im Raum.
Dazu gentigt es, ein beliebiges Bezugssystem im dreidimensionalen Raum zu definieren, also einen Bezugs-
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2. Newtonsche Mechanik

punkt, den Ursprung des Bezugssystems O, und eine dort ,befestigte rechtshindige kartesische Basis (¢, é,, ;).
Als Physiker miissen wir dabei durchaus dieses Bezugssystem irgendwie tatsichlich realisieren. Man kann sich
z.B. das Bezugssystem dadurch realisiert denken, dass man die Zimmerecke im Labor als Bezugspunkt und
die drei Kanten des Labors als Realisierung er drei kartesischen Basisvektoren verwendet.

Dann konnen wir die Bahnkurve eines Punktteilchens dadurch beschreiben, dass wir zu jedem Zeitpunkt
—

t seinen Ort P durch den Ortsvektor 7(¢£) = OP beschreiben. Mittels der, hier der Einfachheit halber zei-

tunabhingigen, Basisvektoren kdnnen wir diesen Ortsvektor umkehrbar eindeutig auf die drei kartesischen

Komponenten (x, x,, x3) abbilden:

wobei die Einsteinsche Summenkonvention verwendet wird, d.h. es ist hier tiber 7 € {1,2,3} zu summieren.

Die Bahnkurve ist dann auch durch den Spaltenvektor

r(t) = x(t) (2.1.52)

eindeutig bestimmt.
Damit haben wir die Beschreibung der Bahnkurve auf die Angabe von drei reellen Funktionen x; () zurtickge-
tithrt, und der Vorteil dieser analytischen Formulierung der Geometrie besteht darin, dass wir die bekannten
Rechenregeln der Analysis verwenden konnen, um die Bahnkurve genauer zu untersuchen.
Aus dem Alltag ist z.B. die Niitzlichkeit von Begriffen wie der Geschwindigkeit
(t) R R von Objekten klar. Zunichst kénnen wir sehr einfach die Durchschnittsgeschwin-
7(2)—7 (1) digkeit zwischen zwei beliebigen Zeitpunkten ¢ und #, durch

<!

7(to) (3),, = )= 7(t) (2.1.53)

definieren. Geometrisch betrachtet weist (¥) in die Richtung der Verbindungslinie zwischen den beiden Or-
ten 7(¢) und 7(#) (s. die nebenstehende Abbildung).

In der Physik wie im Alltag ist die Momentangeschwindigkeit oft noch niitzlicher. Z.B. zeigt der Tacho im
Auto (den Betrag) der Momentangeschwindigkeit des Autos an. Wir erhalten die Momentangeschwindigkeit
9(t) zur Zeit t, indem wir das Zeitintervall (z,1,) in immer kleiner machen, was im Limes At =
t —ty — 0, d.h. t; — t zur Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit fiihrt.

Die Geschwindigkeit ist die Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit:

(1) =7(t) _ d20)= ) (2.1.54)

v(t):}olin» t—ty dt

Dabei bezeichnet der Punkt tiber einer zeitabhingigen Grofle die Ableitung dieser GrofSe nach der Zeit. Diese
Notation geht auf Newton zuriick, die Schreibweise mit d/d¢ als Ableitungsoperator auf Leibniz’| Betrach-
tet man den Grenzprozess geometrisch, sieht man, dass die Richtung von 9(t) die Richtung der Tangente an
die Bahnkurve oder Trajektorie des Massenpunktes besitzt.

Als einfachstes Beispiel betrachten wir die gleichformige Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit, also

9(t) = 0(ty) = Uy = const. (2.1.55)

*Isaac Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) haben sich einen heftigen Priorititsstreit {iber die Erfindung der ,,In-
finitesimalrechnung® geliefert, was u.a. dazu gefiihrt hat, dass die oft intuitivere Schreibweise Leibniz’ fiir Ableitungen und Integrale
in England erst im 19. Jh. verwendet wurde[Son16]].
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2.1. Kinematik: Die Mathematik der Newtonschen Raumzeit

Dabeti ist t, irgendein Anfangszeitpunkt, ab dem wir die Bewegung des Massenpunktes beobachten. Da die
Umkehrung der Ableitung die Integration ist, finden wir daraus eindeutig die Trajektorie des Teilchens, wenn
wir den Anfangsort kennen:

. . (2.1.56)

Es ist klar, dass die Bahnkurve eine Gerade ist.

X Als nichstes Beispiel betrachten wir die Bewegung auf einem
Kreis mit konstanter Winkelgeschwindigkeit. Dazu wihlen
wir unser Bezugssystem so, dass der Kreismittelpunkt im Ur-

7 sprung liegt, und der Kreis mit Radius r in der x; x,-Ebene liegt.
Die Bahnkurve ist dann offenbar durch

7 x, = 7 sin(wt)
ot 7 cos(wt)
x
x3® x, = 7 cos(wt) 1 Z(t) = r sin(a)t) (2.1.57)
0

gegeben (s. nebenstehende Skizze). Die Geschwindigkeit ergibt
sich durch Ableitung nach der Zeit. Mit der Kettenregel finden

wir
—rowsin(wt)
o(t)=7(t)=| rwcos(wt) |. (2.1.58)
0
Der Betrag der Geschwindigkeit ist
v(t) =lo(t)] = v 2(t) 2(t) = rfel. (2.1.59)

Auflerdem konnen wir sofort zeigen, dass die Tangente an den Kreis in einem beliebigen Punkt stets senkrecht
auf dem Radiusvektor zu diesem Punkt steht, denn es ist

r(t)-o(t)=0 = L(r(t),v(t)) = 7/2. (2.1.60)

Schliefilich benétigen wir noch die momentane Beschleunigung des Massenpunktes:

Die Beschleunigung ist als Ableitung der Geschwindigkeit, d.h. die zweite Ableitung des Ortsvektors,
nach der Zeit definiert: ‘ )
a(t)=a(t)=7(¢). (2.1.61)

Fiir die gleichf6rmige Bewegung finden wir aus (2.1.55) sofort 4 = 0. Fiir die gleichformige Kreisbewegung
ergibt sich durch Ableiten von (2.1.58) nach der Zeit

—7rw?cos(wt)
a(t)=o(t) = —re?sin(wt) | =—w?7(t). (2.1.62)
0
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2. Newtonsche Mechanik

Die Beschleunigung ist also stets radial nach innen gerichtet, und senkrecht zur Geschwindigkeit, wie man

sofort aus (2.1.60) abliest. Das folgt auch daraus, dass der Betrag der Geschwindigkeit konstant ist, denn
B(t)-B(t)=const = 25-7 =0, (2.1.63)

Dieses Beispiel zeigt, dass eine von Null verschiedene Beschleunigung nicht notwendig den Betrag der Ge-
schwindigkeit indern muss. Eine reine Richtungsinderung der Geschwindigkeit ist ebenfalls eine Beschleu-
nigung!

2.2 Dynamik und Newtonsche Axiome

Nachdem wir nun die wesentlichen mathematischen Hilfsmittel zur Beschreibung von Bahnkurven eines
Punktteilchens zusammengestellt haben, konnen wir uns der eigentlichen Aufgabe der Mechanik zuwenden,
namlich aus (empirisch) vorgegebenen Kraftgesetzen die verschiedenen Bewegungen eines oder mehrerer,
evtl. auch untereinander wechselwirkender Punktteilchen zu bestimmen. Dies bezeichnet man im Gegensatz
zur Kinematik (griech. Lehre von den Bewegungen), also der rein zeitlich-geometrischen Beschreibung von
Bewegungen, wie im vorigen Abschnitt gezeigt, als Dynamik (griech. Lehre von den Kriften).

Dazu miissen wir Kraft und Masse als zunichst intuitiv gegebene Grundbegriffe voraussetzen. Wie wir
gleich sehen werden, ist es gar nicht so einfach bzw. in einem bestimmten Sinne sogar unmdoglich, diese Begritfe
wirklich strikt zu definieren. Sie nehmen in der Newtonschen theoretischen Mechanik gewissermaflen die
Rolle von Axiomen an.

2.2.1 Das Trigheitsgesetz (,lex prima“)

Zunichst bendtigen wir eine Prizisierung der im obigen Abschnitt vorgenommenen vorldufigen Definition
von Raum und Zeit. Wie wir dort bereits betont haben, geht Newton von einer absoluten Zeit und einem
absoluten Raum aus, der zunichst qualitativ durch unsere Alltagserfahrung als gegeben vorausgesetzt wird.
Er prizisiert dies zunichst dadurch, dass er annimmt, dass Raum und Zeit unabhingig vom physikalischen
Geschehen existieren, und die realen Lagerungsmoglichkeiten von Korpern bzw. idealisierten Massenpunk-
ten durch die Euklidische Geometrie quantitativ beschrieben werden konnen. Ebenso ist der Verlauf der Zeit
unabinderlich durch jedwedes physikalische Geschehen tiberall festgelegt und kann durch periodische Vor-
gange quantifiziert werden. Wir werden weiter unten noch auf die genaue Maflbestimmung fiir die Zeit und
raumliche Abstinde eingehen.

Um nun auf die Definition der eigentlichen dynamischen Grundbegriffe zuriickzukommen, miissen wir uns
noch mit den Begriffen von Kraft und Masse beschiftigen. Dabei beschreibt die Masse qualitativ die Erfahrung
von Trigheit von Korpern. Aus dem Alltag wissen wir, dass es je nach Menge des Stoffes, der einen Korper
bildet, mehr oder weniger schwierig ist, diesen aus der Ruhe (relativ zur Erde!) in Bewegung zu versetzen.
Je mehr Substanz der Stoff enthilt, desto mehr Kraft miissen wir dazu aufwenden. Dies gilt auch, wenn wir
eine Situation haben, bei der Reibungskrifte vernachlissigt werden konnen, z.B. wenn wir Gegenstinde auf
einem Schlitten iiber eine Eisfliche bewegen, wo die Reibung schon erheblich reduziert ist. Selbst wenn also
im Idealfall gar keine Reibung vorliegt, ist doch mehr oder weniger Kraft erforderlich, um einen zunichst ru-
henden Korper in Bewegung zu versetzen, und das Maf? fiir diese Trigheit ist in der Newtonschen Mechanik
die Masse. Freilich zeigt sich an diesen Ausfithrungen bereits das Dilemma einer tautologischen Beschrei-
bungsweise, denn wir verwenden hier selbstverstindlich unsere qualitative empirische Erfahrung von Kriaf-
ten, und wir haben auch noch keine quantitative Beschreibung gefunden. Die geniale Idee Newtons war es
nun, ausgehend vom Begriff des absoluten Raumes und der absoluten Zeit, quasi axiomatisch diese Grund-
begriffe quantitativ beschreibbar zu machen. Dazu hat er im Wesentlichen die drei Newtonschen Axiome
aufgestellt.
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1. Newtonsches Axiom (lex prima)

Das erste Newtonsche Axiom im modernen Sinne, postuliert die Existenz von sog. Inertialsystemen
(lat. inertia heifit Tragheit). Dies sind Bezugssysteme, in dem das auf Galilei zuriickgehende Trigheits-
gesetz gilt:

Newtons 1. Axiom (lex prima): Ein Korper verharrt in Ruhe oder gleichférmig geradliniger Be-
wegung (d.h. bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit), solange keine Einfliisse (Krifte) diesen
Bewegungszustand dndern (also Beschleunigungen hervorrufen).

Newtons Auffassung war nun, dass dies eine absolute Definition eines Inertialsystems ist. Die Schwierigkeit
besteht aber darin, dass wir letztlich in der Physik Beobachtungen und Experimente durchfithren wollen, um
zu Uberpriifen, ob all die theoretischen Annahmen eben diese Beobachtungen auch zutreffend beschreiben.
Andernfalls hitten wir es mit einem rein erfundenen Begriffssystem im Sinne der Mathematik zu tun. Um
nun aber tiberhaupt von den kinematischen Groflen Geschwindigkeit und Beschleunigung reden zu kénnen
und diese Groflen in der Realitit messbar zu machen, benétigen wir irgendwelche realen Gegenstinde, die
dieses Bezugssystem festlegen, z.B. drei aufeinander senkrecht stehende starre Stangen, die in einem Punkt
zusammengeftigt sind, um dadurch drei kartesische Basisvektoren aus dem Reich der mathematisch abstrak-
ten Geisteskonstruktion in die reale Welt unserer Laboratorien zu bringen, also tatsichlich zu realisieren.
Ahnliches gilt fiir die Zeitmessung, d.h. wir miissen auch irgendwie in der Lage sein, zuverlissige Uhren zu
konstruieren. Eng damit verkniipft ist die Notwendigkeit, verlissliche Einheiten fiir die Linge und fiir Zeit-
dauern festzulegen, die im Prinzip tiberall prizise durch reale Maf3stibe und Uhren realisierbar sind.

Wie also realisieren wir ein Inertialsystem? Zunichst konnen wir naiv einfach das Ruhsystem der Erde als
Inertialsystem annehmen. Es ist klar, dass wir dabei die Gravitationskraft berticksichtigen miissen, die alle
Objekte in Richtung zum Schwerpunkt der Erde zieht. Berticksichtigen wir diese (in Erdnihe annihernd
konstante) Kraft, liegt auch augenscheinlich in guter Niherung ein Inertialsystem vor. Z.B. beim Eisstock-
schieflen bewegt sich in der Tat der Stock relativ genau gleichformig geradlinig, wenn man von der recht
geringen Reibung absieht.

Andererseits rotiert aber die Erde einmal in ca. 24 h um ihre eigene Achse und lduft einmal im Jahr um die
Sonne. In der Tat konnen wir die Rotation um ihre Achse relativ einfach mit dem allbekannten Foucault-
Pendel-Versuch demonstrieren (vgl. Abschnitt [2.9.4). Bei der Bahnbewegung der Erde um die Sonne wird
der Nachweis schon schwieriger. Das einfachste empirische Argument ist die von der Erde aus beobachtete
Schleifenbahn der Bewegung anderer Planeten. Rein mechanisch tiber die Wirkung von Tragheitskriften in
Nichtinertialsystemen wie beim Foucault-Pendel aufgrund der Erdrotation lisst sich die Bahnbewegung um
die Sonne schon nicht mehr nachweisen, und auch von der Erdrotation kann man aufgrund der relativ langen
Zeitdauer eines Tages derselben im Vergleich zu typischen in Erdnihe beobachteten Bewegungsabliufen i.a.
absehen. In diesem Sinne kénnen wir meist schon das Ruhsystem der Erde als relativ gute Realisierung eines
Inertialsystems betrachten. Freilich ist die grundsitzliche Frage, ob es exakte Inertialsysteme in dem von
Newton angenommenen Sinn tatsichlich gibt, eine recht spannende fundamentale Frage der Physik.

In Newtonscher Zeit bis zur Entdeckung der Allgemeinen Relativititstheorie (ART) durch Einstein im
Jahre 1915 galt als beste Realisierung eines Inertialsystems das Ruhsystem der Fixsterne, und das ist auch im
Rahmen des Giiltigkeitsbereichs der Newtonschen Mechanik fiir Bewegungen innerhalb des Sonnensystems
eine sehr genaue Niherung eines Inertialsystems.

Exkurs zum modernen Verstindnis der Raumzeit

Aus moderner Sicht gilt als umfassendstes mathematisches Raumzeit-Modell die ART. Wir konnen jetzt
noch nicht genauer auf diese Theorie eingehen, aber der Grundgedanke ist, dass die Raumzeit selbst als ein
vierdimensionaler nichteuklidischer Raum zu beschreiben ist, dessen Kriimmung sich als Gravitations- und
Trigheitswirkungen beobachten lisst, d.h. in der Relativitdtstheorie werden Gravitations- und Trigheitswir-
kungen wesensgleich, wenn auch nur in hinreichend kleinen Raumzeitbereichen. Innerhalb solcher Raum-
zeitbereiche, deren Ausdehnung dadurch definiert werden kann, dass Gravitationskrifte in guter Naherung
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als raumlich und zeitlich konstant angesehen werden konnen, wird fiir diesen begrenzten Raumzeitbereich
ein lokales Inertialsystem durch einen frei fallenden nichtrotierenden Korper definiert. Ein Beispiel ist die
Internationale Raumstation (International Space Station, ISS), wo die Astronauten regelmifiig das faszinie-
rende Leben in der Schwerelosigkeit demonstrieren.

Eine weitere erstaunliche Schlussfolgerung ist, dass die Struktur der Raumzeit im Rahmen der ART eben
kein unverinderliches ,,Gefifl“ ist, in dem zwar physikalische dynamische Vorginge aller Art ablaufen, die
aber auf die Raumzeit in keiner Weise zuriickwirken, wie durch Newton in seiner Mechanik postuliert. Viel-
mehr bestimmen sich die Kriimmungs- und auch nicht-Euklidische metrische Verhiltnisse (also die Grofle
von Raumzeitintervallen) durch jegliche Art von Materie- und Feldverteilungen. Die Raumzeit prigt dabei
durch ihre Kriimmung der Materie und den Feldern die Wirkung von Schwerkriften auf, d.h. sie bestimmt,
wie sich die Materie und Felder bewegen, aber umgekehrt bestimmen auch die Materie und Felder die Struk-
tur der Raumzeit.

In der modernen Kosmologie geht man nun davon aus, dass frei fallende Beobachter bei hinreichend grofi-
raumiger Mittelung einen homogenen isotropen Raum beobachten, d.h. es ist weder ein bestimmter Ort
noch irgendeine Richtung im Raum irgendwie ausgezeichnet (kosmologisches Prinzip). Lst man die Ein-
steinschen Feldgleichungen unter dieser Symmetrieannahme, ergibt sich, dass im grofiriumigen Mittel das
Universum von einem homogenen isotropen ,Substrat® erfiillt sein sollte, wobei allerdings die Abstinde im
Universum zeitlich nicht konstant sind sondern sich mit der Zeit andern.

In der Tat beobachtet man die Hubble-Lemaitre-Rotverschiebung entfernter Galaxien, d.h. es scheint so,
als wiirden sich alle entfernten Galaxien im Mittel von uns wegbewegen, wobei die (scheinbare) Rezessions-
geschwindigkeit proportional zum Abstand ist (Hubble-Gesetz v = Hyd). Entsprechend kann man zuriick-
extrapolieren, dass das Universum zu fritheren Zeiten viel heifler und dichter war als heute und schliefSlich zu
irgendeinem Zeitpunkt als eine Art Raumzeit-Singularitit begonnen hat. Dies bezeichnet man als Urknall.
Das impliziert weiter, dass das Universum einmal so heiff und dicht war, dass alle Materie und auch die elektro-
magnetische Strahlung im thermodynamischen Gleichgewicht gewesen sein miissen und die Materie noch
nicht als elektrisch neutrale Atome vorlag, sondern als Plasma aus allerlei geladenen Teilchen wie Wasser-
stoffkernen (Protonen) und Elektronen. Mit der Zeit wurde durch die Hubble-Expansion die Materie immer
weiter verdiinnt und kiihlte sich ab. Bei einem bestimmten Zeitpunkt finden sich dann die geladenen Konsti-
tuenten der Materie (zu dieser Zeit vornehmlich Wasserstoff-, Helium- und Lithium-Kerne sowie Elektronen)
zu elektrisch neutralen Atomen zusammen. Da dann die elektromagnetischen Wellen kaum noch gestreut
werden, ist sie nicht mehr im thermodynamischen Gleichgewicht mit der Materie. Es zeigt sich aber, dass die
Spektralverteilung dieser Strahlung immer noch wie im thermischen Gleichgewicht befindliche Strahlung
(Planck-Spektrum) aussieht, nur dass durch die Hubble-Expansion die mittlere Wellenldnge immer grofler
wird, d.h. die effektive Temperatur der Strahlung wird immer geringer. In der Tat hat man in den letzten
Jahrzehnten diese kosmische Hintergrundstrahlung sehr genau vermessen konnen und in der Tat als sehr
homogen und isotrop gefunden, sobald man die Bewegung unseres Sonnensystems herausgerechnet hat, die
tiir eine typische Winkelabhingigkeit der effektiven Temperatur der Hintergrundstrahlung sorgt.

Dadurch lasst sich schlief8lich sehr genau ein frei fallendes, also lokal inertiales Bezugssystem durch
dasjenige Bezugssystem definieren, in dem die kosmische Hintergrundstrahlung ein Planck-Spektrum
mit einer isotropen Temperaturverteilung aufweist, und dieses Ruhsystem der kosmischen Hinter-
grundstrahlung stimmt recht gut mit dem traditionellen Fixsternruhsystem iiberein, denn grofirdu-
mig gemittelt bewegt sich eben auch die sichtbare Materie homogen und isotrop gemiff dem kosmo-
logischen Prinzip.
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2.2.2 Das Wirkungsprinzip (,lex secunda®)

Nehmen wir nach diesem ausfiihrlichen Ausflug in die wissenschaftstheoretische Problematik die Existenz
eines Inertialsystems, in guter Niherung durch das Ruhsystem der Fixsterne bzw. das Ruhsystem der kos-
mischen Hintergrundstrahlung definierd’] werden kann, hin, kénnen wir nun das Wirkungsprinzip oder
zweite Newtonsche Axiom oder ,lex secunda® formulieren.

2. Newtonsches Axiom (lex secunda)
Die Anderung des Bewegungszustandes einer Punktmasse (also die Beschleunigung 7 = D) ist der ein-
wirkenden Kraft F proportional. Die Proportionalititskonstante ist die Masse des Korpers. Es gilt
also die Bewegungsgleichung

mi=ms=mr=F. 2.2.1)

.

Dabet ist natiirlich auch wieder eine gewisse Tautologie festzustellen, denn wir definieren gleichzeitig die
Kraft und die Masse, wobei die quantitative Festlegung dieser Groflen wechselseitig voneinander abhingt.
Es ist gar nicht so einfach, dies genauer einzugrenzen, und man muss die konkreten Kraftgesetze und die
Massenbestimmung irgendwie aus der Erfahrung erschlieffen. Im nichsten Abschnitt werden wir als ein
einfaches Beispiel die Gravitationskraft, die die Erde auf die K6rper austibt, betrachten.

Einstweilen kénnen wir mit Newton die Masse als proportional zum Volumen eines Kérpers eines bestimm-
ten Materials (genaugenommen freilich auch bei derselben Temperatur und demselben Druck!) annehmen,
d.h. die Masse ist immer auch ein Maf} fiir die Materiemenge, wie wir es im Alltag auch gewohnt sind. Ent-
sprechend kaufen wir bestimmte Waren fiir einen Preis pro Masse.

2.2.3 Actio und reactio (,lex tertia®)

3. Newtonsches Axiom (lex tertia)

Das dritte Newtonsche Axiom von Wirkung (lat. actio) und Gegenwirkung (lat. reactio) besagt, dass
Krifte stets als Wechselwirkung zweier Kérper auftreten. Bezeichnen wir mit Fy, die auf den Korper
1 durch Korper 2 ausgetibte Kraft, so gilt fiir die auf den Korper 2 durch den Korper 1 ausgetibte Kraft
by =—Fp,.

Beispiele sind die Gravitationskraft zwischen zwei Massenpunkten und die elektrostatische Coulomb-Kraft
zwischen zwei Punktladungen.

4. Newtonsches Axiom (lex quarta)
Sind mehrere Korper vorhanden, ergibt sich die Gesamtkraft auf den Korper 1 durch die vektorielle
Summe aller Paarwechselwirkungskrifte dieses Korpers mit den anderen Korpern, also

N
Bi= 0 B 2.2.2)
j:2

. J

Die genaue mathematische Form dieser Gesetze ist wiederum eine Frage der Erfahrung, d.h. wir miissen diese
Gesetze durch genaue Beobachtung der Bewegung von Korpern in verschiedenen Situationen erschlief3en.

*Eine weiteres wichtiges Detail des 1. Newtonschen Axioms ist, dass mit jedem Inertialsystem auch jedes andere gegen dieses
System gleichférmig (also mit konstanter Geschwindigkeit ¥) bewegte Bezugssystem ein Inertialsystem ist, d.h. wenn es ein Inerti-
alsystem gibt, muss es zwangsliufig beliebig viele Inertialsysteme, die sich allesamt geradlinig gleichformig gegeneinander bewegen,
geben!
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2.2.4 Sl-Einheiten der Mechanik

In diesem Abschnitt wollen wir kurz auf die wichtige Frage eingehen, wie die gesetzlich bestimmten Ein-
heiten des Internationalen Mafisystems (Systeme International de Poids et Meassures, abgekiirzt SI) definiert
werden, soweit wir sie in der Mechanik bendtigen. Dabei ist es wichtig, im Auge zu behalten, dass diese De-
finitionen bereits vom Stand der physikalischen Erkenntnis selbst abhingen. Auch hier hat man es wieder
mit der charakteristischen Selbstbeziiglichkeit der physikalischen Grundlagen zu tun. Einerseits miissen wir
durch quantitative Beobachtungen, also Messungen, allgemeingiiltige Naturgesetze erst erschlieflen, also
eine Theorie aufstellen, bendtigen aber auch zur Konstruktion der dazu bendtigten Messgerite eben diese
durch Theorien formulierten Naturgesetze.

Nun bedeutet Messen stets einen Vergleich von gleichartigen Groflen untereinander. Im Rahmen der New-
tonschen Mechanik, wie wir sie durch unsere Besprechung der drei Newtonschen Axiome, soeben postuliert
haben, gibt es drei grundlegende nicht weiter auf einfachere Begriffe zuriickfiihrbare Grundgrofien, und
zwar die Linge als Maf} fiir riumliche Abstinde. Wie Langen zu messen sind, sagt uns dabei die Theorie
selbst. Gemify Newton ist ja der absolute Raum so beschaffen, dass die Lingen- und Lagerungsverhaltnisse
von Korpern zueinander durch die Euklidische Geometrie gegeben sind, und die entsprechende mathemati-
sche Formulierung besagt genau, wie wir bei Vorgabe irgendeiner willkiirlichen Mafleinheit fiir die Linge
andere Lingen messen konnen. Bei Euklid geschieht dies axiomatisch mit Zirkel und Lineal.

Nimmt man diese Annahme einmal unwidersprochen hin, ist man nunmehr ,nur noch“ mit der Schwierig-
keit konfrontiert, ein verbindliches Lingenmafd zu definieren. Im SI ist das das Meter, in Formelschreibweise
also 1 m. Dabei ist stets zu beachten, dass in der Physik konkrete Grofien wie eine Linge / stets aus einer Maf3-
zahl (hier 1) und einer Einheit (hier Meter bzw. m) besteht. Physikalische Gesetze sind dabei prinzipiell so zu
formulieren, dass sie unabhingig von der Wahl der Einheiten giiltig sind. Man kann Lingen zwar auch mit an-
deren Einheiten als dem Meter messen, z.B. ist in den USA noch das alte englische Mafisystem weit verbreitet,
wo man verschiedene Arten von Linge in recht verwirrender Weise auch noch in verschiedenen Einheiten
misst. Z.B. werden technische Abmessungen wie z.B. Schrauben o0.3. in Inches (Zoll) gemessen, Entfernun-
gen auf der Strafle in Miles (Meilen) und Hohen von Briicken oder Bergen in Feet (Fufl). Freilich dndert sich
dadurch die Linge eines Gegenstandes nicht, und man kann all diese Einheiten schliefflich in Metern messen
und kann dann in andere Finheiten umrechnen. Z.B. ist 1 & 2,54 - 1072 m = 2,54 cm.

Im SI schreibt man nimlich alle Groflen entweder mit Hilfe von Zehnerpotenzen (also einer Zahl, die Man-
tisse, multipliziert mit 107, wobei 7, die Zehnerpotenz, eine ganze Zahl ist) oder mit Hilfe von gewissen De-
zimalvorsitzen. Die wichtigsten sind durch drei teilbare Zehnerpotenzen: So steht k (Kilo) fiir 10° = 1000,
M (Mega) fiir eine Million, also 10° = 1000000, G (Giga) fiir eine Milliarde, also 10° = 1000000000. Dabei
sollte man die leider weitverbreitete Unsitte, zur besseren Lesbarkeit Dreierpackchen von Nullen durch Punk-
te abzuteilen, vermeiden. Dies fithrt in der internationalen Kommunikation leicht zu Verwirrungen, denn
in weiten Teilen der Welt verwendet man statt des deutschen Dezimalkommas den Dezimalpunkt (und teilt
irgendwelche Stellen grofler Zahlen entsprechend durch Kommata ab). In der Physik ist es daher allenfalls
tiblich, kleine Abstinde in Dreierpickchen zu schreiben, wie in den obigen Beispielen. Entsprechend gibt es
auch Dezimalvorsitze fiir kleine Teile, nimlich m (Milli) fiir ein tausendstel, also 10~ = 0,001, p. (Mikro)
fiir 107 = 0,000001 und n (Nano) fiir 10~ = 0,000000001 usw. Aufler der Reihe der durch drei teilbaren
Potenzen hat sich aus historischen Griinden auch noch das Zentimeter erhalten, also ein hundertstel Meter,
lem=10"?m=0,01m.

Freilich miissen wir nun konkret festlegen, wie lang ein Meter ist, und aufgrund der obigen Uberlegung mit
der wechselseitigen Beziehung zwischen Theorie und Experiment, ist es auch klar, dass die Definition der Ein-
heiten (selbst wenn man sich auf die in dieser Vorlesung ausschliefllich verwendeten SI-Einheiten beschrinkt)
eine Geschichte haben. Die Idee des SI geht auf die franzosische Revolution zuriick. Dabei hat man den
Anspruch entwickelt, ein international verbindliches Einheitensystem fiir ,alle Nationen und alle Zeiten®
genau festzulegen, um die Kommunikation {iber alle moglichen im tiglichen Leben wie fiir die Wissenschaft
wichtigen Groflen zu ermdglichen.

34
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Zwar ist die Festlegung von Einheiten im Prinzip vollig willkiirlich, d.h. man kann es wie in frithren Zeiten
halten, und die Linge des Armes des jeweiligen Konigs als Lingenmaf} verwenden. Das gab es tatsichlich-
chlich, und in der Tat war dann in nahezu jeder Stadt eine andere ,Elle“ im Gebrauch, und man kann sich die
Verwirrung vorstellen, wenn man auf diese Art Handel treiben soll, wenn man nach geometrischen Abmes-
sungen bepreiste Waren austauschen will. Auflerdem war es auch das Bestreben der franzdsischen Revolutio-
nire solche von irgendwelchen Fiirsten bestimmten Maf3e ein fiir allemal abzuschaffen und die Mafleinheiten
auf ,natlirliche Art“ zu definieren. Beim Meter legte man fest, dass die Linge des Viertels des durch Paris
verlaufenden Lingenkreises, vom Pol zum Aquator gemessen, definitionsgemif 10- 10° m sein soll, bzw. ent-
sprechend 1 m der zehnmillionste Teil der Lange dieses Viertellingengrades.

Man schickte also 1792 mehrere Expeditionen aus, um diesen Lingengrad genau zu vermessen mit dem Ziel,
ein Urmeter zu bestimmen und entsprechende Messungen, die es schon ab 1735 noch vor der Revolution ge-
geben hatte, mit groflerer Genauigkeit zu wiederholen. Dieser Urmeter wurde schliellich in 1799 durch zwei
Markierungen in einem Stab aus Platin realisiert. Freilich erwies sich die Messung bei weiteren Kontrollmes-
sungen im 19. Jh. als um ca. 0,02% zu kurz. Man behielt allerdings die bereits etablierte durch den Urmeter
realisierte Definition des Meters bei. Demnach ist die tatsichliche Viertelmeridianlinge 10,001966 - 10° m.

Im Jahr 1889 stellte man schliefilich einen neueren Urmeter aus einer Platin-Iridium-Legierung mit kreuzfor-
migen Markierungen her, wobei zwei Marken bei einer Temperatur von 0°C einen Meter definierten.

Freilich sind nun solche durch Prototypen realisierten Einheiten hochst fragil. Natiirlich stellte man 30 Se-
kundidrnormale her, die an diverse Eichimter in aller Welt verteilt wurden. Allerdings ist selbst das keine
Garantie, dass der Meter ,fiir alle Zeiten und alle Orte® als prizise festgelegte Mafleinheit verfiigbar bleibt.

Entsprechend hat sich, auch aufgrund des rasanten Fortschritts der physikalischen Erkenntnisse und der Mess-
technik, die Definition des Meters noch mehrmals geindert. Die letzte Anderung erfolgte 1983, wo man das
Meter dadurch definiert hat, dass die nach der Relativititstheorie unverinderliche Ausbreitungsgechwindig-
keit des Lichtes im Vakuum den exakt definierten Wert ¢ = 299792458 m/s besitzt, was freilich eine Festle-
gung der Zeiteinheit des SI, der Sekunde (Formelzeichen s), verlangt. Darauf gehen wir gleich genauer ein.
Der offizielle das Meter definierende deutsche Text lautet jedenfalls:

Der Meter, Einheitenzeichen m, ist die SI-Einheit der Lange. Er ist definiert, indem fiir die Lichtge-
schwindigkeit im Vakuum ¢ der Zahlenwert 299792 458 festgelegt wird, ausgedriickt in der Einheit
m/s, wobei die Sekunde mittels Ay, definiert ist.

Bis 1967 war die Sekunde einfach dadurch definiert, dass die mittlere Dauer eines Sonnentages 24 Stunden =
60 - 24 Minuten = 60 - 60 - 24 s = 864005 betrigt.

Nun hat es aber gerade bei der Zeitmessung immense Fortschritte bzgl. der erreichbaren Prizision gegeben.
Daher wurde 1967 die bis heute giiltige Definition der Sekunde {iber die Frequenz der elektromagnetischen
Wellen aufgrund atomarer Uberginge festgelegt, denn diese Uberginge sind gemif} der Erkenntnisse der mo-
dernen Atomphysik (basierend auf der Quantentheorie) duflert stabil bzgl. allerlei Umwelteinfliissen. Kon-
kret definiert man daher heute die Sekunde durch die Frequenz eines bestimmten sog. Hyperfeiniibergangs
in Cisium (Cs). Genauer:

Die Sekunde, Einheitenzeichen s, ist die SI-Einheit der Zeit. Sie ist definiert, indem fiir die Cistumfre-

quenz Ay, der Frequenz des ungestorten Hyperfeiniibergangs des Grundzustands des Cisiumatoms
133, der Zahlenwert 9 192 631770 festgelegt wird, ausgedriickt in der Einheit Hz, die gleich s~ ist.

Bleibt schliefflich noch die Einheit fiir die Masse, das Kilogramm (kg). Nach einigem Hin und Her in der
Geschichte der Definition, die ihren Ausgang in der Definition, dass 1kg der Masse von Wasser mit dem
Volumen von 102 m? = 1dm’ (1 Kubikdezimeter, wobei Dezi (d) der Zehnerpotenzenvorssatz fiir 1/10 =
107! ist) bei einer Temperatur von 4°C (Temperatur der grofiten Dichte von Wasser) nahm, hat man sich
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schlieflich 1889 darauf geeinigt, dass ein Urkilogramm, ein Zylinder aus einer Platin-Iridium-Legierung,
als Prototyp die Masseneinheit definieren sollte. Zugleich wurden wieder mehrere Sekundirprototypen an
diverse Eichimter verteilt.

Wie bereits beim Urmeter bemerkt, ist eine solche Definition durch die Bereitstellung von menschliche Arte-
fakten duflerst heikel. In der Tat haben Vergleiche des Urkilogramms mit den verschiedenen Sekundirprototy-
pen gezeigt, dass ausgerechnet das Urkilogrammstiick systematisch vom Mittel der anderen Kilogrammstiicke
abweicht.

Daher wurde mit der Neudefinition der SI-Basisheinheiten im Jahr 2019 durch eine Festlegung diverser uni-
verseller Naturkonstanten eine nach heutigem Wissen ,fiir alle Zeiten und an allen Orten® prizise repro-
duzierbare Festlegung fiir alle Einheiten getroffen. Das kg wird durch die Festlegung des Zahlenwertes des
Planckschen Wirkungsquantums, das wir sehr ausfiihrlich in der Quantenmechanik besprechen werden,
definiert:

Das Kilogramm, Einheitenzeichen kg, ist die SI-Einheit der Masse. Es ist definiert, indem fiir die
Planck-Konstante h der Zahlenwert 6,626 07015 - 107 festgelegt wird, ausgedriickt in der Einheit
Js, die gleich kgm?s™ ist, wobei der Meter und die Sekunde mittels ¢ und Ay, definiert sind, wie
oben erortert.

Insgesamt erfuhr im Jahr 2019 das gesamte SI durch Festlegung der Zahlenwerte von fundamentalen Natur-
konstanten (bzw. der Cisium-Frequenz Ay, fiir die Definition der Sekunde) eine Revision, die die sehr prizi-
se und stabile Definition der sieben Basiseinheiten (Sekunde fiir die Zeit, Meter fiir die Lange, Kilogramm fiir
die Masse, Ampere fiir die elektrische Stromstirke, mol fiir die Stoffmenge, Kelvin fiir die Temperatur und
Candela fiir die Leuchtstirke von Licht) auf Basis des derzeitigen (quantenphysikalischen) Kenntnisstands er-
moglichen. Die Einheiten fiir alle anderen Groflen lassen sich dann auf diese 7 Basiseinheiten zuriickfiihren.

In dieser Vorlesung iiber die Mechanik benétigen wir nur die entsprechenden drei Basiseinheiten Sekunde,
Meter und Kilogramm. Aufgrund des 2. Newtonschen Axioms ist dann die Einheit von Kriften 1kgm/s?.
Diese Einheit wird zu Ehren Newtons auch als 1 Newton = 1 N bezeichnet. Entsprechend sind die Einheiten
fiir Geschwindigkeiten 1 m/s und fiir Beschleunigungen 1m/s? (die keine speziellen Namen erhalten haben).
Ebenso ist aufgrund der geometrischen Definition klar, dass Flichen in Einheiten von 1m? (oft auch 1 Qua-
dratmeter genannt) und Volumen in Einheiten von 1m?® (1 Kubikmeter) gemessen werden. Auch diese Ein-
heiten tragen keine weiteren speziellen Namen. Winkel geben wir in der theoretischen Physik gewdhnlich
im Bogenmaf$ an. Diese sind durch das Verhiltnis der Linge des Bogens eines Kreissegments und dem Radius
dieses Kreises gegeben und als solche dimensionslos, also reine Zahlen. Dem rechten Winkel entspricht also
einfach die reine Zahl 7r/2. Um Verwirrungen zu vermeiden, ist es im Rahmen des ST auch erlaubt, das Ein-
heitensymbol rad zu verwenden, d.h. man kann fiir den rechten Winkel auch 7t /2 rad schreiben. Freilich ist
auch noch das Winkelgrad im SI als Einheit fiir Winkel vorgesehen, und der rechte Winkel entspricht 90°.
Die Umrechnung ist also durch 180° = 7 rad, d.h. 1° = /180 rad gegeben.

2.3 Einfache Bewegungsprobleme

Mit dieser Grundlage der Mechanik durch die Newtonschen Axiome kdnnen wir schon einige einfache Bewe-
gungsgleichungen aufstellen, wobei wir, wie oben betont, die Krifte irgendwie aus Beobachtungen erschlie-
en missen, denn die Newtonschen Axiome geben nur eine (axiomatische) Definition der Begriffe Masse
und Kraft und deren Zusammenhang mit der direkt beobachtbaren Kinematik von Kérpern. Die konkreten
Kraftgesetze, die es erlauben, die Bewegungsgleichung aufzustellen und unter Vorgabe der Anfangsbedin-
gungen zu losen, miissen hingegen zusitzlich ermittelt werden. Dies verdeutlicht das fiir die Naturwissen-
schaften typische Wechselspiel zwischen Theorie und Experiment.
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2.3.1 Freier Fall und schiefer Wurf in Erdnihe

Eine der wichtigsten Entdeckungen Galileis bzgl. der Mechanik waren die Fallgesetze. So kam Galilei durch
Beobachtung (und auch gehorige Abstraktion) zu dem Schluss, dass bei Vernachlissigung der Luftreibung alle
Korper unabhingig von ihrer stofflichen Zusammensetzung und ihrer Masse, aus der Ruhe losgelassen, stets
gleich schnell fallen. Gemif§ dem 2. Newtonschen Axiom gilt also

ma=mg, (2.3.1)

wobei man g in Erdnihe (also fiir Abstinde, die sehr viel kleiner als der (mittlere) Erdradius sind) in klei-
nen Umgebungen um einen bestimmten Ort der Erde als konstant ansehen darf. Als einen Richtwert fiir
den Betrag dieser Fallsbeschleunigung verwenden wir |g| = 9,81m/s?. Diese Feststellung soll der Legende
nach Galilei mit spektakuldren Fallexperimenten, wobei er diverse Gegenstinde vom schiefen Turm von Pisa
fallengelassen haben soll, demonstriert haben. Belegen lisst sich diese Legende zwar nicht. Gleichwohl ist in
der Tat die Folge der Gleichung (2.3.1), dass sich die Masse auf beiden Seiten der Gleichung herauskiirzt. Wir
werden diese sehr einfache Bewegungsgleichung auch gleich noch 16sen.

Bemerkenswerter als diese Rechnung, die allerdings gerade in der Schule sehr niitzlich ist, um das Prinzip von
Bewegungsgleichungen und deren Losung zu veranschaulichen, ist die physikalische Erkenntnis, dass

7

die Gravitationswechselwirkung als einzige der vier fundamentalen Kriftd?] die Eigenschaft besitzt,
dass beide Seiten des Kraftgesetzes exakt proportional zur Masse des Korpers sind, wodurch sich die
Masse exakt herauskiirzt und folglich alle Kérper unabhingig von ihrer Beschaffenheit auf der Erde
die gleiche Schwerebeschleunigung erfahren.

“Neben der Gravitationswechselwirkung gibt es nach derzeitigem Wissensstand noch die elektromagnetische, sowie die
starke und schwache Wechselwirkung, wovon fiir die klassische Mechanik nur noch die elektromagnetische Wechselwirkung
relevant ist.

Das ist in der Tat hochst erstaunlich, denn eigentlich war ja die Masse lediglich durch das Zusammenspiel
von Newtons 1. und 2. Axiom als Maf} fiir die ,, Trigheit” definiert und taucht erst einmal nur auf der linken
Seite des Kraftgesetzes auf. Man nennt die auf diese Art definierte Masse als Mafl fiir die Tragheit entspre-
chend genauer auch die trige Masse. Auf der rechten Seite beschreibt die Masse jedoch nicht die Trigheit
sondern die Schwerkraft, die die Erde auf diese Masse austibt, und zwar zusammen mit der fiir alle Korper
gleichen Schwerebeschleunigung in Erdnihe g. Man nennt entsprechend die in diesem Sinne die Stirke der
Schwerkraft bestimmende Eigenschaft der Masse die schwere Masse. Man kann also Galileis Beobachtung
der Gleichheit der Fallbeschleunigung aller Korper in Erdnihe als eines der ersten wirklich empirisch, also
durch Beobachtung und Messung, gefundenen Naturgesetze ansehen. Im Rahmen der Newtonschen Me-
chanik gibt es keine einfachere Erklirung fiir die in diesem Sinne beobachtete Aquivalenz von triger und
schwerer Masse, d.h. dieses Aquivalenzprinzip ist eine nicht weiter auf einfachere Naturgesetze zuriickfiihr-
bare grundlegende Erkenntnis {iber eine ,fundamentale Wechselwirkung.

Nachdem also nun diese tiefschiirfende Erkenntnis durch Galilei gewonnen ist, ist es auch sehr leicht, die
Bewegungsgleichung zu 16sen. Dazu ist es am bequemsten, ein geeignetes Bezugssystem festzulegen.
Gewohnlich definiert man die kartesischen Basisvektoren so, dass g = —gé; ist, d.h. &; wird definitionsgemaf}
»senkrecht nach oben“ also in die Gegenrichtung der auf die Erde weisenden Gravitationsbeschleunigung
gerichtet. Entsprechend spannen ¢, und ¢, die dazu senkrechte Ebene parallel zur Erdoberfliche auf. Dann
ist die einzige nichttriviale Komponente der Bewegungsgleichung (2.3.1), nachdem wir die oben ausfiihrlich
besprochene Kiirzung durch die Masse 7 vorgenommen haben,

Wir erhalten also eine Differerentialgleichung 2. Ordnung. Sie ist definitionsgemif$ von 2. Ordnung, weil
die hochste vorkommende Ableitung die zweite Ableitung der Ortskoordinate x5 nach der Zeit ist. Die rech-
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te Seite ist hier konstant, und das reduziert die Losungsstrategie auf einfache Integrationen. Es ist klar, dass
dabei die Losung nur bis auf additive Konstanten bestimmt sind, denn die Integration ist ja die Umkehrung
der Ableitung, also im Sinne von unbestimmten Integralen die Aufgabe, eine Stammfunktion einer vorge-
gebenen Funktion zu finden, und dabei bleibt eine additive Konstante unbestimmt, denn deren Ableitung
verschwindet, d.h. im ersten Lsungsschritt erhalten wir

fv3:fdta3 :—fdtg:—gt—l—Cl. (2.3.3)

Dabet ist C, die besagte Integrationskonstante.

Auch dies lisst sich leicht nochmals nach der Zeit integrieren, wobei eine weitere unbestimmte Integrations-
konstante auftritt:

Um eine konkrete Bewegung zu bestimmen, miissen wir nun irgendwie die Konstanten festlegen. Dazu beno-
tigen wir freilich zusitzliche Informationen. Das ist auch aus der Erfahrung klar, denn wir miissen den Ort
und die Geschwindigkeit zu irgendeiner Anfangszeit ¢, kennen, um die Bewegungsgleichung eindeutig 16sen
zu kénnen. Der Einfachheit halber wihlen wir hier £y = 0. In der Tat legt die Anfangsbedingung x;(0) = x5,
v3(0) = %3(0) = w3, die Losung vollstindig fest, denn setzen wir diese Bedingungen in (2.3.2) bzw. (2.3.3) ein,
erhalten wir schliefflich C; = v35 und C, = x5,. Wir haben also schliellich die Lsung

x5 :—§t2+v3ot + x50 (2.3.5)

gefunden.

Wir konnen natiirlich auch die anderen beiden Komponenten des Ortsvektors berechnen. Da in diesem Bei-
spiel in diesen Richtungen keine Kraft wirkt, gilt

#,=0, % =0, 2.3.6)

und wir kdnnen sofort wieder beide Gleichungen zweimal nach der Zeit integrieren. Wir legen der Einfach-
heit halber das Bezugssystem so, dass fiir die Anfangsgeschwindigkeit Ty = (v, 0, vp3) gilt und X, = (0,0, x55)
ist. Das Resultat der Integration von zusammen mit dem Resultat liefert dann die vollstindige
Losung der Bewegungsgleichungen mit den vorgegebenen Anfangsbedingungen (Nachpriifen):

Xq Vot
r=\|x|= 0 . (2.3.7)

Allgemein konnen wir aus dem Beispiel schon ersehen, wie die typischen Aufgaben der mechanischen Bewe-
gungsgleichungen zu l6sen sind. In der Mathematik wird nimlich bewiesen, dass ganz allgemein zur eindeuti-
gen Festlegung einer Losung von Differentialgleichungen 2. Ordnung stets die Anfangswerte fiir die gesuchte
Grofle bzw. die Groflen und ihre ersten Ableitungen ausreichen, um die Bahnkurve eindeutig zu berechnen.

2.3.2 Freier Fall bzw. schiefer Wurf mit Reibung

Als nichst schwierigeres Problem betrachten wir das obige Problem des freien Falls bzw. schiefen Wurfs unter
Einbeziehung des Luftwiderstandes. Fiir nicht zu grofle Geschwindigkeiten zeigt die Erfahrung, dass die ent-
sprechende Reibungskraft proportional zum Betrag der Geschwindigkeit ist und stets in die Gegenrichtung
zur Geschwindigkeit weist (Stokes-Reibung, benannt nach George Gabriel Stokes, 1819-1903). Zusitzlich
zur Gravitationskraft der Erde wirkt also noch die
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2.3. Einfache Bewegungsprobleme

Stokessche Reibungskraft ‘
L =—yU=—Y)T. (2.3.8)

Dabei ist der Reibungskoeffizient y eine Konstante, die von der genauen Form und Oberflichenbeschaffen-
heit des Korpers abhangt. Man kann sie in einfachen Fillen mit Hilfe der Hydro- bzw. Aerodynamik berech-
nen. Hier denken wir sie uns einfach durch Messung bestimmt.

Zusammen mit der Schwerkraft lautet also die Bewegungsgleichung
m¥ =—y7 +mg. 2.3.9)

Dies ist nun eine echte Differentialgleichung, die sich nicht mehr durch einfache Integration 16sen lisst. Es
handelt sich aber um eine lineare Differentialgleichung, d.h. die Differentialgleichung hingt linear von der
gesuchten Funktion und ihren Ableitungen ab. Dies vereinfacht die Aufgabe der Losung erheblich, und wir
werden uns ausfiihrlich mit linearen Differentialgleichungen beschiftigen.

Zunichst schreiben wir (2.3.9) um, indem wir alle Terme mit der unbekannte Funktion 7 und ihren Ablei-
tungen auf die linke Seite bringen:

m¥ +yr =mg. (2.3.10)

Betrachten wir nun zwei beliebige Lsungen 7, und 7, dieser Gleichung, die sich durch verschiedene Wahl
der Anfangsbedingung unterscheiden konnen. Demnach gilt also fiir beide Funktionen

mr +yT = mg, mi,+yT,=mg. (2.3.11)
Bilden wir nun die Differenz, folgt
m(7 —7,) + (7 —7,)=0. (2.3.12)

Wir kénnen daraus schlieffen, dass wir zunichst nur eine beliebige Losung der Gleichung (2.3.10) bendti-
gen. Man nennt dies eine Partikuldrlosung der inhomogenen Differentialgleichung (2.3.10). Nennen wir
diese Losung also 7,,. Setzen wir dann 7 = 7, + 7,, folgt aus (2.3.12), dass 7, die entsprechende homogene

Differentialgleichung

16sen muss. Um also die vollstindige Losung der Gleichung (2.3.10) zu erhalten, bendtigen wir neben einer
speziellen Losung dieser inhomogenen Gleichung noch die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung.

Losen wir also zunichst die homogene Gleichung. Der Standardldsungsansatz beruht auf der Tatsache, dass
sich die Exponentialfunktion beim Ableiten immer ,reproduziert“. Machen wir also den Ansatz

7, = C exp(At) (2.3.14)
mit Konstanten C und A. In der Tat sind nun die beiden ersten Ableitungen dieser Funktion

7= CAexp(At), 7, =CXexp(Ar). (2.3.15)

Setzen wir also (2.3.14) und (2.3.15) in die homogene Gleichung (2.3.13) ein, erhalten wir

C(mA +yA)exp(At) =0. (2.3.16)
Offenbar wird diese Gleichung fiir beliehige Konstanten C erfiillt, wenn
mA+yA=0 (2.3.17)
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2. Newtonsche Mechanik

ist. Dies ist eine quadratische Gleichung fiir A. Klammern wir A aus, finden wir
A(mA+y)=0, (2.3.18)
d.h. wir erhalten zwei verschiedene (1) Losungen
A =0, Ay=—y/m. (2.3.19)

Da (2.3.13) eine homogene lineare Differentialgleichung ist, gilt das Superpositionsprinzip, d.h. mit zwei
Losungen ist auch deren Summe wieder eine Losung. Da (2.3.16) mit den beiden Werten (2.3.19) fiir A fiir

jedes C gilt, ist also die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung durch
7= 61 exp0+ 62 exp(—yt/m)= 61 + 62 exp(—yt/m). (2.3.20)

Dass dies alle moglichen Losungen sind, wird daraus klar, dass wir zwei ,Integrationskonstanten® 61 und 62
zur Verfligung haben, die die Erfiillung beliebiger Anfangsbedingungen 7(0) = 7,, 9(0) = 7(0) = 9, fiir die
Lsung der homogenen Gleichung erlauben.
Wir lassen aber die Werte noch offen, denn wir wollen ja eigentlich die inhomogene Gleichung losen.
Aufgrund unserer obigen Uberlegung benétigen wir nur noch irgendeine beliebige Losung dieser Gleichung,
die Partikulirldsung 7,,. In unserem Fall kénnen wir eine solche Lésung raten. Offenbar lasst sich mit
dem Ansatz -

7, =Ct (2.3.21)

erfiillen. Dann dann ist ?p =C und ._r;p = 0. Einsetzen in die Gleichung (2.3.11) liefert damit namlich

6y:m§ = 6:m§/y. (2.3.22)

Die allgemeine Losung von (2.3.11) ist nun die Summe aus der allgemeinen Losung der entsprechenden ho-

mogenen Gleichung dz 3. 13b also 42 3. ZOb mit zunichst beliebigen Integrationskonstanten C und C2 und
die eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung, also 1) mit der Wahl der Konstanten C gemaf}
(2.3.22):

7=Cit Crexp(—Le)+ Zgn. (2.3.23)
m /)y

Jetzt kdnnen wir durch Vorgabe der Anfangsbedingungen 7(0) = 7, und (0) = 7(0) = %, auch die Integrati-

onskonstanten C; und C, bestimmen, denn es gilt

#0)=%=C,+C, = C,=7%—C, (2.3.24)
und ' m ' "
F=—Llexp(-Le)+ 7 5 70)==-L,+ g (2.3.25)
m m y m y
Damit folgt
R 2
C,="5-"3, (2.3.26)
Y Y
Aus (2.3.24) folgt dann weiter
= L om? m
Ci=ry— —&+— (2.3.27)
Y V
Die Losung unter Berticksichtigung der Anfangsbedingungen ist also
2
?:7O+<m—2§—ﬂ60> [exp<—1t>—1:|+ﬂ§t. (2.3.28)
Y Y m Y
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2.4. Erbaltungssitze

2.4 Erhaltungssitze

Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, konnen wir Bewegungen bereits direkt mittels der Newton-
schen Axiome analysieren, vorausgesetzt wir kennen aus Beobachtungen die Krifte, die auf ein Teilchen ein-
wirken. Das Beispiel des freien Falls und schiefen Wurfes mit Reibung hat allerdings gezeigt, dass schon relativ
einfache Beispiele recht komplizierte Methoden zur Losung der Bewegungsgleichung erfordern. In diesem
Abschnitt beschiftigen wir uns mit allgemeinen Methoden, Strategien zur Vereinfachung dieser Aufgabe zu

finden.

Sehr wichtig fiir die gesamte Physik ist dabei die Entdeckung, dass allgemeine Erhaltungssitze gelten, die
bereits viele Riickschliisse iiber die Bewegungen zulassen. Oft bendtigt man zur Losung spezifischer Frage-
stellungen gar nicht die vollstindige Losung der Bewegungsgleichungen, sondern es gentigt die Anwendung
allgemeiner Erhaltungssitze.

Wie wir spiter sehen werden, sind die Erhaltungssitze profunde Folgerungen aus Symmetrieprinzipien,
deren Analyse zu den wichtigsten Methoden zur Theoriebildung in der modernen Physik (Relativitits- und
Quantentheorie) gehdren. Hier leiten wir die Erhaltungssitze direkt aus den Newtonschen Axiomen her,
wo dieser Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungssitzen noch nicht explizit verstandlich wird.

Wir bemerken noch, dass die Erhaltungssitze in ihrer allgemeinsten Form nur fiir abgeschlossene Systeme
von Punktteilchen gelten. Unsere obigen Beispiele haben bereits die Bewegung eines einzelnen Teilchens nur
effektiv behandelt, denn wir haben nicht berticksichtigt, dass im Prinzip nach dem 3. Newtonschen Axiom
der fallende Korper auch eine Kraft auf die Erde austibt und sich daher auch diese bewegt. Wir haben die
freilich sehr berechtigte Naherung gemacht, dass aufgrund der groflen Masse der Erde im Vergleich zur Masse
der fallenden Korper die Wirkung auf die Erde vernachlissigbar ist. Die Erde trat lediglich in effektiver Weise
durch ihre auf den Korper wirkenden Gravitationskraft in Erscheinung.

Hier betrachten wir nun anhand des einfachsten Beispiels zweier miteinander wechselwirkender Punktteil-
chen abgeschlossene Systeme und leiten die allgemeinen Erhaltungssitze fiir Impuls, Energie, Drehimpuls
und Schwerpunktsbewegung her. Sie erweisen sich spiter in dieser Vorlesung als die Folge der Symmetrien
der Newtonschen Raum-Zeit.

2.4.1 Impulserhaltung

Betrachten wir zwei Punktmassen mit Ortsvektoren 7, und 7, und Massen 7, bzw. m,. Die einzige wirken-
de Kraft sei gemif} dem 3. Newtonschen Axiom eine beliebige Wechselwirkungskraft zwischen den beiden
Teilchen. Die Kraft selbst kann eine beliebige Funktion der Orte der beiden Teilchen sein, d.h. die Bewe-
gungsgleichungen lauten

-

my 71 = Fy(7,

-

7’2)’

o e (2.4.1)
myTy = Fy (71, 7).

Nach dem 3. Newtonschen Axiom ist nun 1?21 = _ﬁlz- Addieren wir also die beiden Bewegungsgleichungen,

ergibt sich deshalb

Dafiir kénnen wir aber auch
d 5 iy 2
5(7”1”1 +my7,) =0 (2.4.3)

schreiben. Wenn aber die Zeitableitung einer Grofle verschwindet, wie hier die Zeitableitung des Gesamtim-
pulses

P =m ¥ +m,t, (2.4.4)
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2. Newtonsche Mechanik

dh. P = 0, konnen wir sofort durch Integration schlieflen, dass
¢ 5 - - - - -
J‘&T@@:Hﬂ—P@ﬁﬂ:>Hﬂ:P®ﬁd%:mmn 2.4.5)
0

ist. Daraus folgt

Der Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems ist eine Erhaltungsgrofie, d.h. die Bewegung der
Teilchen lduft stets so ab, dass P = P, = const ist.

2.4.2 Zentralkrifte, Schwerpunktssatz und Drehimpulserhaltung

Sehr oft sind Wechselwirkungskrifte Zentralkrifte, d.h. sie wirken
entlang der Verbindungslinie der beiden Massen. Ein Beispiel ist das
Newtonsche Gravitationsgesetz, das wir in Abschnitt 2.8 ausfiihr-
lich studieren werden. Hier gentigt die Annahme, dass

-

=—r,

Fy=—F) =7 =7)f(7—7,) (2.4.6)

o ist. Dabeti ist f irgendeine skalare Funktion des Verbindungsvektors
7, — 7, der Massenpunkte (s. die nebenstehende Abbildung).

In diesem Fall liegt es nahe, die Bewegung durch zwei neue Ortsvektoren zu beschreiben, nimlich den Orts-
vektor des Schwerpunktes

= 1 - N .
R= A—/[(mlrl +m,7r,), mit M=m+m, (2.4.7)

und den Relativortsvektor
F =77 (2.4.8)

P=MR (2.4.9)
schreiben, und wegen (2.4.5) ist
P=MR=0= R=0, (2.4.10)
d.h.

Der Schwerpunkt eines abgeschlossenen Systems bewegt sich wie ein kriftefreies Teilchen, also gerad-
linig gleichférmig, d.h.

V:E:\%:const, ]_é:\_/)ot +Eo- (2.4.11)

Das ist der Schwerpunktssatz.

.

Driicken wir nun die Bewegungsgleichungen durch R und 7, also Schwerpunkts- und Relativortsvektoren
und deren Ableitungen aus. Zunichst gilt wegen 7, = 7, — 7 und (2.4.7)

= 1 - - o -
R=— —+ — =y, —
M[m171 my(74 ”)] T

%t
Eﬁ
<

F>7 (2.4.12)

<|3
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und indem wir in (2.4.7) 7, =7 + 7, setzen

R=—|m(r+7r)+mr,|=r,+—7r =>r,=R——. 2.4.13
M[ 1 5) 272] 2T 2 » ( )

Setzen wir dies nun in die Bewegungsgleichungen (2.4.6) ein, erhalten wir

s P €T s
3 mllwmz;; %lmz'-l . (2.4.14)
mR— = =0

Wegen des Schwerpunktssatzes ergeben sich aus beiden Bewegungsgleichungen nur noch eine weitere Glei-

chung fiir die Relativbewegung, und zwar kann man offenbar (2.4.14) als

Bewegungsgleichung eines ,Quasiteilchens“ mit der reduzierten Masse
mynty mynt
= = 2.4.15
- M my+m; ( )
interpretieren, auf das F = f(7)7 wirke:
ur = f(7)7. (2.4.16)

Fiir diese Bewegungsgleichung lisst sich nun wieder ein Erhaltungssatz herleiten. Offenbar kénnen wir nim-
lich die rechte Seite zum Verschwinden bringen, indem wir das Kreuzprodukt mit 7 bilden, denn es gilt
7 x7=0,dh.

u? x 7= f(¥)7 x 7 =0. (2.4.17)

Damit dies wirklich als Erhaltungssatz erkennbar wird, miissten wir die linke Seite als die Zeitableitung einer
geeigneten Grofle schreiben konnen. Hier bietet sich offenbar der Drehimpuls der Relativbewegung, d.h.

-

L= urx7, (2.4.18)

rel —

an. Bilden wir also mit Hilfe der Produktregel die Zeitableitung:

Ly=uFX7+7X7)=uf x7 8223, (2.4.19)
Dieser Drehimpuls ist also offenbar erhalten, d.h.
Zrel(t) = Zrel(O) = const. (2.4.20)

Betrachten wir nun noch den Gesamtdrehimpuls des Systems, der durch

-

J=m 7 X F+ myty X 7 (2.4.21)

definiert ist. Driicken wir dies mit Hilfe von (2.4.12) und (2.4.13) wieder durch Schwerpunkts- und Relativ-

koordinaten aus, erhalten wir nach einigen Umformungen (nachrechnen)

J = (m R+ u?) x (R4 my/MF) + (myR — u7) x (R—m, | M7)

LR (2.4.22)
= MRy x Vy+L

rel*
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Da die Schwerpunktsgeschwindigkeit V; und der Anfangsortsvektor R, beide konstant sind, ist auch der
Gesamtdrehimpuls erhalten. Das ist der Drehimpulserhaltungssatz:

In einem abgeschlossenen System von Punktteilchen, die durch paarweise Zentralkrifte miteinander
wechselwirken, ist der Gesamtdrehimpuls erhalten.

Wir kénnen nun den Ursprung unseres Bezugssystems so legen, dass der Schwerpunkt zur Zeit t =0 in den
Ursprung fillt, so dass dann Ry = 0 gilt. Dann ist der Bahndrehimpuls der Relativbewegung identisch mit
dem Gesamtdrehimpuls des Systems.

2.4.3 Der Energieerhaltungssatz

Wir kénnen noch einen weiteren Erhaltungssatz herleiten. Im Gegensatz zu den bislang betrachteten Erhal-
tungssitzen bendtigen wir dazu aber zusitzlich das Konzept der potentiellen Energie bzw. der konservati-
ven Krifte. Wir beschiftigen uns daher etwas ausfiihrlicher mit dem Energiesatz und betrachten zunichst
wieder die Bewegung eines einzelnen Massenpunktes, auf den eine duflere Kraft einwirkt:

7”1;;1 = ip (2.4.23)

wobei wir wieder annehmen, dass die Kraft F; = F,(7,) eine beliebige Funktion des Ortsvektors ist. Wir
multiplizieren nun diese Gleichung skalar mit 7;. Dann entsteht auf der linken Seite

5003 d <m1 _;2>
i B #2) 2.4.24

=g \5n ( )
wobei wir den letzten Schritt leicht mit Hilfe der Produktregel verifizieren kdnnen. Damit ergibt sich mit

(2.4.23)
d 5 5 7
<ﬂ712> =7 -F. (2.4.25)

Integrieren wir diese Gleichung bzgl. der Zeit tiber ein beliebiges Zeitintervall, ergibt sich

t

% [Pt =) | = J e () E ()] = W (2.4.26)

21

Man nennt das Integral auf der rechten Seite der Gleichung die am Teilchen verrichtete Arbeit. Dabei ist zu
beachten, dass die Arbeit hier als Integral entlang der tatsichlichen Trajektorie des Teilchens, also entlang der
Bahn, die die Bewegungsgleichung 16st, definiert ist. Im Allgemeinen wird uns dieses sog. ,Energie-
Arbeits-Theroem* wenig niitzen, um die Bewegungsgleichung zu 16sen, denn um die Arbeit zu berechnen,
miissen wir ja diese Losung schon kennen.

Dies vermeiden wir, wenn wir die Kraft auf Fille spezialisieren, fiir die die rechte Seite von als Zeita-
bleitung geschrieben werden kann, denn dann kénnen wir diese Zeitableitung auf die linke Seite bringen, und
dann wird zu einer Gleichung fiir die Erhaltung der entsprechenden Grofle. Nehmen wir also an, wir
konnten eine Funktion V(7) finden, sodass

E(F)=—VV(7) (2.4.27)

ist. Dabei haben wir ein neues Symbol V, den sog. Nabla-Operator eingefiihrt. Hier wirkt es auf ein ska-
lares Feld V(7), also eine Funktion, die jedem Raumzeit-Punkt eine reelle Zahl zuordnet. In kartesischen
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Koordinaten ist es durch

AV(r) R
VV(r)={aV(r)| bzw. VV(¥)=¢V(r) (2.4.28)
SV(r)
definiert. Dabei schreiben wir V(r) = V(7), und
dV(r)= 2 V(r) (2.4.29)
/ dx

bezeichnet die partielle Ableitung von V' nach der Komponente x; des Ortsvektors. Eine partielle Ableitung
ist dabei eine ganz gewohnliche Ableitung nach der betreffenden Variablen, wobei man die tibrigen Variablen
konstant hilt. D.h. bei der partiellen Ableitung J, leitet man die betreffende Funktion nach x; ab, wobei man
x, und x; wie Konstanten behandelt.

Wir zeigen in Anhang dass der so tiber die Komponenten des Ortsvektors definierte Gradient eines
skalaren Feldes tatsichlich ein von der Wahl der kartesischen Basis unabhingiges Vektorfeld ist.

Nun gilt die Kettenregel fiir Funktionen mehrerer Veridnderlicher in der folgenden Form

d

aV[?(z)] =%, V[FH(t)]+ %,d V[F(t)] + 5,8 V[F(t)] = 7, - VVI#(t)]. (2.4.30)
Damit wird aber aus
d ml _‘>2 _ d -
- <771 ) =—— V7 ()] 2.431)
oder d
my s -
5<71712+V[71(t)]>20. (2.4.32)
Dies ist ein Erhaltungssatz. Die Erhaltungsgrofie
E= %?3 +V(F) (2.4.33)
heifdt die Energie des Teilchens und
T =152 (2.4.34)

2

kinetische und V(7) potentielle Energie. Im Zusammenhang mit (2.4.27) nennt man V' das Potential der
Kraft.

Wenn die Kraft ein nur vom Ortsvektor abhingiges Potential besitzt, gilt der Energieerhaltungssatz

(2.4.32), und man nennt dann die Kraft konservativ.

Integrieren wir nun (2.4.32) iiber das Zeitintervall [#,,t,], ergibt sich nach einer einfachen Umformung der
Energieerhaltungssatz in der Form
E(t))=E(t,)=E =const. (2.4.35)

Wir bemerken, dass fiir konservative Krifte, die Arbeit (2.4.24) durch
W = V[7(t;)]— V[7(t)] (2.4.36)

gegeben ist und folglich nur von Anfangs- und Endpunkt der Trajektorie des Teilchens abhingt. Das gilt auch
offenbar fiir beliebige andere Bahnen des Teilchens, die nicht notwendig Losungen der Bewegungsgleichun-
gen sind. Damit ist der Energieerhaltungssatz tatsichlich anwendbar, ohne dass wir die Bewegungsgleichung
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zuerst 16sen miissen und kann daher zur Vereinfachung der Losungsstrategie fiir die Bewegungsgleichungen

genutzt werden, denn die Anfangsbedingungen 7,(0) = 7,, und 7,(0) = 7{(0) = 7, bestimmen auch die Ge-
samtenergie E.

Betrachten wir nun wieder ein abgeschlossenes System zweier Teilchen mit einer Zentralkraft als Wechsel-
wirkung. In dem Fall ist
V=V(7=7)=V(7])=V(r). (2.4.37)

Es gilt namlich zunichst mit der Kettenregel

V1|71_7’2| :Vl (71_72>2 :2(71_72) — — = _}1 _,2 = 1. (2.4.38)
(F—7r) |n—mnl 7
Dabei ist 7 der in (2.4.8) eingefiihrte Relativortsvektor. Genauso folgt
- L =7 7
Vol =7l = F—=- = . (2.4.39)
7, — 74l 4
Damit ist in der Tat .
Fy=—Fy ==V, V(r)=—V'(r)~. (2.4.40)
r

Dies ist offenbar eine Zentralkraft von der Form (2.4.6), und mit den Bewegungsgleichungen (2.4.1) folgt fiir

die totale Energie

dE d d /m 5 my 2 -
=T (T+V)= (S 2 V)
tood t (2.4.41)
= 7’}1171 . 71 + 772272 . 72 + EV(F) = O,
denn aus den Bewegungsgleichungen ergibt sich
o d (2.4.42)
=59, V(==L V(r)

Wir bemerken noch, dass wir die totale kinetische Energie auch in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

bzw. den dazugehorigen Geschwindigkeiten ausdriicken kénnen, denn mit (2.4.7|/2.4.8) und der reduzierten
Masse (2.4.15) erhilt man nach einigen einfachen Umformungen (Nachpriifen!)

M= 5
Tsps+ T = ?RZ + %72

e 5\2
M [ myri+myr, mm, . 5
=— + T —7
2( M 25— )
_ 1 222 222
= mirtmn (2.4.43)
S5 mm, = = LU
+2mymyFy )+ —2(F T =2 T)
2M
1 KX KX
= ﬁ[”ﬁ(’”l +my) 7L+ my(my + my)75]
mys, My
=—7r+—r=T.
2 22
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2.4. Erbaltungssitze

Nun ist wegen (2.4.11) die kinetische Energie der Schwerpunktsbewegung

M >
Tops = ?Rz (2.4.44)

fiir sich allein genommen erhalten. Wegen (2.4.41) ist demnach auch

Erel = Trel + V(T) (2445)

erhalten, d.h. die Bewegung des Quasiteilchens der Relativbewegung erfiillt den Energieerhaltungssatz fiir ein
Teilchen der Masse ¢ im dufleren Kraftpotential V(7).

2.4.4 Zentrale elastische Stofle

Als einfachste Anwendung der Erhaltungssitze betrachten wir zentrale elastische Stof3e von Punktteilchen.
yZentral“ heiflt ein Stoff, wenn wir uns auf die eindimensionale Bewegung beschrinken konnen, d.h. wir
betrachten zwei Massen 7, und m, die entlang der ¢,-Richtung eines Inertialsystems aufeinander stof3en. Sie
mdogen anfangs die Geschwindigkeiten v, und v, haben, und wir nehmen an, dass die Wechselwirkung relativ
kurzreichweitig ist, d.h., dass bei hinreichend grofler Entfernung der Teilchen voneinander sich die Teilchen
kriftefrei bewegen. Unabhingig von der konkreten mathematischen Form der Wechselwirkungskraft gelten
dann gemif} den obigen sehr allgemeinen Betrachtungen Energie- und Impulserhaltungssitze, d.h. die mit
den Impulsen p; = mv, und p, = mwv, aufeinander zulaufenden Teilchen wechselwirken miteinander und
laufen dann wieder als kriftefreie Teilchen mit Impulsen p{ = m;v] und p) = m,v) auseinander. Dabei
haben wir nur die 1-Komponenten der Vektoren berticksichtigt, weil wir uns ja auf die eindimensionalen
Stofle beschrinken wollen.

Wir kdnnen nun mit Hilfe der Erhaltungssitze die Geschwindigkeiten v{ und v/ nach dem Stof§ bei vorgege-
benen Geschwindigkeiten v; und v, vor dem Stof§ berechnen. Der Impuls- und Energieerhaltungssatz lautet
fiir diese asymptotisch freien ein- und auslaufenden Teilchen

P{ +P£ =pitp = 77117){ + 7712712 = m v+ my0,, (2.4.46)
m m m m
T+ T, =T\+T, = 717;;2 + 72@;2 = 71@12 + 727}22. (2.4.47)

Wir wollen nun diese Gleichungen nach den Geschwindigkeiten v; und v, auflésen. Dazu formen wir die
Gleichungen zunichst um zu

m, (v —vy) = my(vy—vy), (2.4.48)
m(v] — o) = my(vy —v3). (2.4.49)

Daraus erhalten wir mit (2.4.49) unter Verwendung der 3. binomischen Formel und (2.4.48)

my (v —01)(V] + 1) = my(v—0,)(v, + v3)
— my (v —v1)(v;,+v3) (2.4.50)
= fvl—l—fv{ :fvz—l-fvé.
Multiplizieren wir diese Gleichung mit 7, und addieren sie zu ergibt sich nach einigen einfachen
Umformungen

2mv; = (my +m,) (v, + v5) —2m,0, (2.4.51)
und damit durch Auflésen nach fvé
, 2
vy = ———(mv; + myv,) — v, (2.4.52)
my+m,
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2. Newtonsche Mechanik

und daraus mit schliefflich noch

2
vy = vy — v + vy = —————(my v, + myv,) — ;. (2.4.53)
my +m,

Betrachten wir nun einige Spezialfille

Elastischer zentraler Stoff eines Punktteilchens an einer ruhenden Wand: Dann kénnen wir annehmen,
dass die Masse der Wand 72, > m ist und in (2.4.52) und (2.4.53)) einfach den Grenzwert m, — oo zu
nehmen:

fvé =v,=0, 'v{ =v,— v =—7;. (2.4.54)

Das stofSende Teilchen wird also einfach an der Wand reflektiert und fliegt mit dem gleichen Geschwin-
digkeitsbetrag in die entgegengesetzte Richtung.

Es stof3e eine Billardkugel zentral auf eine gleichartige ruhende Billardkugel, d.h. es ist m; = m, = m

und v, =0. Dann wird mit (2.4.54)

v,=v;, v;=0, (2.4.55)

d.h. nun fliegt die zuvor ruhende Kugel mit der Geschwindigkeit der auftreffenden Kugel weiter, und
diese bleibt liegen.

Das letztere Beispiel erklirt auch die Funktionswei-

/ ‘ ‘ ‘ ‘ \ se des unter dem Namen ,,NeWtOI’l’S Cradle« (NCW-
tons Wiege) bekannten Spielzeugs in Abb. Da-

9 VVVL VLWL :) bei muss man allerdings beachten, dass die in Ruhe

hingenden Kugeln einen kleinen Abstand besitzen.

Betrachten wir den obersten Fall: Die losgelassene

/ / ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ \\ Kugel trifft mit einer Geschwindigkeit v auf die
00 O 000 © nichste ruhende Kugel und bleibt stehen, wihrend
g i die gestoflene Kugel mit dieser Geschwindigkeit auf
die ihr folgende Kugel stof3t, ihrerseits stehen bleibt

/ / / ‘ ‘ \ \ usw. Die Stof3e erfolgen so kurz hintereinander, dass
es effektiv so aussieht, also blieben alle Kugeln bis auf

b&‘/ oL e ‘)‘)‘3 die letzte in Ruhe, die dann entsprechend ausgelenkt

wird. Dann geht das Spiel in umgekehrter Richtung

tieren. Betrachten wir als Beispiel den dritten Fall

wieder von vorne los.
/ / / / ‘ ‘ \\\\ Ebenso konnen wir in den anderen Fillen argumen-
OO0 ¢ ¢ VO

Abbildung 2.1: zum Kugelstofipendel (Quelle: Wiki-

pedia
Link).

mit anfangs drei ausgelenkten Kugeln. Dann trifft
die 3. ausgelenkte Kugel auf die vorletzte Kugel,
bleibt stehen und die vorletzte Kugel trifft auf die
letzte Kugel und bleibt ihrerseits stehen, wihrend
die letzte Kugel sich zu bewegen beginnt. In der Zwi-

- Von Lokilech - Eigenes Werk, CC BY-SA 3.0,

schenzeit hat aber die 2. ausgelenkte Kugel die jeweils nichste Kugel gestoflen. Denkt man diese ,Kaskade®
von Stoflen bis zum Schluss zuende, gelangt man tatsichlich zu der in der Abbildung gezeichneten Situation,
und die gleiche Argumentationskette liefert auch die Erklirung fiir die iibrigen eingezeichneten Fille.

2.5

Der ungedimpfte harmonische Oszillator

Bei vielen typischen Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik tritt der Fall auf, dass ein Massepunkt
sich in einem Kriftepotential bewegt. Wir betrachten eindimensionale Bewegungen entlang der x-Achse
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2.5. Der ungedampfte harmonische Oszillator

eines kartesischen Koordinatensystems. Dann ist die Kraft durch die Ableitung des Potentials gegeben:
F(x)=—V'(x). (2.5.1)
Die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir solch einen Massenpunkt lautet demnach
mi =—V'(x). 2.5.2)

Um die Bahn der Bewegung als Funktion der Zeit zu erhalten, miissen wir also eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung l6sen, d.h. wir suchen die Ortskoordinate x als Funktion von ¢. Dabei ergibt sich eine ganze
Schar von Losungen. Um die Bewegung des Massenpunktes eindeutig festzulegen, miissen wir noch Anfangs-
bedingungen fordern, d.h. wir miissen zu einem vorgegebenen Zeitpunkt, den wir bequemlichkeitshalber bei
t =0 wiahlen, Ort und Geschwindigkeit des Massenpunktes vorgeben. Wir verlangen also von der Losung
der Bewegungsgleichung (2.5.2), dass die Anfangsbedingungen

x(0)=x5 x(0)=1, (2.5.3)

erfiillt sind. Wir wissen bereits, dass fiir die Bewegungsgleichung (2.5.2) der Energieerhaltungssatz gilt, denn
multiplizieren wir (2.5.2) mit x und bringen alle Ausdriicke auf die linke Seite der Gleichung, erhalten wir

mxx+xV'(x)=0. 2.5.4)

Es ist aber leicht zu sehen, dass dies eine totale Zeitableitung ist, denn es gilt

d%()'cz) = 2xX, d%V(x) =xV'(x). (2.5.5)
Wir konnen also in der Form
d
T [%xz + V(x)} =0 (2.5.6)

schreiben. Das bedeutet, dass der Ausdruck in den eckigen Klammern, die Gesamtenergie des Massenpunk-
tes, fiir alle Losungen der Bewegungsgleichung (2.5.2) zeitlich konstant ist:

E= %9&2 +V(x)= %vé + V(x,) = const. (2.5.7)

Dabei haben wir die Anfangsbedingungen (2.5.4) eingesetzt, um den Wert der Gesamtenergie zu bestimmen.
Nun ist die kinetische Energie
Ey = %xz > 0. (2.5.8)
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2. Newtonsche Mechanik

v In der nebenstehenden Abbildung haben wir ein be-
A liebiges Potential als Funktion der Ortskoordinate
aufgezeichnet und den konstanten Wert der Gesam-
tenergie als horizontale Linie eingetragen. Da £y, >
0 ist, muss fiir alle Zeiten

E>V(x) 2.5.9)

gelten. D.h. fiir eine durch die Anfangsbedingungen
gegebene Gesamtenergie E kann sich das Teilchen
\ nur dort aufhalten, wo das Potential unterhalb der
Linie fiir die Gesamtenergie verlduft.

Xo

A
vy

x Nun kommt es oft vor, dass das Potential bei einer

Stelle x4 ein lokales Minimum aufweist. In diesem
Minimum ist V’(x,) = 0. Ist dann die Energie E so gewihlt, dass die Linie £ = const das Potential an zwei
Stellen x_;, und x,,, schneidet, muss das Teilchen in dem Bereich [x,; ,x,,.. ] bleiben, denn aufgrund der
Differentialgleichung muss die Ortskoordinate als Funktion der Zeit mindestens zweimal differenzierbar sein
und ist daher stetig. Der Massenpunkt kann also nicht tiber eine Potentialbarriere einfach in einen anderen
Bereich springen, wo E > V/(x) gilt. Das Teilchen ist also in dem besagten Intervall gefangen. Ist dieser Be-
reich nicht zu grof3, reicht es weiter aus, das Potential um x, in eine Potenzreihe zu entwickeln und nur die
Terme bis zur zweiten Ordnung mitzunehmen. Angenommen, das Potential ist mindestens dreimal stetig
differenzierbar, konnen wir schreiben (Taylor-Entwicklung)

Xin Xo Ymax

V(x)= Vixg)+ %V//(xo)(x )+ O(x—x,)'] (2.5.10)

Dabei bedeutet das Landau-Symbol O[(x — x,)*], dass der nichste Term in der Potenzreihenentwicklung
von der Grofenordnung (x — x,)° ist. Es ist klar, dass der Term linear zu (x — x,) verschwindet, weil voraus-
setzungsgemifd V an der Stelle x, ein Minimum besitzt, also V’(x,) = 0 ist. Auflerdem nehmen wir an, dass
V" (x) >0 ist.

Fiir die Kraft folgt dann

F(x)=—=V'(x)==V"(x,)(x — x0) + O[(x — x,)*]. (2.5.11)

Fiir nicht zu grofle Abweichungen der Lage des Massenpunktes von x, kénnen wir also niherungsweise die
vereinfachte Bewegungsgleichung

mi=—D(x—x,) mit D=V"(x,)>0. 2.5.12)

betrachten.

Wihlen wir das Koordinatensystem noch so, dass x, = 0 ist, erhalten wir die relativ einfache

Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators:

mx =—Dx. (2.5.13)

Wir kénnen diese Situation durch ein reales System in sehr guter Niherung realisieren, indem wir einen
Massenpunkt an eine Feder hingen. Fiir nicht zu grofle Auslenkungen der Feder aus ihrer Gleichgewichtslage
ist die von der Feder ausgeiibte Kraft proportional zur Auslenkung (| Fp.q..| = DAx, wobei Ax die Dehnung
der Feder aus ihrer Ruhelage ist). Das ist das Hookesche Gesetz (Robert Hooke, 1635-1703).
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2.5. Der ungedampfte harmonische Oszillator

Der Gleichgewichtspunkt x, = 0 ist dann dadurch gegeben, dass dort die Federkraft die Schwerkraft 7 g
gerade kompensiert. Die Feder wirkt immer der Auslenkung entgegen, und die gesamte Kraft auf den Mas-
senpunkt ist dann durch F, = —Dx gegeben. Dabei riihrt das Vorzeichen in dieser Gleichung daher, dass die
Feder immer der Auslenkung aus der Gleichgewichtslage entgegenwirkt.

Zur Losung dieser Gleichung beachten wir, dass es sich um eine lineare homogene Differentialgleichung
(DGL) zweiter Ordnung handelt.

Aus den Uberlegungen iiber lineare Differentialgleichungen in Abschnitt folgt, dass die allgemeine Lo-
sung von der Form

x(t) = Cyx(2) 4+ Cyxy(2) (2.5.14)

ist, wobei x; und x, irgendwelche zwei linear unabhingige Lsungen der Gleichung sind, d.h. es muss x, /x, #
const sein, und beide Funktionen miissen die DGL l6sen. Ein Blick auf (2.5.13) zeigt, dass ein Ansatz mit

trigonometrischen Funktionen
x;(t) = Cjcos(wqt), x,(t) = C,sin(ewyt) (2.5.15)
erfolgversprechend ist, denn es gilt
%, =—Cwysin(wgt), & =—Cjwjcos(wyt) (2.5.16)

und
%, = Cywycos(wyt), ¥, =—Cywisin(wgt). (2.5.17)

Setzt man diese Ansitze in (2.5.13) ein, erkennt man sofort, dass beides Losungen der Differentialgleichung

sind, wenn man
D
N (2.5.18)
m

setzt. Die allgemeine Losung der DGL (2.5.13) lautet also

x(t) = C cos(wyt)+ C,sin(ewyt). (2.5.19)

Um diese Losung etwas einfacher analysieren zu konnen, bringen wir sie noch in eine etwas einfachere Form,
und zwar versuchen wir Konstanten x > 0 und ¢, so zu bestimmen, dass

x(1) =% cos(wot — @g) (2.5.20)
gilt. Ausnutzen des Additionstheorems fiir den Kosinus liefert
x(£) = x[cos @q cos(wqyt ) + sin gy sin(ewyt) . (2.5.21)
Vergleicht man dies mit folgt, dass dann

C,=xcosp,, C,=2xsing, (2.5.22)

gelten muss.

Esist klar, dass man dies als Gleichung fiir die Komponenten eines Vektors (C;, C,) in
der Ebene, ausgedriickt durch seine Polarkoordinaten (X, ¢,) ansehen kann (s. die ne-
benstehende Abbildung). Quadriert man jedenfalls diese beiden Gleichungen, erhilt

man
22 (cos? gy +sin’ o) = £2 = C + C;
=> x=4/CI+Cj.
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2. Newtonsche Mechanik

Aus dem Bild liest man weiter ab, dass
) C,
@, = sign C, arccos <T> €[—m,n] (2.5.24)
x

ist. Das einzige Problem mit dieser Formel ist, dass fiir C, = 0 und C; # 0 ein unbestimmtes Ergebnis her-
auskommt. Man hat dann aber cos ¢, = C,/|C,| = £1. Fir C; > 0 erhilt man dann immer noch eindeutig
@, = 0. Fiir C; < 0 wiren aber zwei Losungen ¢, = 7 korrekt. Man kann in diesem Fall einfach eine von
beiden Méglichkeiten wihlen, z.B. ¢y = +7. Diese Gleichung zur Berechnung des Polarwinkels liefert im
Gegensatz zu der in der Literatur oft zu findenden Formel ,,p, = arctan(C,/C))“ stets den korrekten Winkel,
ohne dass man sich genauere Gedanken machen muss, in welchem Quadranten der gerade betrachtete Punkt
liegt.

x Die Konstanten C; und C, in (2.5.19) lassen sich aus
i den Anfangsbedingungen (2.5.3) bestimmen. Wir
verlangen also
x(0)=Cy = xo,

/ 1(0) = Gy = g (2.5.25)

D,
P/ @ wy

Y

Die Losung fiir das Anfangswertproblem lautet also

Uy .
x(t) = xy cos(wyt) + — sin(wyt ). (2.5.26)
@o

Fiir die Losungsform (2.5.20) ergibt sich aus (2.5.23)) und (2.5.24)

w?’ (2.5.27)

. Xo
%o = sign v arccos( - ).

Wir erhalten also insgesamt eine um At = ¢,/w, entlang der t-Achse verschobene cos-Funktion mit der
Periodendauer T, wobel

2
w,l =2m = T="2 (2.5.28)
20

ist. Die Frequenz, also die Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit ist durch

1wy
f=g=3 (2.5.29)
gegeben. Der Massepunkt schwingt zwischen den Werten £ hin und her. Diese Maximalabweichung von
der Ruhelage % heifit Amplitude der Schwingung. Wir bemerken, dass die Periodendauer der Schwingung
unabhingig von der Amplitude ist. Man bezeichnet solche Schwingungen als harmonische Schwingungen.
Schwingungen sind nur dann strikt harmonisch, wenn die Kraft exakt proportional zur Auslenkung von der
Ruhelage ist. Fiir allgemeinere Kraftgesetze liegt dieser Fall nur niherungsweise fiir kleine Amplituden vor.
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2.6. Der gedimpfte harmonische Oszillator

Man kann die Losung auch mittels eines Zeigerdiagramms veran-
schaulichen. Dazu trigt man entsprechend der nebenstehenden Skiz-
ze den ,Ortsvektor®

_ afcos(wt—gq)
r==% <Sin(wt_§0;’)> (2.5.30)

in einer Ebene auf. Dann lduft die Spitze des Vektors im Gegenuhr-
zeigersinn auf dem Kreis vom Radius X mit der konstanten Winkel-
geschwindigkeit o um. Die eigentliche Bewegung ist dann die Pro-
jektion dieses Vektors auf die x-Achse, entsprechend der Koordinate
x(t). Mit den Additionstheoremen fiir cos und sin folgt in der Tat

=2 <cos(a)t)cos(goo) +sin(cwt)sin %>

sinwt cos(¢g) —cos(cwt)sin(¢g)
_ [cos(wt) —sin(wt)\ [ %cose,
“\sin(wt) cos(wt) )\ —Xsing,/
Die Matrix ist in der Tat eine Drehmatrix (vgl. [Heel8]]), und diese wirkt auf den Vektor r, = r(0) =

(cos g, —sin @,) T, d.h. die Spitze des Ortsvektors rotiert mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit co auf
einem Kreis mit Radius x.

(2.5.31)

2.6 Der gedimpfte harmonische Oszillator

Im Allgemeinen wird die Bewegung eines Massepunktes auch irgendwelchen Reibungsprozessen unterliegen.
Um zu sehen, welche Auswirkungen die Reibung hat, untersuchen wir wieder den besonders einfachen Fall
der Stokesschen Reibung, fiir die die Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit v = x ist. Die Bewe-
gungsgleichung lautet dann

mx =—Dx — Bx. (2.6.1)
In die Normalform gebracht ergibt sich wieder eine lineare homogene Differentialgleichung:
. D
5c'+2y5c—|—w§x:0 mit }/:ﬁ, a)é:—. (2.6.2)
2m m

Wir werden gleich sehen, dass die willkiirlich erscheinende Einfithrung des Faktors 2 im Reibungsterm einige
Formeln ein wenig iibersichtlicher macht.

Wir konnen diese Bewegungsgleichung auf die Bewegungsgleichung eines ungedimpften harmonischen Os-
zillators zuriickfithren, indem wir den Ansatz

x(t) = exp(—At)y(2) (2.6.3)

mit einer neuen unbekannten Funktion y(z) in (2.6.1) einsetzen. Es gilt

i(8) = [—Ay(£) +5(2)] exp(—Az),
Ly o (2.6.4)
% =[Ay(2)=249(2) +3(¢)] exp(—Az)
Dies in (2.6.2) eingesetzt, ergibt
[5+2(y = Ay + (A + g — 2y Ay exp(—At) =0 02.65)

:>ji+2(;/—/1)j/+(/12+a)§—2;//1)y =0.
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Setzen wir nun A=y fillt der Term mit y weg, und wir erhalten

j+(wig—y?)y =0. (2.6.6)
Das ist offenbar in der Tat von der Form der Differentialgleichung eines ungedimpften harmonischen Oszil-
lators.

Wir miissen jedoch Fallunterscheidungen gemifd

1. wy> y: Schwingfall,

2. wy < y: Kriechfall,

3. wqy = y: aperiodischer Grenzfall

vornehmen.

2.6.1 Schwingfall («,> )

Fiir wy > y ist w? = wj —y? > 0, und (2.6.6) nimmt tatsichlich die Form der Bewegungsgleichung eines
ungedimpften harmonischen Oszillators mit der allgemeinen Losung

y(t)=C;cos(wt)+ C,sin(w) (2.6.7)
an.
: Mit unserem Ansatz (2.6.3) und A =y ist also
- ~_texplyt) x(t) = exp(—yt)[C, cos(wt)+ C,sin(w)] (2.6.8)
RN _ Die Integrationskonstanten bestimmen sich aus den Anfangs-
/.\——_\—_:2: >, bedingungen x(0) = x, und %(0) = v,. Zunichst ist
.- - x(:):[(czw—cly)cosgwt) 2.69)
L7 TRewlry) —(Cyw + Gyy)sin(wt)]exp(—y 1)
Die Anfangsbedingungen ergeben das lineare Gleichungssystem
0O=0C, = R
*(0)=C1=x 2.6.10)
2(0)=—(y + @)C +(w—y)C =,
Die Losung ist offenbar
C =x, Cy=RFI% (2.6.11)
w
und die Losung des Anfangswertproblems lautet also

)= expicy) s+ 2

sm(wt)] . (2.6.12)
w

Analog zu unserem Vorgehen oben kénnen wir die eckige Klammer auch in Form einer einzelnen Kosinus-
Funktion gemif}

x(t) = exp(—y )% cos(wt — @)

(2.6.13)
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schreiben, wobei

\/xgc‘)z + (v + 7 %p)?
w

= , o =sign(vy+ }/xo)arccos< > (2.6.14)

X)lg

ist.

Wir haben also insgesamt eine periodische Schwingung mit der durch die Dimpfung verringerten Kreisfre-
quenz w, deren Amplitude exponentiell abfillt. In der Ddmpfungszeit ¢y = 1/y verringert sich die Amplitu-
de um einen Faktor 1/e = exp(—1) & 1/2,718. Der Massepunkt bewegt sich stets innerhalb der Einhiillenden
+x exp(—yt).

2.6.2 Kriechfall (c, < y)
In diesem Fall schreiben wir die Gleichung in der Form

§()=T%(t)=0 mit T'=q/y2—w?>0. (2.6.15)
Die allgemeine Lésung lautet dann offenbar
y(t) = C, cosh(I't) + C, sinh(I'z). (2.6.16)
Dies in den Ansatz mit A= y eingesetzt, ergibt
x(t) =[C; cosh(I't) + C, sinh(I't) | exp(—y ¢). (2.6.17)

Analog wie oben bestimmen wir die Integrationskonstanten wieder aus den Anfangsbedingungen x(0) = x,
und x(0) = v,. Das Resultat lautet

x(t) =exp(—yt) [xo cosh(I't) + % sinh(Ft)} ) (2.6.18)
Verwenden wir
cosh(I't) = %[exp(rt) +exp(—Tt)], sinh(I't)= %[exp(rt) —exp(—TI't)] (2.6.19)

und fassen die Exponentialfunktionen in (2.6.17) zusammen, ergeben sich wegen 0 < T’ < y fiir alle Terme
fallende Exponentialfunktionen, d.h. es ist x(¢) — 0 fiir t — oo.

2.6.3 Aperiodischer Grenzfall (cw, =)

In diesem Fall wird besonders einfach:

§=0= y(t)=C;t +C,, (2.6.20)

d.h. wegen und A=y

x(t)=(Cyt + C,)exp(—yt). (2.6.21)

Mit den Anfangsbedingungen x(0) = x, und x(0) = v ergibt sich nach der Bestimmung der Integrationskon-
stanten C,; und C,

x(t) =[(vg+ yxo)t + xq ] exp(—yt). (2.6.22)

55



2. Newtonsche Mechanik

2.7 Der harmonisch getriebene gedimpfte Oszillator

Wir schlieflen unsere Betrachtung der harmonischen Oszillatoren mit der Behandlung der Bewegungsglei-
chung fiir den Fall, dass zusitzlich zur Reibungs- und harmonischen Kraft noch eine zeitabhingige duf3ere
treibende Kraft an dem Massenpunkt angreift. Dabei beschrinken wir uns auf den Fall einer harmonischen
Zeitabhingigkeit der dufleren Kraft. Die Bewegungsgleichung lautet dann

mi = —meix —2myx + mAcos(Qt). (2.7.1)

Dies in die Normalform fiir lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung gebracht liefert die inhomogene
Gleichung

¥4 2y% 4 wix = Acos(Qt). 2.7.2)

Wir bemerken als erstes, dass wegen der Linearitit des Differentialoperators auf der linken Seite die Diffe-
renz zweier Losungen dieser inhomogenen Gleichung wieder die homogene Gleichung 16st. Die allgemeine
Lésung der inhomogenen Gleichung ist also durch die Summe aus der allgemeinen Lsung der homogenen
Gleichung und einer beliebigen speziellen Losung der inhomogenen Gleichung gegeben:

x(t) = Cx™ (1) + Cx "™ (1) 4+ x (00 (), 2.7.3)

Dabei sind x; und x, beliebige zueinander linear unabhingige Losungen der homogenen Differentialglei-
chung, die wir im vorigen Abschnitt fiir die drei Fille (Schwingfall, Kriechfall, aperiodischer Grenzfall) ge-
funden haben:

x,(t) =exp(—yt)cos(wt), xz(t) =exp(—yt)sin(wt) fir wy>7y,

x)(¢) =exp(—y;t),  x,(t)=exp(—y,t) fir wy<y, (2.7.4)
xy(t) =exp(—yt), x(t)= teXp(—m fir wo=y.
Dabei ist im Schwingfall o = 4/ w} —y? und im Kriechfall y; =y +4/y2—wZ und y, = y2—wj .

Diese Losungen werden allesamt fur t > 1/y (bzw. im Kriechfall fiir ¢ > 1/ ;/2) exponentlell weggedampft
werden. Fiir grofle Zeiten wird die Losung also durch die spezielle Losung der inhomogenen Gleichung do-
miniert. Man spricht vom eingeschwungenen Zustand, und wir interessieren uns im Folgenden fiir diesen
Zustand.

2.7.1 Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

Das Auffinden einer speziellen Losung fiir die inhomogene Gleichung wird nun dadurch wesentlich erleich-
tert, dass sowohl die unabhingige Variable, die Zeit ¢, als auch die Koeffizienten auf der linken Seite in (2.7.2)
reelle Zahlen sind. Wir kdnnen also die linke Seite der Gleichung als Realteil derselben Gleichung einer
komplexen Funktion z(¢) = x(¢)+1y(¢) ansehen:

%4 2y% + wix =Re(Z + 2y 7 + wiz). (2.7.5)

Die rechte Seite der Gleichung konnen wir aber auch als Realteil ausdriicken, denn wegen der Eulerschen
Formel gilt
Acos(2t) = Re[A exp(—iQ2z)]. (2.7.6)

Wir kdnnen also die etwas einfacher zu 16sende komplexe Gleichung
F42y7 4 wiz = Aexp(—iQt) 2.7.7)

betrachten. Die Wahl des negativen Vorzeichens im Exponenten auf der rechten Seite ist dabei willkiirlich
und entspricht der in den meisten Lehrbiichern verwendeten Konvention in der theoretischen Physik.
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2.7. Der harmonisch getriebene gedimpfte Oszillator

Abbildung 2.2: Losung zum getriebenen gedimpften harmonischen Oszillator im Schwingfall o, > y. Fir
t > 1/y werden die Eigenschwingungen, also der Anteil der Losung der homogenen Gleichung in merklich

gedampft, und die Bewegung gebt in den durch die spezielle Losung der inhomogenen Schwingung eingeschwunge-
nen Zustand iiber.

Jedenfalls legt die Form der Gleichung den Ansatz
z(t) = AB exp(—ifdt) (2.7.8)

nahe. Dabei ist B eine zu bestimmende komplexwertige Konstante. Setzen wir also (2.7.8)) in (2.7.7) ein, finden

wir

AB exp(—if2t)(—Q% — 2iyQ + w?) = Aexp(—iQt). 2.7.9)
Auflosen nach B liefert .
a)g — 02 =21yQ

Um nun einfacher x(z) =Re z(¢) bestimmen zu kénnen, machen wir noch den Nenner reell, indem wir den
Bruch mit dem konjugiert Komplexen des Nenners erweitern:

a)g —02 4+ 21yQ

= e 2.7.11)
0
Wir kénnen nun B unter Verwendung von (2.5.23) und (2.5.24) in die Polardarstellung bringen:
B =Blexplivo), |B :
=|B|exp(ipy), = ;
0 \/(wcz)_QZ)Z + 4y202
) o2 (2.7.12)
o = +arccos ©o = :
\/(603 — 22 4 49202

Setzen wir dies in unseren Ansatz ein, ergibt sich fiir die spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung schliefi-

lich
xM)(£) = Re z(r) = A|B| Re {exp[—i(Qt — @)1} = A|B| cos(2t — ¢y). (2.7.13)
Im eingeschwungenen Zustand schwingt also der Massenpunkt mit derselben Frequenz wie die duflere har-

monische Kraft, und zwischen der Kraft und der Schwingung des Massenpunktes besteht eine stets positive
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|B] 0

/2

> ()
Qrcs =V wé _2}/2 Wy

Abbildung 2.3: Amplitudenfaktor (links) Q)| und Phasenverschiebung ¢ fiir den eingeschwungenen Zustand
2.7.13).

Phasenverschiebung ¢, (vgl. Abb rechts). Als Funktion von Q ist ¢y monoton wachsend. Fiir = cw,
wird ¢y = 7t/2, und fiir Q2 — oo strebt ¢, — 7.

Bei vorgegebener Amplitude der dufleren Kraft mA ist die Amplitude des eingeschwungenen Zustands durch
A|B| gemifd gegeben. In Abb.[2.3|(links) haben wir |B| als Funktion der Kreisfrequenz der antreiben-
den Kraft Q aufgetragen. Er weist in dem gewihlten Fall ein ausgeprigtes Maximum bei einer Resonanzfre-
quenz 2 auf, die wir im nichsten Abschnitt ausrechnen werden.

2.7.2  Amplitudenresonanzfrequenz

Die Losung zeigt, dass die Amplitude der Schwingung im eingeschwungenen Zustand zur Amplitude
der dufleren Kraft proportional ist und der Proportionalititsfaktor |B| gemaf} durch die Parameter
des gedimpften freien Oszillators, also wy und y und die Kreistrequenz 2 der dufleren Kraft allein bestimmt
ist (s. Abb2.3} links).

Wir untersuchen nun, fiir welches 2 dieser Proportionalititsfaktor maximal wird, d.h. fiir welche Frequenz
der dufleren Kraft die Amplitude der Schwingung bei festgehaltener Amplitude der dufieren Kraft am grofiten
wird.

Dazu miissen wir das Minimum des Ausdrucks unter der Wurzel in suchen, d.h. wir miissen die

Funktion
F(Q) = (0% — w))* + 427 (2.7.14)

untersuchen. Dazu bilden wir die Ableitung

d% (Q) = £/(Q) = 4Q(Q% — ] +2y2). (2.7.15)

Mogliche Minima ergeben sich als die Nullstellen dieser Ableitung. Offenbar ist die Losung entweder 2 =0,
d.h. es wirkt eine zeitlich konstante duflere Kraft. Es liegt dann offenbar ein Minimum vor, wenn wj < 2y?
ist, denn es gilt

F(Q) =42y — w0} +307). (2.7.16)
Esist also f”(0) = 4(2y? — w}?), und dies ist positiv fiir w? < 2y2.
Falls wg > 2y2, nimmt eine Nullstelle bei der Resonanzfrequenz

Qe =/ w0} —2y2 (2.7.17)
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an. Dort gilt /”(Q,.,) = 8(wj —2y?) >0, und es liegt also auch in diesem Fall ein Minimum fiir / und also
ein Maximum der Amplitude vor.

Man nennt daher Q. die Amplitudenresonanzfrequenz, weil dies die Frequenz ist, fiir die die Amplitude

der eingeschwungenen Bewegung maximal wird. Interessanterweise ist sie weder durch die Eigenfrequenz des

2

ungedimpften Oszillators o, noch durch die Eigenfrequenz der gedimpften Schwingung e = 1/ w§ —w?

im Schwingfall coy > y gegeben sondern durch die kleinere Amplitudenresonanzfrequenz (2.7.17).

2.7.3 Energieresonanz

Eine andere Frage ist, bei welcher Frequenz der dufleren Kraft, diese die grofite mittlere Leistung autbringen
muss, um den Massenpunkt in dem erzwungenen eingeschwungenen Schwingungszustand zu halten. Dazu
berechnen wir die iiber eine Periode T = 27t /Q) gemittelte Leistung der dufleren Kraft

T
P= %f dt mAcos(Qut )% (1). (2.7.18)
0

Nun ist gemafd
P(t) = mAcos(Qt)x 1™ (¢) = —mA%|B|2cos(Qt) sin(Qz — ¢). (2.7.19)
Mit dem Additionstheorem fiir den Sinus ist
P(t)=—mA?|B|Qcos(Qt)[sin(Qt) cos 9y — cos(Qt ) sin ¢ |- (2.7.20)
Zur einfacheren Integration bemerken wir, dass

cos(t)sin(Qt) = %sin(ZQt), cos? () = %[1 + cos(222)] (2.7.21)

gilt, was man sofort durch Anwendung der Doppelwinkeltheoreme nachweist. Da weiter

T t=T
2Q)
f dt sin(20¢) = — COSZ(Q ! =0
0 =
. 2000 T (2.7.22)
f dr cos(2Qt) = =0
0 20 =0

gilt, erhalten wir durch Einsetzen von (2.7.20) in (2.7.18) fiir die mittlere Leitung

- 1 ‘
P= EmA2|B|Q sin ¢, (2.7.23)
Aus (2.7.12) folgt, dass ¢, € [0, 7r] und also sin gy >0

2yQ
singy =4/ 1—cos? gy = r =2yQ|B|. (2.7.24)
\/(Q2 — w})+ 4202

Damit wird (2.7.23) .
P = mA%|B|*y Q2. (2.7.25)

Wir fragen nun, bei welcher Kreisfrequenz €2 der dufleren Kraft bei vorgegebenen Parametern des Oszillators
und der Amplitude A der dufleren Kraft diese mittlere Leistung maximal wird. Man spricht in diesem Fall von
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Energieresonanz, denn dort ist die mittlere Leistungsaufnahme des Massenpunktes aus der dufleren Kraft
maximal. Wir haben also diesmal das Maximum der Funktion

Qz

) =B’ = 2.7.26

FO= 0 = 2.7.20
zu suchen. Nach einiger Rechnung findet man fiir die Ableitung
20(0 — w;

7(Q) = (' — ) (2.7.27)

[(Qz _ wé)z + 47/292]2 ’

Offenbar liegt bei 2 = 0 ein Minimum vor, denn dort ist g’ lokal monoton fallend. Ein Maximum erhalten
wir bei 2 = wy, denn dort ist g’ offenbar lokal monoton wachsend. Die grofite mittlere Leistung wird also
vom Oszillator aufgenommen, wenn Q = wy, ist, also der Schwingungsfrequenz der dufleren Kraft der Eigen-
frequenz des ungedimpften Oszillators entspricht. Wie zeigt, ist dort gerade die Phasenverschiebung
der eingeschwungenen Bewegung gegeniiber der Phase der antreibenden Kraft ¢, = 77/2.

Wir bemerken noch, dass fiir verschwindende Dimpfung y = 0 bei Q@ = cw, der Faktor |B| unendlich wird.
Das ist die sogenannte Resonanzkatastrophe. Dieser Fall ist also gesondert zu behandeln.

Wir gehen dazu wieder von der komplexen Gleichung mit y =0 und Q = w, aus:
i 4 wiz = Aexp(—iwgt). (2.7.28)

Um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu finden, gehen wir wir dem Ansatz

z(t) = C(t)exp(—iwgyt). (2.7.29)
in ein, und erhalten ) .
¢ —2iw,C = A. (2.7.30)
Wir bendtigen nur eine beliebige Losung dieser Gleichung. Offensichtlich fithrt der Ansatz
C(t)=Bt 2.7.31)
zum Ziel. Dann liefert .
—JiwyB=A = B= A (2.7.32)
2w

Setzen wir dies in (2.7.29) ein und beachten, dass die Losung fiir die inhomogene Losung der reellen Gleichung
x =Rez ist, folgt

xmh)(1) = Re [zit exp(—ia)ot)] = A sin(ewyt). (2.7.33)
wy 2w,
Die allgemeine Losung lautet also in diesem Fall
A
x(t) = C; cos(ewyt) + C, sin(ewyt ) + Yo tsin(cgt). (2.7.34)
@o

Unabhingig von der Anfangsbedingung ist also fiir grofie ¢ die Losung eine gegeniiber der dufleren Kraft um
7t/2 verschobene harmonische Schwingung, wobei allerdings die Amplitude linear mit der Zeit wichst. Es
gibt also 1.a. keine stationdre physikalische Losung, denn gewohnlich ist die riicktreibende Kraft nicht fiir
beliebig grofle Amplituden proportional zur Auslenkung.

Die Anpassung der Integrationskonstanten C; und C, an die Anfangsbedingungen (2.5.3) liefert schliefilich

. A
x(t) = xycos(wqt)+ il sin(wqt) + —t sin(ewyt). (2.7.35)
wq 2ewy
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2.7.4 Losung des Anfangswertproblems

Wir kommen schliellich auf die Losung des Anfangswertproblems fiir den getriebenen harmonischen Oszil-
lators zuriick, die zur vollstindigen Beschreibung der Bewegung bei beliebig vorgegebenen Anfangsbedingun-
gen dient und nicht nur den eingeschwungenen Zustand liefert. Man spricht auch vom Einschwing-
vorgang.

Wir miissen nur fiir die allgemeine Losung die Integrationskonstanten C; und C, aus den Anfangsbe-
dingungen durch Losung des entsprechenden linearen Gleichungssystems zu bestimmen. Wir geben
das Ergebnis fiir die oben diskutierten drei Fille an:

Schwingfall (cvy > y):

Alwl—0%)
wg —2)2 + 4}/292
1 Ay(Q + 3)

+— +yxo—
o |:‘UO Y Xo (C()g _QZ)Z +4}/Q2
a)g —?
(O)g —2)2 4 49202
4 24yQ
(603 —Q2)2 4 492002

x(t):[xo—( i|cos(wt)exp(—yt)

] sin(wt)exp(—yt)
(2.7.36)

+A cos(t)

sin(Q2¢).

Kriechfall (w, < y): Setzen wir zur Abkiirzung a = 4/y2 — w2, erhalten wir fiir diesen Fall

A(wé—ﬂz) L
(2 =S 4 4250 cosh(at)exp(—yt)
1 Ay( + j)
+=| v+ yxe—
> |:‘Z)O Y Xo (a)g_ﬂz)z —‘,—4’}/92
c1)2_92
+A 9 cos(t)
(=S
2AyQ
+
(O)é —Q2)2 4 49202

x(t)= [xo—

:| sinh(at)exp(—yt)
(2.7.37)

sin(€2z).

Zu dieser Losung konnen wir auch wieder gelangen, indem wir in w = ia setzen und die bekannten
Formeln

cos(iz) =coshz, sin(iz) =1isinhz (2.7.38)
verwenden.
Aperiodischer Grenzfall (cw, =7y):

A =92 Ay
x(t) =exp(—yt) [xo Ty T2+ rX— 2+ t
4 (> —Q?)cos(2t) + 2y Qsin(Qt)
(Q2 +y2)2

(2.7.39)
+

2.7.5 Getriebener Oszillator mit beliebiger duflerer Kraft

Schliefllich beschiftigen wir uns noch mit der Frage, wie sich ein harmonisch gebundener Korper unter Be-
rlicksichtigung der Reibung unter Einwirkung einer beliebig vorgegebenen von auflen eingeprigten Kraft
F, (t) verhilt.

ext
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Schreiben wir zur Abkiirzung a(t) = F,(¢)/m, lautet nun die zu l16sende Bewegungsgleichung

$(t) 42y %(t) + wix(t) = a(t). (2.7.40)

Nehmen wir nun an, wir hitten zwei Losungen x; und x, dieser Gleichung gefunden und bilden y = x; —
x,. Wegen der Linearitdt der Differentialgleichung erfiillt y die oben geloste Gleichung fiir die Bewegung
ohne duflere Kraft (die homogene Gleichung), d.h. wir miissen nur eine einzige spezielle Losung der obigen
Gleichung finden, denn wir besitzen ja bereits die vollstindige Lsung fiir die homogene Gleichung.

Besonders bequem ist diejenige spezielle Losung x;, die die homogenen Anfangsbedingungen
x,(0)=0, x,(0)=0 (2.7.41)

erfiillte. Wegen der Linearitit der Gleichung konnen wir weiter davon ausgehen, dass diese Losung linear in
der eingeprigten Kraft sein wird. Weiter kann die Losung zur Zeit ¢ aufgrund des Kausalitatsprinzips nur
von Werten von a(t) zu Zeiten t' < t abhingen. Das fiihrt uns zu dem Ansatz

t
x;(t)= f dt'G(t,ta(t"). 2.7.42)
0
Setzen wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein, folgt
t
f dt' (97 42y 3, + w})G(t,t )a(t') = a(t). (2.7.43)
0

Damit muss G(t,t") der inhomogenen Gleichung mit einer Diracschen 8-Distribution als eingeprigter Kraft
gentiigen:

(02 42y3, + w})G(t,t") = 8(t —1'). (2.7.44)

Wir fassen die Eigenschaften und einige Rechenregeln zur §-Distribution in Anhang|[D]zusammen.

Man bezeichnet G als die zu dem linearen Differentialoperator in der Klammer gehorige Green-Funk-
tion.

Die rechte Seite hingt nur von der Differenz der Zeiten t —t” ab, so dass wir zur Lésung dieser Gleichung
den Ansatz
G(t,t')=g(t—t') (2.7.45)

machen konnen. Dann muss offenbar
(92 +2y3, + wd)g(t)=8(t) (2.7.46)
eelten. Um die Anfangsbedingung zu erfiillen, muss offenbar
g(t)=0 fir t<0 (2.7.47)

sein. Fiir £ > O ist aber () = 0, und g erfiillt die homogene Gleichung. Um diese eindeutig l6sen zu konnen,
bendtigen wir geeignete Anfangsbedingungen, die auf fithren. Die & -Distribution ergibt sich dabei aus
dem Term mit der zweiten Zeitableitung. Entsprechend muss wegen die erste Ableitung einen Sprung
bei t = 0 besitzen und demnach g selbst stetig bei ¢ = 0 sein. Wir haben also als Randbedingung g(0%) =0.
Um die Bedingung fiir ¢ zu finden, integrieren wir tiber ein kleines Zeitintervall ¢ € (—¢,e) um 0
(mit € > 0. Dann erhalten wir

g(e)—g(—e)+2y[gle)—g(—€)]+ a)o dtg J de (¢ (2.7.48)
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Fiir ¢ — 0, folgt wegen g(—e¢)=0und g(—¢)=0
(0T +2yg(0t)=¢(0") =1. (2.7.49)

Damit ergibt sich

Die Green-Funktion des gedimpften harmonischen Oszillators fiir die drei Fille cwy > y (Schwing-
fall), wy = y (aperiodischer Grenzfall) und wy < y (Kriechfall) aus den entsprechenden Losungen der

Anfangswertaufgabe (2.6.12), (2.6.22) bzw. (2.6.18)

g(t)= l@(t)exp(—yt)sin(a)z:), w=yl—y? fals w,>7, (2.7.50)
g(t)= g(t)t exp(—yt) falls wy=y, (2.7.51)
g(t)= %@(t)exp(—}/t)sinh(rt), I=yP—w? falls wy<y. (2.7.52)
Dabei ist o .
)= {1 e i ;o, (2.7:3)

die Heaviside-Sprungfunktion.

2.8 Newtonsche Gravitationstheorie und Himmelsmechanik

In diesem Abschnitt wenden wir uns einer der schénsten Anwendungen der Newtonschen Mechanik, nim-
lich der Himmelsmechanik zu, die zu den iltesten Anwendungen der (theoretischen) Physik gehort und die
Hauptmotivation fiir die Beschiftigung Newtons mit der Mechanik darstellte. Abgesehen von den Erfolgen
der theoretischen Mechanik in der Astronomie, angefangen von prizisen Bahnberechnungen von Planeten,
Monden, Kometen etc. unter Berticksichtigung von ,Bahnstorungen® durch andere Himmelskorper neben
der Sonne bis hin zur modernen Raumfahrt, markiert die Entdeckung des universellen Gravitationsgeset-
zes neben der grundlegenden Entwicklung der theoretischen Mechanik in Newtons Principia einen weiteren
Meilenstein der Physikgeschichte, nimlich die Entdeckung der Gravitation als eine der vier fundamentalen
Wechselwirkungen der Natur.

2.8.1 Newtons Entdeckung des Gravitationsgesetzes

Der Legende nach soll Newton auf die Idee zu seinem Gravitationsgesetz durch einen fallenden Apfel gelangt
sein. In besonders schon ausgeschmiickten Versionen der Geschichte, soll er unter einem Apfelbaum einge-
schlafen und von einem auf ihn fallenden Apfel geweckt worden sein. Wie dem auch sei, die geniale Eingebung
Newtons war, dass die Kraft, die die Planeten auf ihren Bahnen um die Sonne, bzw. bei Newtons Entdeckung
des Gravitationsgesetzes den Mond auf seine Bahn um die Erde, zwingt, dieselbe Kraft sein sollte wie die
Kraft der Erde auf den fallenden Apfel. Dabei war klar, dass die Kraft bei den viel grofleren Abstinden der
HimmelskSrper voneinander als zwischen Apfel und Erde von diesem Abstand abhingig sein sollte.

Newton ging von der vereinfachenden Annahme aus, dass es sich bei dieser durch ein universelles Gesetz
zu beschreibenden Gravitationskraft um eine Zentralkraft handeln miisste, wie wir sie in Abschnitt [2.4.2]
betrachtet haben. Auflerdem waren Newton selbstverstindlich die Fallgesetze bekannt, wonach die Schwer-
kraft der Erde auf einen Apfel proportional zur Masse des Apfels sein muss. Umgekehrt miisste demnach
auch die Kraft des Apfels auf die Erde, die nach seinem dritten Axiom dem Betrag nach gleich sein muss
wie die Kraft auf den Apfel, proportional zur Masse der Erde sein. Demnach ist die Wechselwirkungskraft
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Fup =—Fgp o< mpmyg, und der Ansatz fiir die Kraft lautet

Fap=—mamgpf(rap)Taps TAE=7A— 75> TAE =|7aEl (2.8.1)

Dabei soll nach Newtons genialer Einsicht dieses Kraftgesetz auch fiir den Mond gelten, d.h.

Fyg =—mymgf (rye) v (2.8.2)

Nun bewegt sich der Mond auf einer fast kreistérmigen Bahn um die Erde, und der Abstand zwischen Erde
und Mond betrigt ca. 60 Erdradien, d.h. ry;; = 60Rg.

Fiir eine Kreisbewegung haben wir die Beschleunigung (2.1.62) berechnet. Nach dem 2. Newtonschen Axiom
ist also fiir die Mondbewegung
my|d] = my o’ nyg = |Flye = mymef (rye) ve- (2.8.3)

Hier kiirzt sich gliicklicherweise in fiir die Gravitation charakteristischer Weise die (Newton unbekannte!)
Mondmasse heraus, und man erhilt

g = My’ =2,73-107 m/s?, (2.8.4)

wobei wir die bekannte Umlaufzeit des Mondes um die Erde 7 = 27,3 Tage = 2,36 - 10°s, den Radius der
Mondbahn 7y = 607 und den Radius der Erde 7 = 6,370 - 10° m verwendet haben.

Andererseits ist fiir den Apfel in Erdnihe die Schwerebeschleunigung
ga =9,81m/s? = myr f () = 3600gy, = 60 gy (2.8.5)

Demnach ist also die Annahme, dass 7 f(r) o< 1/7? also f(r) o< 1/7> mit dieser Beobachtung zumindest
angenahert kompatibel. Wir sehen, dass diese ,Herleitung“ nicht besonders zwingend erscheint.

Newton nahm trotzdem an, dass das allgemeine Gravitationsgesetz zwischen zwei ,Punktmassen

durch

-

Fy, :—}/mlmz% mit 7=7—71, (2.8.6)
r

gegeben sel.

Dabet ist y, die Newtonsche Gravitationskonstante, eine universell giiltige Naturkonstante. Ihr Wert folgt
nach dem derzeitigen Stand der theoretischen Physik nicht aus irgendwelchen allgemeinen Naturgesetzen son-
dern muss im Experiment bestimmt werden. Der derzeitig genaueste Wert ist y = 6,67430(15)-10~11m? /(kgs?).
Die eben gegebene Begriindung mit dem Vergleich der Kraft zwischen Erde und Mond und Apfel und Erde ist
natiirlich alles andere als zwingend. Eigentlich tiberzeugend wird das Kraftgesetz erst dadurch, dass Newton
die Keplerschen Gesetze der Planetenbewegung mit diesem Ansatz fiir die Kraft herleiten konnte. Diese
Gesetze hat Johannes Kepler (1571-1630) durch die Auswertung von sehr prizisen Beobachtungsdaten iiber
die Bewegung der Planeten um die Sonne von Tycho Brahe (1546-1601) gewonnen:

1. Keplersches Gesetz: Die Planeten bewegen sich in Ellipsenbahnen um die Sonne, wobei die Sonne
sich im Brennpunkt der Bahnellipse befindet.

2. Keplersches Gesetz: Der Radiusvektor von der Sonne zum Planeten iiberstreicht in gleichen Zeit-
intervallen gleiche Flichen.

3. Keplersches Gesetz: Fiir die Umlaufzeiten 7; und T, zweier Planeten und die groffen Halbachsen
der Bahnellipsen 4, und 4, gilt 7?/T} = 4] /a3, d.h. die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten

verhalten sich wie die Kuben der groflen Halbachsen der Ellipsenbahnen.
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2.8. Newtonsche Gravitationstheorie und Himmelsmechanik

Wir wollen dies nun ausfiihrlich nachrechnen. Dabei helfen uns die allgemeinen Erhaltungssitze aus Ab-
schnitt[2.4} die hier allesamt erfiillt sind, denn offenbar ist die Kraft eine Zentralkraft und aus einem Potential
herleitbar. Zur Berechnung des Potentials verwenden wir (2.4.40) und verlangen

—

6\/(7’): V/(r)z é—ﬁ:-k}/mlmz%. (2.8.7)
r r
Damit folgt, dass
Vi(r)= 0 5 v = - 2839)
r r

Dabei haben wir die willkiirliche Integrationskonstante so gewihlt, dass das Potential im Unendlichen, also
fiir r — oo verschwindet.

2.8.2 Das Kepler-Problem
Fiir das Kepler-Problem geniigt es nun, die Gleichung fiir die Relativbewegung

—

3 r - - - mpmg mpmg
pr=—ympms s, T=Tp s MU= = =

~ mp. 2.8.9
mp + mg mg P ( )
zu l6sen. Dabei haben wir verwendet, dass die Masse aller Planeten in unserem Sonnensystem sehr klein gegen
die Sonnenmasse ist. Der schwerste Planet Jupiter besitzt die Masse 77y, = 1,899 10”kg im Vergleich zur
Masse der Sonne mq = 1,9884 - 10°°kg. Wir rechnen im Folgenden aber mit der exakten Gleichung (2.8.9)
weiter, denn die Niherung erleichtert diese Rechnung nur sehr geringfiigig.

Zunichst ist sofort klar, dass der Drehimpulssatz gilt, denn
—t(?’x?’):;ﬁx;’;:—7xympms7x7/r3:6. (2.8.10)

Das bedeutet, dass sich die Bewegung ginzlich in einer Ebene senkrecht zu L | = const abspielt.

2, Betrachten wir nun ein kleines Zeitintervall dz. Beachtet man, dass d¢7
A tangential zur Bahn ist und erinnert sich an die geometrische Bedeutung
des Vektorprodukts, folgt aus der nebenstehenden Skizze, dass

s deL,, = u|? x dt7| =2udA 2.8.11)
e At ist, wobei dA die in der Zeit dt vom Radiusvektor 7 iiberstrichene Drei-
2 r ecksfliche ist. Aus der Erhaltung des Drehimpulses folgt also bereits das
gdt f
2. Keplersche Gesetz
] . L
1 A== — const, (2.8.12)
2u

das demnach fiir jede Zentralkraft, unabhingig von deren konkre-
ten Abhingigkeit vom Abstand, gilt.

Als nichstes wollen wir das 1. Keplersche Gesetz, also die Form der Bahnkurve, herleiten. Dazu verwenden
wir den Energieerhaltungssatz fiir die Relativbewegung (2.4.45)

_ M
el = 57

E 2 _const mit a= ympmg =y uM. (2.8.13)

r
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Diesen konnen wir nun durch Einfiihrung geeigneter Koordinaten erheblich vereinfachen. Zunichst wihlen

wir dazu die x;-Achse in Richtung des Bahndrehimpulses Zrel = Lé; mit L > 0. Dann verlduft die Bahnbewe-
gung in der x;x,-Ebene, d.h. es ist x; = 0 = const.

Weiter bietet sich aufgrund der Rotationssymmetrie des Problems um 7 =0
die Einfithrung von Polarkoordinaten an. Diese sind definiert durch (vgl.
die nebenstehende Skizze)

X{=7Cosp, X,=rsing. (2.8.14)

Die Geschwindigkeit ist damit vermoge der Kettenregel durch

A 7COSQ — r@sing
7= Mt Fsing +rgcosp | =7i¢, +rge, (2.8.15)
0 0

gegeben. Dabei sind ¢, = J,7 und ¢, = (9,X)/r die Einheitstangentenvektoren an die Koordinatenlinien.

Daraus folgt (Nachrechnen!)

' 7 CosQ —r@sing
Lay=urxr7=pu| rsing | x| rgcosp |=ur’pe; = L= ur’p=const. (2.8.16)
0 0

Wir nehmen im Folgenden an, dass Zrel #0 is Weiter ist (Nachrechnen)

5 . . . L?
,u72:,u72+,u72g92:/xrz+ﬁ. (2.8.17)

Damit wird der Energieerhaltungssatz (2.8.13) zu

u., L a
Eg==r"+—=—-—. 2.8.18
=57 TS urt ( )
Diese Gleichung lasst sich im Prinzip nach r(¢) auflésen. Dies fiihrt aber auf ein Integral, das sich nicht mit
den tiblichen ,elementaren Funktionen® ausdriicken ldsst. Allerdings konnen wir wenigstens die Bahnkurve
bestimmen, indem wir diese durch den Polarwinkel ¢ parametrisiert denken, d.h. wir betrachten jetzt die
Funktion r = r(¢). Wegen der Kettenregel gilt

=g (2.8.19)
wobei 7/ = dr /dg bedeuten soll. Wegen folgt
/
po L7 :_£i<1>. (2.8.20)
ur? wde \r
Schreiben wir dann s = 1/7 und setzen dies sowie (2.8.20) in (2.8.18) ein, erhalten wir
LZ
E = —(s"+5%)—as. (2.8.21)
2u
Um diese Gleichung zu 16sen, ist es nun einfacher, diese zunichst nochmals nach ¢ abzuleiten. Es ergibt sich
L2
s/[—(s//—i-s)—a] =0. (2.8.22)
u

>Der Fall Zrel =0 entspricht der Bewegung der beiden Himmelskorper radial voneinander weg bzw. aufeinander zu.
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2.8. Newtonsche Gravitationstheorie und Himmelsmechanik

Diese Gleichung wird zum Einen fiir s” = 0 erfiillt. Dann ist » = 1/s = const, und wir haben eine Kreisbahn.
Diese wird sich jedoch im Folgenden auch aus der allgemeinen Losung ergeben, die aus dem Verschwinden
des Ausdrucks innerhalb der eckigen Klammer folgt. Die entsprechende Gleichung konnen wir in

1

a
s +s—'u—

=5 (2.8.23)

umformen. Die allgemeine Losung dieser linearen Differentialgleichung ergibt sich als Summe der allgemei-
nen Losung der homogenen Gleichung

spe s =0, (2.8.24)

und einer beliebigen Losung der inhomogenen Gleichung. Die homogene Gleichung (2.8.24) ist die Gleichung
eines harmonischen Oszillators, und die allgemeine Losung lautet

Shom(9) = Ccos(p —¢p), C >0, (2.8.25)

wobei C und ¢, Integrationskonstanten sind. Um eine spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung (2.8.23)
zu finden, machen wir den Ansatz s = D = const, was sofort auf D = ua/L? fiihrt. Die allgemeine Losung

der Gleichung (2.8.23) ist also

_Hre
S=75 + C cos(p — ¢g). (2.8.26)
Die Astronomen zihlen den Winkel ¢ so, dass ¢ = 0 dem kleinsten Radius r;, = 1/s,,,, entspricht, d.h. dem
Punkt, in dem Sonne und Planet einander am nichsten kommen, dem sog. Perihel. Das impliziert ¢, = 0.
Die verbliebene Integrationskonstante C ergibt sich dann durch Einsetzen in (2.8.21) zu (nachrechnen!)

_ ‘u2a2 2JUErel

Die Bahnkurve ist ein Kegelschnitt mit dem Ursprung des Koordinatensystems als einem Brennpunkt

(vgl. Anhang

1 P . L?
r=-=———— mit p=—
S 1+ecosg

2F 412
=2 e=q| 14 (2.8.28)
pa pa’
Dabet liegt fiir £,,; < 0 (0 < ¢ < 1) eine Ellipse, fiir £ = 0 (¢ = 1) eine Parabel und fiir £,,; > 0
(¢ > 1) eine Hyperbel vor. Fiir einen Planeten, der definitionsgemif} eine gebundene Bahn um die
Sonne beschreibt, haben wir es also immer mit einer Ellipse zu tun.

Bis jetzt haben wir allerdings nur die Relativbewegungsgleichung gelost. Betrachten wir nun also die Bewe-
gung der beiden Himmelskorper selbst. Aus der allgemeinen Herleitung der Bewegung des abgeschlossenen
Zweikorpersystems in Abschnitt hat sich ergeben, dass sich der Schwerpunkt des Systems geradlinig
gleichformig bewegt. Wir konnen uns also unser Bezugssystem als das Ruhsystem des Schwerpunkts mit dem

Schwerpunkt als Koordinatenursprung vorgeben. Dann ist R =0 = const und folglich gemaf3 (2.4.12) und
(2.4.13)

- my;, o my

71 =7, 7‘2 =——7. (2829)



2. Newtonsche Mechanik

Fiir unser Sonnensystem ist die Masse der Sonne viel grofler als die Masse aller Planeten, d.h. setzen
wir my = mp und m, = mg, so gilt m, > m,, und dann wird

F~F, 70, (2.8.30)

d.h. dann kénnen wir niherungsweise die Sonne als unbeweglich mit dem Schwerpunkt des Systems
gleichsetzen, und der Planet bewegt sich auf Ellipsen bzw. Kreisen um die im Schwerpunkt befindliche
Sonne. Das ist das 1. Keplersche Gesetz.

y Beschiftigen wir uns schlieflich noch mit der Frage nach dem zeit-
A lichen Ablauf der Bewegung. Dazu fithrt man gemif} der nebenste-
henden Skizze die exzentrische Anomalie # ein. Aus der Zeichnung
P liest man zunichst ab, dass x = a cos # ist. Daraus folgt mit der Mit-

X telpunktsform der Ellipsengleichung (vgl. Anhang|A.2.1)

g 22

> X — 4+ =1

e [y a2 b2

y =xby/1—x2/a?2 = £by/1—cos? u = bsinu. Dabei macht man
sich anhand der Abbildung klar, dass das Vorzeichen fiir y in Abhin-
gigkeit des Winkels # wie in der letzten Gleichung angegeben korrekt
ist, d.h. es gilt

x=acosu, y=bsinu. (2.8.31)

Fiir den urspriinglichen Radiusvektor 7 (mit dem Schwerpunkt als Ursprung) lesen wir aus der Skizze

R S R e T (28.32)
r=r = bsinu - bcosu

ab. Dabei haben wir e = ea verwendet. Fiir die konstante Drehimpulskomponente L = L; ergibt sich also in
dieser Parametrisierung (Nachrechnen!)

L= u(rry—x,%,) = pabu(l—ecosu). (2.8.33)

Durch Trennung der Variablen erhalten wir

t u
f dt’ = %bf du'(1—ecosu) = t = %b(u—esinu), (2.8.34)
0 0

wobei wir die Zeit von einem Periheldurchgang (# = 0) an zdhlen. Diese Kepler-Gleichung ergibt die Zeit-
abhingigkeit der exzentrischen Anomalie # in impliziter Form.

Ein vollstindiger Umlauf der Himmelskorper umeinander ist offenbar fiir # = 27 erfolgt. Fiir die Umlaufzeit

t =T ergibt dann (2.8.34) wegen sin(27r) =0

2
o 2rpab (2.8.35)
L
Nun folgt aus (2.8.28)
2
proap="L (2.8.36)
ua
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und damit ;s ) 5
4 4
y T e L (2.8.37)
a yM
Dabei haben wir im letzten Schritt u = m m, /M und @ = ym,;m, =y uM verwendet.
Fiir unser Sonnensystem ist M ~ m, = mg, d.h. es ist in sehr guter Naherung
TZ 4 2
L (2.8.38)
& ymg

fiir alle Planeten gleich. Das ist aber gerade das 3. Keplersche Gesetz, wonach das besagte Verhilt-
nis aus dem Quadrat der Umlaufdauer fiir alle Planeten um die Sonne und der 3. Potenz der groflen
Halbachse ihrer Ellipsenbahn gleich ist.

2.8.3 Der Rutherford-Streuquerschnitt

Ein weiteres wichtiges Beispiel fiir die Anwendung der Losungen fiir die Bewegungsgleichung von Teilchen,
die iiber eine Zentralkraft oc 1/7? wechselwirken, ist die Berechnung des Rutherfordschen Streuquer-
schnitts?] Dabei handelt es sich um die elastische Streuung zweier geladener Punktteilchen. Wir betrachten
der Einfachheit halber als Beispiel die Streuung eines Elektrons an einem Atomkern. Da die Masse des Elek-
trons m, = 9,109 - 107! kg sehr viel kleiner ist als bereits die Masse des leichtesten Atomkerns, also eines
Protons mit m, = 1,673 - 107% kg, ist, rechnen wir gleich in der Niherung, dass wir den Atomkern als ru-
hend annehmen diirfen.
Die Kraft ist dann durch die elektrostatische Kraft auf das Elektron im Feld des Kerns gegeben, also
2
Fo—vv, ve__ %€ S — (2.8.39)

4'7-1‘-6O|;:_7Kerr1| |7_7Kern|

Dabei ist Z die Anzahl der positiv geladenen Protonen im Kern und e ~ 1,602 - 107!° C die Elementarla-
dung, d.h. Ze ist die Ladung des Atomkerns und (—e) die Ladung des Elektrons. Schliellich ist €, ~ 8,854 -
10712C/(V m) die elektrische Feldkonstante. Wir haben es also mit der gleichen Bewegungsgleichung wie bei
der Planetenbewegung um die Sonne zu tun. Der einzige Unterschied ist die Konstante & = Ze?/(47e).

Wir sind in diesem Fall an einer Streuldsung interessiert, d.h. wir nehmen an, dass das Elektron sehr weit
entfernt mit einem Impuls p,;, = pé.;, auf den Atomkern zuliuft und, nachdem es von diesem aufgrund der
Coulomb-Kraft abgelenkt wurde, sich wieder sehr weit vom Atomkern entfernt. Aufgrund der Energieerhal-
tung ist der entsprechende Impuls p_ . = p€,,, denn fiir |7 — 7. ,| = oo ist V =0 und damit die erhaltende
Gesamtenergie
2
E=L" <o (2.8.40)

2m,

Es ist klar, dass wir dann als Bahnkurve wieder (2.8.28) erhalten, aber diesmal ist wegen E > 0 mit

2F12
>1 (2.8.41)

e=1|1+ R
m,a?

wobei wir die Groflen unserem neuen Problem angepasst haben, d.h. wir haben E, | durch E und u durch

m, ersetzt. Das bedeutet, dass die Bahnkurve nun eine Hyperbel ist, wie in der nebenstehenden Abbildung
gezeigt (vgl. Anhang|A.2.2).

®Ernest Rutherford (1871-1937)
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2. Newtonsche Mechanik

Wie wir gleich sehen werden, ist es fiir dieses Streu-
problem bequem, die weitere Anfangsbedingung
durch die Angabe des sog. Stofiparameters b (s. die
nebenstehende Abbildung) zu charakterisieren. Die
Richtungen der Impulse €., und ¢, des Elektrons
fir t — Zoo sind durch die beiden Asymptoten
der Hyperbel bestimmt, und der Stofiparameter ist

X der Abstand des Protons (also des Streuzentrums)
von der die einlaufende Richtung charakterisieren-
den Asymptote (vgl. wieder die Skizze). Der Bahn-
drehimpuls ist dann offenbar durch

L= |(7 _7Kern) X ;lt—>—oopoob

=b+/2mE

(2.8.42)

SO -
Pin = PocCin

gegeben.

Wir bezeichnen die grofie Halbachse der Hyperbel wie iiblich mit z und die der kleinen Halbachse mit 5 (da
bereits der Stoffparameter iiblicherweise mit & bezeichnet wird). Gemaf (A.2.18) lautet die Gleichung fiir die
Hyperbelbahn in dem hier verwendeten Koordinatensystem

x2 y2 2 Zz
———=1= + — b2, 2.8.43
20 y=%\ 5 ( )

Die Asymptoten ergeben sich fiir x — F-o0 daraus, dass man dann unter der Wurzel 52 vernachlissigen kann:
y==£—x. (2.8.44)
a

Gesucht ist nun der Streuwinkel ¢, der die Ablenkung des Elektrons aufgrund der Streuung am Kern angibt.
Dazu berechnen wir zunichst den Winkel ¢/, der sich aus der Steigung der Asymptoten durch

b 21
tand =2 =2V _ S (2.8.45)
a a

ergibt. Aus der Skizze liest man ab, dass ¢ + 29’ = 7 und also ¢’ = /2 —$ /2 ist. Daraus folgt (warum?)

2
tan® =tan(r/2—/2) = cot(¥/2) = 1/ € 2bL = Zb—E (2.8.46)

2
m,a a

Dabei haben wir im letzten Schritt (2.8.41) und (2.8.42) verwendet. Wir erhalten also fiir den Stoffparameter

b= % cot(8/2). (2.8.47)

Bei einem realen Experiment kann man den Stof§parameter nicht genau festlegen. Vielmehr wird man viele
Elektronen mit einem gegebenen Impuls p,;, auf den Kern schieflen und die entstehende Verteilung der Streu-
winkel beobachten. Diese Verteilung wird durch den differentiellen Streuquerschnitt charakterisiert. Die
einlaufenden Elektronen beschreibt man dabei durch eine Stromdichte j,, d.h. als Anzahl von Elektronen,
die pro Zeiteinheit durch eine Fliche senkrecht zur Bewegungsrichtung ¢, laufen. Als Fliche betrachten wir
dabei einen infinitesimalen Kreisring, der Stoffparametern zwischen b und b +db entspricht. Die Fliche die-
ses Kreisrings ist d4 = 2bdb. Wir zihlen dann die Anzahl dn der Elektronen, die pro Zeiteinheit um einen
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Streuwinkel zwischen ¢ und & 4 d abgelenkt werden und definieren den differentiellen Streuquerschnitt

durch "
dd  j,dd dd
Fiir die Rutherford-Streuung, also die Streuung im Coulomb-Potential folgt aus (Nachrechnen!)
do _< a >2 mcos(F/2)
d¢ \2E sin®(9/2)
In der Literatur findet man eher den differentiellen Streuquerschnitt, der auf einen Raumwinkel dQ2 bezogen
ist. Dieser infinitesimale Raumwinkelbereich ist dabei ein Einheitskugelflachenstiick, das durch den Bereich
d...0+df und ¢...9 + dy gegeben ist. Dabei sind ¢ und ¢ die Winkel der iiblichen Kugelkoordinaten,
wobei die Polarachse in Richtung der einlaufenden Elektronen é,;, weist. Der entsprechende Raumwinkel ist
dQ2 = dddgsind. Da das Streuproblem offenbar rotationssymmetrisch um €, ist, konnen wir in
dQ =27d ¥ sin§ verwenden. Es ist also
d_o_d_a@_<i>2 mcos(9/2)
dQ d9dQ \2E/ sin’(9/2)27sind

Nun ist wegen der Doppelwinkelformel fiir den Sinus sin ¢ = 2sin(&/2) cos($#/2) und damit schliefilich

da_ldn 1

Jo=2mh ‘% : (2.8.48)

(2.8.49)

(2.8.50)

do a \2 1
S= <E> s (2.8.51)

Der Streuquerschnitt hat eine bedeutende Rolle bei der Aufklirung des Aufbaus der Atome gespielt.
Als in 1911 Rutherford a-Teilchen, also Heliumkerne mit der Ladung 2e aus dem Zerfall radioaktiver Mate-
rialien auf eine Goldfolie schoss, stellte er fest, dass diese entgegen seinen Erwartungen fast ungestort durch
diese Folie hindurchdringen und nur wenige abgelenkt oder gar zuriickgestreut werden. Er kam dadurch zu
dem Schluss, dass Atome weitgehend leer sein miissen und aus einem praktisch punktformigen positiv gela-
denen Kern bestehen, der von den negativ geladenen Elektronen umkreist wird. Er stellte dann die Formel
fiir den Streuquerschnitt fiir die Streuung von a-Teilchen an Goldatomkernen auf und fand eine gu-
te Ubereinstimmung mit seinen Messungen. Dabei ist zu beachten, dass fiir zwei positiv geladene Teilchen
die Coulomb-Kraft abstoflend ist, was aber nichts daran dndert, dass die Gleichungen fiir das Keplerproblem
weiterhin anwendbar sind. Es gibt dann natiirlich nie gebundene Ellipsenbahnen wie fiir anziehende 1/7%-
Krifte sondern nur die fiir das Streuproblem mafigebenden Hyperbelbahnen, aber die obige Rechnung, die
zu gefiihrt hat, hat ja lediglich den Energie- und Drehimpulserhaltungssatz und die Hyperbelform
der Bahn verwendet, so dass in der Tat die als Rutherfordsche Streuformel bekannte Gleichung fiir

den differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir die Coulomb-Streuung auch in diesem Fall gilt.

Das war die Geburtsstunde der modernen Atomphysik, denn Niels Bohr (1885-1962) stellte bei einem For-
schungsaufenthalt bei Rutherford sein berithmtes Atommodell (1913) auf, was schliefllich zur Entwicklung
der modernen Quantentheorie (Heisenberg, Born, Jordan 1925/1926; Schrodinger 1926; Dirac 1926) gefiihrt
hat.

2.9 Beschleunigte Bezugssysteme

In diesem Kapitel betrachten wir die Frage, wie ein Beobachter Bewegungen beschreibt, der sich in einem ge-
geniiber den Inertialsystemen beschleunigten Bezugssystem befindet. Dabei kann man zwischen nichtro-
tierenden Bezugssystemen und allgemein beschleunigten Bezugssystemen, die auch Rotationen gegeniiber
Inertialsystemen beinhalten, unterscheiden. Wir betrachten zuerst den einfacheren Fall nichtrotierender Be-
zugssysteme.
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2.9.1 Nichtrotierende Bezugssysteme

Wir kennen die Bewegungsgleichungen

eines Massenpunktes in Inertialsystemen.

Sei also O der Ursprung und ¢; kar-

¢ =é tesische rechtshindige Basisvektoren ei-
nes Inertialsystems. Fiir ein beliebig ge-
gen dieses Bezugssystem beschleunig-
tes, nicht rotierendes Bezugssystem,
o’ das wir ebenfalls durch einen Ursprung
O’ und ein Basissystem ¢, definiert den-

S 6=¢ ken konnen, sind definitionsgemif} die
z ¢, zeitlich konstant, also allenfalls ge-

¢; gedreht. Wir konnen

geniiber den €

=l

WS4
Il
Nm i

<!

]
¢, dann aber auch e, = e, setzen. Der

o) Unterschied zwischen dem Inertialsys-
tem (O, ¢;) und dem Nichtinertialsystem

(0',€,) ist also, dass sich O gegentiber
- —
O beschleunigt bewegt, d.h. R(t) = OO’

kann sich entlang einer beliebigen Kurve beschleunigt bewegen.

Fiir den Ortsvektor eines Massenpunktes am Ort P bzgl. des Inertialsystems gilt also

—_— >

_ —
7=0P=R+3X=00"4+0'P, (2.9.1)

—
wobei ¥ = O'P der Ortsvektor im beschleunigten Bezugssystem ist.

Wir nehmen nun an, dass sich das Teilchen in einem dufleren Kraftfeld bewegt, d.h. es ist bzgl. des Inertial-
systems die Kraft ¥ = F(7). Dann gilt im Inertialsystem

m7 = F(7). (2.9.2)

Setzen wir hier ein, erhalten wir
m(R+3)=F(R+3). (2.9.3)
Dies kdnnen wir formal in die Form einer Newtonschen Bewegungsgleichung wie in einem Inertialsystem

bringen, indem wir mR auf die rechte Seite bringen. Dann erhalten wir

-

mjc;:ﬁ(ﬁ+55)—mR. (2.9.4)

Fiir den beschleunigten Beobachter erscheint es also so, als wirkte auf den Kérper neben dem dufie-

ren Kraftfeld F(R + X) eine weitere Kraft ﬁtréig = —mR. Wie die Herleitung zeigt, rithrt diese Kraft
einfach daher, dass sich der Beobachter nicht in Ruhe oder gleichférmiger Bewegung relativ zu einem
Inertialsystem befindet. Man nennt solche Krifte daher Tragheitskrifte.

Es ist interessant, dass die Trigheitskrifte dieselbe Wirkung besitzen wie ein rdumlich konstantes (i.a. aber
—mR.

Betrachten wir nun das einfache Beispiel eines in Erdnihe frei fallenden K6rpers. Dann gilt im Inertialsystem

-

zeitabhingiges) Gravitationsfeld, denn es ist f,,;, =

m¥=mg, §=const. (2.9.5)
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Fiir einen Beobachter, der ebenfalls in diesem Schwerefeld frei fillt, ist offenbar
- 1 N N —
R:Egﬁ+v&+Rw (2.9.6)

und die Bewegungsgleichung (2.9.4) fiir einen Massenpunkt bzgl. dieses frei fallenden Beobachters lautet
einfach

-

mx = mg— mR =0, (2.9.7)
d.h. fiir diesen frei fallenden Beobachter bewegt sich der Massenpunkt kriftefrei, d.h. er wahnt sich in
einem Inertialsystem.

Ist umgekehrt der Korper im Inertialsystem kriftefrei, folgt

-

mx =—mR =—mg. (2.9.8)

Demnach wihnt sich der Beobachter dann in einem Inertialsystem, in dem eine konstante Schwerkraft F =
—mg auf einen Korper der Masse m wirkt.

Ein Gravitationsfeld in einem kleinen Bereich des Raumes, wo man es als konstant ansehen kann, ist
also einem gleichmiflig beschleunigten Bezugssystem dquivalent.

Diese Betrachtung ist der Ausgangspunkt Albert Einsteins (1879-1955) bei der Aufstellung seiner allgemei-
nen Relativititstheorie, wobei er diese Ununterscheidbarkeit lokaler beschleunigter Bezugssysteme von in
hinreichend kleinen Raum-Zeit-Bereichen konstanten Gravitationsfeldern zum Prinzip erhebt. Die Gleich-
heit der trigen und schweren Masse ist dann bereits in den Grundlagen der Theorie beriicksichtigt und nicht
mehr ein rein experimentell zu bestitigendes Faktum.

Schliefllich betrachten wir noch ein abgeschlossenes System aus zwei Massenpunkten, die iiber paarweise
Zentralwechselwirkungen miteinander interagieren. Dann lauten die Bewegungsgleichungen im Inertialsys-
tem gemif3 (2.4.1) und (2.4.6)

my7 = (7 = 7)f (|71 —7])s 7”2?2 =—(7— 7z)f(|71 - ?2|), (2.9.9)

wobei nach dem 3. Newtonschen Axiom

berticksichtigt wurde. Driickt man dies durch Schwerpunkts- und Relativvektoren aus, wobei wir jetzt den
Schwerpunktvektor mit

L m T +m,T .

s=—1 22 it M=m,+m, (2.9.11)

M
. . . = - . . . .

bezeichnen, um ihn von dem jetzt als R = OO’ definierten Ortsvektor des Ursprungs des Nichtinertialsys-
tems relativ zum Ursprung des Inertialsystems zu unterscheiden. Dann gilt gemifl (2.4.10) bzw. (2.4.16) mit
mym, ",

Ms=0, pr=7f(7) mit u= 2.9.12
WP TSR it = T 2o.1)
Driicken wir dies nun durch die Ortsvektoren bzgl. des Nichtinertialsystems aus, d.h. wir definieren
#=R+3%, H=R+7%, (2.9.13)
Dann gilt gemif} (2.9.11)
?:(m1+mz)R-Lm1§1+mz9?z:]Q_i_%:]%_ki =X =%, =% (2.9.14)
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2. Newtonsche Mechanik

Dabei ist § der Ortsvektor des Schwerpunktes im Nichtinertialsystem. Die Bewegungsgleichungen bzgl. des
Nichtinertialsystems ergeben sich dann durch Einsetzen dieser Resultate in (2.9.12)

Ms=—MR, ui=xf(3). (2.9.15)

Im nichtrotierend beschleunigten Bezugssystem wird also die Schwerpunktsbewegung durch die Be-

wegung in einem raumlich homogenen (aber 1.a. zeitabhingigen) Tragheitskraftfeld ]“_:trég = —MR be-

schrieben, wihrend sich die Bewegungsgleichung fiir die Relativbewegung nicht dndert.

SchlieBlich ergibt sich aus all diesen Uberlegungen auch, dass die Bewegung in Inertialsystemen fiir solch ein
abgeschlossenes System immer gleich aussieht. In diesem Fall bewegt sich nimlich der Ursprung O’ geradlinig
gleichformig, also unbeschleunigt und damit ist

R(t)=3t+R, = R=0. (2.9.16)
Dann gilt aber gemif$ (2.9.16)
M:=0, ux=3%f(3|), (2.9.17)

d.h. exakt die gleichen Bewegungsgleichungen wie im urspriinglichen Inertialsystem (2.9.12). Fiir die ur-
spriinglichen Koordinaten der Teilchen entspricht (2.9.16) der Galilei-Boost-Transformation

P =Ut+Ro+ %, 7,=0t+Ry%,. (2.9.18)

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir ein abgeschlossenes System sind invariant unter Ga-
lilei-Transformationen, d.h. man kann innerhalb eines geschlossenen Systems nicht zwischen einem
Inertialsystem und einem anderen gegeniiber diesem gleichformig geradlinig bewegten Inertialsystem
unterscheiden.

2.9.2 Allgemein beschleunigte Bezugssysteme

Nun betrachten wir allgemein gegen die Inertialsysteme beschleunigt bewegte Bezugssysteme. Neben der rein
translatorisch beschleunigten Bewegung des Ursprungs O’ des Nichtinertialsystems (O’,¢;) kénnen dann
auch noch bzgl. des Nichtinertialsystems ruhenden Vektoren gegentiber dem Inertialsystem rotieren. Es ist
im Folgenden bequemer, mit den entsprechenden Komponenten des Ortsvektors eines Massenpunktes P als

mit den basisunabhingigen Vektoren zu rechnen. Betrachten wir also zunachst einen einzelnen Massenpunkt.
. . . - ﬁ . .
Der Ortsvektor bzgl. des Inertialsystems sei wieder 7 = OP. Der Ortsvektor des Ursprungs O’ des Nichti-

. . =g - . . . - -2 . .
nertialsystems sei R = OO’ und der Ortsvektor bzgl. des Nichtinertialsystems X = O’P. Es gilt wieder
F=R+7%. (2.9.19)

Die entsprechenden Komponenten bzgl. der kartesischen rechtshindigen zeitunabhingigen Basis des Inerti-
alsystems ¢; bezeichnen wir entsprechend mit 7, R und x bzw. bzgl. der i.a. zeitabhingigen rechtshindigen
Basis des Nichtinertialsystems als r’, R" und x’.

Da die Basisvektoren €, des Nichtinertialsystems fest mit diesem verbunden sind, muss es nun eine zeitab-
A
hingige Drehmatrix D(¢) geben, so dass

¢, =Dj()e; (2.9.20)
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2.9. Beschleunigte Bezugssysteme

gilt (vgl. Anhang [B). Im Folgenden benétigen wir die Komponenten von Zeitableitungen von Vektoren
bzglder Basis ¢,, um die Newtonsche Bewegungsgleichung im Inertialsystem <D durch Bewegungsglei-
chungen fiir die Komponenten im Nichtinertialsystem auszudriicken. Sei also V/(¢) ein beliebiger Vektor.
Dann gilt

V(t)= Vi(£)é; =V, (£)é, = Vi(1)D;(2)é; = V(¢) =D(t)V'(¢), (2.9.21)

wobei wir wieder die Einsteinsche Summationskonvention verwenden, d.h. iiber in einer Gleichung doppelt
vorkommende Indizes wird stets summiert. Fiir die Zeitableitung gilt demnach

V()= Vi(0)6; = V{(6)D4(£)6; + V(6D (0)E;

5 / 1 R (2.9.22)
= [V, (&) + Vi (OID™ ()] D;ji(2)]€,-
Da D eine Drehmatrix ist, gilt D' = DT und damit
(D™, D;;=D;D;; =9, (2.9.23)

Dabei haben wir eine Matrix €' mit den Komponenten €, definiert. In Matrizenschreibweise lautet (2.9.23
offenbar

Y =D"'D=D"D. (2.9.24)

Gamif} 1) gilt fiir eine Drehmatrix D=1= DT, dh. D ist eine orthogonale Matrix. Da weiter beide

kartesische Basen ¢; und €(¢) zu jeder Zeit rechtshindig sind, ist auch detD = 1. Aus DT = D! folgt

jedenfalls o
D™=1=D"D+D"D=0 (2.9.25)
bzw. ) )
VY =D"D=-D"D=-0T", (2.9.26)

A . . . . . .o M
d.h. (' ist eine antisymmetrische Matrix. Fiir ihre Komponenten bedeutet das

/ /
=0, (29.27)
Die Matrix hat also folgende Gestalt
A, O/ Q/lz _Q/31
Q0 0
Setzen wir dann | = —€);, w) =—0}, und w} = —€),, ergibt sich schlieflich
R o 0 —cog co;
Uy =—€jpe; > V=D"D={ o 0 —of]. (2.9.29)
—a)é coi 0
Wenden wir also (2.9.29) auf (2.9.23) an, folgt
und damit wegen (2.9.22)
V(1) = [VU(t) = €410 V] (1)), 16y = [VI(E) + €41, Vi (£)]E,. (2.9.31)
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Die Komponenten von 1% bzgl. der Basis des Nichtinertialsystems ausgedriickt durch die entsprechen-
den Komponenten von V sind also durch

V(t)=8,(1)D,V{(t) mit D,V(t)=V'(t)+w x V() (2.9.32)

gegeben. Man nennt den Vektor &(1) = w) (£)é, (1) = w j(t)é;(t) die momentane Winkelgeschwin-
digkeit des Nichtinertialsystems geniiber dem Inertialsystem.

Wegen (2.9.20) gilt fiir die Komponenten beliebiger Vektoren bzgl. der beiden Basissysteme
(2.9.33)

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung (2.9.2) eines einzelnen Massepunktes, beschrieben durch die Kom-
ponenten der diversen Vektoren bzgl. der Basis des Nichtinertialsystems bendtigen wir die Komponenten der
Beschleunigung 7:

Dir' =D, (7 + o' xr) =7 +20' x 7'+ o' x (&' x 1)+ &' x 7. (2.9.34)

Bei Bedarf kann diese Bewegungsgleichung noch in 7’ = R’ + x” aufgespaltet werden. Setzen wir dies in die
Bewegungsgleichung (2.9.2) ein und 16sen nach 77’ auf, erhalten wir

m#' = F'(r)—2me' x ' —me' x (o' x r')—ma' x 7', (2.9.35)

Fiir einen im Inertialsystem ruhenden Beobachter ergeben sich neben der Wirkung der dufleren Kraft mehrere
Beitrige von Trigheitskriften, die von der Rotation des Nichtinertialsystems gegentiber dem Inertialsystem
herriihren.

Die einzelnen Terme werden wie folgt benannt:

¢ Coriolis-Kraft
Fe,,=—2mao' x i’ (2.9.36)
Die Coriolis-Kraft (Gaspard Gustave de Coriolis, 1792-1843) wirkt demnach stets senkrecht zur

momentanen Winkelgeschwindigkeit des Nichtinertialsystems gegeniiber dem Inertialsystem
und der Geschwindigkeit des Teilchens relativ zum Nichtinertialsystem.

e Zentrifugalkraft

Fli=—mo x (o x r)=—m[e (& ') — w”r']. (2.9.37)
Die Zentrifugalkraft wirkt stets senkrecht zur momentanen Drehachse, also zur Winkelge-
schwindigkeit «’, radial nach auf3en.

¢ Winkelbeschleunigung

Fyp=—ma x 1. (2.9.38)
Dieser Beitrag rithrt von der momentanen Winkelbeschleunigung des Nichtinertialsystems re-

lativ zum Inertialsystem her.
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2.9. Beschleunigte Bezugssysteme

2.9.3 Freier Fall auf der rotierenden Erde

¢, Wir wenden nun diesen Formalismus auf die Beschrei-
0 bung von Bewegungen durch einen auf der rotierenden
Erdoberfliche ruhenden Beobachter an. Wir legen den in-
ertialen Basisvektor ¢; in Richtung der Rotationsachse der
Erde.
- Wir fiihren nun zunichst ein mitrotierendes Bezugssys-
tem, fiir das € = & = const ist, ein. In der nebenstehen-
den Skizze weist é; = ¢, senkrecht aus der Zeichenhebene
wt heraus. Wir legen sowohl den Ursprung O des Inertialsys-
tems als auch den Ursprung O’ des Nichtinertialsystems

ot in den Mittelpunkt der als kugelférmig angenommenen
- =

Erde. Dann ist R= OO’ =0 = const.
Die Drehmatrix, die von der Basis ¢; des Inertialsystems in die Basis €, des rotierenden Bezugssystems trans-

formiert, entnehmen wir der nebenstehenden Skizze (vgl. auch Anhang[B.2). Demnach ist

-

€

€/ = ¢ cos(wt)+¢ésin(wt),

¢, =—¢sin(wt)+¢,cos(wt), (2.9.39)
€5 =¢;.

Wir haben angenommen, dass zur Zeit ¢ = 0 die beiden Basen gleich sind, also E;’ (0) =¢; gilt. Dabei ist o =

27/ Ty~ 7,292-107° /s die Winkelgeschwindigkeit der Erde und 7,y = 23h+56 min+10s = 8,617 - 10*s die
Dauer eines siderischen Tages, d.h. die Dauer einer vollstindigen Erdrotation vom Ruhsystem der Fixsterne
aus betrachtet.

Die Drehmatrix erhalten wir, indem wir dies als E’/:: =Dy, E]- bzw. in Matrix-Vektorschreibweise als

A

(E{/’ Eg’ Eél) = (Ela Eza E} )D (2940)

schreiben. Aus (2.9.39) liest man ab, dass

o cos(wt) —sin(wt) 0
D =D®wt)={ sin(wt) cos(wt) 0 (2.9.41)
0 0 1

ist. Die Winkelgeschwindigkeitsmatrix bzgl. des rotierenden Bezugssystems berechnet sich nun gemif$ (2.9.24)
zu (Nachpriifen!)

. 0 —1 0 0
'=D"D=w(1 0 0]=> Q) =—we;; > w'=( 0|, (2.9.42)
0 0 0 w

wobei wir im letzten Schritt (2.9.30) verwendet haben. Die Winkelgeschwindigkeit ist also ein Vektor, der in
die momentane Richtung der Drehachse weist. Die Orientierung der Drehung ist dabei durch die Rechte-
Hand-Regel gegeben: Streckt man den Daumen der rechten Hand in Richtung der Drehachse, geben die

gekriimmten Finger die Rotationsrichtung an.

77



2. Newtonsche Mechanik

g, Jetzt wollen wir aber die Bewegung auf der rotieren-
A den Erde durch einen Beobachter beschreiben, der
sich bei einem beliebigen Breitengrad A = /2 — ¢
auf der Erdoberfliche befindet (s. die nebenstehende
Skizze). Dazu miissen wir offenbar die Basis noch
um den zeitlich konstanten Winkel ¢ um die ¢)-
Achse drehen. Wie in Anhang|B.2|gezeigt, ist die ent-
sprechende Drehmatrix durch

R cos¢ 0 sind
_ DAG»=( o 1 o0 (2.9.43)
s e —sin? 0 cosd

gegeben. Bzgl. der neuen Basis ¢, = D(z)(ﬁ)_” " sind

1T PR\
dann die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit
R —sind
é o' =DIT ()" = w 0 . (2.9.44)
cost

Die Drehmatrix, die direkt von der Basis des Inerti-
alsystems zur Basis ¢, des rotierenden Systems fiihrt, ergibt sich aus

- - 2 - 2 = A A A
¢ =¢/Dy(9)=¢D,Dy) =&,D), = D'=DD(). (2.9.45)

Schliefllich wollen wir den Ursprung des rotierenden Systems an die entsprechende Stelle auf der Erdoberfla-
che setzen. Es ist klar, dass dann R’ = const ist.

Wir betrachten nun den freien Fall auf der rotierenden Erde. Mit x’ = R’ + " und R =0 folgt aus (2.9.35)
mi' =mi' = F'(x')—maw' x (' X R')—2me' x 7' — o' x (' x 7). (2.9.46)

Fiir den freien Fall in Erdnihe setzt nun der mitrotierende Beobachter

0
F'(x')—me' x (o' xRY=mg' =—mg| 0], (2.9.47)

- B 1

denn dies ist die gesamte aus der Gravitationskraft der Erde und der Zentrifugalkraft auf der Erdoberfliche
zusammengesetzte Kraft oc m fiir einen bei r” = 0 ruhenden Beobachter.
Die Bewegungsgleichung fiir den freien Fall in Erdndhe lautet demnach unter Berticksichtigung der Erdrota-
tion

mi=mg —2maw' x ' —maw' x (' x 7). (2.9.48)

Setzt man hier (2.9.44) und (2.9.47) ein, erhilt man nach Kiirzen durch m

7l 2w cos Y75+ w? cosP(cos I r{ +sinF ry)
| = —2w(cos 7] +sin I ;) + w?r, : (2.9.49)
7/ \—g+2wsindi;+w?sind(cosIr| +sin 9 7})

Wir wollen dieses gekoppelte System von Bewegungsgleichung fiir die Situation des freien Falls [3sen. Die
Anfangsbedingungen seien also

0 0
ro=10), #=(0]. (2.9.50)
h 0
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Die obige Herleitung ldsst vermuten, dass sich die Gleichuni en vereinfachen diirften, wenn wir mit den Kom-

ponenten r” = 15(2)(19) 7’ rechnen. Multiplizieren wir also (2.9.49) von links mit 15(2)(19), erhalten wir (Nach-
rechnen!)

4 —gsind +2w7) + w?r!
yzl/ — D(Z)Z' — I 1-,1// + el 7,2// . (2.9.51)
24 —gcost

3

Die Anfangsbedingungen lauten entsprechend

hsind 0
H=DPri=| 0o |, i=DI@)i,=[0]. (2.9.52)
hcosd 0

In der Tat entkoppelt in (2.9.51) die dritte Komponente vom Rest der gesuchten Komponenten, und die

entsprechende Gleichung lisst sich durch zweimaliges Integrieren nach der Zeit unter Berticksichtigung der

Anfangsbedingungen (2.9.52)) 16sen:

75 (¢) :—% cosPt? + hcost. (2.9.53)

Die beiden ersten Komponenten lassen sich durch einen Umweg ins Komplexe einfacher 16sen. Dazu definie-

ren wir
1/

2= +ir). (2.9.54)
Dann folgt mit (2.9.51) (Nachrechnen!)

../ Y/
z" 4+ 2ewi1z —w?

7" =—gsind. (2.9.55)

Dies ist eine lineare inhomogene Differentialgleichung mit konstanten Koetfizienten.
Wir bendtigen zur Losung zunichst die allgemeine Losung der homogenen Gleichung

7 +2wiz! — w7z =0, (2.9.56)
und diese kénnen wir mit dem Standardexponentialansatz
z, (t) = Aexp(At) (2.9.57)
l6sen. Setzen wir nimlich diesen Ansatz in ein, folgt (Nachrechnen!)
A+iw) =0 = I=—iw. (2.9.58)

Die quadratische Gleichung fiir A hat also nur eine Losung. Um eine zweite linear unabhingige Lsung der
DGL (2.9.56) zu finden, bedienen wir uns der Methode der Variation der Konstanten, d.h. wir machen den
Ansatz

z, (t) = A(t) exp(—iwt). (2.9.59)

Einsetzen in liefert (Nachrechnen!)
A=0= A(t)=A;t+4,, A,A,=const. (2.9.60)
Damit ist die allgemeine Losung von
2, (t) = (At +A,) exp(—iw?). (2.9.61)
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SchliefSlich bendtigen wir noch eine beliebige Losung der inhomogenen Gleichung (2.9.55). Offenbar ist eine
solche Losung 2, (t) = g sin /c?. Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist also schlieflich

2(1) = 2, (1) + 2 (t) = (A1 + Ay exp(—icot) + & 5“20. (2.9.62)
w

Die Konstanten A; und A, bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen gemif} (2.9.52), also z; = hsind,
23 =0 zu (Nachrechnen!)

RS _£& g _8
A =iw 51m9<17 a)2>’ A,= sm19<b a)2>' (2.9.63)
Damit wird (2.9.62) zu
2"(t) = sin§ <h — %) (1+iwt)exp(—ieot) + 5= sin 6. (2.9.64)
w w

Die Berechnung von Real- und Imaginirteil unter Verwendung von exp(—iwt) = cos(cwt)—isin(wt) liefert
schliefilich die gesuchte Losung des Differentialgleichungssystems (2.9.51)

gsind

r/(t)=Rez"(¢t)=sin¥ <19 — é) [cos(wt)+ wtsin(wt)]+

b

w2
) (t)=Imz"(t)=sin¢ <h — %) [t cos(ewt)—sin(wt)], (2.9.65)
w
ry ()= —§ cost? + hcos .
Da nun w = 27/24h sehr klein ist, sodass fiir tibliche Fallzeiten von Groflenordnung von Sekunden wt < 1

ist, konnen wir dieses Resultat noch nach Potenzen von w entwickeln. Wir gehen bis zur einschliefilich 2.
Ordnung, wobei wir cos(ewt) =1—w?t?/2+ O(w*t*) und sin(wt) = wt + O(w?>t?) verwenden:

2 2,2
r{/(t):[< —%)—i— a)8t (4b+gt2)]sim9+0(co3),
2

t .
ry (1) = chot sind + 0(w”), (2.9.66)

ry(t)= </o — §t2> cos¥.

Schliefllich kdnnen wir das Resultat in die urspriinglichen Koordinaten umrechnen, die sich leichter interpre-
tieren lassen

()= DT " (). (2.9.67)
Es ergibt sich]
2 2
ri(t)= (4 + g; UCL cosPsind 4+ O(w?),
3
() = 8 Gind + 0(0) (2.9.68)
/ gt o't 2\ 2 3

ry(t)=h—=>—+ (4h+ gt7)sin” ¥ + O(w”).

2

"Die Terme der Ordnung 0(w?) weichen von den Resultaten in der Standardlehrbuchliteratur ab. Dort werden nimlich bereits
in den Bewegungsgleichungen alle Wirkungen der Zentrifugalkraft, also die Terme der Ordnung O(w?) vernachlissigt. In dieser
Niherung ist eine Diskussion der Stidabweichung demnach unzulissig, weil sie nur bis zu Korrektoren der Ordnung 0(w) genau ist!
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Im Gegensatz zum freien Fall im Inertialsystem (entsprechend unserer Losung mit « = 0, d.h.
r{(t) = r;(t) = 0 = const, r;(t) = h— gt?/2) wird also aufgrund der Coriolis- und Zentrifugal-
krifte der Korper sehr wenig nach Siiden (Korrektur der Ordnung @(w?)) und nach Osten (Kor-
rektur der Ordnung O(wt)) abgelenkt. Fiir eine Fallzeit von ¢ = 5s, entsprechend der Fallhche
h ~ gt?/2 ~ 122,6 m, ergeben sich fiir die Siid- bzw. Ostabweichung bei der geographische Breite
A=50° (Mainz), also & = 40°, zu r; ~ 1,92 cm und die Stidabweichung r; ~2,99-10~* cm.

Die experimentelle Uberpriifung dieser kleinen Effekte ist naturgemifd sehr schwierig. Hier erweist sich der
Foucaultsche Pendelversuch als wesentlich genauer.

2.9.4 Das Foucault-Pendel

v Das Foucault-Pendel ist ein auf der rotierenden Erde an einem (als masselos
approximierten) Faden der Linge  beia’ = (0,0, )T aufgehingter Massen-
punkt. Auf den Massenpunkt wirkt nun neben der Schwerkraft —m2 gé;
und den Trigheitskriften noch die Fadenspannung

/
—7r
T 1
T- )
/ /. /. /
L \/712"'722"'(1_73)2 [—7;
y (2.9.69)
N
~ 7 _7'2
/

Dabei haben wir im letzten Schritt angenommen, dass die Auslenkung des

Massenpunktes | 7’| < / ist (Kleinwinkelniherung fiir Pendel). Formal set-

zen wir dazu 7{ = el&], r; = €l&] und dann folgt || =1 — /12— 7] =
0(l€*) ~ 0. Dann lauten in dieser Niherung die Bewegungsgleichungen im rotierenden Bezugssystem, wobei
wir wieder zu den urspriinglichen Koordinaten r’ zuriickkehren,

¥l —r{T /I +2wcos )+ w? cos? I r]
iy | = =T/l —2w(cos I +sinG7) + w?r; |. (2.9.70)

¥ —g+T+2wsin19i2’+wzsinﬁcosz91’1’

Um den unbekannten Betrag der Fadenspannung niherungsweise zu berechnen, nehmen wir wieder an, dass
73] < I, d.h. r; ~ 0= const und folglich #; ~ 0 gesetzt werden kann. Dann folgt
— g+ T +2wsin iy + w’sin cosdr| =0

N , 2.9.71)
=T =g—2wsin¥r)—w”sinG cos ;.

Setzen wir dies in (2.9.71) ein, kdnnen wir im Sinne der Entwicklung bis zur linearen Ordnung in € (s.0.)
alle Produkte r]( r, und 777, vernachlissigen, so dass die entsprechend vereinfachten Bewegungsgleichungen

7k
durch

2

<"1/> B <—a)grl/+2wcosz97"2/+a)2coszz97'1/
e/ - / -/ 2./
—wiry—2wcos ¥ 7|+ wr)

> mit w?=E (2.9.72)
¥) [
gegeben sind. Da weiter w? = (271/T;y)* < 3} ist, kdnnen wir die entsprechenden Terme gegeniiber w, =

1/ g/! ebenfalls vernachlissigen. Dann erhalten wir

. 2 .
<71’> _ <—a)gr1 +2w cosf}rz/>. (2.9.73)

.-/ / ./
i —wg 1, — 2w cos % 7
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2. Newtonsche Mechanik

Hier fithrt nun wieder der gleiche Rechentrick wie oben beim freien Fall zum Erfolg, d.h. wir setzen z’ =
r{ +ir; und erhalten aus (2.9.73)
P 420’2 4 wiZ =0 mit ' =wcosd. (2.9.74)

Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, und Einsetzen des Stan-
dardansatzes

Z'(t) = Aexp(At) (2.9.75)
fihrt auf
X +21d0" + g = (A+i0’ ) + wi+0? =0
= A= —iw' fiwy mit wy= W &~ Wy (2:576)
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet also
Z'(t) =[C, exp(iwht) + C, exp(—iwjt )| exp(—iew't). (2.9.77)

Wir denken uns nun das Pendel zur Zeit ¢t = 0 aus der Ruhelage um a < [ in Siidrichtung ausgelenkt. Dann

lauten die Anfangsbedingungen 7/, =4, r,, =0und 7/, = 0. Daraus ergeben sich die Integrationskonstanten
C, und C,. Das Resultat lautet (Nachrechnen!)

/
Z(t)=a [cos(a)ét) + iﬁ/ sin(a)gt)] exp(—iew't). (2.9.78)
w
0

Dies bedeutet, dass iiber kleine Zeitriume betrachtet das Pendel entlang einer Geraden mit der Schwin-
gungsdauer Ty =27 /wy =274/ /g (je nach Linge [ im Groflenordnungsbereich von einigen Sekun-
den) hin- und herschwingt. Diese Gerade rotiert langsam mit der Periode 7" = 27t /e’ = 27t /(o cos §).

Betrachten wir ein Foucault-Pendel am Breitengrad A = 90°—¢ = 50° (also in Mainz), rotiert also die Schwin-
gungsebene des Pendels in 24 h/ cos40° ~ 31,3 h einmal vollstindig im Kreis. Foucaults Demonstration mit-
tels eines Pendels der Lange / = 67 m der Erddrehung im Pariser Pantheon erregte im Jahre 1851 einiges
Aufsehen.

Die letztere Behauptung macht man sich wie folgt klar. Wir definieren zunichst

/
ri(t)+ir(t)=a [cos(coét) + ig/ sin(a)gt)] =~ g cos(wht), (2.9.79)
w
0

wobei die Niherung wegen w'/w( < 1 gilt. Damit ist
Z'(t)=r{ +ir; = exp(—iw't)(r| +ir,) = [cos(w't) —isin(w't)](r, +1ir,)
=[cos(e’t)r, +sin(ew't)r, ] +i[—sin(c’t)r, +cos(cw’t) 7, ] (2.9.80)
=~ g cos(wpt )[cos(w't) —isin(ew't)].
Schreibt man dies als Spaltenvektoren der Real- und Imaginirteile, erhilt man

r/_<cos(co’t) sin(a)/t)>< acos(wpt) >

T\ —sin(w’t) cos(w't) aa)//a)olsin(a)ét)
))

Dies beschreibt in der Tat eine Drehung des in Nordsiidrichtung schwingenden Vektors (7, 7,)" ~ (2,0)T cos(cw(¢)
mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit co’ im Uhrzeigersinn.

N< cos(e’t)  sin( @9.81)
B (

—sin(w’t) cos
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Kapitel 3

Analytische Mechanik

In diesem Kapitel betrachten wir Extremalprobleme, bei denen man Funktionen sucht, die eine bestimmte
reelle Grofe minimal oder maximal machen. Wir gehen dabei vom Brachistochronenproblem als typischem
Beispiel aus und entwickeln die allgemeinen mathematischen Methoden zur Losung solcher Probleme. Das
Hauptanwendungsgebiet in der theoretischen Physik ist das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung,
das man mit einigem Recht als das umfassendste mathematische Prinzip fiir die gesamte moderne Physik
bezeichnen kann.

Die Hauptmotivation fiir eine solche Formulierung der Dynamik physikalischer Systeme ist die Anwendung
gruppentheoretischer Methoden auf Symmetrien der entsprechenden Differentialgleichungen. In der Tat
haben sich spitestens im 20. Jahrhundert die Symmetrieprinzipien als die wichtigste fundamentale Methode
zur Analyse und Entdeckung physikalischer Gesetze erwiesen.

Wie wir sehen werden, lisst das sog. Noether-Theorem!|iiber den Zusammenhang zwischen Symmetrien
und Erhaltungssitzen bereits in der klassischen Mechanik interessante und tiefgehende Schlussfolgerungen
zu: Die Symmetrien des Newtonschen Raum-Zeit-Modells legen die typische Form der Bewegungsgleichun-
gen, die wir im vorigen Kapitel besprochen haben, weitgehend fest. Neben dem 4sthetischen Aspekt dieser
Entdeckung spielt sie auch eine wesentliche Rolle zum Verstindnis der modernen Physik, also der Relativi-
tatstheorie und Quantentheorie. Einer der spektakulirsten Erfolge der gruppentheoretischen Methoden und
Anwendung von Symmetrieprinzipien war die Entwicklung der relativistischen Quantenfeldtheorie und
des Standardmodells der Elementarteilchen.

3.1 Variationsrechnung: Das Brachistochronenproblem

Das Brachistochronenproblem steht am Anfang der Entwicklung der Variationsrechnung. Der schwierige
Name leitet sich aus dem Griechischen her (brachistos=kiirzest, chronos=Zeit). Es handelt sich um das Pro-
blem, diejenige ebene Kurve zu finden, die zwei vorgegebene nicht vertikal {ibereinander gelegene Punkte P,
und P, verbindet, entlang derer man ein Punktteilchen im homogenen Schwerefeld der Ebene reibungsfrei
gleiten lassen muss, so dass es in moglichst kurzer Zeit von einem zum anderen Punkt gelangt.

Dazu miissen wir uns zunichst tiberlegen, wie wir die Bewegung entlang einer beliebigen Kurve y = f(x)
in der (x,y)-Ebene beschreiben konnen. Wir wihlen die y-Achse nach unten, so dass die Schwerkraft auf das

Teilchen durch F = m ge, gegeben ist. Diese Kraft lisst sich offenbar als Gradient des Potentials

V(x)=—mgy => F=—VV= mge, (3.1.1)

! Amalie Emmy Noether (1882-1935)
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3. Analytische Mechanik

schreiben. Demnach gilt der Energiesatz:
E=T+V= >x + V(x) = const. (3.1.2)

Nehmen wir nun an, dass sich der Anfangspunkt bei (x,y) = (0,0) befindet, und das Teilchen aus der Ruhe

loslduft, folgt

%éz—mgy —o. (3.1.3)

Die Geschwindigkeit berechnet sich zu

<;c>:<f ?x)) e :*<ff2x)>’ (3.14)

wobei f”(x) die Ableitung der Funktion f nach x bedeutet. Ein Punkt {iber einem Symbol bedeutet stets die
Ableitung nach der Zeit. Setzen wir dies in ein, folgt

%xzu + /7 (x)]—mgf(x)=0. (3.1.5)

Dies konnen wir nun nach dz /dx = 1/x auflosen:

dt |1+ /7(x)
= —ng(x) _ (3.1.6)

Bewegt sich also das Teilchen von (x,y) =0 zu (x4, 7, = , ist die Gesamtdauer der Bewegung

1+ /(x)
f N\ 2ef) (3.1.7)

Es muss natiirlich y = f(x) > 0 sein, damit das Integral reell ist.

Dies ist ein sog. Funktional, d.h. eine Abbildung, die einer Funktion f eine reelle Zahl zuordnet. In unse-
rem Beispiel ergibt das Funktional die von einem reibungsfrei entlang der Kurve im Schwerefeld der Erde
gleitenden Teilchen benétigte Zeit.

3.2 Die Euler-Lagrange-Gleichungen

Wir schreiben das Funktional zunichst in allgemeinerer Form hin. Es sei L(f, f”) eine Funktion von zwei
reellen Parametern, die Lagrange-Funktion des Variationsproblems. Dann sei das Funktional

_ J " AR L[F (o), (0] (3.2.1)

gegeben, wobei f’(x) hier die Ableitung von f bedeutet.

Wir suchen nun diejenige Funktion f, die das Funktional A[ f ] extremal macht, wobei y; = f(x;) und y, =
f(x,) fest vorgegebene Werte sein sollen.
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3.2. Die Euler-Lagrange-Gleichungen

P, Dazu erinnern wir uns, dass eine differenzierbare
Funktion g(») bei n = 0 nur dann extremal werden
variierte Bahn == == kann (also ein lokales Minimum oder Maximum be-
sitzen kann), wenn g’(0) = O ist. Wir definieren diese
Funktion als

Brachistochrone

gn)=ALlf +ndf] (3.2.2)

Dabei ist 8 f eine beliebige Funktion mit & f(x;) =
J f(x,) = 0. Wir sagen auch, wir variieren die Funk-
tion f, die das Funktional extremal macht,um n38 f.
Dabher riithrt der Name Variationsrechnung.

Die notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines
Extremums bei 7 = 0 ist demnach

~0. (3.2.3)
n=0

)0 = f " dx %L[f(xHnSf(x),f’(x)+n3f’(x)]

Nach der Kettenregel fiir die Ableitung von Funktionen mehrerer Verinderlicher folgt

gm):Jwﬂu[afuga”fg>f(”]+8fx@3LVgafwx”};o. (3.2.4)

Wir wenden nun auf den zweiten Term die partielle Integration an. Wegen & f(x,) = 8 f(x,) = 0 ergibt sich

dann
2 IL[f(x),f'(x)] d [(IL[f(x),f (x)]\] L

Diese Bedingung muss nun fiir beliebige Funktionen & f(x) mit 8 f(x;) = & f(x,) = 0 gelten. Offenbar ist
das der Fall, wenn die eckige Klammer unter dem Integral verschwindet.

g'(0)=

Die notwendige Bedingung dafiir, dass das Funktional (3.2.1) extremal wird, ist die Erftillung der Euler-
Lagrange-Gleichung
JdL d JdL _ 5

f dxdf

(3.2.6)

Im nichsten Abschnitt zeigen wir, dass tatsichlich diese Schlussweise sogar streng gilt, d.h. kann nur
dann fiir alle & f(x) gelten, wenn die Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt sind.
Damit haben wir das Variationsproblem auf die Aufgabe, die Euler-Lagrange-Gleichung zu 16sen, zuriickge-
fithrt. Diese ist offensichtlich eine gewdhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung, und dies ist auch genau
die Form der Bewegungsgleichungen in der Newtonschen Mechanik (mit der Zeit als unabhingige und die
Koordinaten der Trajektorien der Teilchen als abhingigen Variablen).
Wir leiten gleich noch eine weitere Folgerung aus her. Dazu berechnen wir die totale Ableitung von
L[f(x), f(x)] nach x. Wir lassen der Bequemlichkeit halber wieder die Argumente von L weg und erhalten
dann aus der Kettenregel 5 5
d / L /! L
L=l WS+ 5
Fiir die Losung des Variationsproblems gilt nun die Euler-Lagrange-Gleichung, d.h. wir kénnen dL/d f in
Hilfe dieser Gleichung eliminieren. Wir erhalten dann

d . daL . 3L d
EL_f(x)aaf/—i_f (x)af/_dx

(3.2.7)

[f’(x)j;‘/]. (3.2.8)
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3. Analytische Mechanik

Dabei haben wir im letzten Schritt die Produktregel verwendet. Indem wir die beiden Ableitungen auf eine
Seite der Gleichung bringen, erhalten wir somit

d . 0L
aH_O mit H._faf/

d.h. die so definierte Hamilton-Funktion des Variationsproblems ist eine Erhaltungsgrofie.

L (3.2.9)

Wir bemerken, dass dies gilt, weil L nicht explizit von x sondern nur implizit iiber die Abhingigkeit von f(x)
und £/(x) von x abhingt. Wir kénnen (3.2.9) sofort integrieren:

H =E =const. (3.2.10)

Man nennt H ein erstes Integral dieser Differentialgleichung (3.2.6), denn (3.2.10) ist nurmehr nur noch eine
Differentialgleichung 1. Ordnung, die i.a. einfacher zu l6sen ist als eine Differentialgleichung 2. Ordnung.
3.2.1 Losung des Brachistochronenproblems

Jetzt konnen wir uns weiter mit der Losung des Brachistochronenproblems beschiftigen. Hier ist gemifd

B.1.7)
/2 x
L(f, )= —I;Fg]}(i) ) (3.2.11)

und wir kénnen direkt (3.2.10) anwenden. Dazu berechnen wir zunichst die Hamilton-Funktion mit (3.2.9).
Es gilt
JL 7

= (3.2.12)
I Vagf(+ £
und damit P
H=pSt g1 (3.2.13)

o V2gf(1+f")
Fiir die Losung des Extremalproblems ist gemif} (3.2.10) diese Grofie konstant. Die Kurve ist also durch die
Differentialgleichung

F(1+ f*)=C =const (3.2.14)

bestimmt. Offenbar lasst sie sich durch Trennung der Variablen [6sen:

F=y CT_f N j_]’j:, CL_f (3.2.15)
fdx:fdf\ CL_f (3.2.16)

f=Csin’(4/2) (3.2.17)

d.h.

Hier fithrt offenbar die Substitution

zum Ziel, wobei die Wahl des Arguments A/2 sich als bequem erweisen wird. Es gilt

o sin®(4/2)
\J C—f _\J ey - A2 (3.2.18)
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3.3. Das Fundamentallemma der Variationsrechnung

und
df = Csin(A/2)cos(4/2) (3.2.19)
und folglich wegen
x = CJ dAsin?(1/2) = % J dA(1—cos )= %(/1— sin A). (3.2.20)
Dabei haben wir verwendet, dass nach dem Doppelwinkeltheorem fiir den Kosinus
cos A = cos[2(A/2)] = cos*(A/2) —sin?(1/2) = 1 —2sin*(A/2) (3.2.21)
und folglich
sin?(1/2) = %(1 —cos A) (3.2.22)

ist. Die Integrationskonstante in (3.2.20) haben wir so gewihlt, dass x(A = 0) = 0 ist. Da dann auch f(A =
0) = y(A =0) = 0 ist, liuft damit die Kurve wie gewiinscht durch den Anfangspunkt (x,y) = (0,0), und die
Kurve ist also durch die Parameterdarstellung

a-(A)-£(2)

gegeben.

A /T
Q Zykloide

y B(A=1)

Dies ist eine sog. Zykloide. Ihre geometrische Konstruktion ldsst sich aus der obigen Abbildung ablesen. Dabei
rollt ein Kreis mit dem Radius R ohne zu gleiten entlang der x-Achse. Der auf dem Kreis fixierte Punkt A
beschreibt dann die Zykloide. Fiir A = 0 befindet sich A im Ursprung x =y = 0. Da der Kreis ohne zu Gleiten
abrollt, gilt 2 = RA und mit b = Rsin A erhilt man fiir x =2 — b = R(A—sin A). Auflerdem liest man ab

y =R(1—cos A). In (3.2.23) ist also C =2R.

3.3 Das Fundamentallemma der Variationsrechnung

Wir holen nun den Beweis des sog. Fundamentallemmas der Variationsrechnung nach.

7~

Sei f : [¢,,t,] — R stetig. Gilt dann fiir jede auf diesem Intervall beliebig oft stetig differenzierbare
Funktion &

ftb dtf(¢)d(r)=0, (3.3.1)

so ist notwendig f(¢) =0 fiir alle ¢ € (z,, £;).

Beweis: Als ersten Schritt beweisen wir, dass die Funktion

exp <—1_—1x2> fiir |x| < 1

(3.3.2)
0 fir |x| > 1

m:R—R: m(x):{
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3. Analytische Mechanik

eine iiberall beliebig oft stetig differenzierbare Funktion ist. Sie erfiillt dies mit Sicherheit in den offenen Men-
gen (—1,1), (—oo,—1) und (1, 00). An den Stellen x = %1 besitzt die fiir das Intervall (—1,1) zur Definition
benutzte Funktion Ableitungen, die das Produkt einer rationalen Funktion mit Polen bei x = 1 multipli-
ziert mit dem Exponentialausdruck darstellen. Der Exponentialausdruck konvergiert allerdings fiir x — +1
starker gegen 0 als jedes Polynom, so dass der Grenzwert jeweils 0 ergibt. Damit sind aber alle Ableitungen
von m wie m selbst stetig bei x = +1.

Zum Beweis des Fundamentallemmas nehmen wir nun an, es gibe eine Stelle ¢, € (¢, ¢,) mit f(¢,) #0. Da f
nach Voraussetzung stetig ist, existiert eine Umgebung U, (t,) = [ty —a,ty+a]N (¢, t,), in der f bestindig
dasselbe Vorzeichen besitzt wie an der Stelle #,.

Die Funktion

t—t
3(t):m< °> (3.3.3)

a
ist nun in der besagten Umgebung U, (¢,) positiv und beliebig oft differenzierbar. Im Widerspruch zur Vor-
aussetzung gilt also offenbar

ftb dtf(t)é\(t):fU( ROUOE (3.3.4)

a

denn der Integrand besitzt im Integrationsbereich gemifd unserer Konstruktion bestiandig dasselbe Vorzeichen
und ist nicht tiberall 0. Da aber das Integral nach Voraussetzung verschwindet, muss die Annahme, dass, fiir
irgendein t, € (z,,1;,), f(to) # O sei, falsch sein, also ist / =01in (z,,1,). q.e.d.

3.4 Das Hamiltonsche Prinzip

Das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung stellt eines der wichtigsten mathematischen Beschrei-
bungsweisen fiir die Dynamik physikalischer Systeme dar. Die klassische Mechanik ist dafiir das einfachste
Beispiel. Seine Anwendungen umfassen jedoch weit grofiere Bereiche der Physik, insbesondere die klassische
Feldtheorie (Elektrodynamik, Allgemeine Relativititstheorie), und es spielt eine entscheidende Rolle bei der
Formulierung der Quantentheorie.

3.4.1 Die Lagrange-Funktion

Die Idee besteht dabei darin, die Bewegungsgleichungen fiir dynamische Systeme als Euler-Lagrange-Glei-
chungen geeigneter Variationsprobleme zu erhalten. Wir betrachten zuerst den einfachsten Fall eines Teil-
chens, das sich in einem vorgegebenen dufleren konservativen Kraftfeld bewegt. Dabei heifit ein Kraftfeld
konservativ, wenn man es als Gradient eines von der Zeit unabhingigen skalaren Potentials V' beschreiben
kann. Am einfachsten ldsst sich dieses Problem in kartesischen Koordinaten x; bzgl. eines Inertialsystems
beschreiben. Dann gilt die Newtonsche Bewegungsgleichung

av

m)'c'/e = —VkV = _&’_xk

(3.4.1)

Diese Bewegungsgleichung lasst sich nun leicht als Euler-Lagrange-Gleichungen eines Variationsproblems ge-
winnen. Wir bendtigen dazu nur eine Lagrange-Funktion L(x, % ), deren Euler-Lagrange-Gleichungen

d oL aL

der Newtonschen Bewegungsgleichung (3.4.1) entsprechen.
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Dann ergibt sich die Trajektorie des Teilchens als die Losung des Variationsproblems, das sog. Wir-
kungsfunktional

Sl = f ? el (e, 5y) (3.4.3)

extremal zu machen, wobei die Endpunkte der Bahnen x;, (¢) festgehalten werden, d.h. fiir die Variation
um die Trajektorie gilt 8x,(¢;) = 8x,(2,) = 0. Dies ist das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten
Wirkung.

Um nun die Lagrange-Funktion zu bestimmen, verlangen wir, dass

daL 3L _ 3v

:Eé’fck’ ka_ ka

mi, (3.4.4)

gilt, denn dann ist die Newtonsche Bewegungsgleichung offenbar durch die Euler-Lagrange-Gleichung
gegeben. Die erste Gleichung konnen wir einmal nach der Zeit integrieren, wobet fiir unse-
re Zwecke zunichst eine spezielle Losung der entsprechenden Differentialgleichungen ausreicht, denn jede
Lagrange-Funktion, deren Euler-Lagrange-Gleichung die Newtonsche Bewegungsgleichung reproduziert, ist
physikalisch gleichberechtigt. Wir kdnnen also einfach

aL
X, = =—— 3.4.5
mXp axk ( )
setzen, und diese Gleichungen werden offensichtlich durch
. m =y ~
L(xp, %)= >x +L(x) (3.4.6)

geldst. Dabei ist L nur noch von den x,, abhingig, also bzgl. der %, konstant. Fiir diese Funktion muss gemifd

der zweiten Gleichung in
dL L v

= =— 3.4.7
ka axk 3 Xp ( )
gelten, und dies wird offenbar durch £ =—V erfiillt.
Eine mogliche Lagrange-Funktion ist damit durch
L(x, %) = %?2 V&) (3.4.8)
gegeben.
Wie bei der Herleitung von (3.2.9) gezeigt, ergibt sich, dass die
Hamilton-Funktion
H= 23: a2k 1 (3.4.9)
—_ k - . ST
= 9%
entlang der Trajektorie erhalten ist.
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3. Analytische Mechanik

Setzt man (3.4.8) ein, erhilt man den Energiesatz, der stets gilt, wenn die Krifte konservativ sind und dem-
zufolge die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit abhingt, d.h. die Grofle

H= %§2+V(z):5 (3.4.10)

ist fiir die Losung der Euler-Lagrange-Gleichung, also die Trajektorie des Teilchens unter Einfluss der konser-
vativen Kraft, erhalten. Dies ist der von der Newtonschen Mechanik her bekannte Energieerhaltungssatz
(vgl. Abschnitt[2.4.3). Man bezeichnet den ersten Term T = mx2/2 als kinetische Energie und das Potential
V(x) der Krifte als potentielle Energie.

Der erste Vorteil des Hamilton-Prinzips gegentiber der Newtonschen Bewegungsgleichung ist, dass es sich
leicht auf verallgemeinerte Koordinaten umschreiben lisst. Dies ist bequem, wenn bei einer Anwendung
bestimmte Symmetrien vorliegen, z.B. wenn fiir das Potential V(X) = V(r) mit r = |x| gilt, d.h. wenn
ein Zentralpotential vorliegt. Dann ist es offensichtlich, dass es vorteilhaft ist, statt der oben verwendeten
kartesischen Koordinaten Kugelkoordinaten (7, ¢, ¢) zu benutzen.

Seien also g; (7 € {1,2,3}) beliebige verallgemeinerte Koordinaten, die zumindest einen Teil des Raumes um-
kehrbar eindeutig beschreiben, d.h. die kartesischen Koordinaten x;, sind umkehrbar eindeutige Funktionen
der g;:

xp = xp(q;)- (3.4.11)

Die Trajektorien in diesem Raumbereich werden dann eindeutig als Funktionen g, = ¢, (¢) der generalisierten
Koordinaten von der Zeit beschrieben. Wir miissen nun die Lagrange-Funktion durch diese generalisierten
Koordinaten und deren Zeitableitungen ausdriicken. Zunichst gilt wegen der Kettenregel

3
_m I

Hier und im Folgenden bietet es sich an, die Einsteinsche Summationskonvention zu verwenden, wonach
wir das Summenzeichen einfach weglassen und iiber Indizes, die doppelt in einer Gleichung auftreten, sum-
mieren.

Definieren wir nun

ka 3xl
&)= =5 (3.4.13)
! ¢ aq; 3%‘
ergibt sich
m .
Ir= ?81‘]‘(61)%‘%‘- (3.4.14)

Dabei sind die {iber die generalisierten Koordinaten g, vom Ort abhingigen Koeffizienten g;; die Kompo-
nenten der Euklidischen Metrik bzgl. der lokalen Basisvektoren

. dx - o

Das Potential konnen wir tiber die Parametrisierung (3.4.11) direkt durch die generalisierten Koordinaten
ausdriicken, wobei wir dem etwas laxen Physikerbrauch in der Notation folgen, das gleiche Symbol V fiir
diese Funktion verwenden, d.h. wir schreiben einfach

V(g)=V[x(q)]- (3.4.16)
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Die Wirkung ist dann einfach durch
0
S[q] :f dtL(q,q) (3.4.17)
2}
mit ”
L(q,4)=T(q,9)—V(q)= ?gi]‘(é])%%’ —Vi(q) (3.4.18)
gegeben.

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich wieder nach dem Hamilton-Prinzip der kleinsten Wirkung, nur dass
wir jetzt die Trajektorie vermdge der verallgemeinerten Koordinaten g, = ¢, (¢) ausdriicken. Entsprechend
gelten die

Euler-Lagrange-Gleichungen fiir beliebige generalisierte Koordinaten, d.h. sie sind forminvariant un-
ter allgemeinen Koordinatentransformationen:

d dL JL
——— = e 3.4.19
de dg, g OAD)

Wichtig ist noch der Begriff der kanonisch konjugierten Impulse. Sie werden definiert als

dL

= —. 3.4.20
Pk e ( )

Die Euler-Lagrange-Gleichungen (3.4.19) lauten dann

. dL

b= 2= (3.4.21)
99

Daraus ist sofort ersichtlich, dass ein kanonisch konjugierter Impuls p, entlang der Trajektorie er-

halten ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht von der generalisierten Koordinate g;, abhingt. Man

nennt eine solche generalisierte Koordinate zyklisch.

\.

Es ist also fiir die Integration der Bewegungsgleichungen eines Problems wiinschenswert, solche generalisier-
ten Koordinaten einzufiihren, fiir die moglichst viele Koordinaten zyklisch sind. Dies erreicht man 1.a. da-
durch, dass man Symmetrien eines Problems ausnutzt. Zu einer systematischen Betrachtung dazu kommen

wir in Abschnitt 3.5

3.4.2 Aquivalente Lagrange-Funktionen

Es ist klar, dass die soeben hergeleitete Lagrange-Funktion nicht die einzige Funktion ist, die auf die Bewe-
gungsgleichungen fithrt. Wir bezeichnen zwei Lagrange-Funktionen als dquivalent, wenn sie zu denselben
Bewegungsgleichungen fiihren. Dies ist sicher immer dann der Fall, wenn die Variation der Wirkungen, die
aus diesen beiden Lagrange-Funktionen vermdoge definiert werden, tibereinstimmen.

Set also
L'(q,4,t)=L(g,4,t)+ (g, 4, 1). (3.4.22)

Dann sind die Lagrange-Funktionen L und L offenbar dquivalent, wenn die mit der Funktion A gebildeten

91



3. Analytische Mechanik

Euler-Lagrangegleichungen identisch erfiillt werden, also fiir alle Trajektorien (q(t))

d dA _ 3A

— =— 3.4.23
det qu d qr ( )
gilt. Fiihren wir die totale Zeitableitung auf der rechten Seite aus, erhalten wir]
2 2
d°N . d°A ,,4+i5’A_&’A (3.4.24)

4, 5——F9 =5
dq; 94, d4¢;dq. " dtdq, g

Dabei bedeutet die partielle Zeitableitung d /Jt die Ableitung nach der expliziten Zeitabhingigkeit. Da nun
voraussetzungsgemif$ die rechte Seite dieser Gleichung nicht von §;, abhingt, muss notwendig

92N
55— =0 (3.4.25)
34,94,

sein. Dies ist aber nur moglich, wenn A eine lineare Funktion bzgl. der g, ist, wobei die Koetfizienten von ¢
und ¢ abhingen diirfen. Damit wird

~ ~

AMg.,q,t)=7y;(g,t)g; +Ay(q, t). (3.4.26)
Setzen wir dies in (3.4.24) ein, erhalten wir

gixlk-. gj\lk_aﬂlf- IR,

q;,+ = q;,+ .
dg; 7 dt  dq 7 g

(3.4.27)

Bringen wir nun die beiden Terme mit g; auf die linke Seite und alle tibrigen Terme auf die rechte, folgt

T g = Ty (3.4.28)
aq]- dqp |7 dq at

Da die rechte Seite der Gleichung nicht von den ¢ abhingt, muss die linke Seite 0 sein und damit

. JA
N, ==-2. (3.4.29)
99
Damit die linke Seite fiir beliebige g; verschwindet, gilt
ok, A
kU _g (3.4.30)
dq; g
und damit ist P
Ay = a—Q(q, t) (3.4.31)
i

mit einer beliebigen Funktion €2, die nur von den ¢, und ¢ abhingt, ist. Aus (3.4.29) folgt dann, dass

A, =30 (3.4.32)

2Es gilt wieder die Einsteinsche Summenkonvention!
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3.4. Das Hamiltonsche Prinzip

ist. Setzen wir nun (3.4.31) und (3.4.32) in (3.4.26) ein, folgt

A=——4,+30=—qQ. (3.4.33)
k

Das bedeutet, dass die beiden Lagrangefunktionen L’ und L genau dann iquivalent sind, wenn es eine
Funktion Q(q, ) gibt, so dass

oo ) d
L'(q,4,t)=L(q,4,t)+ Eﬂ(‘“) (3.4.34)

gilt.

Betrachten wir nun die Wirkungen. Offenbar ist
7]
$'lq] ZJ deL' = S[q]+q(t,), ,]— g (1), 1;]- (3.4.35)
31

Die Wirkungen unterscheiden sich also nur durch Randterme, also Werte der Trajektorien an den Rand-
punkten des betrachteten Zeitintervalls[ ¢, t,]. Zudem hingen diese Randterme nur von den ¢, (¢,) und g, (z,)
und nicht von ¢, ab. Da beim Hamiltonschen Prinzip definitionsgemaf3 die Randpunkte festgehalten werden,
stimmen in der Tat die Variationen der beiden Wirkungsfunktionale tiberein, und folglich liefern die beiden
Lagrangefunktionen L und L’ die gleichen Bewegungsgleichungen.

3.4.3 Beispiel: Freier Fall bzw. schiefer Wurf

Wir betrachten im Folgenden einige sehr einfache Beispiele, um die grundlegende Rechentechnik des Lagran-
ge-Formalismusses zu demonstrieren. Beginnen wir mit dem freien Fall in Erdnihe. Dazu nihern wir die
Gravitationskraft auf ein Punktteilchen als konstant:

F =—mgé, (3.4.36)

wobei é; ein Basisvektor der kartesischen Basis (¢;) (7 € {1,2,3}) ist. Natirlich lasst sich dieses Beispiel am
einfachsten durch direkte Anwendung der Newtonschen Bewegungsgleichungen 16sen, aber wir wollen den
Lagrange-Formalismus verwenden, um die grundlegenden Rechenschritte zu erldutern.

Zunichst miissen wir uns iiberlegen, welche generalisierten Koordinaten wir wihlen. Das entscheidet sich am
einfachsten, wenn wir zunichst das Potential der Kraft bestimmen, d.h. wir suchen eine skalare Funktion V/,
so dass

VV =—F =—mgé, (3.4.37)

gilt. Offensichtlich sind dazu kartesische Koordinaten besonders bequem, denn es gilt

- ..V v v v
vw=>" o = ox, _axz_o, o, =+mg. (3.4.38)

Die ersten beiden Gleichungen besagen, dass V = V/(x3) ist, d.h. dass V nicht von x; und x, abhingt, und die
letzte Gleichung lsst dich sofort integrieren:

V(x3) = mgx;. (3.4.39)
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Man kdnnte noch eine beliebige Konstante addieren, aber diese spielt im Folgenden keine Rolle fiir die Bewe-
gungsgleichungen, weil in den Euler-Lagrange-Gleichungen nur Ableitungen vorkommen, so dass eine addi-
tive Konstante in der Lagrange-Funktion irrelevant fiir die Bewegungsgleichungen ist. Die Lagrangefunktion
lautet also in unseren kartesischen Koordinaten

L:T—V:%?Z—mgx3. (3.4.40)

Die Lagrangefunktion hingt nicht von x; und x, ab, d.h. diese Koordinaten sind zyklisch, und folglich sind
die dazugehorigen generalisierten Impulse wegen (3.4.21) Erhaltungsgrofien, d.h. es gilt

aL -

P1= =— = mxy =const,
%, (3.4.41)
dL . o

Py = =—— = mx, = const.
ax,

Damit lassen sich die Bewegungsgleichungen fiir x; und x, sofort losen:
x(t) = vt + x5 Vo = %4(0) =const, xy; = x,(0) = const, (.4.42)

X,(1) = Vgpt + Xpp,  Vpy = %,(0) =const, x5, = x,(0) = const.
Auch die Bewegungsgleichung fiir x5 ldsst sich in diesem Fall am einfachsten direkt integrieren. Um sie aus
dem Lagrange-Formalismus herzuleiten, betrachten wir die entsprechende Euler-Lagrange-Gleichung
d dJL . . 1 dL
—_—— = MX, = ——
di 0%, DTTBT O
und dies kann man in der Tat einfach zweimal nach der Zeit integrieren. Unter Berticksichtigung der An-

fangsbedingungen, folgt

=—mg, (3.4.43)

x3(t):—§t2+vo3t + g (3.4.44)

Wir bemerken noch, dass die Lagrangefunktion nicht explizit von der Zeit abhingt und somit wegen (3.4.10)
die Energie erhalten ist. Es ist also

H= %22 +mgxy; =E =const. (3.4.45)

Das bestitigt man auch unmittelbar durch Einsetzen der Losungen (3.4.42) und (3.4.44) (Ubung)).

3.4.4 Beispiel: Harmonischer Oszillator

Als nichstes betrachten wir den eindimensionalen harmonischen Oszillator. Die Lagrange-Funktion ist in
diesem Fall

L=—5*—2x2 (3.4.46)

In der Tat lautet dann die Bewegungsgleichung

doL_ 1oL _
drar T 9x

Auch diese lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten lasst sich leicht direkt
integrieren (vgl. [Heel4]], Abschnitt 5.2). Wir wollen hier aber den alternativen Weg tiber den Energieerhal-
tungssatz verwenden, um diese generell wichtige Methode zu erldutern. Da namlich L nicht explizit zeitab-
hingig ist, gilt der Energie-Erhaltungssatz, d.h.

. 8 L ﬁ .2

k
H:xE—L: 5 x° 4+ Exz =E =const. (3.4.48)

—kx. (3.4.47)
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3.4. Das Hamiltonsche Prinzip

Dies ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung und insofern einfacher als die Bewegungsgleichung. Sie ist zwar
nicht linear, lasst sich aber leicht durch , Trennung der Variablen® 16sen:

i =4/ l(215—kx2), (3.4.49)
m
t , X , m

Das Vorzeichen bestimmt sich dabei wie folgt: Wegen ist |xo| < 4/2E [k, so dass das Argument unter
der Wurzel positiv ist. Das Vorzeichen der Anfangsgeschwindigkeit bestimmt dann das Vorzeichen in (3.4.50)
und ob x < x, oder x > x; wird, denn die Zeit muss immer monoton wachsen, d.h. ¢ > 0 sein. Erreicht
dann x die Werte #+/2E /k, muss sich das Vorzeichen der Wurzel und die Anderungsrichtung von x wieder
umkehren. Das Teilchen bewegt sich also stets zwischen diesen beiden Endpunkten hin- und her.

d.h. es gilt

V —_
E = const

X

Das wird auch an der obigen Skizze deutlich, wo das Potential V(x) = kx?/2 aufgetragen und der Wert der
Gesamtenergie als horizontale Linie eingetragen ist. Da die kinetische Energie 7' = m%?/2 > 0 ist, kénnen
nur die Bereiche von x durch den Massenpunkt erreicht werden, wo V(x) < E ist, und damit bestimmt
die Gleichung V(x) = E die beiden Umkehrpunkte der Bewegung, angedeutet durch die vertikalen griinen
Linien.

Wir kdnnen nun das Integral (3.4.50) ausfiihren:
X x/ 1
o [m f P S S
Jx V2E—kx2 "V 2E ), T\ 1=k/QEN"?
0 0
(3.4.51)
m k k
=4/ — |arccos| \| —=x | —arccos| \| —=x | | -
k 2F 2F

Setzen wir w = 4/ k/m, liefert dies gemafd (3.4.50)

x(t)::l:‘/%cos(wt—goo), @y = Farccos \%xo . (3.4.52)

Wie zu erwarten, stimmt dies mit den ausfiihrlichen Betrachtungen zum harmonischen Oszillator in Ab-

schnitt 2,5} {iberein.
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3.4.5 Beispiel: Mathematisches Pendel

x, Wir betrachten als erstes Beispiel zu verallgemeinerten Koordinaten das
¢, @ mathematische Pendel. Darunter verstehen wir eine Masse, die an einem

als masselos anzusehenden Stab der Linge R befestigt ist, der sich nur um
R die x,-Achse drehen kann. In unserem Fall ist es offenbar von Vorteil, ge-
mif} der nebenstehenden Skizze statt der kartesischen Koordinaten x; und
x5 als generalisierte Koordinate den Winkel ¢ einzufithren, denn der Mas-
sepunkt kann sich aufgrund der Befestigung nur noch in der x,-x;-Ebene
entlang eines Kreises mit Radius R um den Ursprung bewegen, und die-
ser wird am einfachsten durch die Parametrisierung mit dem in der Skizze
eingezeichneten Winkel ¢ beschrieben:

x= <x1> —R <Sm§”> . (3.4.53)
X3 cos @

Zur Berechnung der Lagrange-Funktion bendtigen wir zunichst die Geschwindigkeit (Nachrechnen!)

&:R¢< o > (3.4.54)

—sing

ol
S

woraus die kinetische Energie (Nachrechnen!)

m., mR®

I=—%=——9¢ (3.4.55)
folgt.
Schliefllich miissen wir das Potential der Schwerkraft durch ¢ ausdriicken: (Nachpriifen!)
_(F\_[ 0\ [aV _ _
F= <F3> = <mg> = —<33 V> = V=—mgx;=—mgRcosg. (3.4.56)
Die Lagrange-Funktion ist damit also
2
L(§0,¢):T—V:%¢2+mg]€cosgo. (3.4.57)

Die Bewegungsgleichung ergibt sich wieder aus der Euler-Lagrange-Gleichung. Berechnen wir zunichst den
generalisierten Impuls

Py =5 =mR¢. (3.4.58)

In diesem Fall handelt es sich natiirlich nicht um einen gewohnlichen Impuls sondern vielmehr um die Dre-
himpulskomponente aufgrund der Rotation des Massenpunktes um den Ursprung ((Warums)). Jedentalls lau-
tet demnach die Bewegungsgleichung

d dL gL JL ) . g .
b= Ea_go = 3_§0 =—mgRsing = gp:—]—{smgp. (3.4.59)

Diese Bewegungsgleichung lasst sich nicht mehr mit Hilfe der {iblichen elementaren Funktionen I3sen. Es
ergeben sich sog. elliptische Funktionen (s. z.B. [Hee08])).

Offensichtlich ist ¢ = 0 = const eine Lsung, und wir konnen kleine Schwingungen um diese Gleichgewichts-
lage betrachten. Fiir |¢| < 1 entwickeln wir dazu die rechte Seite (3.4.59) um ¢ = 0 und erhalten

¢= —]%go +0(¢?). (3.4.60)
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3.4. Das Hamiltonsche Prinzip

Vernachlissigen wir also die Terme in hoherer als linearer Ordnung, erhalten wir die Bewegungsgleichung
fiir einen harmonischen Oszillator mit der Kreisfrequenz v = 4/ ¢ /R, und die allgemeine Losung lautet

(1) = g cos(wt — o), (3.4.61)

wobei die Integrationskonstanten ¢ und ¢, aus den Anfangsbedingungen ¢(0) = ¢, und ¢, = wy bestimmt
werden kénnen. Wichtig im Hinblick auf unsere lineare Naherung ist dabei, dass fiir die Bewegung fiir kleine
Amplituden, also fiir || < 1 fiir alle Zeiten klein bleibt, denn es ist dann |¢(¢)| < |¢| < 1 fiir alle ¢. Die
stationdre Losung ¢ = 0 = const ist also unter kleinen Stérungen stabil.

Wir kénnen nun auch fiir die exakten Bewegungsgleichungen die an dem schwingenden Massenpunkt an-
greifenden Krifte analysieren, die sich offensichtlich aus der Schwerkraft und der Fadenspannkraft, die die
Zwangskraft darstellt, die den Korper auf der Kreisbahn hilt, zusammen. Dazu miissen wir nur noch-
mals nach der Zeit ableiten:

mi:—MR¢2<Sln¢>—mgSin§0< CO‘S¢ >:£tot' (3.4.62)

—Sing

Dabei haben wir im letzten Term die Bewegungsgleichung verwendet. Offenbar greift also effektiv an
dem Pendelkorper die in Radialrichtung wirkende Zentripetalkraft und die zur Kreistrajektorie tangentiale
Komponente der Schwerkraft an. Die Zwangskraft aufgrund der Fadenspannung ist also durch die Summe
der Zentripetalkraft und der Gegenkraft zur Radialkomponente der Schwerkraft gegeben. In der Tat ist

I _ofsmg) ) cosg \ 0

=—m (Rgo'z + gcosga><5in¢>.

Cos @

(3.4.63)

Wir kénnen die Zentripetalkraft mit Hilfe des Energiesatzes noch durch ¢ ausdriicken. Da die Lagrangefunk-
tion nicht explizit von der Zeit abhingt gilt der Energiesatz

H:p(Pgb—L:T+V:%Rngz—ngcosgp:E:const. (3.4.64)
Es ist also 2 2
¢2 = R? + R cosg (3.4.65)
und folglich mit
£Z=—<%+3mg cosgo) <z§;§;> (3.4.66)

3.4.6 Beispiel: Das sphirische Pendel

Unter einem sphirischen Pendel verstehen wir einen Massepunkt, der an einem idealisierten masselosen Fa-
den im homogen genidherten Schwerefeld der Erde aufgehingt ist.

Entsprechend der Geometrie des Systems benutzen wir Kugelkoordinaten mit dem Ursprung im Aufhinge-
punkt des Pendels, wobei die Polarachse in Richtung der Schwerebeschleunigung weisen moge:

cosgsind

X=R| singsind |. (3.4.67)
cos
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Die kinetische Energie in diesen Koordinaten ergibt sich zu (Nachrechnen!)

ms, mR?

T=7%= T[gbzsin219+192]. (3.4.68)
Das Potential ist durch
V=—mg-x=—mgRcos? (3.4.69)
und somit die Lagrangefunktion durch
di\* mRr , . :
L:T—V:%<d—:> :mTI:gp'zsmzﬁ—i-ﬁz]—i-ngcosﬁ (3.4.70)

gegeben. Wir finden sofort zwei Integrale der Bewegung: Da die Lagrangefunktion nicht explizit von der Zeit
abhingt, ist die Gesamtenergie erhalten. Weiter ist ¢ eine zyklische Variable, so dass der dazugehdorige kano-
nische Impuls, der in diesem Fall natiirlich die Drehimpulskomponente in z-Richtung ist, ebenfalls erhalten
ist:

2

R . ;
E= T—I—V:mT[go'zsmzﬁ—i—t‘}z]—ngcosﬁ, (3.4.71)
Py = mR*C,; = mR*¢sin? & = const. (3.4.72)
Wir kénnen mit Hilfe der zweiten Gleichung ¢ im Energiesatz eliminieren und gelangen zu
mR? Cf .
E=—— +8? ) —mgRcos¥. 3.4.73
2 <sin2 U § ( )
Die Bewegungsgleichung fiir & ldsst sich dadurch bereits erheblich vereinfachen. Zunichst ist
dL -
pg=— =mR*Y (3.4.74)
ad

und damit mit den Euler-Lagrange-Gleichungen fiir ¢
9= @ sinﬁcosﬁ—%sinﬁ. (3.4.75)

Eliminieren wir hieraus ¢ mit Hilfe von (3.4.72), erhalten wir

Coig — & ind. (3.4.76)

sin R

§=c?

Kleine Schwingungen um eine Gleichgewichtslage

Wir betrachten nun zunichst den Fall, dass ¢ nur wenig von der Gleichgewichtslage ¥, abweicht, die wir
dadurch definieren, dass ¢ = &, = const fiir gegebenes C; eine Losung von (3.4.76) ist, d.h. 3, ist dadurch
bestimmt, dass die rechte Seite von (3.4.76) verschwindet. Daraus folgt

. 4/(9
Ci= }% 56125195‘ (3.4.77)
Fiir ¢, # 0 bedeutet dies wegen (3.4.72)
G
) — == const, 3.4.78
v sin® 9, ( )
und die Gleichgewichtsbedingung lautet
02 cosd, = % (3.4.79)
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@ Das Pendel bewegt sich dann also mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
%, Q auf einem Kreis um die x;-Achse, und wir konnen dies anhand der ne-
benstehenden Skizze als Kriftegleichgewicht im mit dem Massenpunkt

J, 7 mitrotierenden Bezugssystem verstehen: Im Gleichgewicht muss nimlich
1 . die Resultierende aus der Schwerkraft 7 ¢ und der Zentrifugalkraft ma,

A in Richtung des Fadens weisen. Diese Kraft wird durch die Spannkraft des
a, Fadens kompensiert, so dass im rotierenden Bezugssystem insgesamt kei-

Rsind, : .~'ZZ cos9. ne Kraft wirkt. Aus der Skizze liest man ab, dass die Zentrifugalbeschleu-
i,y " ni = Rsin9,Q? ist. Die K dieser Zentrifugalbeschleu-

gsind gL 2N nigung a, = Rsind Q° ist. Die Komponente dieser Zentrifugalbeschleu

nigung senkrecht zum Faden ist demnach 2, = RQ?sin ¢, cos . Damit
keine resultierende Kraft in dieser Richtung wirkt, muss dies der entspre-
chenden Komponente der Schwerkraft gsind, gleich sein. Damit ist gsind}, = RQ?sin, cos ¥, woraus

(3.4.79) resultiert.

Wir betrachten nun kleine Stérungen um dieses Gleichgewicht, d.h. fiir gegebenes C; machen wir den Ansatz

X3

§=0 +e (3.4.80)
und entwickeln die rechte Seite der Bewegungsgleichung (3.4.76) fiir ¢

cosd
sin® 9

f(9)=C? —]%sint(} (3.4.81)

bis zur linearen Ordnung in €:

f@) =, +e)=f(8)+ef(8)=ef'(I,). (3.4.82)

Wegen
.2 2
sin“d +3cos” ¥ ¢
f/(9)=—Ct S —Ecosﬁ1 (3.4.83)

und mit (3.4.77) ergibt sich schliefflich

sin? G, +3cos? I,

cos U,

ECARES <

_ gsin® &, +4cos? I,
" R cos
g 1+3cos? ¥,

- R cos Y,

+ cos 195>

(3.4.84)

wobei wir im letzten Schritt im Zzhler sin? ¢, = 1 —cos? ¢, verwendet haben. Damit ergibt sich schlieflich

aus (3.4.82)

143cos® ¢
E=—%+0(4) mit ~2:§&.

3.4.85
R cos 195 ( )

Fiir eine stabile Losung muss dabei ¢? > 0, also 0 < ¢, < 7/2 sein. Die allgemeine Losung dieser linearisierten
Gleichung lautet dann nimlich

€(t)=écos(dt — ), (3.4.86)

wobei die Amplitude ¢ die Bedingung |é| < 1 erfiillen muss, damit die lineare Niherung der Bewegungsglei-
chung gerechtfertigt ist.
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Fiir ¢ gilt wegen (3.4.72)

.G C, 2C e cost, )
§9: - 2 = 2 - . 3 +ﬁ(€ )
sin“¢  sin“ 9, sin” &, (3.4.87)

=Q(1—2¢cotd,)+ O().

Dabei haben wir C; vermdge (3.4.77) ausgedriickt und Q aus (3.4.78) verwendet. Die Winkelgeschwindigkeit

der Rotation um die x;-Achse wird also durch kleine harmonische Korrekturen mit der Kreisfrequenz
gestort. Mit (3.4.87) erhilt man die Losung dieser linearisierten Gleichung durch eine einfache Integration:

@(t) = @q+ Qt — gécot U [sin(dt — ¢pg) +sin g ]. (3.4.88)
1)

3.5 Das Noether-Theorem (Lagrange-Form)

Das Noether-Theorem(Emmy Noether, 1882-1935) stellt eines der wichtigsten Resultate der mathematischen
Physik fiir die gesamte moderne Methodologie der theoretischen Physik dar. Es stellt einen Zusammenhang
zwischen Symmetrien der Wirkung (bzw. der Variation der Wirkung) und Erhaltungsgréfien her, d.h. Gro-
fen, die als Funktionen der generalisierten Koordinaten, ihrer Zeitableitungen und evtl. explizit der Zeit ent-
lang der Trajektorien des Systems, also fiir die Losungen der Bewegungsgleichungen zeitlich konstant bleiben.

3.5.1 Symmetrien

Um zu definieren, was eine Symmetrietransformation ist, betrachten wir allgemeine Transformationen der
Zeit und der generalisierten Koordinaten von der Form

t'=t'(t,q,9), q; = q]/.(t,q,q'). (3.5.1)

Weiter sei ein mechanisches System durch eine Lagrangefunktion bzgl. der urspriinglichen generalisierten
Koordinaten und Geschwindigkeiten L(g, 4, t) gegeben.

Definitionsgemif} ist dann (3.5.1) eine Symmetrietransformation, wenn das Hamiltonsche Prinzip mit der
Wirkung

4 . o di! N .
STq"] :J/ dt/L(q/,q/,t/):J thL[q/(q,q,t),q/(q,q,t),t/(q,q,t)]. (3.5.2)
tI 1

t

dieselben Bewegungsgleichungen ergibt wie das Hamiltonsche Prinzip mit der Lagrange-Funktion L(g, 4, t).
Das urspriingliche Variationsproblem bezieht sich auf die Wirkung

S[4] :f “dtL(g,d,t). (3.5.3)

t

Nun liefert das Hamiltonsche Prinzip fiir (3.5.2) dieselben Bewegungsgleichungen, wenn die Lagrangefunktio-
nen in (3.5.2) und (3.5.3) im Sinne von Abschnitt dquivalent sind. Wie wir dort gesehen haben, bedeutet
dies, dass es eine Funktion (g, ¢) geben muss, sodass

t’ RN : . d
o Hd'(@:4.0).4'(4:4,0),t'(q.4,)]= L(q,4,) + 7-Uq:1) (3.5.4)
gilt. Dabeti ist definitionsgemaf}
., _ dg;
g = d—t’j. (3.5.5)
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Im Folgenden geniigen uns ,infinitesimale Transformationen®, d.h. wir schreiben
t/:t+€@(t’q54)’ q]/‘:qj"i_GQj(t’q’q') (3.5.6)
und nehmen an, dass die Symmetriebedingung (3.5.4) bis zur Ordnung O(¢) erfiillt sei. Wir bendtigen zu-

nichst gemif3 (3.5.5)

dg’ dr d
./ 1 - 4 .
G=q0 = dt’dt[ 4 +€Q;(t,4,4)]. (3.5.7)
Nun gilt
dt d'\ gz 1 de
v \q:/) = =l—e—+0 3.5.8
de/ <dt> 142 g T (3.58)
und damit dQ dQ
doe do
=11 02> — |=4; 0(e?). 3.5.9
q; < (dt+ (€7) <q]+e dt> 61]+e<dt q]dt>+ (¢7) ( )

Entwickeln wir die linke Seite von bis zur Ordnung O(¢), erhalten wir mit (3.5.7) und (3.5.8)
L(q/’ ql’ t/) =L(q,4,t)

JdL d d_\ JdL d
s H(Gumige) s ot 6510

+ 0(e2).

Gemif (3.5.4) miissen wir nur verlangen, dass Q = —e{2 + 0(€?) 1sl denn wir fordern die Aquwalenz der
Lagrange-Funktionen nur bis auf Gréfien der Ordnung 0(€?), und €2 muss von der Ordnung O(e) sein.

Folglich ist ( eine Symmetrietransformation, wenn es eine Funktion Q = €)(g, ¢) gibt, so dass die
Symmetrlebedmgung

aL <ko ,d®> L ,do oL db_ 6511

U7\ E %4 ) T Ee T T a

gilt.

\.

Untersuchen wir nun, was dies fiir die Trajektorien des Systems bedeutet, also fiir diejenigen ¢, (), die die
Euler-Lagrange-Gleichungen

d dL JL
TR (3.5.12)
erfiillen. Zunichst ist dann
JL dQ, JL d JL dQ, JL d dL
k34k+ dt 94, ,@%f dz 361'k25< ka_q'/) ©:31)
und weiter
dL— dL JL JL
TG, g, T,
.ddL . JdL JL
_qkdt 36] qkaqk +E (3.5.14)
_d/.dL JL
—5: (935 )+ 5

’Die Einfithrung des zusitzlichen Vorzeichens ist Konvention.
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3. Analytische Mechanik

Setzen wir dies in (3.5.11) fiir L/t ein und beachten zugleich (3.5.13) sowie (3.5.11), folgt nach

einigen Umformungen (Ubung!)

d .

£<Qkpk—®H+Q>:O, (3.5.15)
wobei wir die generalisierten Impulse und die Hamilton-Funktion
, H=¢,——L (3.5.16)

verwendet haben.

Dies ist das Noether-Theorem: Liegt eine Symmetrie unter der ,infinitesimalen Transformation®
(3.5.6) vor, d.h. erfiillt die Lagrangefunktion die Bedingung (3.5.11), so ergibt sich eine Erhaltungs-
grofle entlang der Trajektorien des Systems gemif} (3.5.15).

3.5.2 Raum-Zeit-Symmetrien

Das Newtonsche Raum-Zeit-Modell weist viele Symmetrien auf, und diese Symmetrien sollten von den fun-
damentalen Naturgesetzen fiir abgeschlossene Systeme erfiillt sein. Wir wollen nun fiir die Spezialfille eines
Systems aus einem bzw. zwei Teilchen die Bedingungen an die Lagrange-Funktion suchen, die sich aus dieser
Einschrinkung ergeben. Dies geschieht am einfachsten in kartesischen Koordinaten.

Betrachten wir zunichst den Fall eines Teilchens. Dann wihlen wir als die ¢}, die kartesischen Koordinaten
x;, des Ortsvektors dieses Teilchens. Die Raum-Zeit-Symmetrien umfassen nun die Homogenitit von Raum
und Zeit, die Isotropie des Raums und die Symmetrie unter Galilei-Boosts, d.h. die Unabhingigkeit der
Naturgesetze von der Wahl des Inertialsystems, d.h. die Bewegungsgleichungen dndern sich nicht, wenn man
von einem Inertialsystem zu einem dazu gleichférmig geradlinig bewegten Bezugssystem tibergeht, das dann
wieder ein Inertialsystem ist.

Betrachten wir zunichst die Homogenitit der Zeit, d.h. dass beliebige Translation in der Zeit eine Symme-
trietransformation sein muss. Dies wird in unserem oben entwickelten Formalismus durch

t'=t+e, q=x, > 0=1, Q=0 (3.5.17)
beschrieben. Setzen wir dies in die Symmetriebedingung (3.5.11) ein, erhalten wir

AL d
— 4+ —0Q=0. 3.5.18
at + dt ( )

Offenbar lisst sich dies fiir 2= 0 und die Bedingung
L
at

erfiillen, d.h. die Lagrange-Funktion darf nicht explizit von der Zeit abhingen. Gemif} ist die

Hamilton-Funktion, also die Gesamtenergie die im Sinne des Noether-Theorems der Zeittranslati-
onssymmetrie entsprechende Erhaltungsgrofie.

0 (3.5.19)

. J

Der Homogenitit des Raumes entspricht die Translationsinvarianz in einer beliebigen Richtung 7
q,’e =x,+en,, t'=t = Q,=mn,=const, O=0. (3.5.20)
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3.5. Das Noether-Theorem (Lagrange-Form)

Die Symmetriebedingung (3.5.11) verlangt somit

L df
— 4+ —=0. 35.21
"k axk dt ( )

Dies lisst sich wieder mit {2 = 0 erfiillen, und die riumliche Translationsinvarianz verlangt somit,
dass L nicht von den x;, abhingt, denn wir kénnen 7 = ¢, fiir k € {1,2,3} setzen, d.h. alle drei kartesi-
schen Koordinaten miissen zyklisch sein, und folglich sind gemaf3 alle drei Komponenten des
kanonisch konjugierten Impulses erhalten:

JdL

L=LX), pp= 7%,

= const. (3.5.22)

Der Isotropie des Raumes entspricht die Symmetrie unter Drehungen um beliebige Drehachsen. Eine infi-
nitesimale Drehung ist durch

t'=t, qé:xk—eekjlnjxl:>®zo, Qp =—¢p;imjx;, n;=const (3.5.23)

definiert. Wegen dL/3x, = 0 verlangt die Symmetriebedingung (3.5.11), wieder mit € = 0, nur noch

. dL
—ekjln]-xlg—xk:O (3524)

Wir kdnnen wieder 7 =¢; (i € {1,2,3}) setzen. Demnach muss dL/Jx;, o< %}, sein, d.h. es gilt

L=L(3). (3.5.25)

Gemaf (3.5.15) sind die aus der Isotropie des Raumes folgenden Erhaltungsgrofien beliebige Kompo-
nenten des Drehimpulses, denn

f-ﬁ::—Qkpk:njekﬂxlpk:ﬁ-(fxf). (3526)

Da wir fiir 7 wieder die drei kartesischen Basisvektoren einsetzen diirfen, ist folglich der Drehimpuls

[=%x} (3.5.27)
erhalten.
Die Invarianz unter Galilei-Boosts wird durch
t'=t, q//e =x,—ent >0 =0, Qp=-—mnt, n,=const (3.5.28)
beschrieben. Mit verlangt die Symmetriebedingung
—nkj—éJri—? :—2n,€x,€L’(£2)+xk5—Z ‘Z—? =0. (3.5.29)
Das kann fiir eine Funktion = €)(%, ) fiir
Q=mnyx, =mi-%, m=const (3.5.30)
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3. Analytische Mechanik

erfiillt werden. Setzen wir dies in (3.5.29) ein, erhalten wir fiir L die Differentialgleichung

S LN 5 ) (3.5.31)
d(;z) 2 2
Gemif ist
mi-X =#-(mi—pt). (3.5.32)

Da wir wieder 72 =¢; fiir j € {1,2,3} setzen konnen, ergibt sich die zur Invarianz der Naturgesetze
unter Galilei-Boosts gehorige Erhaltungsgrofle

K=mX =mx—pt. (3.5.33)

Dabei ist X der Schwerpunktvektor. In der Tat beschreibt 1) 1) offensichtlich ein freies Teilchen,

das sich mit der Geschwindigkeit X = p/m und dem Impuls p = mx = const geradlinig gleichférmig
bewegt. Das 1. Newtonsche Axiom folgt also aus der Galilei-Symmetrie der Raumzeit.

Insgesamt liefern die Symmetrien der Galilei-Newton-Raumzeit also 10 Erhaltungssitze, die mit den ent-
sprechenden 10 voneinander unabhingigen Symmetrietransformation gemif§ dem Noether-Theorem zusam-
menhingen:

e Zeitliche Translationsinvarianz: Die Naturgesetze sind zeitlich unverinderlich, d.h. wird ein
Experiment zu einem beliebigen Zeitpunkt unter den gleichen Bedingungen ausgefiihrt, ergeben
sich immer dieselben Resultate. Die damit zusammenhingende Erhaltungsgrofie ist die Energie
bzw. die Hamiltonfunktion H.

* Homogenitit des Raumes bzw. rdumliche Translationsinvarianz: Die Naturgesetze sind
vom Ort unabhingig, d.h. wird ein Experiment an verschiedenen Orten unter den sonst gleichen
Bedingungen ausgefiihrt, erhilt man stets dieselben Resultate. Die damit zusammenhingenden
Erhaltungsgréfien sind die drei Komponenten des Impulses .

¢ Isotropie des Raumes bzw. riumliche Rotationsinvarianz: Die Naturgesetze sind von der
Orientierung unabhingig, d.h. fithrt man Experimente bei verschiedenen Orientierungen im
Raum aus, erhilt man stets dieselben Resultate. Die dazugehdrigen Erhaltungsgrofien sind die
drei Komponenten des Drehimpulses.

e Galilei-Boost-Invarianz: Es ist unmdglich, ohne Bezugnahme auf einen dufleren Gegenstand
die absolute Geschwindigkeit eines Versuchsautbaus durch irgendwelche Experimente zu be-
stimmen. In allen Inertialsysteme, die sich relativ zueinander geradlinig gleichformig bewegen,
gelten dieselben Naturgesetze. Die dazugehongen Erhaltungsgrofien sind die drei Komponenten
K = mX mit dem Schwerpunktvektor X.

3.5.3 Zweiteilchensystem mit Wechselwirkungszentralpotential

Wir kénnen uns nun auch leicht ein abgeschlossenes Zweiteilchensystem definieren. Offensichtlich erfiillt
namlich die Lagrange-Funktion

my 32 m, »2

L=— 5 xX;+— 5 —V(r) mit r=|%—%, (3.5.34)
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3.5. Das Noether-Theorem (Lagrange-Form)

die volle Galilei-Symmetrie. Man rechnet mit Hilfe von (3.5.11) und (3.5.15) leicht nach (Ubung/), dass die
Erhaltungsgrofien durch

H= %5512 + %5522 + V(r) (Zeittranslationsinvarianz), (3.5.35)
pP= Pt = mﬂél + mza_é2 (raumliche Translationsinvarianz), (3.5.36)
I= my Xy X py+myX, X p, (riumliche Drehungen), (3.5.37)

L L omy R+ myR
K=MX—Pt, M= =
& my o+ g, i (3.5.38)

(Galilei-Boostinvarianz)

gegeben sind. Es liegt nun nahe, diese Symmetrien moglichst dadurch auszunutzen, dass man geeignete neue
Koordinaten einfiihrt. Offenbar eignen sich dafiir die Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

my Xy + myX,

M

X = , =% —%, (3.5.39)

Zur Umrechnung der Lagrange-Funktion in die neuen Koordinaten bendtigen wir die Umkehrtransformati-

on (nachrechnen!)

=, XY= —.
M M

Damit ergibt sich die kinetische Energie durch einfaches Einsetzen und Umformen mit Hilfe der neuen Ko-

ordinaten (nachrechnen!) zu

(3.5.40)

my - ms 2 M = JRS . mim
T="1x24 232 X2 292 i =172 3.5.41
2x1+2x2 > +27 mit  u o ( )

Die potentielle Energie ist schon durch die Relativkoordinaten ausgedriickt, d.h.

M > 5
L=T—V=2k+ %ﬂ V(). (3.5.42)

Damit haben wir die Translationssymmetrie und Galilei-Boostsymmetrie bereits vollstindig ausgenutzt,
denn die Schwerpunktskoordinaten X sind zyklisch und folglich der dazugehérige kanonisch konjugierte
Impuls, der in diesem Fall einfach der gewohnliche Gesamtimpuls des Systems
. JL 5
P= 8—_) =MX = const (3.5.43)
X
ist, erhalten. Damit bewegt sich der Schwerpunkt geradlinig gleichférmig, denn wir kénnen diese Gleichung

wegen P = const sehr einfach nach der Zeit integrieren, um

-

—

P -
X(t)=—t+X,, 3.5.44
(=7t +X (3.5.44)

zu erhalten, wobei die Integrationskonstanten )?0 = const durch die Anfangsbedingungen X (¢ = 0) = 55](.0)
und jc}(t =0)= 5](.0), ebenso wie P, bei t = 0 bestimmt sind:

-(0 =(0
o g i iy
“

o~ M

3 (0)

P=mv;" +my (3.5.45)
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Die Bewegungsgleichungen fiir die Relativkoordinaten 7 entkoppeln vollstindig von der nunmehr gelésten
Gleichung fiir die Bewegung des Schwerpunkts.

Wir haben also das Problem der Bewegung zweier Korper mit einer Zentralkraftwechselwirkung auf
ein effektives Einteilchenproblem zuriickgefiihrt. Wir brauchen also nur noch die Lagrange-Funktion

L= %?2 — V(7)) (3.5.46)

zu betrachten.

Diese Lagrange-Funktion fiir die Relativbewegung ist nun offenbar noch unter beliebigen Drehungen invari-
ant, und dies fiihrt gemifl dem Noether-Theorem zur Erhaltung des Relativdrehimpulses, den wir als

> Lo . L 5
[=7%xp mit p= 3— = ux (3.5.47)
ar
schreiben kénnen. Nun ist aber .
7.i=o, (3.5.48)

d.h. die Bewegung verlduft in der zeitlich konstanten Ebene senkrecht zum Drehimpuls l.

g TS C : . . - .
Geometrischist dA = 5dt|7 x7| = ﬂdt die in einer kleinen Zeit d vom Radiusvektor 7 iberstrichene

Fliche des. Dies ist das 2. Keplersche Gesetz, das demnach offensichtlich fiir beliebige Zentralkrifte
und nicht nur fiir das 1/7-Potential der Gravitationswechselwirkung gilt (vgl. Abschnitt[2.8.2).

Legen wir nun die r;-Achse des Koordinatensystems in Richtung von / und den Koordinatenursprung so,
dass 7y; = 73(t = 0) =0 ist, konnen wir Polarkoordinaten in der r;-7,-Ebene einfiihren, d.h.

7 7 Cos @
7, |=| rsing |, 7y =0=const. (3.5.49)
73 T03
Dann ist
. cos —sing '
F=7(sing |+7r¢| cosg | = =i+ r’g% (3.5.50)
0 0
Dies in (3.5.41) eingesetzt, liefert
Ly= %(# + 260 — V(r). (3.5.51)

Es ist also ¢ eine zyklische Koordinate. Dies ist zu erwarten, weil sie die Drehung des Radiusvektors in der
r1-r2-Ebene beschreibt und das System unter diesen Drehungen invariant ist. Der dazugehérige kanonisch
konjugierte Impuls ist

Po= % = ur’p = const. (3.5.52)
i 5’(2
Dies ist aber wegen
[ = UT X 7= urlee, (3.5.53)

der Betrag des Drehimpulses: p,, = 1.
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Die Bewegungsgleichung fiir r ergibt sich durch die entsprechende Euler-Lagrange-Gleichung

doL, . dL ,
il ) 0559
Mit (3.5.52) folgt
T R
==V == 5+ V0| 359

Wir haben damit das Zweikorperproblem mit Zentralkraftwechselwirkung auf die Bewegung eines
Teilchens der Masse y in einem ,effektiven Potential®

12

V=
= 502

€

+V(r) (3.5.56)

vereinfacht.

Nun hingt L, auch nicht explizit von der Zeit ab. Folglich ist die Hamilton-Funktion und also die Energie
erhalten:

Hg=pjaj—La=T+V =546+ V(r)
) 2 (3.5.57)
— 57;2 + m + V(r)=E = const.

3.6 Die Symmetrien des Keplerproblems

Wir wenden uns nun noch einmal dem Kepler-Problem zu, das wir bereits in Abschnitt vollstindig
gelost haben. Wie im vorigen Abschnitt gezeigt, gentigt die Betrachtung der Bewegungsgleichungen fiir die
Relativbewegung, die durch die Lagrange-Funktion (3.5.51) beschrieben wird, wobei

M
v(ry=-121"2_ _I¥ (3.6.1)
r r

ist.
Wir wollen zunichst fiir die Relativbewegung eines allgemeinen Zentralkraftproblems mit der Lagrange-
Dichte

L= §7Z—V(r) (3.6.2)

die allgemeinen Symmetrien, die sich durch reine Koordinatentransformationen ausdriicken lassen, bestim-

men. Wir setzen also fiir die Symmetrietransformation (3.5.6)

- -

o(t,7,7)=0, Q(t,7,7)=Q(¢t,7). (3.6.3)

d.h. é soll jetzt nicht von der Geschwindigkeit 7 abhingen. Dann ergibt sich unter Verwendung von (3.6.2)
tiir die Symmetriebedingung (3.5.11)

V/(r) an . an _ Qfl 3()
- Vka"'#ﬁ’j”k‘*‘#W” ——a—m” TS (3.6.4)
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Dabei haben wir die totalen Zeitableitungen der Q, und von €2 mit der Kettenregel ausgefiihrt. In (3.6.4)
hingt nun die rechte Seite nur linear von den 7, ab, so dass der mittlere Term auf der linken Seite fiir sich
verschwinden muss. Das erreichen wir, indem wir

dQ
a_rf = i1 (3.6.5)

mit einem beliebigen Vektor 7 ansetzen, wobei wir zur Vereinfachung 7 = const annehmen. Da dann der
Ausdruck antisymmetrisch unter Vertauschung der Indizes & und j ist, verschwindet dann sicher der mittlere

Term auf der linken Seite von (3.6.4), und aus (3.6.5) folgt
Qp = €pjy7imy + Qp(2). (3.6.6)

Dies wiederum in (3.6.4) eingesetzt liefert

Vi(r) i a0 . 90
— = ——=— 1, — ——- 3.6.7
Qe Qe 2t G (3.6.7)
Damit ist aber 3
N A ~ i
5, = M) = Q=—un Q. (3.6.8)
Tk
Damit also erfiillt ist, geniigt es also, dass Q, die Differentialgleichung
% V(r ~
preQp=— r( )erk (3.6.9)

erfiillt. Das ist der Fall, wenn Q(t) die Differentialgleichung
V'(r)

r

uQu=—""Q, (3.6.10)

erfiillt. Da wir an Groflen interessiert sind, die fiir die Losungen der Bewegungsgleichungen, also der Euler-
Lagrange-Gleichungen, erhalten sind, diirfen wir die Euler-Lagrange-Gleichungen verwenden. Diese lauten
aber

-

Wi =—V'(r)=. (3.6.11)
r
Es ist leicht zu zeigen, dass fiir das Gravitationspotential (3.6.1) die Gleichung (3.6.10) fiir
Q=—#'7(t)-7(t) (3.6.12)

mit beliebigen Lésungen 7(t) der Bewegungsgleichungen (3.6.11) und 7’ = const erfiillt wird.
Wir haben also gemif$ (3.6.6) und (3.6.8)

O=ixi—i7 3 fz:—w-[ﬁx?—n_(??)]. (3.6.13)

mit beliebigen Losungen 7 = 7(¢) der Bewegungsgleichung.
Die zu dieser Symmetrie gehorige Erhaltungsgrofle ist gemifd (3.5.15)

L - w Lo N 1. = P
C:p~Q+Q:2n-l+an/~|:—rxl—l] (3.6.14)
a r
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mit den Impulsen % = 7 und dem Drehimpuls /= Ui X7

Da nun fiir 7 und 7’ beliebige konstante Vektoren gewihlt werden kdnnen, erhalten wir fiir die Be-

wegung eines Teilchens im 1/7-Potential als Erhaltungsgrofien neben dem Drehimpuls [ auch den
Laplace-Runge-Lenz-Vektor
-~ 1. - 7
A=27xi-L (3.6.15)
a r
benannt nach Pierre-Simon Laplace (1749-1827), Carl Runge (1856-1927) und Wilhelm Lenz, 1888-

1957.

Dass dies tatsichlich eine Erhaltungsgrofie ist, bestitigt man direkt unter Verwendung der Bewgungsgleichung

3.6.11) mit dem Gravitationspotenial (3.6.1). Dabei diirfen wir die Drehimpulserhaltung, also dass / =0 ist,
verwenden (Nachrechnen!):

. T
A=——Fx(Fxr)+ L1 (3.6.16)
r3 r2  r
Nun folgt durch Ableiten von 72 = 72 nach der Zeit, dass r# =7 - ?, dhr=7- 7/7 ist, und mit der ,bac-

cab-Formel® ergibt sich daraus in der Tat

A=0. (3.6.17)
Um die physikalische Bedeutung des Laplace-Runge-Lenz-Vektors zu verstehen, berechnen wir nun die Bah-

kurve. Diese erhilt man jetzt sehr einfach aus A = const:

S 7 1, o o7 72 1. s 7 12
r-A=Arcosp=—7-(* xl)——=—-(rx7)-l—r=——7. (3.6.18)
a r a ua

Dabei ist ¢ der Winkel zwischen dem Ortsvektor 7 und dem konstanten Laplace-Runge-Lenz-Vektor A.
Daraus folgt fiir die Bahnkurve

L2
pP=—

au
Das ist gemifl Anhang[A]die Gleichung fiir Kegelschnitte mit dem Parameter p und der Exzentrizitit ¢ mit
dem Koordinatenursprung in einem seiner Brennpunkte.

r(p)= _r mit

= e =A. (3.6.19)
1+e€cosep

Der konstante Laplace-Runge-Lenz-Vektor weist dabei in Richtung des Perihels (also des sonnennichs-
ten Punktes) des Planeten. Die oben hergeleitete spezielle Symmetrie fiir die Bewegung im 1/7-Poten-
tial ergibt also, dass der Ortsvektor vom Schwerpunkt zum Perihel zeitlich konstant bleibt.

Schlieflich ist (Ubungsaufgabe)

(3.6.20)

mit der Gesamtenergie £ = ,u?z /2—a/r. Damit stimmt, wie zu erwarten, die Bahnkurve (3.6.19) mit dem
entsprechenden Ergebnis (2.8.28) aus der direkten Rechnung mit der Newtonschen Bewegungsgleichung tiber-
ein. Dabeti ist die Bahn

e ein Kreis bzw. eine Ellipse fiir 0 < ¢ < 1, also £ <0,

e cine Parabel fiir e =1, also E =0
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e und eine Hyperbel fiir ¢ > 1, also £ > 0.

Fiir die gebundenen Planetenbewegungen ergibt sich also fiir den Fall, dass 7, > m, wieder das 1.
Keplersche Gesetz, wonach die Bahnkurve eine eine Ellipse mit der Sonne (Masse 72,) in einem der
Brennpunkte ist.

Fiir Himmelskorper mit beliebigen Massen bewegt sich jeder der Korper auf einem Kegelschnitt mit
einem Brennpunkt im Schwerpunkt R=( m 7, + m,7,)/M, der sich relativ zum gewihlten Inertial-
system geradlinig gleichformig bewegt.

3.7 Die Hamiltonsche kanonische Mechanik

In diesem Abschnitt kommen wir nun auf die im Ausblick auf die Quantentheorie wichtigste Formulierung
der klassischen Mechanik, den Hamilton-Formalismus. Innerhalb der klassischen Mechanik erméglicht die-
se Formulierung die tiefgriindigste Behandlung der Symmetrieprinzipien und elegante Methoden zur Losung
der Bewegungsgleichungen.

Die Grundidee besteht darin, das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung im Konfigurationsraum, pa-
rametrisiert durch verallgemeinerte Koordinaten g, zu einem Hamiltonschen Prinzip im sog. Phasenraum
zu erweitern.

Der Phasenraum beschreibt dabei die Bewegung des Teilchens durch die verallgemeinerten Koordina-
ten g, und die dazugehorigen kanonisch konjugierten Impulse

L

pf—é@; (3.7.1)

Wir gehen dabei davon aus, dass sich die §;, vermoge eindeutig als Funktionen der g; und p; ausdriicken
lassen. Es gibt zwar Fille, sog. singulidre Probleme, bei denen dies nicht der Fall ist, aber wir behandeln diesen
recht komplizierten Fall in diesem Buch nicht. Der interessierte Leser sei auf [Dir58]] verwiesen.

Im reguldren Fall, also wenn sich die §; verm&ge als Funktionen der ¢g;, und p; schreiben lassen (und
evtl. auch explizit von der Zeit, falls die Lagrange-Funktion L explizit zeitabhingig ist), folgt nun fiir das totale
Differential der Hamilton-Funktion

: ILN . | . dL L
H=pyq,—L = dH = <P/e - 3—> ddp + gedpp — 5—dg, ———dt. (3.7.2)
Gk Dk t
Wegen (3.7.1) verschwindet die Klammer vor den dgy,, und es folgt
dL dL
dH = ¢, dp, — =—dgq, — =—dr. 3.7.3
4k9Pr aqk 9k ot t ( )

Da wir voraussetzungsgemifl die g, durch die p; und g, ausdriicken kdnnen, kénnen wir also die Ha-
milton-Funktion als Funktion H(q, p, t) der generalisierten Koordinaten ¢ = (g,), der dazugehorigen
kanonisch konjugierten Impulse p = (p;) und evtl. explizit der Zeit ¢ betrachten. Der Vergleich mit

(3.7.2) ergibt dann

dH L __3H 3L_ 2H 674

"=35° g,  9q. Ii It
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3.7. Die Hamiltonsche kanonische Mechanik

Betrachten wir nun die Bewegungsgleichungen. Aus dem Hamiltonschen Prinzip, wie wir es oben in Ab-
schnitt [3.4) hergeleitet haben, gelten fiir die Ldsungen der Bewegungsgleichungen die Euler-Lagrange-Glei-
chungen

. d dL JL
_doJL _JdL 3.7.5
T334, 2, 7
Wegen (3.7.4) gilt also
. _dJH . JH (37.6)
"G T og o
Dies sind die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen.

Sie sind eine weitere dquivalente Formulierung der Bewegungsgleichungen der Newtonschen Mechanik, so-
weit es sich um ein dynamisches System handelt, das sich mit dem Lagrange-Formalismus beschreiben ldsst,
fiir das sich die generalisierten Geschwindigkeiten gy, als Funktionen der g, und p; ausdriicken lassen (regulire
Hamiltonsche Systeme). Es handelt sich nun um ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen 1. Ord-
nung fiir eine Trajektorie im Phasenraum, der durch (g, p) aufgespannt wird. Hat man also f voneinander
unabhingige generalisierte Koordinaten ¢, ist der Phasenraum (2/')-dimensional. Die Bewegungsgleichungen
fiir die g aus dem Hamiltonschen Prinzip waren 2. Ordnung, und ihre Losung wird eindeutig durch Vorga-
be von Anfangsbedingungen fiir die ¢ und ¢ zu einer Zeit ¢, bestimmt. Entsprechend sind die kanonischen
Gleichungen Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir die ¢ und p, deren Losungen eindeutig durch
Vorgabe von Anfangsbedingungen fiir die generalisierten Koordinaten und Impulse g und p zur Zeit ¢t = ¢,
eindeutig bestimmt werden. Da wir die p durch die g und ¢ ausdriicken kénnen, bestimmen die Anfangsbe-
dingungen fiir die Bewegungsgleichungen in der Lagrange-Form auch eindeutig die Anfangsbedingungen im
Phasenraum, wie sie fiir die Losung der kanonischen Gleichung vorgegeben werden miissen. Da wir weiter
angenommen haben, dass das Hamiltonsche System regulir ist, bestimmt auch umgekehrt die Vorgabe der
Anfangsbedingung im Phasenraum eindeutig die Anfangsbedingung im Raum der ¢ und 4.

Die Bewegungsgleichungen in Lagrangescher Formulierung und die Hamiltonschen kanonischen Glei-
chungen sind also in der Tat vollstindig zueinander dquivalent.

Als nichstes folgt aber der entscheidende Vorteil der Hamiltonschen Formulierung, der darin besteht, dass
wir das Hamilton-Prinzip der kleinsten Wirkung bzgl. Variationen im Konfigurationsraum erweitern konnen
zu einem Wirkungsprinzip bzgl. Variationen im Phasenraum.

Wir zeigen also, dass wir die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen auch aus einem erweiterten
Prinzip der kleinsten Wirkung erhalten konnen. Dazu schreiben wir die Wirkung als Wirkung im Phasen-
raum, indem wir verwenden, um die Lagrange-Funktion durch die Hamilton-Funktion auszudriicken.
Entscheidend ist dabei nun aber, dass wir die Variationsmoglichkeiten dahingehend erweitern, dass wir die
generalisierten Koordinaten g #nd die kanonisch konjugierten Impulse p unabhingig voneinander variieren
diirfen. Dabei sollen die Variationen der g den tiblichen festen Randbedingungen der Trajektorien im Konfi-
gurationsraum wie beim urspriinglichen Hamilton-Prinzip erfiillen, also 8 ¢(t;) = 8¢(t,) =0, wihrend wir
den Variationen der p keinerlei Randbedingungen auferlegen. Dann lautet das Phasenraum-Wirkungsfunk-
tional

5]
Sta.p1= | detdupe 1) 6.77)
4
Die Variation ist offenbar
b . . JH JH
é\S:f dt [SQkZ’k+<%_Q_>3Pk—3_3%]- (3.7.8)
t Pk qk
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3. Analytische Mechanik

Da beim Hamiltonschen Variationsprinzip die Zeit nicht mitvariiert wird, gilt 8¢, = d(8¢;)/dt, und wir
konnen im ersten Term partiell integrieren und die Randbedingungen 8¢, (¢,) = 8 q,(¢,) = 0 ausnutzen.

Dann folgt

b JH JH
é‘S:f dt[<' ——>é‘ —<' +—>8 ] (3.7.9)
. 9k EFS Pe—\ Pr 24, 9k

Dann wird 8'S fiir alle nun als #nabhingig voneinander angenommen Variationen 8¢ und & p genau
dann stationdr, wenn die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen (3.7.6) erfiillt sind, d.h. sie folgen

aus dem eben betrachteten verallgemeinerten Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung fiir
Phasenraumtrajektorien.

3.7.1 Beispiel: Der harmonische Oszillator

Als einfaches Beispiel betrachten wir den harmonischen Oszillator in der Hamilton-Formulierung des Wir-
kungsprinzips. Die Lagrange-Funktion lautet

2

L= %xz — m;‘) x2. (3.7.10)
Der kanonisch konjugierte Impuls ist
dL
p=2 i i= L (3.7.11)
dx m

Die Geschwindigkeit x ldsst sich also eindeutig durch p ausdriicken, und es liegt demzufolge ein regulires
Hamiltonsches System vor. Daraus folgt eindeutig die Hamilton-Funktion als Funktion von x und p, also

m., mw? , PP me?

H:fcp—L:ma‘cz—L:?xz—i- =+ — x2 (3.7.12)
m

Die kanonischen Bewegungsgleichungen lauten demzufolge gemif3 (3.7.6)

JH p . JH )
X=—— ==, = =—mw-Xx. 3.7.13
dp m P dx ( )
Setzt man nun die erste in die zweite Gleichung ein, folgt
p=mi=—mew’x = i=—wx, (3.7.14)

also wie zu erwarten die korrekte Bewegungsgleichung fiir den harmonischen Oszillator.

3.8 Kanonische Transformationen

Die Bedeutung des erweiterten Hamiltonschen Prinzips besteht nun darin, dass die Bewegungsgleichungen
nicht nur forminvariant unter allgemeinem Transformationen der Koordinaten g; des Konfigurationsraums

zu beliebigen neuen Koordinaten q; (in Gestalt der Euler-Lagrange-Gleichungen) sind, sondern auch unter

allgemeineren die generalisierten Impulse einschlieffenden Transformationen, die die Variation des im Pha-
senraum formulierten Wirkungsfunktionals (3.7.7) invariant lassen. Solche Transformationen bezeichnen wir
mit Hamilton als kanonische Transformationen.
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3.8. Kanonische Transformationen

Wir gehen nun wie bei der analogen Frage bei der Lagrangeschen Formulierung in Abschnitt vor, wobei
wir die oben hergeleitete Formulierung als erweitertes Hamiltonschen Wirkungsprinzip verwenden.

Um die Bedingungen an eine beliebige Transformation

e = q(Qps Py t)s  pp = Pp(Qpy Prst) (3.8.1)

dafiir zu finden, dass sie die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen forminvariant lassen, miissen wir nur
verlangen, dass die Variation des Wirkungsfunktionals in beiden kanonischen Koordinatensystemen
gleich ist, wobei wir die Moglichkeit zulassen wollen, dass fiir die neuen kanonischen Koordinaten (Qy, P} )
auch eine neue Hamilton-Funktion H'(Q,, Py, t) eingefithrt werden muss. Die Variation der Wirkung bleibt
gemif} dieser Betrachtung invariant unter dieser kanonischen Transformation, wenn

AI:J el pudy — H—(PeQu — H')), (3.8.2)

1

gelesen als Wegintegral im sogenannten erweiterten von (¢,q, p) parametrisierten Phasenraum, ein totales
Differential

ist, wobei f gemif} der auf der linken Seite auftretenden Differentiale als eine Funktion von ¢, Q und ¢
aufzufassen ist. Der Vergleich zwischen der linken und rechten Seite zeigt weiterhin, dass

o p -9

H —H=2 =— P, =—
tf’ pk aqk’ k an

(3.8.4)

gilt.

Die Transformation (3.8.1) ist also genau dann eine kanonische Transformation, wenn es eine Funktion
der alten und der neuen generalisierten Koordinaten ¢, und ibt, so dass die Beziehungen (3.8.4)
8 qk k& 8
gelten. Nach dem Lemma von Poincaré ist das wenigstens lokal nur dann der Fall, wenn

ope __ 9P

= 3.8.5
aQ, dq S

1st.

Es ist klar, dass es viel einfacher ist, wenn wir die Funktion f willkiirlich vorgeben und die ,alten Koordina-
ten“ (g, p) mit Hilfe der Bedingung durch die ,neuen Koordinaten® (Q, P) ausdriicken. Wir nennen
daher f auch Erzeugende der kanonischen Transformation. Ist f explizit zeitabhingig, diirfen wir dabei
nicht vergessen, auch die Hamiltonfunktion gemaf3 zu transformieren.

Es ist manchmal allerdings bequemer, die erzeugende Funktion mit Hilfe anderer Paare alter und neuer Pha-
senraumkoordinaten auszudriicken. Hier bewihrt sich das schon bei der Herleitung der Hamiltonschen ka-
nonischen Gleichungen angewandte Prinzip der Legendre-Transformation. Zuerst leiten wir den fiir das
Folgende wichtigsten Fall her, dass wir die Erzeugende als Funktion g der alten Konfigurationsraumkoordi-
naten ¢ und der neuen kanonischen Impulse P vorgeben. Dann schreiben wir

f(q,Q,t)=gi(q,P,t)— QP

dg, dg dg (3.8.6)
=dg, =—— P - — P, + —>-dt.
:>df ququ ko k+<3P/€ Qk)d L+ 3; dt
Das bedeutet, dass 5
81
= — 3.8.7
Q=33 687)
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3. Analytische Mechanik

sein muss, damit f die geforderte Abhingigkeit von g und Q hat. Setzten wir (3.8.6) in (3.8.4) ein, finden wir,
dass die kanonische Transformation durch g gemif§

g dg
H =H+23 ==°t ===1 3.8.8
t81 Pr qu’ Qk gpk ( )
erzeugt wird. Aus der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen von g; nach den ¢ und P folgt daraus die
Beziehung
bk _ 9% (3.8.9)
ar,  dq
Als nichstes betrachten wir die Legendre-Transformation
f(4,Q,t)=g(p,Q, t)+q/ep/e
dg, 3¢, (3.8.10)
=>df =dp, <£ + f]/e> + dQ/e Q 2+ dgp pe + g—dt
Daraus folgt wieder analog we im Fall
dg dg
H =H+3dg, =——22 p=—"2°2 3.8.11
tag =3 b T30, (3.8.11)
Die Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen von g, nach p und Q liefert damit die Bedingung
P
a4 _ 9P (3.8.12)
dQ; Ip

Schliefllich kombinieren wir beide Legendretransformationen (3.8.6) und (3.8.10) indem wir von g, ausgehen:

(P, Q,t) = g3(p, Pst) — Qp Py,

g g dg (3.8.13)
Mit folgt daraus
g g
H'=H =——=2 == 3.8.14
+ gt 83 4k apk ’ Qk apk ( )
Die Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen von g; liefert schliefflich die Bedingung
9ae _ 9 (3.8.15)
or,~ dp

Aus den Bedingungen (3.8.5} (3.8.9}[3.8.12} [3.8.15) kénnen wir nun die Unabhingigkeit der sog. Pois-
son-Klammer von der Wahl der kanonisch konjugierten Phasenraumvariablen nachweisen, also die
Kovarianz der Poisson-Klammer bzgl. kanonischer Transformationen. Dabei ist die Poisson-Klam-
mer fiir zwei beliebige Funktion A(g, p) und B(g, p) durch

JA JB _ JB JA
I Ipr I, Iy,

{A,B},,= (3.8.16)

definiert.
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3.9. Beispiele zu kanonischen Transformationen

Dazu schreiben wir fiir zwei beliebige Phasenraumfunktionen A und B die Poisson-Klammern mit den neuen
Phasenraumkoordinaten (Q, P) an,

JA JIB
ABYQN =22 22 (4B
{ b }pb anapk ( > )

__<3A 8@_+ew18pj><93 dq, 3B Ip,

dq;9Q. dp;dQ )\dq, dP, Ip, P,

(3.8.17)

)-s

wobei (A, B) fiir den Ausdruck steht, der durch den voranstehenden Term durch Vertauschen von A mit B
hervorgeht. Ausmultiplizieren der Klammern und Beriicksichtigung der Antisymmetrisierung bzgl. Vertau-
schen von A und B ergibt unter Zuhilfenahme der Bedingungen (3.8.5}[3.8.9} [3.8.12} [3.8.15) in der Tat die
Poissonklammer geschrieben in den ,alten Variablen® (g, p), d.h. es ist

)P b
{A,B}Sf )= {A,B};‘{)p) = {A,B}. (3.8.18)

3.9 Beispiele zu kanonischen Transformationen

Nun wollen wir einige Beispiele zu kanonischen Transformationen betrachten, die wir im vorigen Abschnitt
auf verschiedene Arten definiert haben. Zum einen kann man kanonische Transformationen definieren, in-
dem man erzeugende Funktionen willkiirlich festlegt. Sie sind stets als Funktionen eines Satzes alter und
neuer kanonischer Koordinaten definiert und diirfen auch explizit zeitabhingig sein. Man kann alle vier
Kombinationen von alten und neuen Koordinaten verwenden, je nach Bequemlichkeit fiir die jeweilige An-
wendung. Wir stellen die vier Fille nochmals tibersichtlich zusammen. Sie wurden hergeleitet in den Gln.
(845.8.83.8.113.8.1)

g§=8(¢9,Q,t): szj_qgk> P/ez—;—ng, H’:H+%, (3.9.1)
g=2g(g,P1): pk:%, kaj—lggk, H’:H+%, (3.9.2)
g=g(p,Q,t): qk:—j—pgk, Pk:_j_(i’ H’:H+%, (3.9.3)
g=g(p,P1): q/e=—5—pgk, Qk=;—1§k, H’=H+%- (3.94)

Andererseits haben wir auch gezeigt, dass eine Transformation (g, p) <= (Q,P) genau dann kanonisch ist,
wenn die Poisson-Klammern der alten und neuen Phasenraumvariablen ungeindert bleiben:
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3. Analytische Mechanik

{qk’qf}pb - {Qk’Qf}pb - {pk’Pj}pb - {Pk’Pj}pb =0
{%>Pj}pb = {Q/e’Pj}Pb = -

Dabei ist die Poisson-Klammer zwischen Phasenraumfunktionen ihrerseits forminvariant unter den
kanonischen Transformationen, kann also sowohl mittels der alten als auch der neuen Koordinaten
ausgerechnet werden gemif}

(3.9.5)

JA 9B 9B JA 34 3B 3B 4
dq. dpr Fqdpp IQIP, QIR

{A,B}, = (3.9.6)

3.9.1 Beliebige Transformationen Konfigurationsraum

In der Lagrange-Formulierung der analytischen Mechanik konnten wir von beliebigen generalisierten Koordi-
naten g zu beliebigen neuen generalisierten Koordinaten Q iibergehen. Die Abbildung musste nur (zumindest
lokal) umkehrbar und differenzierbar (also ein Diffeomorphismus) sein. Es ist klar, dass demnach eine solche
Transformation stets zu einer kanonischen Transformation erweiterbar sein muss. Wir geben also lediglich

qr = f(Q, 1) (3.9.7)

vor und fragen, ob wir diese Vorgabe durch eine kanonische Transformation im Hamilton-Formalismus rea-
lisieren konnen. In diesem Fall ist das sehr einfach, denn wir brauchen z.B. nur auf den Generator vom Typ

(3.9.3), g = g(p, Q, t) zuriickzugreifen. Zunichst ist

d
qk:_a_ji:fk(Q’t) = g(p’Q’t):_ijj(Q’t)' (3-9'8)

Man beachte, dass wir nicht den allgemeinst moglichen Fall betrachten. Wir brauchen nur eine mogliche
kanonische Transformation, d.h. wir verzichten auf das Ausschreiben der jeweiligen ,Integrationskonstan-
ten“ beim Hochintegrieren partieller Ableitungen. Gemifd (3.9.3) miissen wir dann die neuen kanonischen

Impulse gemif}
dg _ 9

aQy =P,'3—Qk

definieren. Voraussetzungsgemif ist (3.9.7) ein sog. Diffeomorphismus und damit diese Gleichung nach den
p; auflosbar, weil die Jacobi-Matrix df;,/JdQ; eines Diffeomorphismus definitionsgemifl invertierbar ist.

(3.9.9)

Damit haben wir aber die gewtiinschte kanonische Transformation gefunden.
Wir bemerken, dass sich die p; kontravariant zu dg; transformieren. In der Tat gilt (bei festgehaltener Zeit
t!)

Iq oQ;

Als Beispiel betrachten wir die Transformation von kartesischen Koordinaten (g, ) = (x,, z) zu Kugelkoor-
dinaten (Q,) = (7, ¢, ¢):
x rcossind
(gp)=1|» |=| rsingsind |. (3.9.11)
z r cos¥
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3.9. Beispiele zu kanonischen Transformationen

Dann gilt wegen (3.9.8)

g(p, Q) =—ppq1(Q)=—(p, 7 cosgsind + p,rsingsind + p,r cosJ). (3.9.12)
Die neuen zu den Q kanonisch konjugierten Impulse sind demnach
P, d.g prcosgsind + p singsind + p, cos?
Py |=—| 9sg | =| pxrcospcosd+p,rsingcosd—p,rsind |. (3.9.13)
P, 9,8 —pyrsingsind + p, rcospsind

Da J, g = 0ist, ist nun einfach H' = H, aber wir miissen H’ durch die Q und P ausdriicken, d.h. wir miissen
(3.9.13) nach p umstellen. Dazu schreiben wir das lineare Gleichungssystem in Matrixschreibweise

P, cos@sin singsin ¢ cos Py [ Px
Pg |=| rcospcos? rsingcos?d —rsind || p, |=T|p, |- (3.9.14)
P, —rsingsind  rcosgsind 0 », »,

Die inverse Matrix ergibt sich zu (nachrechnen!)

cospcos? cospcost/r —sing/(rsind)

T—'= singsind  singcos?/r  cosp/(rsind) (3.9.15)
cos¥ —sind/r 0
und damit (nachrechnen!)
1 1 P,
H =H=—53*=—(P,,Pg,P) T IT7!| Py
2m 2m 4
P, (3.9.16)

2 2
_ L (p2yley T
2m \ " 2 y25in? 9

Freilich erhilt man das gleiche Ergebnis auch, indem man die Berechnung der generalisierten Impulse mit der
Lagrange-Funktion vornimmt. Zunichst ergibt sich

i= 7"?7+719§19+rsin19g0'e¢, (3.9.17)

wobei ¢, =d. X, €y =1/rdgx und ¢, =1/(rsin 19)3(?9_5 die orthonormierten Basisvektoren der Kugelkoordi-
naten sind. Fiir das freie Teilchen ist

="
2

?2:%<f2+72192+r2sin219¢2). (3.9.18)

Die kanonisch konjugierten Impulse sind

dL dL - dL :
Pr:?:m%, Pg:?:mrzﬁ, P(P:T:mrzsmzﬁgb, (3.9.19)
r %
und die Hamiltonfunktion ergibt sich zu
H=iP, +0Py+$P,—L=L=—(P? Lo, P 3.9.20
= =+ + ) —L =L =" +—+ ] sl
T 8T 2m\ 7 v y2sin? ¢ ( )

was in der Tat mit (3.9.17) {ibereinstimmt. In diesem Fall erweist sich die Umrechnung von kartesischen zu
Kugelkoordinaten tiber den Lagrangeformalismus als bequemer als mittels der kanonischen Transformation.
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3.9.2 Freier Fall

Wir betrachten den freien Fall eines Massenpunktes in Erdnihe. Die z-Achse sei senkrecht nach oben gerich-
tet, und wir formulieren das Problem in kartesischen Koordinaten (g;,) = (x,, z). Dann lautet die Hamilton-

Funktion )

H=2 4 ;g (3.9.21)
2m

Es liegt nahe, neben den selbstverstindlich zyklischen Koordinaten x und y auch noch eine neue Koordinate
Z dadurch zyklisch zu machen, dass wir in ein beschleunigtes Bezugssystem iibergehen mit

x=X, y=7Y, Z:Z—%tz. (3.9.22)

Dies ist eine Transformation fiir die Konfigurationsraumkoordinaten X zu neuen Konfigurationsraumkoordi-

naten X, wie im vorigen Abschnitt besprochen. Wir verwenden also wieder eine Erzeugende G = G(p, X, t)

von der Form (3.9.3). Aus
aG

9?:—8—; :X—%zzzz (3.9.23)
folgt
Glp, Z,1)=—p.X —p,Y —p, (2~ %ﬂ) +Gy(Z,1). (3.9.24)
Daraus wiederum ergibt sich
p=_26 =p—3,G)e, (3.9.25)
axX

und fiir die Hamilton-Funktion (Nachrechnen!)

H =H+ a3.G
1_52 P 3,G .G, )2 (3.9.26)
= 4227 +( 2G2) —|—mg<Q3—§t2>+gth+gt5’ZG2+3tG2.
2m m 2m 2
Setzen wir nun
&G, =—mgt = Gy,=—mgZt + G5(t), (3.9.27)
damit die Terme o< P, in (3.9.26) verschwinden, folgt (Nachrechnen)
/ ]_52 2.2
H =——mg°t"+ J,G;. (3.9.28)
2m
Setzen wir dann .
3,Gy=mg’t? = Gy = 5m2g2t3, (3.9.29)
folgt schliefilich
p2
H = (3.9.30)
2m

Dies ist die Hamilton—funktione fiir ein freies Teilchen, und alle drei Raumkoordinaten X, Y und Z sind
zyklisch. Damit folgt P = P, = const und die verbliebenen Hamiltonschen kanonischen Gleichungen

g OH _Po oy _OH' Py o, OH' Py

= = = 3.9.31
apr m’ ap, m’ apr m ( )

X z
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sind durch eine einfache Integration zu l6sen und ergeben wie zu erwarten die Bewegung eines kriftefreien

Teilchens: .
m

Bzgl. der urspriinglichen Variablen z liefert (3.9.23) dann in der Tat das korrekte Resultat

-3 - S G- -
2 m 2

3.9.3 Der eindimensionale harmonische Oszillator

Der eindimensionale harmonische Oszillator ist durch die Hamiltonfunktion
2 2

H=2_ 7" (3.9.34)

2m 2

definiert. Wir wollen nun neue kanonische Variablen (Q, P) finden, so dass Q zyklisch ist, d.h. die neue
Hamiltonfunktion nicht von Q abhingt. Das erreichen wir offenbar fiir eine beliebige Funktion f, indem

a=1/ mi f(P)sinQ,  p=V2mf(P)cosQ, (3.9.35)

setzen. Wir wollen f so bestimmen, dass (3.9.35) eine kanonische Transformation mit einer Erzeugenden, die
nicht explizit von der Zeit abhingt, ist. Dann gilt jedenfalls, wie gewtiinscht (Nachrechnen!)

H'(Q,P)=H[q(Q,P), p(Q,P)]=f(P). (3.9.36)

Wir miissen nur sicherstellen, dass wir / so bestimmen konnen, dass (3.9.35) tatsichlich eine kanonische
Transformation ist. Dazu berechnen wir die einzige nichttriviale kanonische Poisson-Klammer

dg J dp d PO
(4.0hp =25 SE— L ST = 2 f(pypip) 21, 3.9.37)

Die Differentialgleichung fiir f ist leicht [5sbar:

f(P)f’(P)zédinZ:% = f=vwP. (3.9.38)

Damit sind aber alle Poisson-Klammern die kanonischen, und mit (3.9.38) ist (3.9.35) kanonisch:

q=1 2sinQ, P =2VmawPcosQ. (3.9.39)
mew

Die neue Hamiltonfunktion und die kanonischen Bewegungsgleichungen sind also

. JH’ JH’
H'(Q,P)=wP = = =———=0. 3.9.40
Die Bewegungsgleichungen sind sofort 13sbar:
Q(t)=wt+Qy, P(t)=P,=const. (3.9.41)

Dabei haben wir die Anfangsbedingungen Q(0) = Q,, P(0) = P, gleich eingearbeitet. Mittels der kanonischen
Transformation (3.9.39) erhalten wir dann die Losungen fiir die urspriinglichen Phasenraumkoordinaten ein-
fach durch Einsetzen

q(t) =1 72”—]2 sin(wt +Qy),  p(t)=+/2mewPycos(wt + Qy). (3.9.42)
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Dies ist offenbar die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen fiir die urspriinglichen Phasenraumkoor-
dinaten, wenn auch in nicht ganz expliziter Form (nachrechnen!). Offenbar gilt

2P, .
q0)=¢g,= m_coo sinQy,  p(0) = py = +/2mewPycos Q. (3.9.43)

Damit folgt aber in der Tat die Losung der Bewegungsgleichungen fiir den harmonischen Oszillator in der
gewohnten Form. Dazu miissen wir nur die Additionstheoreme fiir sin und cos verwenden und (3.9.43) an-

wenden:
P
q(t) =1 ;—ao)[cos(wt)sin Qy +sin(wt)cos Qy]

= qycos(wt)+ &sin(wt), (3.9.44)
mew
() = 4/2mwPy[cos(wt)cos Qy—sin(wt)sin Q]

= pocos(wt ) — mewxysin(wt).

3.10 Das Noether-Theorem in Hamiltonscher Formulierung

Das Noether-Theorem ldsst sich im Hamilton-Formalismus besonders elegant formulieren, wobei wir aller-
dings nur solche Transformationen betrachten kénnen, die die Zeit ungedndert lassen. Wir betrachten dazu
kanonische Transformationen, fiir die H'(Qy, Py, t) = H(Qy, P, t) ist, die also Symmetrietransformatio-
nen fiir den vogegebenen Hamilton-Operator sind.

Wir betrachten dazu Erzeugende fiir die kanonische Transformation der Form (3.9.2) g(¢*, P, t), die eine
nur infinitesimal von der Identitdt verschiedene kanonische Transformation erzeugt:

g(q,P,t):quk+G(qk,Pk,t)e. (3.10.1)

Dabei soll € ein von den Phasenraumkoordinaten und der Zeit unabhingiger ,infinitesimaler” Parameter sein,
der die Transformation parametrisiert (z.B. bei Drehungen ein infinitesimaler Drehwinkel).

Gemif (3.8.8) gilt
9G(qpsPpt)

dG(qy, pp,t
P/e:P/e‘F G—Pk‘i‘ (qk Pr )6+ﬁ(€2),
G Iq (3.10.2)
IG(qp, L) dG(g,p,t) 2 o
Q=@+ ——F, =@+ ——F ——+0().
P, I e
Bis auf Groflen der Ordnung €? lauten die Transformationen also
aG aG
8q,=Q,—q,=—=—¢, Op,=P,—p,=——-¢. 3.10.3
A% = Qe = 250 BTl e=g (3.10.3)
Fiir eine beliebige Observable O(q,, pp., t) gilt dann
Fiir den Hamilton-Operator folgt gemify
dG(qy, pu,t
H/(Qk,Pk,t):H(qk,pk,t)-i-Mé-ﬁ-ﬁ(éz). (3.10.5)

at
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Eine solche infinitesimale kanonische Transformation ist nun eine Symmetrietransformation, wenn die
transformierte Hamilton-Funktion dieselbe funktionale Form wie die urspriingliche besitzt, d.h. wenn

H'(Qp, Py, t)—H(Qp, Py, t) =0 (3.10.6)

ist. Setzt man hierin (3.10.5) ein und entwickelt bis zu Gréflen der Ordnung ¢, erhilt man daraus die Sym-
metriebedingung

dG(qy, pu,t
H/(Qk’Pk’t)_H(QkJ’k,t)IH(q/e,pk,t)+Mf

dt
aH ) ;t 3H , ,t
—[H(qk,pk,t)+3qk%+3 %} (3.10.7)

+O(3) = 0().

Zusammengefasst und mit (3.10.3) unter Verwendung der Definition der Poisson-Klammern (3.8.16) geschrie-
ben, folgt

a
{{G,H}pb‘i‘a—f]é‘i‘ﬁ(fz):0(62)- (3.10.8)
Bis auf Groflen der Ordnung €? ist also
aG
G,H — =0 3.10.9
{ }pb + It ( )
falls die kanonische Transformation eine Symmetrietransformation ist.

Fiir die Trajektorien des Punktteilchensystems im Phasenraum, ergibt sich aufgrund der Hamiltonschen Be-

wegungsgleichungen (3.7.6) fiir die totale Zeitableitung einer beliebigen Phasenraumfunktion G

iG( t)—g_G‘ +3_G' +8_G
dt q,p>t)= aqqu apkpk EP

JGJH JGIH JIG

_ _ +2¥ (3.10.10)
Iq, Ip, IpLdq, It
aG
:{G’H}pb_i_z

und damit das Noethersche Theorem in der folgenden besonders eleganten Gestalt:

Ist die Hamiltonfunktion unter einer infinitesimal von der Identitit abweichenden kanonischen Trans-
formation invariant, so ist die Erzeugende dieser kanonischen Transformation eine Erhaltungsgrofie
der Bewegung. Umgekehrt ist jede Erhaltungsgrofle Erzeugende einer Symmetrietransformation.

Die Zeitentwicklung selbst stellt gemifl (3.10.10) eine kanonische Transformation dar, deren Erzeugende die
Hamilton-Funktion ist.
3.11 Symmetrien der Galilei-Newton-Raumzeit

Wir wollen nun zeigen, dass die Form der Hamiltonfunkion fiir abgeschlossene Systeme in der Newton-
schen Mechanik im Wesentlichen durch die Raum-Zeit-Symmetrien des Newtonschen Raumzeitmodells
bestimmt ist.
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Wir betrachten zunichst ein einzelnes Teilchen und leiten die Hamilton-Funktion aus den Raum-Zeit-Sym-
metrien her. In diesem Abschnitt arbeiten wir mit kartesischen Koordinaten ¢, = x;,.

Zeitliche Translationsinvarianz: Diese Symmetrie besagt, dass die Naturgesetze zu jeder Zeit in gleicher Wei-
se gelten, d.h. fithrt man ein Experiment zur Zeit ¢, aus, liefert es bei genau gleichen Versuchsbedingungen
ein identisches Resultat, wenn man es zu einem anderen Zeitpunkt ¢, wiederholt. Die zeitliche Translations-
invarianz fillt nun nicht genau in das oben behandelte Schema einer durch kanonische Transformationen
gegebenen Symmetrietransformation der generalisierten Koordinaten und Impulse. Wir kdnnen es trotzdem
auch im Hamiltonformalismus herleiten, denn aufgrund der Hamilton-Gleichungen ist die Hamilton-Funk-
tion der Generator fiir Zeittranslationen.

Es gilt namlich

JH JH
ETN ={qp. H} > Pk__a_k {Pe-H},p,- (3.11.1)

Verwendet man also die Hamilton-Funktion selbst als Generator G = H einer infinitesimalen Symmetrie-
transformation, beschreibt dies in der Tat Zeittranslationen, und die Bedingung (3.10.10) fiir das Vorliegen
einer Symmetrie liefert

Gr =

oH_aH _
ErT

d.h. die Hamilton-Funktion darf nicht explizit von der Zeit abhingen.

{H,H},,+ =0= H=H(%,p), (3.11.2)

7

Es ist klar, dass dann fiir die Losungen der Bewegungsgleichungen

dH

o = W= (3.11.3)

gilt, d.h. die Hamilton-Funktion ist erhalten aufgrund der Zeittranslationsinvarianz. Man nennt diese
zur Zeittranslationsinvarianz gehdrige Erhaltungsgrofie Energie.

Riumliche Translationsinvarianz: Die Homogenitit des als euklidisch angenommenen Raums impliziert,
dass die Naturgesetze unabhingig vom Ort sind, d.h. gleichartig aufgebaute Experimente an verschiedenen
Orten liefern die gleichen Resultate.

Wir betrachten also die Verschiebung der raumlichen Koordinaten um einen kleinen konstanten Vektor:
SX =en. (3.11.4)

Aus (3.10.3) folgt dann
aG -
Sx=€e—=en=>G=n-p. 3.11.5
7 p (3.11.5)
Es ist also die Impulskomponente in Richtung der Verschiebung die Erzeugende der entsprechenden Trans-
formation. Wiederum aus (3.10.3) folgt 8 p = 0. Die Symmetriebedingung (3.10.9) verlangt
d(n-p) JH _ . JH

{n~p,1ﬂ1}Pb:—7 Sz = gz =0. (3.11.6)

Da dies fiir beliebige Vektoren 7 gelten soll, muss demnach
H=H(p) (3.11.7)

gelten.
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3.11. Symmetrien der Galilei-Newton-Raumzeit

Rotationssymmetrie: Die Isotropie des als euklidisch angenommenen Raums impliziert, dass die Naturge-
setze unabingig von der absoluten Orientierung von Versuchsanordnungen sein miissen, d.h. beliebige Dre-
hungen miissen eine Symmetrie fiir die Dynamik eines abgeschlossenen Systems sein.

Eine infinitesimale Drehung fiir die raumlichen Koordinaten ist durch
SX=€nxx = Sx, =€€p,,mX,,- (3.11.8)

gegeben. Dabei ist € der infinitesimale Drehwinkel und 7 der Richtungseinheitsvektor der Drehachse (Rechte-
Hand-Regel!). Fiir den Generator folgt

lé\x —Q—G—e nx
e kT gp,  kmTITm (3.11.9)

= G = €41 Pe1% = € i1 X Py =1 - (X X p)=17- L.

Der Generator einer infinitesimalen Drehung ist also offenbar die Komponente des Drehimpulses in
Richtung der Drehachse.

Fiir die Impulse folgt

aG . LS
Sp; S = e P = +e€;ppnpp > Sp=enxp. (3.11.10)

]

Die Impulskomponenten transformieren sich also, wie zu erwarten, wie Vektorkomponenten unter Drehun-

gen. Die Symmetriebedingung (3.10.9) verlangt dann unter Beriicksichtigung von (3.11.7)

JdG JH JH . (- JH
GH} =——= . —_—=—n- — | =0. 3.11.11
{ }pb ax] gp] €kl]pkn18pj n < X ap> ( )
Da dies fiir alle Einheitsvektoren 7 gelten soll, muss offenbar
pxHH=0= &Hocp = H=H(p|) (3.11.12)

gelten.

Das ist auch einleuchtend, denn die einzige rotationsinvariante Grofle, die man aus p konstruieren kann,
ist |p|, d.h. damit H rotationsinvariant unter beliebigen Drehrichtungen ist, muss sie eine Funktion dieser
einzigen unter diesen Transformationen unabhingigen Grof3e sein.

Galilei-Boost-Invarianz: Das Trigheitsprinzip (Newtons lex prima) liefert zusammen mit der angenomme-
nen Absolutheit von Raum und Zeit, die Notwendigkeit, dass die Naturgesetze in allen Inertialsystemen
gleich sind, d.h. fiihrt man ein Experiment in zwei gegeneinander gleichférmig bewegten Inertialsystemen
durch, liefert es gleichartige Resultate.

Ein infintesimaler Galilei-Boost in einer Richtung 7 ist fiir die Orts- und Impulskoordinaten durch
SX=—ent, Sp=—emi (3.11.13)
gegeben. Hier ist € die infinitesimale Boost-Geschwindigkeit. Der Generator ergibt sich wieder aus

3%/6:2—(5:—21: = G(%,p,t)=—7n-pt+G(%,1). (3.11.14)
P
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3. Analytische Mechanik

Es 1st weiter

8;/6:—‘9—(3:—3—(3:—7715 = G=1-(mX—pt). (3.11.15)
ax Ix

Die Symmetriebedingung (3.10.9) verlangt

{G,H}pb+3tG:ﬁ-<m3—H—*>:o. (3.11.16)

Dabei haben wir wieder verwendet, dass gemiaf} (3.11.12) H nicht von X abhingt. Die Symmetriebedingung
liefert also

oH_15 (3.11.17)
dp m
wenn fiir beliebige Boost-Richtungsvektoren 7 gelten soll.
Nun ist aber H = H(|p|) = H(p) und damit
oH Jdp _, P, 1.
R _Pypy=LH(p)=—
=)= p)=
S H(p)=L (3.11.18)
m
r’ 1 -
H ==
= elli= o =

Wir erhalten also aus den 10 unabhingigen Symmetrien (1 Zeittranslation, 3 Raumtranslationen, 3 Drehun-
gen, 3 Boosts) der Galilei-Raumzeit notwendig die Hamilton-Funktion fiir ein freies Teilchen. In der Tat
kann ein einzelnes Teilchen nur ein abgeschlossenes System bilden, wenn es nicht wechselwirkt. Man erhilt
dann auch Newtons Trigheitsgesetz, d.h. das freie Teilchen bewegt sich notwendig geradlinig gleichférmig
(oder verharrt in Ruhe), und der Generator fiir Boosts G = mx — pt ist in der Tat eine Erhaltungsgro-
Be, denn fiir die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen gilt p = py, X = pot/m + X, und damit
G= mX — pt = mX, = const.

Man erhilt durch eine analoge Analyse fiir ein abgeschlossenes Zweiteilchensystem (Ubung/), dass die Hamil-
ton-Funktion notwendig die Form

o o S 1 2 1 - N
H=H(Z,%, 1, p)) = — b1 + — 3 + V(% — %)) (3.11.19)

2m, 2m,

besitzt. In der Tat ist die Symmetrie unter den 10 unabhingigen Erzeugenden der Raumzeit-Symmetrietrans-
formationen unmittelbar ersichtlich. Die Erzeugenden der Symmetrietransformationen sind die Hamilton-
Funktion fiir Zeittranslationen, der Gesamtimpuls P= P, + p, fiir die Raumtranslationen, der Gesamtdre-
himpuls L = %, X p, +%, x p, und K = MX — Pt mit dem Schwerpunktsvektor X = (m,%,+m,%,)/M fiir die
Galilei-Boosts. Diese 10 unabhingigen Grofien sind gemify dem Noether-Theorem die zu diesen Symmetrien
gehorigen Erhaltungsgrofien.

Es ergibt sich insbesondere das 3. Newtonsche Axiom (actio=reactio) automatisch aus den Symmetrien, denn

mit (3.11.19) folgt fiir die Bewegungsgleichungen

% =—5, pi:—f. (3.11.20)
m; X
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Insgesamt ist also

e 3 av .7_51_.7_52 YIS - =
Plzmx1:_3~ =—=——=V(x—x|)=Fp,,
Xy %) — X,
T (3.11.21)
5 3 av X)—X{ ris o 2 =
h=mon=—a =T Vilx, = %)) = Fyy =—F,
X2 %) — X,

also direkt Newtons Lex III (actio=reactio).

Analog zeigt man, dass fiir ein allgemeineres N-Teilchensystem mit konservativen Paarwechselwir-
kungszentralkriften, also fiir die Hamilton-Funktion

N
1 . = =
H=3 0B+ VI =5
=

[ 1<]

(3.11.22)

alle 10 Raum-Zeitsymmetrien erfiillt sind. Die entsprechenden Generatoren sind wieder die Hamilton-
Funktion (Zeittranslationen) der Gesamtimpuls P (Raumtranslationen), der Gesamtdrehimpuls Z und

der Boost-Generator K mit

(3.11.23)

125




3. Analytische Mechanik

126



Kapitel 4

Anwendungen

In diesem Kapitel stellen wir einige Anwendungen der in den vorigen Abschnitten dargestellten Methoden
der Mechanik zusammen. Wir bedienen uns dabei vornehmlich der analytischen Mechanik im Lagrange-

Formalismus.

4.1 Doppelpendel

X
[ 1

N

()

V2

Wir betrachten zwei Massen, die im konstanten Schwerefeld
¢ = gé, der Erde an Fiden aufgehingt sind und in der x;-x,-
Ebene schwingen sollen. Wir wollen hier den Lagrange-Forma-
lismus verwenden. Die generalisierten Koordinaten seien die
beiden Winkel ¢, und ¢,. Aus der Skizze liest man unmittel-
bar die kartesischen Koordinaten fiir die beiden Massenpunkte

ab:

X, = 1<C.OS¢11>, =%+ <C95%>. @.1.1)

sing,
Fiir die Berechnung der kinetischen Energie

m m
T:71ﬁ+72§§ (4.1.2)

bendtigen wir die Zeitableitungen

il :ll¢1 <_51n§j1>3 £‘2:£1+ZZ <_Sln¢2>. (413)

Wir erhalten nach einigen Rechnungen (Ubungsaufgabe)

my+m . m . 5. &
T = %ngpf + 72122<p§ +myli 1, cos(p; — 92) 616,

Die potentielle Energie des Systems ist
Vi=—mg-x,—myg-x,=—g[(m+my)lcos g, +myl,cos p,].
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4. Anwendungen

Wir wollen nun weiter annehmen, dass die Schwingungsamplitude klein ist, d.h. |¢,],|¢@,| = O(€) mit |¢| < 1.

Dann kénnen wir in (4.1.4) und (4.1.5)
cos(p1 — 92)§162 = §162 + O(¢*),
o1 4
(€"), (4.1.6)

nahern. Damit wird die LagrangeFFunktion in der Kleinwinkelndherung

mi+m . m . ..
L :%112?% + 72122§9§ +myliL¢,9,
(4.1.7)

/ /
[(ml +2m2) 1§0f+ m; 2g0§:| -+ const.

Zur Herleitung der Bewegungsgleichungen bestimmen wir zunichst die generalisierten Impulse
aL : .

h=5-= (my +m)l{ ¢y + myl Ly,

?1 (4.1.8)
dL 2. .
= 36, =my(l 62+ Li1¢y).
2

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich dann aus den Euler-Lagrange-Gleichungen zu

. . . dL
pr=(my+m) G, +myl G, = _é’go =—(m;+my)gl o,
1
.1.9)

. . . dL
py=my (3G, +11,6,) = 3_g0 =—m,ghp,.
2

Etwas umgeformt folgt
[
(4.1.10)

. myly, g Lo g
+—0,=——04, + =0, =——0,.
?1 (ml + mz)ll %) 11 1 %) 12 1 12 %)

Um dieses Gleichungssystem zu losen, verwenden wir den Ansatz
p1(t)=Aexp(iQr), ¢,(t)=Bexp(ifdt), (4.1.11)
d.h. wir suchen Losungen, fiir die beide Massen mit derselben Frequenz harmonisch schwingen. Man
nennt solche Lsungen fiir ein schwingendes System, fiir die alle Teile mit einer einzigen gemeinsamen
Frequenz ) schwingen, Eigenmoden und die moglichen Frequenzen Q die Eigenfrequenzen.

Setzen wir den Ansatz in (4.1.10) ein, ergibt sich mit

1 1 2

S omy+my

Alwl—0%) =k, Q°B, B(w;—0%) =k,AQ% (4.1.13)
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Damit dies tiberhaupt nichttriviale Lsungen mit A # 0 und B # 0 haben kann, muss

A k9 i

b e (4.1.14)
sein. Setzen wir nun A = Q? erhalten wir daraus die quadratische Gleichung
w? + w? w?ew?
P12+ L2 -0 4.1.15
mit den Losungen
1

Wegen

(@] + @3 —4eiwi(1—kiky) = o + w3 —2070; +4wjwikik 4117)

= (w]—w3)* + 4k kywiws >0 o

ist die Wurzel reell und 4, , > 0. Damit haben wir vier reelle Losungen fiir £2:

Wie anschaulich zu erwarten, beschreiben diese Losungen Schwingungen der beiden Korper um die Gleich-
gewichtslage ¢; = ¢, = 0 mit jeweils einer gemeinsamen Kreistrequenz €, bzw. Q,. Weiter erhilt man aus

(4.1.14) mit B = 1 zwei linear unabhingige Vektoren

mit denen sich schlie8lich die allgmeine Losung in reeller Form als Superposition

o) = (9107 =1 coststo) + s,

@a(2) (4.1.20)

+[C5cos(2,t)+ C,sin(ew, t)]2,
ergibt. Die Integrationskonstanten C; (7 € {1,2,3,4}) bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen ¢4 (0) =

Pro> Pp(0) = gy, mit k € {1,2}.

4.2 Geladene Teilchen in elektromagnetischen Feldern

Im Vorgriff auf die Elektrodynamik beschiftigen wir uns in diesem Abschnitt mit der Bewegung elektrisch
geladener Punktteilchen in vorgegebenen elektromagnetischen Feldern. Dazu miissen wir nur wissen, dass
neben der Masse auch die elektrische Ladung eine fundamentale Eigenschaft der Materie ist.

So stellt man fest, dass zwei in einem Inertialsystem ruhende geladene Punktteilchen eine Wechsel-
wirkungskraft aufeinander ausiiben, die analog zur Gravitationswechselwirkung durch die Coulomb-
Kraft (Charles-Augustin de Coulomb, 1736-1806)

7 h92 T

i‘: =—F =———= 4.2.1
12 21 471'60 |;_>1 _ 72|3 ( )

beschrieben werden kann.

129



4. Anwendungen

Dabei sind g, und ¢, die elektrischen Ladungen dieser Teilchen und 1/(47¢,) eine ,Kopplungskonstante® hn-
lich wie die Gravitationskonstante, deren Wert und Einheit durch die Definition der Einheit fiir die elektri-
sche Ladung bedingt ist. Im Internationalen Einheitensystem (SI) werden Ladungen in der Einheit Coulomb
(Einheitensymbol C) gemessen.

Seit 2019 wird das Coulomb dadurch festgelegt, dass man der Elementarladung den Wert e =
1,602176634 - 10~1% C zuweist. Dadurch wird die sog. Permittivitit des Vakuums oder elektrische
Feldkonstante zu einer Messgrofle, und es gilt €, = 8,8541878128(13) - 10~12C? /(N 'm?). Die Ziffern
in der Klammer geben dabei die Messunsicherheiten der entsprechenden letzten Dezimalstellen an.

Allgemein beschreibt man seit Faraday und Maxwelﬂ die Kraftwirkungen zwischen elektrischen Ladungen
konzeptionell als Feldtheorie. Demnach ist eine Ladung von einem elektrischen und magnetischen Feld um-
geben, das durch die Kraftwirkungen auf andere Ladungen beobachtet und vermessen werden kann. Fiir eine
ruhende Punktadung g, am Ort 7, ist das elektrische Feld durch

By= 2 T 422)

gegeben. Die Coulombkraft (4.2.1) auf eine ruhende Punktladung ¢, am Ort 7, kommt nun dadurch zustan-
de, dass am Ort 7, ein elektrisches Feld £(7,) vorhanden ist.

~ ~

Dies ist der sog. Nahwirkungsstandpunkt. Im Gegensatz zum Newtonschen Konzept der Fernwir-
kung interpretiert man die Kraft auf die Ladung ¢, als durch das am Ort der Ladung 7, vorhandene

elektrische Feld E (7)), das die Ladung g, umgibt, verursacht:
Fy=q,E(7). (4.2.3)

Neben dem elektrischen Feld gibt es dann auch noch ein magnetisches Feld B, das durch elektrische
Strome, also durch bewegte Ladungen, entsteht. Es lasst sich ebenfalls durch die Kraftwirkung auf ein
weiteres geladenes Punktteilchen nachweisen:

- .

Foe=q7 X B(7), (4.2.4)

d.h. diese magnetische Lorentz-Kraft (Hendrik Antoon Lorentz, 1853-1928) wirkt nur auf beweg-

te Teilchen und ist stets senkrecht sowohl zur Geschwindigkeit als auch zum magnetischen Feld B
gerichtet.

Jetzt wollen wir uns mit der Bewegung eines geladenen Punktteilchens in einem beliebig vorgegebenen elek-

tromagnetischen Feld (E, B) beschiftigen. Gemif der Newtonschen Bewegungsgleichung gilt
mx = q(E +X x B). (4.2.5)

Um diese Bewegungsgleichung mittels des Hamiltonschen Prinzips der kleinsten Wirkung beschreiben zu
kénnen, bendtigen wir aus der Elektrodynamik noch die Tatsache, dass sich ein beliebiges elektromagneti-

sches Feld mit einem skalaren (¢, 7) und einem Vektorpotential A(t, 7) in der Form

E=—V®—34, B=VxA (4.2.6)

'"Michael Faraday (1791-1867), James Clerk Maxwell (1831-1879)
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ausdriicken lisst.

Wir zeigen nun, dass sich die Bewegungsgleichung (4.2.5)) als Euler-Lagrange-Gleichungen aus der La-
grange-Funktion

L= %;z_qqm,;)w; A2, %) (4.2.7)

ergibt.

Dazu berechnen wir zuerst die kanonisch konjugierten Impulse:

dL . -
p;= %:mx]--kqA]-(t,x). (4.2.8)

]

Wir stellen fest, dass diese kanonischen Impulse nicht mehr mit den gewShnlichen mechanischen Impul-

sen p, .., = mX iibereinstimmen. Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aber aus den Euler-Lagrange-Glei-
chungen: Zunichst ist nimlich

wobei wieder die Einsteinsche Summenkonvention verwendet wurde, d.h. iiber doppelt auftretende Indizes
ist zu summieren. Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten also

e % = qip DAy (t, %) — q2,8(1,%). (#.2.10
i
Dies formen wir um zu
mi; =F; =—q[0,0(t,X)+ J,A;(t,%)]+ qx,[ G A (t, %) — GA;(t,X)]. (4.2.11)
Wegen ist nun
—[J,9(2,%)+ J,A;(t,%¥)] = E; (4.2.12)
und
D A1, )= A (1,%) = €[V X A(t,%)]; = €18y (1, ). (4.2.13)
Damit folgt aus
mi; = qE,;(t, %)+ qe 4 %,B,(t,%) = qE(,%) + q[¥ x B(1,%)];. (4.2.14)

In Vektorschreibweise gilt also in der Tat die Bewegungsgleichung mit der vollstindigen elektrischen und
magnetischen Lorentz-Kraft:

mx = q[E(t, %)+ % x B(t,%)]. (4.2.15)
4.2.1 Teilchen im homogenen elektrischen Feld

Als einfachstes Beispiel betrachten wir ein Teilchen im homogenen elektrischen Feld E = E€; = const. Es
lasst sich niherungsweise mit einem Plattenkondensator erzeugen, d.h. das elektrische Feld nicht zu nah

an den Rindern der Platten gelegenen Bereichen ist niherungsweise homogen. Da in diesem Fall B = 0 ist,
kénnen wir auch das Vektorpotential A =0 wihlen, und das skalare Potential ist

®=—7-E=—x,FE. (4.2.16)
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Die Lagrange-Funktion ist also
m

L=- ¥4 gxE. (4.2.17)

Da die Koordinaten x; und x, zyklisch sind, sind die entsprechenden kanonischen Impulse erhalten, d.h.

dL ,
9% (4.2.18)
dL , o
Pr =5 =mX, =const = X, = Uyl + Xp,-
ax,
Es gilt auch der Energiesatz, da L nicht explizit zeitabhingig ist, d.h. es ist
H:Q;c-f)—L:%fz—qJ@E:é":const. (4.2.19)

In diesem Fall ist es aber einfacher, die entsprechende Euler-Lagrange-Gleichung direkt zu l6sen, denn wir
haben ja gemifl (4.2.15) eine einfache Bewegung mit einer konstanten Kraft. In der Tat ist

—ﬁ—mfc
p3= EF =mx;

= b, :m,'e3E:L§_L:qE (4.2.20)
X3

_4f
2m

Die Bahnkurve ist also eine Parabel. Das Problem ist v6llig analog zum schiefen Wurf im homogenen
Schwerefeld der Erde, nur dass hier die konstante Kraft die elektromagnetische Kraft im statischen
homogenen elektrischen Feld ist und nicht die Gravitationswechselwirkung mit der Erde.

4.2.2 Teilchen im homogenen magnetischen Feld

Wir betrachten nun ein Teilchen im homogenen magnetischen Feld B = B#, = const. Auch hier ist es wesent-
lich einfacher, direkt mit den Bewegungsgleichungen (4.2.15) zu arbeiten. Da E = 0 sein soll, gilt

mx = qa_.c' X B (4.2.21)
bzw. in Komponenten
(N e (7 °
X=[X% |=— % |x|[0)=w,| —x; |- (4.2.22)
X4 X3 1 0

Dabet ist w, = gB/m die sog. Zyklotronfrequenz. Dieser Name riihrt daher, dass bei den ersten Teilchen-
beschleunigern ein Magnetfeld benutzt wurde, um geladene Teilchen auf Kreisbahnen laufen zu lassen, denn
wir werden gleich sehen, dass die Losung der Bewegungsgleichungen eine Kreisbahn in einer Ebene paral-
lel zur x;-x,-Ebene ist, wenn vy; = 0 ist. Diese Beschleuniger werden Zyklotron genannt, und «w, ist die
Kreisfrequenz, mit der die geladenen Teilchen um das Magnetfeld herumlaufen.

In der Tat ergibt sich aus (4.2.22) fiir die Komponente in Richtung des Magnetfeldes
X3 =0 = x3 = vy3t + Xp3. (4.2.23)
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4.2. Geladene Teilchen in elektromagnetischen Feldern

Das ist auch sofort verstindlich, denn es wirkt ja keine Kraft in Richtung des Magnetfeldes, d.h. entlang der
Magnetfeldlinien bewegen sich die Teilchen frei, also mit konstanter Geschwindigkeit.

Die beiden anderen Komponenten erfiillen das lineare gekoppelte Differentialgleichungssystem
Xy =wyXy, Xy =—wyX;. (4.2.24)
Dieses Gleichungssystem ldsst sich auf verschiedene Arten 16sen. Eine besonders elegante ist, die effektive
ebene Bewegung, die durch beschrieben wird, mit einer komplexen Koordinate
§=x,+ix, & x;=Rel, x,=Im¢ (4.2.25)

zu parametrisieren. Multiplizieren wir nimlich die zweite Gleichung in (4.2.24) mit i und addieren sie zur
ersten Gleichung, erhalten wir

(i, +i%,) = & = w, (%, —i%,) = —iw,E = & +iw,E =0. (4.2.26)

Dies ist eine lineare, homogene Differentialgleichung mit konstanten Koetfizienten. Wie wir beim harmoni-
schen Oszillator gezeigt haben, lassen sich Gleichungen dieses Typs mit einem Exponentialansatz

& = Aexp(—iwt) (4.2.27)
16sen. Setzen wir diesen Ansatz in (4.2.26) ein, erhalten wir
Aexp(—iwt)(—w? 4+ w,w) =0. (4.2.28)

Nichttriviale Lésungen mit A # 0 erhilt man also nur fiir Kreisfrequenzen w, fiir die die Klammer verschwin-
det, also
w—wzw=0= w;=wy;, w,=0. (4.2.29)

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (4.2.26) ist demnach die Superposition aus den beiden Lo-
sungen in der Form des Ansatzes (4.2.27) mit o = w; = wy und w = w, =0, d.h. es ist

& =A exp(—iwyt)+A,. (4.2.30)
Dabei sind A; und A, zwei komplexe Integrationskonstanten, die sich aus den Anfangsbedingungen bestim-
men lassen. Es ist & = xo; 4 ixg, und & = vy, + ivy,. Schreiben wir & = p = v, + iv,, folgt

&=E800)=4,+4,, no= ‘S(O) =—lwz4,

, / 4.2.31)
= Aj=ing/wy, Ay=E—A = —ing/wy.
Es ist also
& =ing/wy exp(—iw, 1)+ &y —ing/w, (4.2.32)
Dies beschreibt aber einen Kreis in der x;-x,-Ebene mit Mittelpunkt
(vt %m2) = (X015 %02 — 70/ 07) (4.2.33)

und dem Radius

. 1
a = ing/wz| =Inol/w, = Torl V 05, + 95, (4.2.34)

Nun ist
& =noexp(—iwyt) = |&] =/ 7}12 +v22 =|nol =4/ vgl —|—7)§2 =al|w,|, (4.2.35)

d.h. die Punktladung vollfiihrt eine gleichformige Kreisbewegung mit Winkelgeschwindgkeit e, (fiir
wy >0 im Uhrzeigersinn und fiir v, < 0 im Gegenuhrzeigersinn).

Diese Kreisbewegung wird 1.a. tiberlagert von der gleichférmigen Bewegung in x3-Richung.
Insgesamt ergibt sich fiir die Bahnkurve also eine Schraubenlinie konstanter Ganghdhe, die fiir po-

sitiv (negativ) geladene Teilchen eine Linksschraube (Rechtsschraube) relativ zur Richtung des B-Feldes
bildet.
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4.2.3 Bewegung in einer Penning-Falle

Ein weiteres interessantes Beispiel ist die Bewegung eines geladenen Teilchens in einer Penning-Fallé?] Dabei
handelt es sich um eine Anordnung von Elektroden, deren Form wir unten noch genauer angeben werden,
mittels derer man ein elektrostatisches Quadrupolfeld erzeugt. Zusitzlich wird ein statisches, homogenes
magnetisches Feld so anlegt, dass sich ein Teilchen in diesem kombinierten statischen elektromagnetischen
Feld auf stabilen, begrenzten Bahnen bewegt, also in dieser , Teilchenfalle“ eingesperrt wird. Eine solche Falle
wurde zuerst von Hans Georg Dehmelt (1922-2017, Nobelpreis 1989) konstruiert, um mit wenigen lonen
(bzw. sogar nur einem einzigen lon) experimentieren zu kénnen. U.a. kann damit mit sehr grofler Prizision
das magnetische Moment des Elektrons und anderer geladener Teilchen gemessen werden. Die Erkldrung
dazu erfordert aber die Quantenmechanik (fiir eine populdrwissenschaftliche Erklarung vgl. [EW80]].).

X3 Hier beschiftigen wir uns mit der klassischen Theo-
rie der Bewegung eines Teilchens in solch einer Falle.
Das elektrostatische Potential ist durch

U
=R
Zo T 1

(2x2 —x}—x3) (4.2.36)

gegeben. Dies erreicht man durch Elektroden, die
als Rotationshyperboloide 222 — R* = —R? (Ring-
elektrode) und 2z — R? = 227 (Endkappen), wo-
bei R? = x{ + x3 ist, geformt sind. Zusitzlich wird

X1

noch ein homogenes Magnetfeld B = B?, angelegt,
die man sich um die durch das Magnetfeld gegebe-
ne x;-Achse rotiert vorstellen muss; das elektrische
Feld ist hier fiir ein negativ geladenes Teilchen, z.B.
ein Elektron, eingezeichnet). Das elektrische Feld ist

N
Zy + Ry —x,

Die Bewegungsgleichung erhalten wir auch hier am bequemsten direkt aus (4.2.15). Mit

4qU
W= (4.2.38)
(225 +R5)m
und der Zyklotronfrequenz
qB
w, =12 (4.2.39)
m
ergibt sich (Nachrechnen)
Byt wyi;—wixy/2 | =(0]. (4.2.40)
i+ wixg 0

Wie wir sehen, miissen wir das Vorzeichen von U so wihlen, dass w3 > 0 wird, damit die Bewegungsglei-
chung fiir x; einer Gleichung fiir einen harmonischen Oszillator entspricht. Die Losung ist dann bekanntlich
(Nachrechnen!)
(4 .
x3(£) = xg3 cos(p t) + —2 sin(ewp t). (4.2.41)
WA

2Frans Michel Penning (1894-1953)
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4.2. Geladene Teilchen in elektromagnetischen Feldern

Daher heifdt w4 die axiale Kreisfrequenz, denn offenbar vollfithrt das Teilchen in Richtung der x;-Achse in
der Tat eine raumlich begrenzte harmonische Oszillation, d.h. hinsichtlich dieser Richtung ist die Form des
elektrischen Feldes so gewihlt, dass das Teilchen entlang dieser Richtung ,gefangen® wird.

Hinsichtlich der Bewegung in der dazu senkrechten x,-x,-Ebene ist dies nicht a priori gegeben. Der elektrische
Beitrag zur Kraft ist nimlich hinsichtlich des Vorzeichens entgegengesetzt zur ,Fallenbedingung® gerichtet,
d.h. diese Kraft treibt das Teilchen von der x;-Achse weg. Man kann allgemein zeigen, dass aufgrund der
elektrostatischen Gleichungen mit einem elektrostatischen Feld allein keine Falle fiir geladene Teilchen kon-
struiert werden kann, d.h. dieses Problem kann auch nicht mit anders geformten Elektroden vermieden wer-
den. Daher haben wir noch das Magnetfeld B=B ¢, angelegt. Nach unserer Rechnung im vorigen Abschnitt

sollte es dafiir sorgen, dass die Bewegung in der Ebene senkrecht zu B ebenfalls beschrinkt wird, wodurch
die Fallenbedingung erfiillt werden kann. Dies wollen wir im Folgenden durch die Losung der beiden Bewe-
gungsgleichungen fiir x; und x, bestitigen. Wie schon beim homogenen Magnetfeld fithrt auch hier der Trick

mit der komplexen Variablen

zum Ziel. Multiplizieren wir also die Bewegungsgleichung fiir x, in (4.2.40) mit i und addieren sie zur Bewe-
gungsgleichung fiir x,, ergibt sich (Nachrechnen!)

. . w?
£ +iwy& — TAg =0. (4.2.43)
Wie schon beim reinen homogenen Magnetfeld fithrt auch hier der komplexe Exponentialansatz
& = Aexp(—iwt) (4.2.44)

zum Ziel. Setzt man diesen Ansatz in (4.2.43) ein, erhilt man fiir die Kreisfrequenz «w die quadratische Glei-
chung

1
w?— wyw+ 50)‘%‘ =0. (4.2.45)

Die Losungen sind (Nachrechnen!)

1 1
Wy =3 <wz + /s —20)5\) = Z(wz + w)). (4.2.46)

Man erhilt offensichtlich gebundene Bahnen nur, wenn beide Lsungen reell sind, also fiir
w5 > 205 . (4.2.47)

Ublicherweise wihlt man die Felder so, dass co, > e ist. Dann ist

2
“a
W) X Wy — — 2wy (4.2.48)
w
Z
und folglich
w w
w+:o)z+—Aa>A:a>Z, cu_:—AwA. (4.2.49)
wy 26()2
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Magnetronbewegung ——
Zy

—0.1

lotronbewegung
Axialbewegung ———
< - =2 ;é -"E?
0.1 SR N
SRRV, i‘ B
x; OF By 5 R
=1 ‘_'_:4‘ am

—0.2 2
7
X4 1 5 —2
Die allgemeine Losung der Bewegungsgleichung lautet also
S(t)=A, exp(—iw, t)+A_exp(—iw_t) (4.2.50)

=exp(—iw_t)[A_+A, exp(—iw;t)].

Gewdhnlich ist |A_| > A, |. Die Bewegung in der x;-x,-Ebene ist also eine Uberlagerung zweier Kreisbewe-

gungen (s. die obige Skizze):

Zum einen bewegt sich das Teilchen mit der konstanten Kreisfrequenz c_ auf einem Kreis um den
Ursprung mit Radius |A_| (Magnetronbewegung) und zugleich auf einem Kreis um den Mittelpunkt
A_ mit Radius |A, | mit konstanter Winkelgeschwindigkeit o, ~ «w, (Zyklotronbewegung). Zugleich
oszilliert das Teilchen harmonisch mit der Kreisfrequenz w, in x;-Richtung (Axialbewegung).
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4.3. Starre Korper

4.3 Starre Korper

Ein starrer Korper ist eine idealisierte Modellvorstellung fiir die Bewegung fester endlich ausgedehnter Kor-
per. Wie alle Materie ist ein solcher Kérper aus sehr vielen (Groflenordnung 10** Teilchen) Atomen bzw.
Molekiilen aufgebaut, die durch die elektromagnetischen Krifte zusammengehalten werden.

Ein starrer Korper liegt nun (niherungsweise) vor, wenn die von auflen an den Korper angreifenden Krifte
so klein sind, dass man von der Deformation dieses Korpers absehen kann. Das bedeutet, man betrachtet
den Korper als so ,fest®, dass sich die relative Lage der diesen Korper konstituierenden Massenpunkte nicht
andert.

4.3.1 Kinematik und Dynamik des starren Korpers

Demnach kénnen wir die Lage des starren Korpers relativ zu
einem Inertialsystem mit Ursprung O und kartesischer rechts-
hindiger Basis ¢; (j € {1,2,3}), dem raumfesten Bezugssys-
tem, in dhnlicher Weise beschreiben, wie im Abschnitt [2.9.2]
die Bewegung eines beliebig zu diesem Inertialsystem beweg-
ten Bezugssystems, in dem zu jedem Zeitpunkt der starre Kor-
per ruht. Wir verwenden zunichst einen beliebigen relativ zum
Kérper ruhenden Bezugspunkt O’ und ein beliebiges fest mit
dem Korper verbundenes rechtshindiges kartesisches Koordi-
natensystem €, (k € {1,2,3}), das wir als korperfestes Bezugs-
system bezeichnen.

Da sich der Korper beliebig gegeniiber dem Inertialsystem be-
wegen kann, wird das korperfeste Bezugssystem ein allgemein
beschleunigtes Bezugssystem sein. Die konkrete Wahl des kor-
perfesten Bezugspunkts und der korperfesten kartesischen Ba-
sis wird je nach Problemstellung so zu wihlen sein, dass die Be-
schreibung der Bewegung moglichst einfach wird. Wie in Abschnitt sei die Drehung zwischen der kar-
tesischen Basis des raumfesten Inertialsystems und der Basis des korperfesten Systems durch die Drehmatrix

D= D, gegeben, d.h.

¢,(t) =& Dy (2). 4.3.1)

Dann folgt fiir die Komponenten V eines beliebigen Vektors 1% bzgl. des raumfesten und seine Komponenten

V’ bzgl. des kirperfesten Systems gemify
v=DV', V' =D'v. (4.3.2)

Dabei ergibt sich die zweite Beziehung aus der Orthogonalitit der Drehmatrix also aus D~1=DT, dh.die
inverse Drehmatrix ist die zu D transponierte Matrix (s. auch Anhang .
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Die Lage des starren Korpers im Inertialsystem wird nun offenbar durch die Angabe des Ortsvektors
des beliebigen korperfesten Punktes

N  —
R=00' (4.3.3)

und die Drehmatrix D, die die Orientierung der kérperfesten Basis €, gegentiber der raumfesten Basis
¢; gemif} angibt, eindeutig festgelegt.

Drehungen sind dabei durch drei Angaben bestimmt: Eine Moglichkeit ist die Angabe der Richtung
einer Drehachse und des Drehwinkels um diese Achse. Die Drehung ist dann tiber die Rechte-Hand-
Regel eindeutig definiert. Insgesamt besitzt also der starre Korper sechs Freiheitsgrade, die durch die
drei Komponenten des Vektors R und drei die Drehung zwischen korper- und raumfestem Basissystem
parametrisierende Parameter beschrieben werden.

Im nichsten Abschnitt werden wir zur Parametrisierung der Drehung die Euler-Winkel ¢, ¢ und ﬁlﬂeinfﬁh-
ren, die fiir die Beschreibung der Bewegungen eines starren Korpers mittels des Hamiltonschen Prinzips gut
geeignet sind. Zunichst kénnen wir aber noch ohne eine solche konkrete Parametrisierung der Drehungen
auskommen.

Wir denken uns nun den starren Korper durch eine (sehr grofie) Anzahl von Massenpunkten mit Massen 7,
(i €{1,2,...,N}) aufgebaut, die sich relativ zueinander nicht bewegen konnen. Offenbar wird dies dadurch
beschrieben, dass die Komponenten der Ortsvektoren 7; = O’P; relativ zum kérperfesten Bezugspunkt O
bzgl. des korperfesten Bezugssystems zeitunabhingig sind, d.h. es gilt

7. =0. (4.3.4)

—1

Die Komponenten der Ortsvektoren der Massenpunkte bzgl. des raumfesten Inertialsystems sind

=R+Dr’. (4.3.5)

X

Um die Lagrange-Funktion aufstellen zu kénnen, wollen wir nun die kinetische Energie

T=>""1 (4.3.6)

berechnen.

Wegen (4.3.4) ist dann

(4.3.7)

*Leonhard Euler (1707-1783)
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Nun ist wegen der Orthogonalitit der Drehmatrizen, also DDT=1

d
dt

A A

(DDTY=DDT+DD" =0 = DD =—DD" =—(DDT". (4.3.8)

D.h. DD ist eine antisymmetrische Matrix, die wir in Analogie zum dhnlichen Sachverhalt in (2.9.29
durch die drei Komponenten der momentanen Winkelgeschwindigkeit der Drehbewegung der kor-
per- zur raumfesten Basis w bzgl. der raumfesten Basis ausdriicken kénnen:

A Aa 0 —w; o
Q=DD"=( w;, 0 —w,|. (4.3.9)
Dann folgt
R 0 —w; wy X; Wyz, — W3Y;
Qr,=| w; 0 —wi ||y |=|wsx;—wiz; | =wX7; (4.3.10)
und damit R
7, =0r, =w X7, (4.3.11)

Wir bemerken noch, dass €2 die Komponenten eines antisymmetrischen Tensors bilden (vgl. Anhang und

1

ist. Entsprechend dem Transformationsverhalten fiir Vektorkomponenten (4.3.2) folgt fiir die korperfesten
Komponenten des Winkelgeschwindigkeitsvektors bzw. -tensors

O); :Dk]-a)k, Q;/e :D]’]D/e/kﬂj’/e/ (4313)
bzw. in der Matrix-Vektor-Schreibweise ausgedriickt

@.3.9)

o' =D"w, Y=DTOD*=D"DDTD=D"D, (4.3.14)

. .. . . . . A A
wobei wir im letzten Schritt die Orthogonalitit der Drehmatrix, DTD = 1 ausgenutzt haben.
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Damit ergibt sich aus (4.3.7(4.3.10) schlie8lich

%, =R+wxr,, (4.3.15)
und die kinetische Energie (4.3.6) wird
M 2
T:—R + MR- (wxs)+= Zm (x1;). (4.3.16)

=1

—
Dabei haben wir die Gesamtmasse M und die Koordinaten des Schwerpunktsvektors s = O’S gemify
N 1 n

M:Zmi, s= ﬁ;mili (4.3.17)

=1

eingefiihrt.

Die drei Beitrige in besrczen nun offenbar folgende physikalische Bedeutung: M R /2 ist die kineti-
sche Energie der translatorlschen Bewegung des starren Korpers als Ganzes, MR - (o X s) beschreibt die
kinetische Energie aufgrund der Rotation des Schwerpunktes um den kérperfesten Bezugspunkt O’. Man be-
zeichnet dies auch als Spin-Bahn-Kopplung. Der letzte Term ist schliefllich die kinetische Energie aufgrund
der Eigendrehung (auch als Drall oder Spin bezeichnet) des Kérpers um den kdrperfesten Bezugspunkt O'.
Es ist fiir das Folgende wesentlich einfacher, diesen Anteil durch die korperfesten Koordinaten auszudriicken:

1 N
Tpin = Zm(wxr ZEZlmi(g’xzif- (4.3.18)
1=

Schreiben wir dies in Komponenten aus, ergibt sich nach einiger Rechnung (Nachpriifen!)

1

spin = 52 To'w' (4.3.19)
mit den Komponenten
N
=> m (7S —rli7ly) (4.3.20)

1=1
des Trigheitstensors bzgl. der korperfesten Basis ©'. Diese Komponenten sind nun offenbar zeitlich
konstant. Auflerdem ist @; =0 It d.h. © = O'T ist ein symmetrischer Tensor.

Dass es sich um Tensorkomponenten handelt, ist aus den Betrachtungen in Anhang [B.5/klar. Die a; = 7;]

sind ndmlich fiir alle 7 Vektorkomponenten und damit offenbar 4,4, Komponenten eines Tensors 2. Stufe.
Dasselbe trifft auf 8, zu, und 777 ist ein Skalar, also 728, ebenfalls Tensorkomponenten.

Damit folgt aus (4.3.16{4.3.19) fiir die kinetische Energie

M . . 1 A,
T:7§2+MR (X 5)+ e w0 W' (4.3.21)
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In der linearen Algebra beweist man, dass man die korperfeste kartesische Basis stets so wihlen kann, dass
= diag(A4,B,C) mit A, B, C € R wird. Auflerdem ist gemif} (4.3.18) 7, ... >0, d.h. A,B,C >0.

spin =

Man nennt die so gewéhlten korperfesten Basisvektoren ¢! in diesem Zusammenhang auch die Haupt-
trigheitsachsen des Korpers bzgl. des gewihlten kdrperfesten Bezugspunkts O’. Allgemein ist es
wichtig zu bedenken, dass der Trigheitstensor von der spezifischen Wahl dieses Bezugspunkts O’ ab-
hingt, und die geschickteste Wahl hingt vom konkreten Problem ab, das man beschreiben will. Al-
lerdings ist freilich die Bewegung des starren Korpers von dieser im Prinzip willkiirlichen Wahl unab-

hingig.

Sehr niitzlich ist der Steinersche Satz , der angibt, wie sich der Trigheitstensor
©’ um einen beliebigen kdrperfesten Bezugspunkt aus dem Trigheitstensor é;
um den Schwerpunkt berechnen ldsst. Dazu miissen wir nur 7’ = s+ 77 setzen.
Dann sind die 7 wieder kérperfeste Komponenten der Punkte des starren Kor-

pers bzgl. der korperfesten Basis, jedoch mit dem Schwerpunkt als Ursprung
des korperfesten Bezugssystems (s. Skizze). Gemifd (4.3.22) ist

@;k = 21: m.[ (s’ +1;/)23]-k — (5]/ + rz-/;-)(s; + r;//e)] (4.3.22)
1=
Nun gilt
N N N
Z m,(s' + 12/)2 = Z m.(s"* + 25’ 4 12’2) =Ms?+ Z mlli»/z. (4.3.23)
= 1=1 1=1

Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass
=1 =1 =1 (4.3.24)

ist. Das ist auch anschaulich unmittelbar klar, denn 77 sind ja die Vektorkomponenten in einem kérperfesten
Bezugssystem, dessen Koordinatenursprung in den Schwerpunkt gelegt wurde, d.h. in diesem Bezugssystem
verschwindet der Schwerpunktsvektor. Daraus ergibt sich auch

T/ " //)

N
Zm 5 +r (sk—i—r Zm ssk—i—s]/rl///e—i—skr +rl] ik
(4.3.25)
!/ " "
=Ms: sk+ZmlrU b
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Setzen wir nun (4.3.23) und (4.3.25) in (4.3.22) ein, folgt schliellich der besagte Steinersche Satz

N
; 72 . / / . //2 o7 = // .//
Ol =M(s0j Sjsk)+§mz(lz k= TiiTin) (4.3.26)

_ ” /7 /
=M(s"3 —s]-sk)—i—@S].k.
Der Trigheitstensor um einen beliebigen korperfesten Bezugspunkt setzt sich also additiv aus dem

Triagheitstensor um den Schwerpunkt und dem Trigheitstensor fiir einen einzelnen Massenpunkt mit
der Gesamtmasse M des Korpers um den korperfesten Bezugspunkt zusammen.

Wir schreiben noch den ersten Term in die Matrixschreibweise um:

séz + 5;2 —s{ 52/ —s{ 53’

2 AN R ” o
<M(£ 8k —s; Sk)> =M 58 —|; 5o | (4.3.27)

—S35, —$38, S+ 83

Fiihren wir dann die antisymmetrische Matrix (Nachrechnen!)

0 —53’ sé
(;]{ B =(—€1 =1 s / o/ —s| (4.3.28)
=S, 5 0

ein, folgt (Nachrechnen!)

/T _ A~ o~/

(S S)/ez_(sj/esjl)
_ /o
= CjkmCjinSmn o (4.3.29)
= (é\klgmn - Sknaml)smsn

=58 —s.5)-
Damit konnen wir (4.3.26) kompakt in der Matrixschreibweise zusammenfassen zu

o' =M5"¥ +60. (4.3.30)

N

In den im Folgenden behandelten Beispielen betrachten wir als duflere Kraft die konstante Schwerkraft
der Erde. Das dazugehorige Potential ist offenbar (Nachrechnen!)

ext —

Voa=—8 > m;x; =—Mg-(R+s). (4.3.31)

\.

Schliefflich berechnen wir noch den Gesamtdrehimpuls des starren Korpers bzgl. des raumfesten Bezugs-
punkts O. Dessen raumfeste komponenten sind durch

N
J=> mix; x & (4.3.32)
=1

definiert.
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4.3. Starre Korper

Setzen wir hierin (#.3.5) und (4.3.15) ein und beachten (4.3.17), folgt (Nachrechnen!)

—LS

J=MRXR+MRx5+sxR)+> mr xi=L+] +X. (4.3.33)
Dabei ist L der Bahndrehimpuls des Gesamtkérpers relativ zum Ursprung des raumfesten Koordi-
natensystems, fLS der Beitrag zum Gesamtdrehimpuls, der aus der Rotation des Schwerpunkts des
Korpers und des Bezugspunkts des korperfesten Systems um den Bezugspunkt des raumfesten Sys-
tems resultiert (oft kurz als Spin-Bahn-Anteil des Drehimpulses bezeichnet) und schliefflich X der
intrinsische Drehimpuls der Rotation der den Korper bildenden Massenpunkte um den Bezugspunkt
des raumfesten Bezugssystems (Spin)

Z=2 mrx= D mr X (@ X 1y). (4.3.34)
z 1

Im letzten Schritt haben wir hierbei (4.3.11) verwendet.

Es ist nun wieder bequemer, fiir den rein intrinsischen Spin die korperfesten Komponenten zu betrachten.

Da fiir beliebige Vektoren 4 und b fiir die Komponenten bzgl. des raum- und korperfesten Basissystems
i

axb=(Da")x (Db")=D(a’' x b') gilt (vgl.[B.3.7), folgt
=Dy (4.3.35)
mit
2= "mrx (@ x ) => mo (v ) — i )] (4.3.36)

Es gilt also (Nachrechnen!)

2
Z’J{ = Zml[a);(d) — ri/]- 7:‘/kwl/e]
1

= S8l Jeow = +3.57)
Im letzten Schritt haben wir die Definition des Trigheitstensors verwendet. Es gilt also
Y =0'0w = X=DX'=D&D"w =0w. (4.3.38)
Dabei sind die raumfesten Komponenten des Trigheitstensors durch
6 =D& DT (4.3.39)
gegeben. Umgekehrt folgt aus DDT=DTH=1
&' =DTéD. (4.3.40)

Es ist dabei zu beachten, dass nur die raumfesten Komponenten des Trigheitstensors zeitunabhingig sind.
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4.3.2 Das physikalische Pendel

x, Wi betrachten als erstes einfachstes Beispiel fiir die Bewegung eines star-

ren Korpers das physikalische Pendel , d.h. die Bewegung des Korpers
x, im Schwerefeld der Erde, wenn er (reibungsfrei) an einer im Raum festen
&= 53/@ senkrecht zu g liegenden Achse befestigt ist (s. Skizze). Es ist klar, dass
diese Achse dann auch eine kérperfeste Achse ist, und wir wihlen é; = ¢;
in Richtung dieser Achse. Die tibrigen korperfesten Achsen wihlen wir
s0, dass s’ = (5,0,0)T gilt. Den Koordinatenursprung sowohl des raum- als
auch des korperfesten Bezugsystems wihlen wir dabei zweckmifligerwei-

oq4
RS
“y

S se auf der Drehachse. Dann ist mit den obigen Bezeichnungen R = 0 und
folglich x; = 7;. Als generalisierte Koordinate fithren wir den Drehwinkel
@ um die 3-Achse ein. Aus der Skizze liest man ab, dass

€] =€, cosp+6,sing, & =—¢sing+6,cosp, & =¢e (4.3.41)
ist. Demnach ist die Drehmatrix in (4.3.1) durch

o cosp —sing 0O
D=D®(g)=(sing cosp O (4.3.42)
0 0 1

gegeben. Da die Drehung stets um die 3-Achse erfolgt, miissen wir die Winkelgeschwindigkeit gar nicht mehr
mittels (4.3.9) berechnen, denn es ist unmittelbar klar, dass

b =ge;= goe3 w=w = (4.3.43)
¢
ist. Da R =0 ist, gilt fiir die kinetische Energie (4.3.16) unter Verwendung von (4.3.19

@/
T=Tgm= 233 ¢* = (;)ga'z. (4.3.44)

Bei der Rotation um eine feste Achse vereinfacht sich also die kinetische Energie erheblich, da man
nicht den vollen Trigheitstensor bendtigt sondern nur das zu der Achse gehdrige Trigheitsmoment.
In unserem Fall ist

0= 633_2771 ri+ ). (4.3.45)

Die potentielle Energie (4.3.31) ist wegen g = (g,0,0) und s = s(cosg,sing,0) (s. Skizze) durch
V = —mgscosy gegeben. Dabei ist s der zeitlich konstante Abstand des Schwerpunkts von der Drehach-
se. Damit ergibt sich die Lagrange-Funktion zu

L:T—V:%gbz—i-mgscosga. (4.3.46)
Die Bewegungsgleichungen folgen dann aus der Euler-Lagrange-Gleichung:
Oy i Og¢ oL i (4.3.47)
= — =0g, =0¢=——=—mgssing. 3.
Py =5;=0% h,=09=7 gssing
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4.3. Starre Korper

Das entspricht der Gleichung fiir ein mathematisches Pendel.

Fiir kleine Auslenkungen, |¢| < 1 kénnen wir wieder sin ¢ ~ ¢ setzen, und die Gleichung vereinfacht
sich zu der fiir einen harmonischen Oszillator

mgs

C)

G=—105"0 (4.3.48)

woraus wir die Kreisfrequenz fiir kleine Schwingungen

w= ) =& (4.3.49)
0

ablesen.

4.3.3 Rollpendel

Als Beispiel fiir die Anwendung des Steinerschen Satzes und die Unabhingigkeit der Physik von der Wahl des
korperfesten Bezugspunktes betrachten wir nun einen inhomogen mit Masse gefiillten Zylinder mit Radius
a der auf der horizontalen (13)-Ebene in Richtung ¢, rollt und dessen Schwerpunkt einen Abstand s von der
Zylinderachse besitzt (vgl. die Skizze unten). Das Trigheitsmoment um die durch den Schwerpunkt parallel
zur Zylinderachse verlaufende Achse sei ©g.

@ 4%, Wir beschreiben nun die Bewegung auf zwei Arten: (a) wir legen den

korperfesten Bezugspunkt (Ortsvektor R bzgl. des raumfesten Inerti-

: alsystems) in den Schwerpunkt bzw. (b) auf die Zylinderachse. Nach

a dem Steinerschen Satz ist das Tragheitsmoment fiir die Rotation um

: die Zylinderachse ©, = Og + Ms?, wobei M die Gesamtmasse des
X Zylinders ist.

@ Zur Aufstellung der Lagrange-Funktion verwenden wir nun (4.3.21),
o~ um in beiden Fillen die kinetische Energie fiir die Bewegung des Zy-
} linders zu bestimmen. Als unabhingige Variable empfiehlt sich in
G a;j - " beiden Fillen der Winkel ¢ (s. die nebenstehende Skizze). Im Fall

(a) ist s = 0. Aus der Skizze lesen wir ab, dass

X3

aQ—ssing
R=|( a—scosgp (4.3.50)
0

ist (Nachrechnen!). Daraus folgt fiir die Geschwindigkeit des korperfesten Bezugspunktes

¢(a—scosgp)
R= s@sing . (4.3.51)
0

Die korperfeste 3’-Achse legen wir nun sinnvollerweise in Richtung der Zylinderachse, so dass stets &; = ¢,
ist. Dann folgt (Nachrechnen!)

o'={ 0 ). (4.3.52)
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Gemifd (4.3.21) ist dann

Mz, © M ©
R2+—§¢%:5¢%ﬁ—amcm¢+45+~f¢% (4.3.53)

T="2
2 2

Die potentielle Energie fiir die am Schwerpunkt angreifende Schwerkraft ist
V=—Mg-R=MgR, =Mg(a—scosg). (4.3.54)

Damit wird die Lagrange-Funktion

M ©
L=T—-V= ?gbz(az —2ascosp+5%)+ 7Sg02 —Mg(a—scosy). (4.3.55)
Wie man aus der Skizze abliest, ist im Fall (b)
ap ssing
R={(a |, s=—|scos¢p |,
° ° (4.3.56)
0 3.
w=w'=| 0
—¢
Fiir (4.3.21) bendtigen wir nun
0
R(wxs)=Rxw)-s= ag? | -s =—as¢? cosg. (4.3.57)
0
Damit erhalten wir
M . . C) M O+ Ms?
T = ?I_Qz +MR(w X s)+ 72¢2 = ?gbz(az —2ascosg)+ %gbz, (4.3.58)
und das stimmt mit (4.3.53) tiberein.
Fiir die potentielle Energie haben wir in diesem Fall
V:—Mg-(]_é +35)=Mg(a—scosy), (4.3.59)

was nattirlich gleichfalls mit (4.3.54) tibereinstimmt. Wir erhalten also dieselbe Lagrange-Funktion (4.3.55)
auch bei dieser Wahl des korperfesten Bezugspunkts.

Durch die unterschiedliche Wahl des korperfesten Bezugspunktes werden also nur translatorische und
rotatorische Anteile der Bewegung unterschiedlich verteilt. Die Bewegung ist selbstverstindlich insge-
samt unabhingig von der willkiirlichen Wahl des korperfesten Bezugssystems.

Wir betrachten noch den Fall kleiner Schwingungen um eine Gleichgewichtslage. Offenbar besitzt das Poten-
tial bei ¢ = 0 ein Minimum. Entwickeln wir dann die Lagrangefunktion um kleine Abweichungen
8 ¢ bis zur Ordnung &2, erhalten wir (Nachrechnen)

L= %[@S +M(a—s) (8¢ —Mgla—s)— @(3@2 +0(8). (4.3.60)
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Setzen wir hierin wieder & = 1, erhalten wir als geniherte Lagrangefunktion

L’:%[@S—i—m(a—s)z]gbz— ngsgoz. (4.3.61)

Dabei haben wir den konstanten Beitrag m g(a —s) weggelassen, der nichts zu den Euler-Lagrange-Gleichun-
gen beitrdgt. Wir erhalten daraus

d dL dL
f S} — —=-M . 4.3.62
b= 335 =[O +m(a—s)lj= p gsy (4.3.62)
Damit erhalten wir, wie zu erwarten, die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators mit der Kreis-
frequenz
M
O=q|—28 (4.3.63)
Og+ M(a—s)?

4.4 Kreiseltheorie

Wir wenden uns nun der faszinierenden Theorie der Kreisel zu. Dabei handelt es sich um einen starren Kor-
per, fiir den ein Punkt im Inertialsystem fixiert ist. Wir machen demzufolge diesen Punkt zum Ursprung
sowohl des raum- als auch des kdrperfesten Bezugssystems. Dann ist mit den Bezeichnungen in Abschnitt
)

R=o0. (4.4.1)

Die korperfeste Basis legen wir durch die Haupttrigheitsachsen fest, d.h. es gilt fiir die Komponenten
des Trigheitstensors bzgl. der korperfesten Basis

©’ = diag(4, B, C). (4.4.2)
Fiir die kinetische Energie folgt dann aus (4.3.16(4.3.19)
B C ,
T= Ewl +-—= 5 wf+ = 5 — Wy (4.4.3)

4.4.1 Der freie unsymmetrische Kreisel

Wir betrachten als erstes einen Kreisel fiir den allgemeinsten Fall, dass keine zwei Haupttrigheitsmomente
gleich sind. Man nennt dies einen unsymmetrischen Kreisel , jedoch fiir den Spezialfall, dass der Drehpunkt
mit seinem Schwerpunkt zusammenfillt. Wir setzen dann die Bezugspunkte von korper- und raumfestem
Bezugssystem in den Schwerpunkt des Korpers, d.h. es gilt R=3=0=const.

Wir konnen nun das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung direkt anwenden, ohne die Drehmatrix
D konkret zu parametrisieren, um die sogenannten Eulerschen Kreiselgleichungen fiir den hier betrachteten
Fall des freien Kreisels herzuleiten. Dazu verwenden wir (4.3.19), d.h. wir schreiben die Lagrange-Funktion

in der Form )
L=T=T,, @ L ! (4.4.4)

spin —

A
und verwenden als ,generalisierte Koordinaten“ einfach die Drehmatrix D bzw. deren Komponenten Dj bs
die gemif3 (4.3.1) die raum- in die kdrperfesten kartesischen Basen transformiert. Diese Drehmatrix ist zeitab-
hingig und muss im Hamiltonschen Variationsprinzip variiert werden. Dabei diirfen wir aber nicht beliebige
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Variationen der neun Matrixelemente Dj, betrachten sondern nur solche, fiir die D’ = D 4+ 8 D wieder eine
Drehmatrix ist. Um die entsprechende Parametrisierung fiir die Transformation zu finden, verwenden wir

den Ansatz .
sD=DSK. (4.4.5)

A . . . .. . . A A .. . . A . . .
Da D eine invertierbare Matrix ist, denn es gilt ja D~! = DT, parametrisiert die Matrix 8 K zunichst beliebige

. . A . A . . .o . A A . . . .
Variationen 8D der Matrix D. Allerdings muss die variierte Matrix D + 8D wieder eine Drehmatrix sein,
d.h. es muss gelten

(D+DSKY"(D+DSK)=1. (4.4.6)
Nun ist
D+DSK=D(1+8K)
=D +DSK)'(D+DSK)=(1+8K")D"D(1+8K) (4.4.7)
=14 8K"+ 8K + 0(5K?).

Damit also li gilt, muss (bis auf Groflen in hoherer als linearer Ordnung in & K)
SK+8K'=0= 8K, =—8K,,=¢,,.8k, (4.4.8)

gelten.
Die ,erlaubten Variationen“ der Drehmatrix sind damit durch die drei beliebig wihlbaren Parameter

Sk, gemifd (4.4.8) parametrisiert.

Die Variation der Lagrange-Funktion (4.4.4) ist

SL=0 o S, (4.4.9)

wobei wir die Symmetrie des Trigheitstensors @/, =0’  beriicksichtigt haben. Wir miissen nun die Varia-
tion der Winkelgeschwindigkeitskomponenten bzgl. des raumfesten Basissystems bestimmen. Dazu verwen-

den wir (2.9.29), wonach

1

N, AT A
Q/:D D, Q;d:—f]-klw;- f— w;:_iffklﬂ;el (4410)
ist. Es gilt
A A ;\ A ;\ A A ;\ A d A A A A A A /‘\
8V =8D"D+D"8D=8K'D"D + DTE(DSK) = 8K + /8K + SK. (4.4.11)
In Komponentenschreibweise bedeutet dies
8, =, 8K, — 8K, U, + 5K, (4.4.12)
Mit (4.4.10) folgt daraus
1
8(,(); :_Eenklgﬂ,/él
1 .
:_Egnkl(é\Kkl+8Kalﬂ;m_3K/eaQ;[) (4413)

1 .
:_Efnkl<8K/el +28Kalﬂ;ea)'
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Mit folgt
et 0K = €1 Ok = (8,81 — 8,48 ) k. =28k, (4.4.14)
und mit (4.4.10)

/o /
8K41Q/ea - _fckafdalwcgkd

_ /
= €cka€dla wcakd

(4.4.15)
=(8ea0ri =81 8a)wcSky
- wéé\kcé\kl —a);é\kk
Setzen wir (4.4.14) und (4.4.15) in (4.4.13) ein, ergibt sich schlief}lich
Sl =—8k, + €40k, (4.4.16)

Verwenden wir dies in der Variation der Wirkung und fithren im ersten Term eine partielle Integration aus,
wobei die Randterme nicht beitragen, da die 8k, zu den Zeiten ¢, und ¢, definitionsgemif} verschwinden,
erhalten wir

5]
5s= J 40 o Se,
Iy

23 .

:f dt®;,, 05, (—=8k, + €, )8 ky) (4.4.17)
31
t

— |- dt(@' &' 4+ ' x 0w Sk.

4

Nach dem Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung muss dieser Ausdruck fiir alle &8 () verschwinden,
und daraus folgt, dass die Klammer im Integranden verschwinden muss.

Damit ergeben sich die Eulerschen Kreiselgleichungen

06 +w x0w =0. (4.4.18)

Da wir hier im rotierenden korperfesten Bezugssystem arbeiten, das mit der momentanen Winkelgeschwin-
digkeit ¢ gegeniiber dem Inertialsystem rotiert, steht auf der linken Seite die entsprechende ,,kovariante Zeita-

bleitung® wie in (2.9.32) gezeigt, d.h. (4.4.18) lasst sich in der Form
D,(0'w)=0 (4.4.19)

schreiben.

Gemifl (4.3.33) ist wegen RIS
J=2'=0'o, (4.4.20)

d.h. driickt einfach die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses des Kreisels aus, d.h.

D, =] +a' x] =0. (4.4.21)
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Wihlen wir als kérperfeste Basis wieder das Hauptachsensystem des Trigheitstensors, so dass ©' = diag(A4, B, C)
gilt, folgt

J'=0'0'= Buw) . (4.4.22)

Damit wird (4.4.21) zu den Eulerschen Kreiselgleichungen fiir den freien Kreisel

A =(B—C)w,ws,
By =(C —A)wywr, (4.4.23)
C&y = (A—B)w]w).

Die allgemeine Losung dieser Gleichungen ist nun nicht einfach zu finden, denn es handelt sich um nichtlinea-
re Gleichungen. Wir begniigen uns daher mit einer Stabilititsanalyse fiir die Rotation um eine der Haupt-
trigheitsachsen. Offensichtlich ist ] = w’ = 0 und w} = = const eine Lésung. Nun betrachten wir eine
Losung, die nur wenig von dieser Losung abweicht, nehmen also an, dass

wi=a, wy=a, w;=0+a; (4.4.24)

mit [@;| = O(¢) < 1. Dann kénnen wir (4.4.23) linearisieren. Fiir die dritte Komponente folgt C @i =(A—

B)aa, = 0(e*) ~0, d.h. wir behalten in fiihrender Ordnung w} = Q = const bei. Dann folgt aus den beiden
ersten Gleichungen

—Qa,. (4.4.25)

Leiten wir die erste Gleichung nach der Zeit ab und verwenden die zweite Gleichung ein, folgt

B—C (B—C)(C—A)

hET MR

1 Pa,. (4.4.26)

Dies ist nun fiir (C —B)(C —A) > 0 die Gleichung eines harmonischen Oszillators, denn dann ist mit {2 =
(C—B)(C —A)2/(AB) >0

d, =—a; = a,(t) = ayocos(Qt + @p) (4.4.27)
mit Integrationskonstanten a4 und ¢,. Weiter folgt dann aus der ersten Gleichung
A
a,= mal
= —ﬁ 2,02sin(Q2 + ¢, (44.28)
= 2 sin(Q 4 ).

Damit bleiben also @, und «, in der Tat kleine Groflen O(¢), wenn dies anfangs der Fall war, also wenn o,
und a,, beide O(¢) sind.

Falls also (C —A)(C — B) > 0 gilt, ist die Rotation um die kdrperfeste 3’-Haupttrigheitsachse stabil,
d.h. es muss entweder C das grofite oder das kleinste Haupttrigheitsmoment sein. Liegt hingegen C
zwischen A und B wird (C—A)(C —B) < 0, und statt der cos- und sin-Lésung erhilt man Exponential-
funktionen, die (fiir allgemeine Storungen) anwachsen, d.h. die Niherung wird schnell ungiiltig, und
die Rotation um die 3’-Haupttrigheitsachse ist dann daher instabil.
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4.4.2 FEuler-Winkel

Fiir weitere Anwendungen empfiehlt es sich nun, die

wm 3

- Drehmatrix D, die zwischen korper- und raumfesten
9 Vektorkomponenten transformiert, mittels dreier Euler-
/‘ g, Winkel zu parametrizieren, die dann als konkrete genera-
lisierte Koordinaten im Lagrange-Formalismus verwendet
werden konnen. Dazu betrachten wir die nebenstehen-
de Abbildung und fithren nacheinander drei Drehungen
aus, um gemif die raumfeste Basis Ej (G €{1,2,3})
=, tiber zwei Zwischenschritte in die kérperfeste Basis €,
(k €{1,2,3}) zu iberfiihren.

7 4 : Dazu fiihren wir zuerst eine Drehung um €; um den Win-
kel ¢ aus, der den Basisvektor €, in Richtung der griin
E k gestrichelt gezeichneten Knotenlinie iiberfiihrt. Dabei ist
die Knotenlinie durch die Schnittlinie der (12)-Ebene des
raumfesten mit der (1'2')-Ebene des kdrperfesten Koordi-

natensystems bestimmt. Durch diese erste Drehung entsteht ein neues kartesisches Basissystem ¢, gemif}

=1

¢ = E]-Dﬁ)(gﬁ). (4.4.29)
Dabeti ist die Drehmatrix fiir die Drehung um die 3-Achse gemaf3 durch

. cos¢ —sing
DOy =(sing cosg 0O (4.4.30)
1

gegeben. Als nichstes fithren wir eine Drehung um die Knotenlinie, also die durch ?1 gegebene neue 17-
Achse, um den Winkel ¢ aus, wobei & so bestimmt ist, dass der neue Basisvektor &;” = é; wird. Dieses neue
Basissystem ist demnach durch

e =¢/D\V(9) (4.4.31)
mit der Drehmatrix um die 1”-Achse
. 1 0 0
DY@ =(0 cos? —sind (4.4.32)

0 sin? cosd

definiert. Schliefilich drehen wir noch dieses Ba51ssystem um die ;" = &-Achse um den Drehwinkel ¢, so

dass schliefSlich auch die beiden anderen Achsen mit e/e zusammenfallen, d.h. es ist dann

¢ =2/D" (p). (4.4.33)

Insgesamt ergibt sich folglich mit (#.4.29) und (4.4.31)

¢ = *£’D§,3<0>D£j;<go>

=¢D}) >(¢>D§2<8>D§ji€(¢> (4.4.34)
(D(3) D<3)(§p)>;‘k'
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Es ist also schliefilich o . .
D =DO()DDG)DO)(p). (4.4.35)

Nun kénnen wir die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit bzgl. der korperfesten Basis berechnen, um

die kinetische Energie in der Form (4 zu erhalten. Dazu verwenden wir (4.3.14) und berechnen die Zeita-
bleitung von (4.4.35):

D=DOD$)D(p)
+ DOHDDS) DV ) (4.4.36)
+ DOGDISD(p).
Setzen wir dies in ein, ergibt sich wegen der Orthogonalitit der Drehmatrizen (Nachrechnen!)

& =[BO@D )| [DT(9D) | [DVODp)]

A

n D(sﬂ(gg)[ ,5(1>T(§)15<1>(,9)] H0)(g) (4.4.37)

+DOT()DO(p).

Durch direkte Rechnung (Ubung!) mit den konkreten Drehmatrizen fiir Drehungen um die 3- bzw. die 1-

Achse (4.4.30) bzw. (4.4.32) finden wir, dass

. 0
09(p):= DV (p)DO(p) & P(p)= <o>
? (4.4.38)

. 9
QO := DVTHDD(Y) < V() =] 0
0

Anschaulich sind also die Winkelgeschwindigkeitsvektoren gemaf3 der Rechte-Hand-Regel gegeben:
Einer Drehung um eine feste Achse entspricht die Winkelgeschwindigkeit in Richtung dieser Achse,
wobei der Drehsinn durch die Rechte-Hand-Regel bestimmt ist.

Da die O® in (4.4.38) Komponenten eines antisymmetrischen Tensors und w die gemifl (4.3.10) dazugehs-

rigen Vektoren sind, folgt fiir eine beliebige Drehmatrix R aus

V) = RTOVR (4.4.39)
fiir den dazugehorigen Vektor
' =RT w0 (4.4.40)
ist.
Zum Beweis bemerken wir, dass gemifl (4.4.39) gilt
Q;(k) Q( )R Rbk_f chaijk :_Eabcglca)lRa]‘Rbk' (4441)

Wegen RRT=1 gilt §;, =R;;R ;. Dies in (4.4.41) eingesetzt und det R = 1 verwendet, ergibt

A

Q;(é) = —€upc @R jRyeR R 1y = =€) det RR g0 = —€ 3 (RT ). (4.4.42)
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Damit ergeben sich aus den drei Termen in (4.4.37) die raumfesten Komponenten des Winkelgeschwindig-
keitsvektors

0 9 0
Q’:[b“)(ﬁ)ﬁ@)(@f 0 |+D(p)| 0 |+ 0 (4.4.43)
¢ 0/ \¢

und damit (Nachrechnen!) fir die Komponenten der momentanen Winkelgeschwindigkeit bzgl. der raum-
bzw. korperfesten Basis

19003g0+¢sin195in;0
w' = —195in¢+¢sim9cosg0 (4.4.44)
¢+ ¢ cos &
2, 19cos¢+gbsin195in¢
Dg:bglz Q5 | = 19sin¢—¢sinﬁcos¢ . (4.4.45)
2y b+ ¢ cosd

Setzen wir schliefllich (4.4.44) in (4.4.3) ein, erhalten wir fiir die kinetische Energie

T = %[A(ﬁ cos @ + ¢ sin O sin )
+B(—Ysin g + ¢ sin 9 cos p)? (4.4.46)
+C(p+ (,b'cosﬁ)z].

Mit dieser Vorarbeit betrachten wir nun als wichtigen Spezialfall den symmetrischen Kreisel, fiir den zwei
der drei Haupttrigheitsmomente gleich sind, also B = A gilt.

4.4.3 Der freie symmetrische Kreisel

Das Problem, die Kreiselgleichungen zu 16sen, wird wesentlich vereinfacht, wenn zwei der drei Haupttrag-
heitsmomente gleich werden. Um diesen Fall zu untersuchen, wihlen wir B = A, wobei C von diesem Wert
verschieden sein kann. Wir werden diesen Fall auf zwei Arten l6sen, und zwar einmal unter Verwendung der
Eulerschen Kreiselgleichungen und dann mittels des Hamiltonschen Prinzips mit den Euler-Winkeln
als generalisierten Koordinaten. Hier ist also die kdrperfeste 3’-Achse eine Symmetrieachse hinsichtlich des
Tragheitstensors, die man daher auch als Figurenachse bezeichnet. Da ¢ der Drehwinkel fiir Derehungen
um diese Figurenachse ist, erwarten wir, dass aufgrund dieser Symmetrie dieser Eulerwinkel eine zyklische
Variable sein wird.
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Solch ein Kreisel kann mit der nebenstehend skizzierten Kar-
dan-Aufhingung realisiert werden, wo der Kreiselkdrper im
inneren Ring frei um seine Figurenachse rotieren kann. Der in-
nere Ring seinerseits kann um die am dufleren Ring befestig-
ten Achsen rotieren, und der duflere Ring ist wiederum an ei-
ner raumfesten Achse fixiert. Der Kreiselkorper hat damit alle
drei rotatorischen Freiheitsgrade. Die Geometrie stellt sicher,
dass der Rotationspunkt der Schwerpunkt des Kreiselkorpers
ist. Wir bemerken allerdings, dass wir durch Anbringung einer
Zusatzmasse auf der 3’-Achse den Schwerpunkt aus diesem fi-
xierten Drehpunkt entlang dieser Achse verschieben und damit
den im folgenden Abschnitt besprochenen schweren Kreisel
realisieren konnen.

Die Eulerschen Kreiselgleichungen (4.4.23)) vereinfachen

sich fiir den symmetrischen Kreisel wegen A = B zu

Aw]=(A—C)wiw), (4.4.47)
Ay =(C—A)wiwl, (4.4.48)
Cawy=0. (4.4.49)
Aus (4.4.49) folgt sofort, dass
;=0 = wj =) =const. (4.4.50)

Damit werden (4.4.47) und (4.4.48) zu einem linearen Differentialgleichungssystem 1. Ordnung fiir «] und
). Es lisst sich am einfachsten I6sen, indem wir diese beiden Variablen zu der komplexen Gréfle

z=wi+iw) (4.4.51)

zusammenfassen. Bilden wir die Zeitableitung und verwenden (4.4.47) und (4.4.48), erhalten wir (nachrech-
nenl!)

z=—iyz mit Q,= ’%Q’ (4.4.52)

Die allgemeine Losung ist

z = zyexp(—ifd,t) = 1oy exp(—ifd,t —1¢y)

. . ) . (4.4.53)
mit @y =|z|, 2y =iagexp(—igy) = agexp[i(7/2—py)]-

Die etwas ungewdhnliche Wahl der Phasendefinition fiir z, wird sich weiter unten noch als niizlich erweisen.

Jedenfalls ergibt sich schliefilich
wi;=Rez =aysin(Qyt +9,), ) =1Imz=aycos(Qyt + @y). (4.4.54)
Damit haben wir die Eulerschen Kreiselgleichungen gelost:

agpsin(§d,t + ¢g)
o' = aycos(t + @) |- (4.4.55)
2

Um die Bewegung des Kreisels besser zu verstehen, verwenden wir nun die Parametrisierung der Drehmatrix,
die zwischen raum- und korperfestem System transformiert, mittels Euler-Winkeln.
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Dazu bemerken wir, dass gemif} die Euler-Gleichungen die Erhaltung des Drehimpulses ausdriicken.
Im raumfesten Bezugssystem, das ein Inertialsystem ist, sind also die Drehimpulskomponenten konstant. Da
der Eulerwinkel ¢ der Drehwinkel fiir eine Drehung um die raumfeste 3-Achse ist, ist es von Vorteil, das
raumfeste Basissystem so zu wihlen, dass der Drehimpuls in Richtung der 3-Achse weist. Ebenso ist die Wahl
der korperfesten Figurenachse als 3’-Achse mit der Definition der Euler-Winkel kompatibel, da der Winkel
¢ eine Drehung um die korperfeste 3’-Achse parametrisiert. Die entsprechenden Symmetrien werden unten
bei der Analyse des Problems mit dem Hamiltonschen Prinzip dazu fithren, dass ¢ und ¢ zyklische Variablen

und damit die entsprechenden kanonischen Impulse p,; und p,, Erhaltungsgrofien sind.

Verfolgen wir aber zunichst noch die Rechnung mittels der Losung der Eulerschen Kreiselgleichungen (4.4.55)

weiter. Fiir die Drehimpulskomponenten im korperfesten Bezugssystem gilt

Aaysin(§,t + ¢q)
J'=0'w = Aagcos(t + @)
Ccq;
Andererseits ergibt sich mit Hilfe der Eulerwinkel aus Gl. (4.4.44) und ] =(0,0,/ )T

Aaysin(Q,t + ;)
[/ = | Aagcos(,yt + @)
Ccq;

A(8 cos ¢ + gsin® sin )
A(—I sing + g sind cos )
C(¢+ ¢ cos &)
sind sing

:ZA)T[:] sind cos @

COS ?9

Vergleichen wir die drei Ausdriicke fiir /5, folgt
Ji=C(¢+ ¢ cos) =] cos§ = CQ = const.

Da ] konstant ist, folgt
¥ =Yy = const.

und damit )
Adsin¥ysing Aagsin(Qyt + ;)
J'= Adsindycosg | = Aagcos(Qyt + ¢q)
C(¢+ ¢ cos ) Ca;
ist. Es ist also
%o

¢sindy=ay=const = ¢ = =, =const

sin ¥,
>d=Wt+d,, 9=0t+9,=> ¢ =0, =const.
Setzt man dies in (4.4.57) ein, finden wir schliefllich

AQ sinTysin(Q, + @)
I = AQsindgcos(Qyt + o) |, J3=CQ =] cosdy, J=AQ,.
Ccq,
3
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Mit folgt noch
A—C , A— A—C

J C
Q= T 0, = TQ3 == J cos¥y = ?Qlcosﬁo. (4.4.63)

Vom korperfesten System aus betrachtet, also fiir einen mitrotierenden Beobachter, prizediert somit
der Drehimpuls mit der Kreisfrequenz €2, um die in diesem System zeitlich konstante Figurenachse
/I T

Fiir die raumfesten Komponenten der Winkelgeschwindigkeit folgt nun mit (4.4.45)

Q,sinUysin(Q 1 + ¢y)
Q,+Q,cos

Das bedeutet, dass die Winkelgeschwindigkeit (also die momentane Drehachse) mit der Kreisfrequenz
2, um den zeitlich konstanten Drehimpuls (also die raumfeste 3-Achse) prizediert.

Schlieflich berechnen wir noch die Komponenten der Figurenachse 7 = €; bzgl. der raumfesten Koordina-
ten:

0 sin Gy sin(Q, ¢ + ¢g)
np= DQ} =D |0 | = —sinFycos(Qt + ¢y) |, (4.4.65)
1 cost,

d.h. die Figurenachse prizediert ebenfalls mit der Kreisfrequenz 2, um den zeitlich konstanten Dre-
himpulsvektor (die 3-Achse).

\

Die Bewegung des kriftefreien symmetrischen Kreisels lasst sich also insgesamt wie folgt beschreiben.

Die Figurenachse beschreibt einen Kegel um die Drehimpulsachse, den sog. Nutationskegel, und auch
die Winkelgeschwindigkeit definiert einen Kegel um die Drehimpulsachse, den sog. Rastpolkegel.
Vom korperfesten System aus betrachtet beschreibt die Winkelgeschwindigkeit einen Kegel um die
zeitlich konstante Figurenachse, den sog. Gangpolkegel.

Schliellich kénnen wir noch die Winkel zwischen den diversen Vektoren aus (4.4.64) und (4.4.65) berechnen:

- — / /
N B
cosl(ns )= ————= = ,
/ Bl el a2
R we ]y Q
cosL( ] ) =nss = cosOy = = b > , (4.4.66)
f f3 0 ] ] /2 2.2
V5 +(A/C) e
R > Aa?+CQ?
cos (&, ])==——= %o > .
JI&l (@2 +02) (A2 + C202)

Wir konnen uns als Kreiselkorper nun offenbar ein homogenes Ellipsoid entsprechend dem Trigheitsellip-

soid x"TOx = const vorstellen, das im symmetrischen Fall ein Kreisellipsoid ist. Es ist physikalisch klar, dass
im Fall C > A die Symmetrieachse (Figurenachse) die kurze und fiir C < A die lange Achse ist. Man nennt
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solche Rotationsellipsoide entsprechend ein oblates bzw. prolates Ellipsoid. Beachtet man, das cosa fiir die
in definierten Winkel & € [0, 7] monoton fallend ist, ergibt sich fiir A < C £(77,3) > £(7 7, &), und
fiir A> C ist L(rip, ) > L(1if, ).

Weiter folgt aus (4.4.64) und (4.4.65)

0
w=10Q, o> +Qn ;. (4.4.67)
1

Das bedeutet, dass der Rastpolkegel stets im Inneren des Gangpolkegels liegt. Es ergibt sich damit das folgende
Bild fiir die Bewegungen der diversen Vektoren fiir einen oblaten bzw. prolaten Kreisel:

A< C: oblat A> C: prolat

Wir l6sen nun dasselbe Problem nochmals mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips. Setzen wir in (4.4.46) B =
A, ergibt sich

Tr o ,
L=T= 3 [A(ts12 + ¢ sin’* 3) + C (¢ + ¢ cos 19)2] . (4.4.68)
Wie aufgrund der Symmetrie bzgl. Rotationen um die krperfeste Figurenachse bzw. um beliebige raumfeste

Achsen zu erwarten, sind ¢ und ¢ eine zyklische Variablen. Die entsprechenden kanonisch konjugierten
Impulse sind also erhalten:

dL L
Py = % = C(¢ + ¢ cos) = const. (4.4.69)
3L ) . [
py=—==A¢sin" I+ Ccosd(¢ + ¢cos?)
el (4.4.70)
Agb' sin 9 + p,cos & = const.

Mit (4.4.44) erhalten wir fiir die Komponenten des Drehimpulses bzgl. des korperfesten Systems, das wir
wieder so orientieren, dass der erhaltene Drehimpuls in die &;-Richtung zeigt,

0 sinJ sing
[/:DT[:DT 0)=J|(sindcosgp
cost

A®S cos @ +()ﬁsinﬁsin @) (4.4.71)

=00 = A(—9 cos ¢ + gﬁsinﬁcos ®) |-
C(p +¢cosz9)
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Mit (4.4.69) folgt daraus J; = Jcos = p,, = const sowie wegen ] = /| = const & = &, = const und also
9 = 0. Damit wird

Ji=Jsin¥ysing = A(,b' sindysing = ] :Agﬁ = A}, = const. (4.4.72)
Aus (4.4.69) entnehmen wir, dass damit auch ¢ =, = const ist. Also gilt

Damit erhalten wir
Py = C(Qy + 8y costly) = AQ cos Iy = CQ; (4.4.74)
bzw. A_C A C
Qz — _ Ql COS /190 — %Qg. (4.475)

Damit haben wir dieselbe Losung, die wir oben mit der Eulerschen Kreiselgleichung hergeleitet haben, auch
aus dem Hamiltonschen Prinzip erhalten.

4.4.4 Der schwere symmetrische Kreisel

Wir wenden uns nun dem schweren symmetrischen Kreisel zu, fiir den der Unterstiitzungspunkt nicht
mehr mit dem Schwerpunkt tibereinstimmt sondern irgendwo auf der Figurenachse liegt und also die Schwer-
kraft der Erde ein Drehmoment impliziert. Freilich richten wir nun die raumfeste e;-Achse in Richtung der
Schwerkraft, denn dann ist aufgrund der Rotationssymmetrie des Problems um diese Achse wenigstens noch

die entsprechende Drehimpulskomponente J; erhalten, und der entsprechende Drehwinkel ¢ bleibt zyklisch.

Wir legen den Ursprung des raum- und korperfesten Bezugssystems zusammen, so dass R=0,d.h. vermoge
(4.3.5) X; = 7; ist. Da der Schwerpunkt auf der Figurenachse liegen soll, ist 5 = s7i; = s€;, und mit (4.3.31)
erhalten wir die potentielle Energie zu

V =Mgscost, (4.4.76)
wobei wir die raumfeste e;-Achse senkrecht nach oben gelegt haben, sodass ¢ = —gé; ist. Zusammen mit
(4.4.68) folgt damit fiir die Lagrangefunktion

1 12 5 2 32 ./ 2
L= 3 [A(gb sin” ¢ + 9 )—i— C(gﬁ + gbcosﬁ) ]—Mgs cos . (4.4.77)

Die Symmetrien des Problems ergeben wieder die drei ersten Integrale, die wir schon beim freien symmetri-
schen Kreisel erhalten haben: ¢ und ¢ sind zyklisch, entsprechend der Symmetrie unter Rotationen um die
raumfeste €;-Achse (also die Richtung von g) bzw. um die korperfeste &;-Achse, also die Figurenachse 7.

Auflerdem ist die Gesamtenergie erhalten, weil L nicht explizit von der Zeit abhingt. Wir haben also die drei
Erhaltungsgrofien

py= j—; = A sin? @ + C(¢ + J cos ) cos d (4.4.78)
dL .

Pe= 35 C(¢+¢cost), (4.4.79)

E= T+ Vv

_ % [A(gb'z sin 8-+ 62)+ C g+ ¢COSﬁ>z] +Hgscosd, (4.4.80)

Freilich konnen wir nun nicht mehr wie beim freien Kreisel auf die Erhaltung aller drei raumfesten Dre-
himpulskomponenten schlieffen, da nun g eine Richtung im Raum, die wir zur raumfesten 3-Achse gewihlt
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haben, auszeichnet und folglich nur noch Rotationen um diese Achse eine Symmetrie des Systems darstellen,
nicht mehr jedoch beliebige Drehungen um den Drehpunkt.
Wir konnen aber die Integration der Bewegungsgleichungen nach dem Standardschema des Lagrange-Forma-

lismusses ausfithren. Dazu substituieren wir in (4.4.80) gb und ¢ durch die erhaltenen kanonischen Impulse
@4.78) und @.4.79):

. py—p,ycost
S LS iy 4.4.81
¢ Asin? 9 ( )
¢:ﬁ_(p¢_p¢?osq9)cosq9, (4.4.82)
C Asin® ¢
Agy (py—pycos®)?  p2
E==4? i LM g. 4.4.83
= 2 + A2 +2C+ gscos ( )
Dies kénnen wir nach ¢ auflésen. Nach Substitution # = cos ¢ erhalten wir
" A
t—ty= :I:f du’ (4.4.84)
L) V f(”/)
mit
f(u)=2AE—Mgsu)(1—u*)— (A/C)p;(l —u?)— (py— p¢u)2. (4.4.85)

Auflosen von (4.4.84) nach ¢ ergibt eine sog. elliptische Funktion. Wir begniigen uns mit einer qualitativen
Analyse:

Fiir physikalisch sinnvolle Anfangsbedingungen muss das kubische Polynom f (#) im Intervall [—1,1]
zwei reelle Nullstellen #; , haben, zwischen denen das Argument der Wurzel in pOsitiv ist.
Zwischen den entsprechenden Winkeln &, , schwingt dann die Figurenachse relativ zur raumfes-
ten 3-Achse (also zur Richtung der Schwerebeschleunigung ¢) hin und her. Im Zusammenhang mit
dem schweren Kreisel bezeichnet man diese Schwingung als Nutationsbewegung. Sei ¢, < ¢,, d.h.
uy > #y. Betrachtet man die Bewegung der Spitze des Einheitsvektors 7, besagt (4.4.81), dass sich
die Figurenachse unter den der Nutationsbewegung entsprechenden Schwankungen entweder um die
raumfeste 3-Achse stets vorwirtsrotiert (denn falls py— pycos ¢, > 0ist gb > 0), fiir § = ¢, die Pri-
zessionsgeschwindigkeit verschwindet (falls p, — p, cos ¢} = 0 ist) oder die Prizession auch zeitweise
riickldufig sein kann (falls p, — p,, cos ¢, < 0ist). Diese durch () beschriebene Bewegung der Figu-
renachse bezeichnet man als Prazession.

Ein Spezialfall liegt vor, wenn ¢ = const (aber von 0 und 7 verschieden) ist, also ¢, = ¢, eine Nullstelle
zweiter Ordnung des Arguments unter der Wurzel des Integranden in (4.4.84) ist. Dann sind gemif} (4.4.81)
und (4.4.82) auch ¢ und ¢ konstant. Dies bezeichnet man als reguldre Prizession.

Wir analysieren nun noch zwei Spezialfille, die wir niherungsweise analytisch behandeln kénnen.

4.4.5 Pseudoregulire Prizession

Als erstes denken wir uns den Kreisel zu Anfang in eine schnelle Rotation um die Figurenachse versetzt und
dann mit der Figurenachse um einen Winkel ¢ = J, (mit &, # 0, ) gegen die raumfeste 3-Richtung gekippt
ohne weiteren Anstof} auf seine Spitze gesetzt. Dann haben wir die Anfangsbedingungen

§(0)=0, d0)=00)=0, ¢(0)=cwy ¢(0)=18(0)=0. (4.4.86)
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Wir nehmen nun an, dass
F=0,+e (4.4.87)

mit |¢| < 1. Wir wollen dann die Bewegungsgleichungen nach kleinen Groflen in € entwickeln. Wir werden
im Verlauf der Rechnung noch genauer zu spezifizieren haben, in welchen Fillen die Niherung anwendbar

ist. Aus den Anfangsbedingungen und (4.4.78)-(4.4.80) folgt
2
py=Cuwycosdy, p,=Cuawy, E:%—i—Mgscosﬁo. (4.4.88)

Wir betrachten die Energie in der Form (4.4.83), setzen (4.4.87) ein und entwickeln bis zur zweiten Ordnung
in €. Dann folgt

C2w)?

" O>62+ o(e). (4.4.89)

Agsgp A . 1
5192 = 562 =Mgssin¥ye + 3 <Mgscosz90—

Ableiten dieser Gleichung nach der Zeit und Division durch ¢ ergibt schliellich die Differentialgleichung

e=0%(a—e), (4.4.90)
wobel wir , P
Cwf M Mgssi
2 %0 T8 58, a=8100 4.4.91)
A2 A AQ2

gesetzt haben. Offensichtlich bleibt € nur klein, wenn Q2 > 0 ist. Die allgemeine Losung lautet dann nimlich
€(t)=c;cos(Qt +¢,)+a. (4.4.92)
Mit den Anfangsbedingungen €(0) = é(0) = 0 ist schliefilich
€(t)=a[l—cos(r)]. (4.4.93)
Die Niherung ist also gerechtfertigt, wenn |a| < 1, und das ist offenbar erfiillt, wenn

20)(2)
Mgs <K i (4.4.94)

Das bedeutet, dass die potentielle Energie der Schwerkraft sehr viel kleiner sein muss als die anfingliche Ro-
tationsenergie.

Entwickeln wir nun (4.4.81) unter Verwendung von (4.4.88) bis zur linearen Ordnung in ¢, erhalten wir

b= Tt o0(e2). (4.4.95)
0

Setzen wir hierin (4.4.93) ein, finden wir durch Integration unter Verwendung der Anfangsbedingun-
gen (4.4.86)
C in(2t
(1) = [z— sin( )]. (4.4.96)

Asind, Q

Das bedeutet, dass der Kreisel dem Drehmoment aufgrund der Gravitationskraft ,ausweicht“, indem
die Figurenachse um die raumfeste 3-Achse prizediert, d.h. der Kreisel weicht senkrecht zum ange-
wandten Drehmoment aus. Diese Prizession erfolgt zwar nicht mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit, aber fiir £ > 1/ fallen die dann relativ dazu kleinen schnellen Schwingungen nicht mehr son-
derlich auf, sodass die Bewegung fast wie eine regulire Prizession erscheint. Man spricht daher von
pseudoregulirer Prizession.
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Ebenso erhalten wir
Cwqcot W,

et 0(e?) (4.4.97)

Y =wo—

mit der Losung

(4.4.98)

o(t) = oyt — C wqa cot |:t _ sm(Qt)]

A Q

4.4.6 Stabilitit der Rotation um die senkrecht stehende Figurenachse

Schliefllich betrachten wir als weiteren Spezialfall, dass wir den Kreisel um seine Figurenachse rotieren lassen
und dann zur Zeit t = 0 den Kreisel mit der Figurenachse in Richtung der raumfesten 3-Achse stellen. Dann
gelten die Anfangsbedingungen

§(0)=p(0)=(0)=0, &(0)=c, ¢(0)=3(0)=0. (4.4.99)

Dann ist

py=p,=Cay. (4.4.100)
Aus dem Energiesatz folgt mit # = cos ¢ nach einigen Umformungen

2.2
C*wyj

ZAMgs_

‘gﬂZ:Mgsm—u)z(u—uo) =P(u) mit uy= 1. (4.4.101)

Bei physikalisch realisierbaren Anfangsbedingungen muss # € [—1, 1] sein und dort P(#) > 0 gelten. In jedem
Fall besitzt im hier betrachteten Fall das Polynom bei # = 1 eine doppelte Nullstelle. Falls dann #y > 1 ist,
besitzt das Polynom bei # = 1 ein Maximum, ist also in der Umgebung von # = 1 negativ, so dass #(¢) =0,

d.h. #(¢) = 1 bzw. § = 0 = const sein muss. Aus (4.4.81) folgt dann zusammen mit der Anfangsbedingung
(4.4.99), dass ¢ =0, also ¢ = 0 = const sein muss und folglich ¢(z) = wyz. In diesem Fall, d.h. falls

4AMgs

2
uy>1= wy> 2 =W

(4.4.102)

rotiert also der Kreisel exakt weiter mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um die raumfeste 3-Achse. Dann
konnen wir schreiben

o= —= —1. (4.4.103)

Falls #, < 0, also 2cg < w?., ist die doppelte Nullstelle bei # = 1 ein Minimum und —1 < #, < 1, d.h. #
schwankt zwischen #, und 1 hin und her, d.h. der Kreisel fithrt eine Nutationsbewegung aus. Aus (4.4.81)
folgt dann

Cuw,
A(l1+u)

>0, (4.4.104)

=
d.h. die Figurenachse prizediert wihrend der Nutationsbewegung um die raumfeste 3-Achse.
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4. Anwendungen

Der Kreiselkompass

X3

® R X, apy

e =¢
d=r/p
O?

= =y
72/ =5

Ein Kreiselkompass ist ein ,gefesselter symmetrischer Kreisel“ auf der rotierenden Erde, d.h. es
handelt sich um einen symmetrischen Kreiselkorper, dessen Figurenachse sich nur um die Vertikale
(also um eine Achse in Richtung von —g, wobei g die Schwerebeschleunigung in Erdnihe bezeichnet)
drehen kann.

Zur Berechnung des Verhaltens dieses gefesselten symmetrischen Kreisels betrachten wir im Folgenden drei
Bezugssysteme, nimlich

e ein raumfestes inertiales Bezugssystem, wobei wir annehmen, dass das Ruhsystem des Erdmittel-

punkts mit hinreichender Genauigkeit als ein solches raumfestes Inertialsystem betrachtet werden kann.
Wir definieren also den Ursprung des raumfesten Bezugssystems als den Erdmittelpunkt und von den
kartesischen Basisvektoren ¢; sei ¢; in Richtung der Rotationsachse der Erde gelegt.

ein erdfestes rotierendes Bezugssystem. Auch dessen Ursprung legen wir in den Mittelpunkt der
Erde. Die Basisvektoren €, sind so gewihlt, dass fiir einen Beobachter bei der geographischen Breite
A = 7/2— 0 die Siidrichtung durch ¢, die Ostrichtung durch ¢, und schliefllich die dazu senkrechte
Richtung ,nach oben*, also entgegen der effektiven Schwerebeschleunigung durch €] gegeben sind (wie

im Abschnitt[2.9.3).

ein korperfestes Bezugssystem des Kreisels mit dem Ursprung in dessen Schwerpunkt und der karte-
sischen Basis €/’ in Richtung der Haupttrigheitsachsen und €; in Richtung der Figurenachse, wie oben
beim kriftefreien symmetrischen Kreisel. Die Eulerwinkel (¢, &, ¢) werden relativ zum erdfesten Sys-
tem definiert.

Im Gegensatz zum freien Kreisel ist bzgl. des erdfesten Beobachters der Kreisel wie in der Abbildung so
gelagert, dass seine Figurenachse waagrecht zur Erdoberfliche (also senkrecht zur €;-Achse) fixiert ist. Sie kann
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4.5. Der Kreiselkompass

sich allerdings noch frei um eine senkrechte Achse durch den Schwerpunkt drehen. In der Parametrisierung
mit Eulerwinkeln relativ zum erdfesten System, definiert durch

z Euler)-,
/=D (4.5.1)
ist also ¢ = 7r/2 = const und ¢ und ¢ die Freiheitsgrade des Kreisels, d.h. es gilt

DE) = Dy()Dy(r/2)Ds(9)

cospcos¢) —cos¢gsing  sing (4.5.2)
=| cospsing —singsing —cos¢
sin g cos @ 0

Dabei beschreibt ¢ die Drehung des Kreiselkrpers um die Figurenachse und ¢ die Drehung der Figurenachse
um & =—g/g.
Schliefllich bendtigen wir noch die Drehmatrix, die die erdfeste Basis durch die raumfeste Basis ausdriick.

Wie in Abschnitt hergeleitet, gilt fiir diese Drehmatrix

> Erd A (Erde A A
¢ = D‘ 9%, DI =Dy nDy(0), (4.5.3)
wobei Q =27 /T,y ~7,292- 107 /s die Winkelgeschwindigkeit der Erde ist. Dabei ist 7;;; =23 h + 56min +
10s = 8,617 - 10*s die Dauer eines siderischen Tages, d.h. die Dauer einer vollstindigen Erdrotation vom
Ruhsystem der Fixsterne aus betrachtet. Weiter ist & = /2 — A, wobei A € (—/2,7/2) die geographische
Breite am Standort des Kreiselkompasses ist. Die Drehmatrix, die gemaf3

¢/ =D; ¢ (4.5.4)

direkt die raumfeste in die korperfeste Basis tiberfiihrt, ist also durch
b — Z/\)(Erde)[)(Euler) (455)

gegeben. Wir erhalten dann die raumfesten momentanen Winkelgeschwindigkeitskomponenten des Kreisels
wieder durch (4.3.9), und schliellich ergeben sich die kérperfesten Komponenten zu
Q(cos ¢ cos ¢ sin @ —sin g cos ) — drsin @
=D"w= —Qcos ¢y singsint +cospcostl) — fcosg |- (4.5.6)
Qsinfsing — ¢

Damit wird die Rotationsenergie des Kreisels gemaf} (4.3.19) und 0’ = diag(A,A, C)

7—;Pln % //T@//
= 4[ ¢ +QcosB) + Q2 sin?  cos? ¢] 4.5.7)
C, . . q
+ 5 (¢ —Qsin @ sin )’

Vergleichen wir dies mit dem entsprechenden Ausdruck fiir den freien symmetrischen Kreisel, fiir den sich die
Euler-Winkel direkt auf das raumfeste Bezugssystem beziehen und setzen darin entsprechend der Fesselung
des Kreisels ¢ = 7/ 2 erhalten wir das Resultat (4.5.7) fiir Q = 0, wie es sein muss. Wir sehen, dass die
kinetische Energie in im Verglelch damit Terme der Ordnung 2 und 2 beinhaltet. Fiihren wir uns die
Betrachtungen in Abschnltt vor Augen, sind diese Terme offensichtlich den auf den Kreisel wirkenden
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4. Anwendungen

Coriolis- und Zentrifugalkriften geschuldet. Da der raumfeste Bezugspunkt der Schwerpunkt des Kreisels
ist, wirken zwar wie beim freien Kreisel keine Drehmomente aufgrund der effektiven Schwerkraft auf den
Kreiselkompass ein, sehr wohl jedoch aufgrund von Coriolis- und Zentrifugalkraft.

Um die Lagrange-Funktion aufstellen zu kénnen, missen wir nun noch die translatorische Bewegung des
Schwerpunkts beriicksichtigen. Die entsprechende kinetische Energie berechnen wir in dem Fall am bequems-
ten im erdfesten Bezugssystem, da der Schwerpunkt des Kreisels ein erdfester Punkt ist. Es gilt also offenbar
§"'=(0,0,5)T = const (s. die obige Abbildung) und folglich

0
D, =0 x§' = QSsinf |, (4.5.8)
0

wobei wir (2.9.44) fiir die erdfesten Winkelgeschwindigkeitskomponenten der Erde ' = Q(—sin 6,0, cos )"
benutzt haben. Es ist also die kinetische Energie des Schwerpunkts

M M :
Is= ?(Dtg)z = 39252 sin? @ = const. (4.5.9)
Wir konnen also diesen Beitrag in der Lagrange-Funktion vernachlffsigen. Die Lagrange-Funktion lautet also

zunichst

L=T, :§(¢2 + Q2 cos” fsin” 0) + %(gp —Qsinfsin )

d /A
—(=t0%cos® 0 )
+dt<2t cos” 0+ AQ¢ cos

(4.5.10)

Dabei haben wir eine totale Zeitableitung einer Funktion, die nicht von den generalisierten Geschwindig-
keiten ¢ und ¢ abhingt, abgespaltet. Wie wir aus Abschnitt MWissen, kénnen wir solche Terme in der
Lagrange-Funktion weglassen, ohne die Bewegungsgleichungen zu dndern, d.h. wir kénnen mit der etwas
einfacheren Lagrange-Funktion

A : C o
L= E(gbz +Q? cos® ¢ sin? ) + E(go —QsinGsin ) (4.5.11)
weiterrechnen.

Unser Ziel ist es, eine stabile Gleichgewichtslage fiir den Winkel ¢ zu finden, also die Richtung der Figu-
renachse des Kreisels im erdfesten Bezugssystem,

0 sin ¢
n, =D (0] = | —cos¢ |, (4.5.12)
1 0

um die der Kreiselkompass trotz der angreifenden Coriolis- und Zentrifugaldrehmomente nur kleine Schwin-
gungen ausfiihrt. Wie wir gleich sehen werden, wird diese Aufgabe wesentlich einfacher, wenn wir zum Ha-
milton-Formalismus tibergehen. Der Grund dafiir ist, dass ¢ eine zyklische Variable ist. Das ist wegen des
Noether-Theorems auch unmittelbar klar, denn die Rotation um die Figurenachse eines symmetrischen Krei-
sels ist definitionsgemif$ eine Symmetrietransformation, d.h. die entsprechende kérperfeste Drehimpulskom-
ponte ist erhalten: /i = p, = const.

Berechnen wir also zunichst die generalisierten Impulse,

L e L _
pgﬂ:8—¢:C(¢—Qs1n95m¢):const, py=—=4¢. (4.5.13)
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4.5. Der Kreiselkompass

Dabei ist tatsichlich p, erhalten, da ¢ eine zyklische Koordinate ist.

Die Hamilton-Funktion, also die Gesamtenergie, ist ebenfalls eine Erhaltungsgrofie, da die Lagrangefunktion
nicht explizit zeitabhingig ist:

=5¢ +fp¢+p¢ﬂsm(93m¢—zﬂ sin” @ cos” ¢ = const. (4.5.14)

Veir(¢)

Da p,, = const ist, kénnen wir (4.5.14) die Hamilton-Funktion als effektive Beschreibung der Bewegung fiir
¢ ansehen. Dabei entspricht dies offenbar formal der Bewegung eines Teilchens im Potential V_g(¢).

Um die stabilen Gleichgewichtslagen dieser Bewegung von ¢ zu finden, miissen wir die Minima von Vg
bestimmen. Bilden wir also die Ableitung

%Veff(gb):Qcosgbsinﬁ(pgﬂ +AQsinFsin ). (4.5.15)
Wir nehmen an, dass der Kreiselkompass anfangs in eine schnelle Rotation, also ¢, > Qsin @ versetzt wur-
de. Gemdf} (4.5.13) ist dann p, =~ C¢ sehr gross gegen Aflsin 0. Nullstellen von (4.5.15) sind also ¢, =
+7/2 mod 27t und auflerdem fiir alle Winkel ¢5 mit sin¢; = — po/ (A%w?sin’ ). Um zu entscheiden, wel-

che dieser Nullstellen einem Minimum von Vg entsprechen, untersuchen wir V(¢). Es ist
Vi(¢) =Qsin O[AQsin 0(1—2 sin? ¢) — pysind]. (4.5.16)

Daraus folgt V{(£7/2) = —Qsin 0(AQsin O£ p,) ~ FQsin? p,. Je nach Vorzeichen von p,, ist also entweder
¢ = /2 oder ) = —r/2 ein Minimum des effektiven Potentials. Weiter ist V(¢)3) = AQ? sin? 6 — p; /a <0,

d.h. bei ¢5 handelt sich stets um ein Maximum des effektiven Potentials und damit nicht um einen stabilen
Gleichgewichtspunkt.

Fiir p, > Oist also ¢, =—m/2 die stabile Gleichgewichtslage und gemif} (4.5.12) ist dann

—1
r_
ne=\ 0|, (4.5.17)

d.h. die Figurenachse weist in der Tat nach Norden, wenn man wie hier angenommen die Richtung
der Figurenachse nach der Rechte-Hand-Regel bzgl. der Rotation (also mit der Winkelgeschwindigkeit
¢ > 0) um diese Achse wihlt.

Wir betrachten noch die niherungsweise harmonische Schwingung der Figurenachse fiir kleine Abweichun-

gen von der Gleichgewichtslage. Dazu setzen wir ¢ = —7n/2 + « und entwickeln das effektive Potential um
a=0: ;
) Qsin .
Vii(—7/2+ @) = —Qp, sin 6 + ——(p, — AQsinf)a’. (4.5.18)

Damit wird (4.5.14) niherungsweise zu

Qsinf

A
E==d&"+

> (p, —Afdsin 6)a* + const = const. (4.5.19)
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4. Anwendungen

Ableiten nach der Zeit ergibt dann

Qsinf
A

a =

(p, —AQsinb)a. (4.5.20)

Die Schwingungstrequenz um die Ruhelage ist also durch

2 — Qsme(pgp — AQsin ) ~ %Qsmw (4.5.21)

osc

gegeben. Dabei ist wegen (4.5.13) p, =~ C¢ = const, also ¢ = const. Aus der Periode dieser Schwingun-

gen lassen sich also bei Kenntnis der Haupttrigheitsmomente und der Winkelgeschwindigkeit der schnellen
Rotation um die Figurenachse ¢ auch die geographische Breite A = 7r/2 — 6 bestimmen.

Fiir einen realen Kreiselkompas muss man natiirlich sicherstellen, dass er, in schnelle Rotation versetzt, nach
einiger Zeit aus beliebiger Stellung der Figurenachse, also beliebigem Anfangswinkel ¢, losgelassen die stabile
Gleichgewichtslage erreicht. Dies geschieht durch geeignete Dimpfung der Rotation um die erdfeste 3-Achse
(entsprechend der Anderung des EulerWinkels ¢). Entsprechende Kreiselkompasse wurden um 1900 herum
patentiert.

Eine interessante Anekdote ist, dass es einen Patentstreit zwischen dem deutschen Erfinder Hermann An-
schiitz-Kaempfe und dem amerikanischen Erfinder Elmer Ambrose Sperry gab, in dem Albert Einstein als

Gutachter fungiert hat [[Tra08]]. Eine schone Beschreibung eines entsprechenden Experiments findet sich in
[Knu73]).
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In diesem Anhang wollen wir kurz auf die verschiedenen analytischen Darstellungen von Kegelschnitten
eingehen, denn diese bendtigen wir fiir ein vollstindiges Verstindnis des Keplerproblems in Abschnitt[2.8.2]

Anhang A

Kegelschnitte

A.1 Definition der Kegelschnitte

Fiir unsere Zwecke ist nicht die Definition der Kegelschnitte als die Schnittkurven einer Ebene mit einem

Kreiskegel bequem, sondern deren Ortsdefinitionen. Wir unterscheiden drei Grundtypen:

7

e Ellipse: Fiir eine Ellipse sind zwei Punkte in einer Ebene vorgegeben, die Brennpunkte oder

Foci F, und F,. Die Ellipse ist dann diejenige Kurve in dieser Ebene, fiir die jeder Punkt P auf
der Ellipse die Gleichung
|F,P|+|F,P| =2a = const (A.1.1)

erfiillt, d.h. fiir jeden Punkt P der Ellipse ist die Summe der Abstinde von den beiden Brenn-
punkten gleich 2a.

Daraus ergibt sich auch die praktische Moglichkeit eine Ellipse zu zeichnen, die sog. Girtner-
konstruktion. Man befestigt die Enden einer Schnur der Lange 24 in den beiden Brennpunkten
und zeichnet dann die Kurve, die sich ergibt, wenn man den Stift entlang des straff gespann-
ten Seils fithrt. Der Name , Girtnerkonstruktion® rithrt daher, dass man dieses Verfahren zum
Begrenzen schoner ellipsenformiger Beete im Garten anwenden kann.

Hyperbel: Auch fiir eine Hyperbel sind zwei Brennpunkte F; und F, vorgegeben. Hier ist die
Differenz der Abstinde der Punkte auf der Hyperbel betragsmifig konstant, d.h.

\|E,P|—|E,P|| = 2a. (A.12)

Parabel: Fiir eine Parabel ist ein Brennpunkt F vorgegeben und eine Gerade, die sog. Leitgerade
in einer Ebene. Die Parabel ist dann durch diejenigen Punkte in der Ebene definiert, fiir die die
Abstinde von der Geraden und dem Brennpunkt gleich sind.
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A. Kegelschnitte

A.2 Analytische Beschreibung in der Ebene

A.2.1 Ellipse

Beginnen wir mit der Ellipse und betrachten die nebenstehende
Skizze. Zuerst leiten wir einige geometrische Eigenschaften her.
Betrachten wir dazu den Punkt A auf der groflen Halbachse der
Ellipse. Aus der Definition der Ellipse folgt dann

|FA|+|5A| = (e +a)+(a—e) = 2a. (A.2.1)

x Damit ist die entlang der Ellipse konstante Summe 2. Wen-
den wir den Satz des Pythagoras auf das rechtwinklige Dreieck
OF,B an, erhalten wir

2+ b2 =42 (A.2.2)

denn die Hypotenuse dieses Dreiecks ist aus Symmetriegriinden (|F,B| + |F,B|)/2 = 24/2 = a. Nun kdénnen
wir eine Gleichung fiir die Koordinaten (x,y) des Punktes P herleiten. Es ist nimlich, wieder nach dem Satz

des Pythagoras
|F\P|=+/(e+x)?+y2, |EP|=1/(e—x)?+y2. (A.2.3)

Damit folgt

Vie+x)2+y2++1/(e—x)2+y2=2a. (A.2.4)

Man kann mit einer einfachen Rechnung (Ubungsaufgabe!) zeigen, dass daraus

2 2
%+%:1 (A.2.5)

folgt.

y Eine andere niitzliche Darstellung ergibt sich mit der Parametrisierung durch
die sogenannte exzentrische Anomalidl| mit dem Mittelpunkt der Ellipse als
R Ursprung. Aus der nebenstehenden Skizze lesen wir zunichst ab

X =acosu (A.2.6)

Setzen wir dies in (A.2.5) ein, erhalten wir

2 2

2 y _ y _ 2, 2
cos %+ﬁ_1:> ﬁ_l—cos u=sin"u. (A.2.7)
Man macht sich schnell klar, dass man mit
x=acosu, y=bsinu, wue€[0,27) (A.2.8)

eine vollstindige Parametrisierung der Ellipse erhilt.

"Der Begriff ,Anomalie“ stammt hier aus der Astronomie. Gemeint ist damit ein Winkel des Ortsvektors eines Planeten bzgl.
der Richtung, wenn er im sonnennichsten Punkt, dem Perihel, steht. Im Fall der wahren Anomalie liegt dabei der Ursprung des
Ortsvektors auf einem Brennpunkt der Bahnellipse und im Fall der hier besprochenen exzentrischen Anomalie in deren Mittelpunkt.
Beide Winkel spielen bei der Behandlung des Keplerproblems in Abschnitt eine wichtige Rolle.
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A.2. Analytische Beschreibung in der Ebene

Mit dieser Parametrisierung lasst sich auch leicht die Fliche der Ellipse berechnen. Diese Fliche wird offenbar
durch die beiden Parameter A €[0,1] und # €[0,27) vermdge

x acosu
7=y |=A{ bsinu (A.2.9)
0 0

parametrisiert. Wir bilden nun infinitesimale Flichenelemente, die durch die Koordinatenlinien A = const
und # = const aufgespannt werden. Die Flichennormalenvektoren sind dann

acosu —asinu
dPPF=3r xd,r=A| bsinu | x| bcosu
° 0 (A.2.10)
0 0 o
= Aab 0 =Aab |0
cos? u +sin’ u 1
Damit ist der Flicheinhalt der Ellipse
. 1 2m 1
f ’sz‘:abJ dﬂf du):27mbf dAA = nab. (A.2.11)
F 0 0 0
Es ist klar, dass im Grenzfall 2 = b (was e = 0 impliziert) die Ellipse zu einem Kreis mit Radius 4 wird.
X, Schliellich benétigen wir fiir das Verstindnis des Kepler-Pro-
A blems noch die Ellipsengleichung in Polarkoordinaten mit dem
_\ Ursprung in einem Brennpunkt (s. nebenstehende Skizze). In
P der Astronomie heiflt der Polarwinkel wahre Anomalie. Die
e r Gleichung der Ellipse in der Form r = r(¢) lesen wir direkt
]? a . gA >, AU der geometrischen Definition (A.2.1) ab:
1 2
b r+ \/(2@ +7cosg)?+ r2sin ¢ = 2a. (A.2.12)
Dies formen wir zunichst um in

(2a—7r)* =(2e 47 cos@)’ 4 r?sin’ ¢

A.2.13
:4e2+4ercosg0+rz. ( )
Mit (A.2.2) und den durch
2
p:536:5 (A.2.14)
a a

definierten Parametern p (Halbparameter) und ¢ (numerische Exzentrizitit) finden wir schliefllich

=P (A.2.15)
1+e€cose

Dies erklirt auch den in der nebenstehenden Skizze eingezeichneten Halbparameter p, denn offenbar

ist p=r(p=m/2).
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A. Kegelschnitte

A.2.2 Hyperbel ,

Betrachten wir den Punkt A auf der nebenstehend abgebildeten
Hyperbel, finden wir aus der oben angegebenen Ortsdefinition,
dass

|F,A| — |RA|| = 24 (A.2.16)

ist. Mit dem Satz des Pythagoras lesen wir fiir die Ortskoordi-
naten

Vx+e2+y2—/(x—eP+y2=%2a (A.2.17)

Nach einigen Umformungen erhilt man die Hyperbelgleichung

2 2

XYy p=yfer—a2 (A.2.18)

a? b2: ’

Diese implizite Darstellung beschreibt beide Aste der Hyperbel.

Eine niitzliche Parameterdarstellung erhilt man mit Hilfe der Hyperbelfunktionen cosh und sinh (Cosinus
bzw. Sinus hyperbolicus), deren Name von dieser geometrischen Bedeutung herriihrt, und die durch

coshu = ! exp(#)+exp(—#)], sinhu= %[exp(%)—exp(—u)] (A.2.19)

1

definiert sind.

Wir erhalten den rechten (oberes Vorzeichen) bzw. linken (unteres Vorzeichen) Ast der Hyperbel

durch
x =+acoshu, y=bsinhu, ueR, (A.2.20)

denn man beweist leicht durch direktes Nachrechnen mit (A.2.19) (Ubung), dass stets

cosh?# —sinh?# =1 (A.2.21)

gilt.
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A.2. Analytische Beschreibung in der Ebene

y Die geometrische Bedeutung von # finden wir durch Berechnung der nebenstehend
gezeichneten Fliche A. Wir konnen die Fliche offenbar mit den Parametern A €[0,1]
und #" € [—u,u] parametrisieren:

Aacosh u’
= S X(Au'y=| Absinha’ |. (A.2.22)
0

Die Flichennormalenvektoren sind dann (Nachrechnen!)

d2£: QAK X 3”/9_5

acoshu’ asinh #’
=dAdu’A| bsinhu’ | x | bcoshu’
0 0
0 (A.2.23)

=dAdu' Aab 0

cosh? /' —sinh® »’

0
=dAdu'Aab | O

1

Damit wird die besagte Fliache
1 u 1 "
A:f dlf du’:abf dx\f du'A=abu. (A.2.24)
0 —u 0 —u

Setzen wira = b =1, wird A = u, d.h. # ist die Fliche des entsprechenden Segments einer Einheits-
hyperbel.

Man kann sich klar machen, dass man auch Winkel in dhnlicher Weise durch die Flicheninhalte von entspre-

chenden Einheitskreissegmenten definieren kann (Ubungsaufgabe!).
Fiir die Bahnbewegung beim Kepler-Problem benétigen
wir wieder die Beschreibung des einen Hyperbelastes in
Polarkoordinaten mit dem einen Brennpunkt im Koordi-
natenursprung. Da die Astronomen den sonnennichsten
Punkt als Bezugspunkt verwenden, d.h. das Perihel bzw.
Periastron entspricht ¢ = 0, handelt es sich um den linken

x  Ast. Mit Hilfe des Kosinus-Satzes fiir das Dreieck F,F,P

lesen wir ab

IPF,|* = (2¢)* + r* —4er cos . (A.2.25)

Mit der Definition der Hyperbel erhalten wir damit

|PE)|—|PF| = /(2e)2+ r2 —4er cosp— r = 2a. (A.2.26)
Dies wollen wir nach r auflésen. Dazu rechnen wir

(2a+7)* =(2e)* + r*—4arcos g (A.2.27)
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A. Kegelschnitte

Mit der binomischen Formel auf der linken Seite folgt nach einigen einfachen Umformungen

(24)2+4ar+72:(26)2+72—4ercosgo = r(p)= P

=\ (A.2.28)
1+ ecosg

Dabei ist wieder p = b?/a und € = e /a, d.h. die Polargleichung ist identisch mit derjenigen der Ellipse.
Der entscheidende Unterschied ist, dass bei der Hyperbel e > a ist, d.h. e > 1.

Da r > 01ist, ist der geometrisch sinnvolle Winkelbereich eingeschrinkt. Wihlen wir als Bereich ¢ € (—m, ),
folgt aus 14 e cos¢p >0, dass cos ¢ > —1/e€ sein muss, d.h. |¢| < arccos(—1/¢), d.h. der geometrisch sinnvol-
le Bereich ist ¢ € (—arccos(—1/¢),arccos(—1/¢)). Bei der Anndherung von ¢ an die entsprechenden Werte
+arccos(—1/¢) wird r — oo, d.h. die Hyperbelbahn reicht ins Unendliche. Beim Kepler-Problem bedeutet
dies, dass sich der Himmelskorper aus dem Unendlichen an die Sonne annidhert und auch wieder im Unend-
lichen verschwindet, d.h. es liegt keine gebundene Bahn wie bei der Ellipse vor.

A.2.3 Parabel

Bei der Parabel beschrianken wir uns auf die Herleitung der fiir das Kepler-Problem bendtigten Gleichung in
Polarkoordinaten mit dem Brennpunkt im Koordinatenursprung.

Aus der Definition der Parabel lesen wir aus der obigen Skizze

r=2f +rcos(mr—¢p)=2f —rcosgp
2f  p (A.2.29)

= = =
r(gﬂ) 1+cosp 1+cose

ab; d.h. auch hier haben wir mit dem Parameter p = 2f dieselbe Form fiir die Gleichung wie bei
Ellipse und Hyperbel, wobei € = 1 ist.

Der geometrische Winkelbereich ist offenbar ¢ € (—, 7r), wobei fiir ¢ — £ offenbar » — oo ist. Auch die
Parabelbahn entspricht also beim Kepler-Problem einer ungebundenen Bewegung.
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Anhang B

Transformationen zwischen kartesischen Basen

In diesem Anhang wollen genauer untersuchen, wie man zwischen verschiedenen kartesischen Basen des drei-
dimensionalen Raums hin- und herwechselt. Dabei wenden wir stets die Einsteinsche Summenkonvention an,
d.h. in Formeln, in denen Indizes doppelt vorkommen, wird tiber diese von 1 bis 3 summiert.

B.1 Orthogonale Transformationsmatrizen

Es seien nun (¢;) und (E/;) (7, k € {1,2,3}) zwei rechtshindige kartesische Basen, d.h. die drei Vektoren sind
drei aufeinander senkrecht stehende Einheitsvektoren mit &, X €, = ¢; bzw. é; = €] x é,. Fiir jeden Vektor 9
gilt dann

- > >/ . = .z I _=l =
V=0je;=7,€, Mt V,=¢-TV, U, =¢- 7. (B.1.1)
Man kann nun sehr einfach die Komponenten der einen Basis aus den Komponenten der anderen Basis be-

rechnen
7)‘:—)"7—;: E'(’U;Ek)/:D]k‘v;, D]k :E]'E;. (B.l.Z)

Fiir die folgenden Rechnungen mit Komponenten ist es oft bequem, die Spaltenvektoren
vy v
v={v,]| und 2 =|9 (B.1.4)
V3 v,
und die Transformationsmatrix
. Dy Dy, Dy
D=\ Dy Dy Dy (B.1.5)
Dy Dy, Dss
einzufithren.

Die Transformationsvorschrift (B.1.2) zwischen den Komponenten definiert dann das Matrix-Vektorpro-
dukt

v=Dd/. (B.1.6)
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Dabei erhilt man den Spaltenvektor ©’ durch Multiplizieren der Matrix D mit dem Spaltenvektor v gemifd
der Regel ,,Zeile x Spalte, d.h.

“1 D,y Dy, Dy V] Dyyv1 +Dy,v) + D30}
&} Dy Dy, Ds v Dy, 0]+ Ds,v, + D330,

Genauso einfach ist es, umgekehrt die Komponenten v aus den Komponenten von @’ zu bestimmen. Dies
schreibt sich in der Matrix-Vektor-Schreibweise in der Form

v = 15_12/. (B.1.8)
Dabei ist D! die zu D inverse Matrix, fiir die
D'D=1 (B.1.9)
gilt, wobei 1 hierbei die Einheitsmatrix
1 00
1 =diag(1,1,1)=(0 1 © (B.1.10)
0 01

bezeichnet. La. ist es recht aufwindig, die inverse Matrix zu einer gegebenen Matrix zu berechnen, und es ist
auch nicht von vornherein garantiert, dass es iberhaupt eine inverse Matrix geben muss. In unserem Fall ist

-

letzteres allerdings klar, denn (¢;) und () sind ja beides Basen, d.h. jeder Vektor besitzt fiir jede dieser Basen

eine umkehrbar eindeutige Darstellung als Linearkombination der jeweiligen Basisvektoren. Zudem sind die
Basen auch als kartesische Basen vorausgesetzt, und wir kdnnen analog wie in (B.1.2) vorgehen. Demnach ist

/ —/ - -/ - ~
v,=¢€,-v=¢,-€¢v =Dyv,=Dv;. (B.1.11)
Dabei ist aber wegen (B.1.2)
~ -/ =
Dk]:(?k'E']:D]k. (B.1.12)

A

~ A
Es entsteht also die entsprechende Matrix D aus der Matrix D einfach dadurch, dass man die Spalten
als Zeilen ausschreibt. Diese Operation nennt man auch Transposition einer Matrix, d.h.

. A Dy Dy, Dy . D,y Dy Dy
D™'=D=|D, Dy, Dy|=D"=(Dy Dy Dy|. (B.1.13)
Dy, Dy, Ds Dy3 Dy Dy
Nun gilt fiir jeden Vektor o
2:12)2/:12)152’ (B.1.14)
und das kann nur der Fall sein, wenn .
Db=1 (B.1.15)
ist. Es ist also R
D'=D=D". (B.1.16)
Umgekehrt gilt auch
o =Dv=DDv, (B.1.17)
d.h. es muss auch R
DD=DD'=DD"=1 (B.1.18)

gelten.
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B.2 Drehungen um die kartesischen Basisvektoren

AG Wir suchen nun die Drehmatrizen, die eine Drehung des
kartesischen Koordinatensystems um eine der Koordi-
———————— natenachsen beschreiben. In der nebenstehenden Skizze
I 3 ist die Drehung um die 3-Achse abgebildet. Es ist klar,
dass €] = e, gilt, da ja e; definitionsgemif die Drehach-
se sein soll. Die Rotationsrichtung ist durch die Rechte-
Hand-Regel bestimmt: Hilt man den Daumen der rech-
ten Hand in Richtung der Drehachse (hier also aus der
Zeichenebene heraus), geben die Finger die Richtung der
» Drehung an (hier also Drehungen in der (12)-Ebene im
OX % Gegenuhrzeigersinn).

cosa

Man liest die Komponenten der neuen Basisvektoren bzgl. der alten Basis direkt aus der Abbildung ab:
¢, =& cosa +¢&,sina,
¢, =—¢,sina +¢é,cosa, (B.2.1)
=/ =
e;=¢.

Wir definieren nun die entsprechende Drehmatrix durch

R cosa —sina O
¢, = ng](.Z)(C(), D®a)=(sina cosa O |. (B.2.2)
0 0 1

\.

Die Drehmatrizen um die iibrigen Koordinatenachsen erhilt man aus durch zyklische Permutation
der Indizes (1 — 2,2 — 3 und 3 — 2). Die Drehung um die 1-Achse ist demnach durch

>/ =
G1=¢

>/ > - .

e, =e,cosa+e;sina, (B.2.3)
=/ > . -

€3 =—¢,sIna +e;cosa

gegeben. Daraus folgt fiir die entsprechende Drehmatrix

R 1 0 0
DW(a)=(0 cosa —sina |. (B.2.4)
0 sina cosa

Fiihrt man die zyklische Permutation an Gl. aus, erhilt man fiir die Drehungen um die 2-Achse

-/ - - .

e; =e;cosq—eysina,

=/ -

e, = ey, (B.2.5)

-/ - . -
e; = e sina+e;cosa
und die Drehmatrix
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cosa 0 sina
DPy=( o 1 o |. (B.2.6)
—sina 0 cosa

Fiir die Komponenten von Vektoren gilt dann

v, =8, - T=26,-6v; = D(.l)(a)v]-. (B.2.7)

= ]A)(Z)T(a)g. (B.2.8)

Da weiter b(l)(a)ls(l)T(a) = 1 ist, da ja Drehungen orthogonale Transformationen sind (Nachrech-
nen!), gilt fiir die Umkehrtransformation

v= ZA)(I)(a)'v/. (B.2.9)

B.3 Transformationsverhalten von Skalar- und Vektorprodukten

Weiter folgt sofort, dass Skalarprodukte von Vektoren sich durch die kartesischen Komponenten bzw. in
Matrix-Vektor-Notation wie folgt ausdriicken ldsst:

757 7RSS ]
@1 3.1
=v.w, =(v,0,0)| @, | =0 w B30
7% 1> %2> %3 2 = =
w3

Dies muss aber auch fiir die Basis ¢, gelten. In der Tat folgt (man mache sich dies durch explizites Rechnen mit
Matrizen und Spalten- bzw. Zeilenvektoren klar!)

v'=D"y = ()T =2"D (B.3.2)

und damit

[ "' =" DD Tw=v"1w=0"Tw=73. (B.3.3)

Betrachten wir nun das Vektorprodukt. Wir gehen dabei davon aus, dass beide kartesischen Basen ¢; und €,
rechtshindige Basen sind. Betrachten wir nun fiir zwei Vektoren ¢ und @ das Vektorprodukt # = ¥ x @.
Dann ist

/ =/ = =/ =/ =/ !/ _ 7 / /!
n, =€, =26, (& X€,)v,w, =€, VW,. (B.3.4)
[ Dabei haben wir das Levi-Civita-Symbol ¢, =¢, - (¢ x ¢,,) eingefiihrt. ]

Da definitionsgemifd beide kartesischen Basen rechtshindig sind, gilt
> - - >/ -/ =/ N/ 35
Chim =€ (€ x€,)=¢€, (€, X€,)=€, . (B.3.5)
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Dies impliziert nun folgendes Transformationsverhalten fiir die Vektorkomponenten von #:
I I _ _
e = 1@ = elmDp1Dem®p We = Daptty = Dop€apc Up e (B.3.6)
Daraus folgt aber
lemechm =Lak€abe- B.3.7)

Wegen (B.1.16) folgt daraus
€abc :eklmDa/eDlecm' (B.3.8)

Nun ist das Levi-Civita-Symbol offenbar auch eindeutig dadurch definiert, dass €,; = 1 ist und sich ansonsten
die Werte fiir, dass beim Vertauschen eines beliebigen Indexpaares das Vorzeichen wechselt. Sind zwei Indizes
gleich, ist das Symbol offenbar Null (warums). Z.B. ist €,,, =0.

Setzt man in (a,b,c)=(1,2,3), erhilt man auf der rechten Seite von die Definition der

Determinante der Matrix D:
detD =¢€p),,D1,Dy;Ds,,, = €41,, Dk Dy D,y = €4 det D (B.3.9)

und besagt, dass die orthogonale Matrix die Determinante 1 besitzen muss.

Eine orthogonale Matrix mit Determinante 41 beschreibt demnach die Drehung eines rechtshindigen
kartesischen Koordinatensystems in ein anderes, ebenfalls rechtshindiges kartesisches Koordinatensys-
tem

In Matrix-Vektor-Schreibweise ist dann gemaf3
4 =2 xw'=(D"0)x (DTw)=D"u=D"(v x w) (B.3.10)

bzw. umgekehrt
n=vxw=(Dv)x(Dw)=Du'=D(v' x w’) (B.3.11)

B.4 Transformationsverhalten des Gradienten

Das Transformationsverhalten des Gradienten eines Skalarfeldes ist nun auch einfach zu ermitteln. Sei ®(7)
also ein Skalarfeld. Man kann es auch als Funktion  der Komponenten x; (bzw. des Spaltenvektors x) oder

als Funktion  der Komponenten x, (bzw. des Spaltenvektors x”) auffassen. Offenbar gilt dann

b(x)=0(7) =¥ (x). (B.4.1)
Mit der Kettenregel folgt
3 s n_9% 3
= —®(x). 4.2
2] (x") 2% 7%, (x) (B.4.2)
Nun ist aber
D , ax] D 4 3
X = kakj&)x/;_ ik (B.4.3)
und damit 5 5
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Damit folgt, dass der Gradient tatsichlich ein Vektorfeld ergibt, denn

d = d d
-/ /7 sl >
€k8—x;€q> —ekD]-kg—xj@—ek(ek-ej)é)—XjQ i
2 L (B.4.5)
Xj

In Matrix-Vektor Schreibweise ist es bequem, die Komponenten des Gradienten demnach zunichst als Zez-

lenvektor zu definieren, denn dann kénnen wir in der Form
(3}%,3)%',8/8'y=(8,%,3,8,3,8"\D (B.4.6)

schreiben. Wir wollen aber Vektorkomponenten und Vektorfelder gemeinhin als Spaltenvektor schreiben.
Demnach ist

2%’

V()= g | =D"v(x)=D"Vé(Dx). (B.4.7)
21
3

Die Komponenten des Gradienten transformieren sich also wie die Komponenten eines Vektors, d.h.
der Gradient des Skalarfeldes ®, also V®(r), ist tatsichlich ein Vektorfeld.

B.5 Tensoren

In der Physik spielen auch noch die Tensoren eine wichtige Rolle. Dabei handelt es sich um lineare Abbildun-

gen, die einen oder mehrere Vektoren in Skalare abbilden, also eine Funktion T : Vk - R, die k Vektoren
in die reellen Zahlen abbildet.

Dabei ist T eine Funktion von k& Vektoren, die linear in allen Argumenten ist, d.h. es ist
TG+ Ab,6, G0y C) = AT (@B s G+ AT (5,5, C) (B.5.1)
firalle A, A, € R und beliebige Vektoren a, l;, ¢y, ...Cp und entsprechende Formeln fiir Linearkom-

binationen von Vektoren fiir die anderen Argumente der Funktion. Man nennt eine solche ,,multili-
neare Abbildung® 7': V* — R genauer auch Tensor k-ter Stufe.

Wir betrachten wieder V' als den dreidimensionalen euklidischen Vektorraum und fithren beliebige kartesi-
sche rechtshindige Basen ¢; und €, ein. Im Folgenden gentigt es, Tensoren zweiter Stufe zu betrachten. Der
allgemeine Fall ergibt sich dann analog. Sei im Folgenden also T ein Tensor zweiter Stufe.

Zunichst ist klar, dass es aufgrund der Linearitit fiir eine gegebene kartesische Basis gentigt, tiber den Tensor

k-ter Stufe die durch
T, =T(,¢,) (B.5.2)
definierten Tensorkomponenten zu kennen, denn dann gilt
T(‘Z_;, ’ZZ;) = T(‘Ujg]-, wkgk) = v]-wk T(g],gk) = 'v]-'wk T]'/e’ (B53)

wobei wieder gemif$ der Einsteinschen Summenkonvention iiber doppelt auftretende Indizes summiert wird.
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A
Es sei nun wieder D die Drehmatrix, die die kartesischen Basen ineinander umrechnet, d.h.

-/ _ = - -/
ek—e]'D]'k, e]'—Djkek. (B.5.4)

Dann folgt fiir die Transformation der Tensorkomponenten

7;(/16/ —_— T(E//)Eé/) T(D]] ]’D/e/e/ek)

o o (B.5.5)
:D]]/Dkk/T(e],Ek) :D]]/Dkk/j}k.
Wir bemerken, dass fiir Vektoren
- !/ =/ / - / /
v:‘vkek:ka]-ke]- = fvj:Djkka => v, :Djkfvj (B.5.6)

gilt, d.h. Vektorkomponenten transformieren sich wie die Komponenten eines Tensors 1. Stufe. Ansonsten ist
fiir jeden Index von Tensorkomponenten die entsprechende Drehmatrix zu verwenden, d.h. fiir einen Tensor
k-ter Stufe gilt

/ —
TJ{J; o Djlfl D]k]k T]1 Je B.5.7)

Esist weiter klar, dass wegen der Orthogonalitit der Drehmatrix D, also wegen D, D;; = 8, und Dy, ;. Dy =
&, umgekehrt
T, (B.5.8)

T =Djjr D Tyt

gilt (Nachrechnen!).

Wir zeigen nun (wieder fiir einen Tensor 2. Stufe), dass dann die Verwendung der verschiedenen Basen zur
Berechnung von (B.5.3) wirklich zum gleichen Resultat fiihren, denn in der Tat ist

/ / - =
Tj,k,vj,’wk, = T,k,D /Dkk/v Wy, = Tjk,vjwk =T1(v,w). (B.5.9)
Wir bemerken weiter, dass 8, unter Drehungen invariante Tensorkomponenten sind, denn wegen der

Orthogonalitit der Drehmatrix D gilt

8]/'/16/ = D]/]Dk/kaﬂe :D]/]Dk/] = é\j/k/. (BSlO)

Ebenso folgt aus detD = 1, dass das Levi-Civita-Symbol invariante Komponenten eines Tensors 3. Stufe
bilden
6 j%% Z—D Dk’le’lfjkl deth R = =€ JR (B511)

Wichtig sind nun auch einige Rechenregeln fiir Tensoren. Seien S und T Tensoren k-ter bzw. [-ter Stufe. Dann
definiert man das Tensorprodukt als einen Tensor (k + [ )-ter Stufe

U=§S®T
- .o - - . - - (B.5.12)
S Uy, 0y Wysee s W) = S(Vgs e+, ) T (W4, ..., W)
Fiir die Tensorkomponenten folgt
lj}ljk/elkl = S]l]k Tklkl ° (B'5'13)

Wir kdnnen nun die Tensoren k-ter Stufe als invariante Funktionen durch die Tensorkomponenten bzgl.
einer kartesischen Basis in der Form

=T;,.;8,®®¢, (B.5.14)
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ausdriicken. Aus dem Transformationsverhalten der Tensorkomponenten und der Basisvektoren folgt dann
auch unmittelbar die Basisunabhingigkeit des Tensors:

T, ¢, & --®¢, =T, ,D...---D. .¢. ®---Qe¢.:
Jidy 71 A Jidy T Jelp Tk (B 5 15)
= 7}1~-vfkef1 ®--'®€]~k =T

Eine andere Methode, aus einem Tensor k-ter Stufe einen neuen Tensor k — 2-ter Stufe zu erzeugen, ist die

Kontraktion zweier Indizes. Sind 7; ; nimlich Tensorkomponenten bzgl. der Basis ¢;, dann sind

Ui .ier = Tyju sk (B.5.16)

die Komponenten eines Tensors (k —2)-ter Stufe. Man beachte, dass wir hier die beiden letzten Indizes gleich
gesetzt haben, was wieder die Summation gemif3 der Einsteinschen Summenkonvention impliziert. Dass es
sich wirklich um Tensorkomponenten handelt, sehen wir anhand des Transformationsverhaltens, denn es ist

u, ., =T, .
Jidi, Jidp k'R
=D jr-Dj v Drjr Drjr T i
= DJ&J{ a .D]'/e72].k/72 é\f/HJ'/e 7}1"'].k72].k71]./e (B.5.17)
= D /

it Dyt ik
it Pt Uiy

Eine wichtige Klasse von Tensoren sind die antisymmetrischen Tensoren. Im hier betrachteten Fall eines
dreidimensionalen Raumes gibt es antisymmetrische Tensoren nur erster, zweiter und dritter Stufe. Dabei ist
ein ,antisymmetrischer” Tensor erster Stufe einfach ein Tensor erster Stufe, und dieser ist wiederum dquiva-
lent zu einem Vektor, wie wir bereits oben gesehen haben. Ein Tensor A zweiter Stufe heifit antisymmetrisch,
wenn fiir alle Vektoren ¥ und @

A7, w)=—A(®,7) (B.5.18)
gilt. Dann gilt fiir die Komponenten
Aj = A(€,,€,) = —A(e,,€;) =—Ay ), (B.5.19)

d.h. die Komponenten sind antisymmetrisch unter Vertauschen der beiden Indizes. Offenbar ist ein solcher
antisymmetrischer Tensor 2. Stufe durch die drei voneinander unabhingigen Komponenten Ay;, A5, und A4,
eindeutig bestimmt. Man kann daher den Tensor umkehrbar eindeutig auf einen Vektor abbilden, und zwar
durch Uberschieben mit dem Levi-Civita-Tensor
$ 1

ﬂj = A]‘:_(jklAkl' (BS20)
Es ist klar, dass dies Vektorkomponenten (bzw. Komponenten eines Tensors 1. Stufe) sind, denn es handelt
sich um die Kontraktion zweier Indizes von Komponenten zweier Tensoren. Dass die Abbildung tatsichlich
eindeutig ist, folgt aus der Formel

€jk16jmn:8/em81n_3kn31m’ (B521)

die man mit Hilfe der Formeln (2.1.46) und (2.1.47) beweisen kann. Zunichst gilt

- -

Gj]elfjmn = E:] '(e/e X el)g]' (Em X gn) = (gk X EZ)(EM X gn) (B522)
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Mit (2.4.46) folgt weiter

S vz 1z BLA) o
fjklfjmn:[(ekxel)xem]'en - (elek'em_ekel'em)' n (B.5.23)

= Skmé\ln - Sknalm’
und das ist in der Tat (B.5.21). Wenden wir diese Formel also auf (B.5.20) an, folgt

1 1
€onji = Gy = €yt = EGjmnfj/ezAkz = EAkl(é\/emé\ln —31,01m)
1
= E(Amn _Anm) :Amn’

(B.5.24)

wobei wir im letzten Schritt die Antisymmetrie von 4, also 4,,,, = —A,,, verwendet haben.
Ebenso ist klar, dass ein antisymmetrischer Tensor 3. Stufe, dessen Komponenten A, unter dem Vertauschen

beliebiger Indexpaare das Vorzeichen wechselt, nur eine unabhingige Komponente, nimlich 4,5 besitzt. Man
kann ihn demnach umkehrbar eindeutig auf einen Skalar abbilden, denn offenbar ist

1
“:A123:TA:§6jlelAjkl (B525)

und umgekehrt
Aj/el ZTﬂj;el =ac;p- (B.5.26)

Man nennt die durch das hochgestellt T-Symbol, angewandt auf antisymmetrische Tensoren, die Hodge-Dua-
lisierung (William Vallance Douglas Hodge, 1903-1975).
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Anhang C

Berechnung von Trigheitstensoren

In diesem Anhang wollen wir einige Trigheitstensoren um einen festen Punkt bzw.Tragheitsmomente um
Drehachsen verschiedener einfacher starrer Kérper berechnen. Dazu fithren wir zuerst die Kontinuumsbe-
schreibung ausgedehnter Korper ein, und wir bendtigen als mathematisches Hilfsmittel Volumenintegrale.

C.1 Kontinuumsbeschreibung starrer Korper und Volumenintegrale

La. ist es aussichtslos, ausgedehnte Korper, Fliissigkeiten und Gase in allen Details als System von diskreten
Punktteilchen zu beschreiben. Zum Einen bestehen bereits kleinste Stoffmengen aus einer sehr groflen An-
zahl von Atomen oder Molekiilen. So ist die Einheit der Stoffmenge, das Mol. Gemaf§ der neuesten Definition
der SI-Einheiten von 2019 ist diese Avogadro-Zahl durch N, = 6,02214076 - 10% festgelegt. Gemif} der vor-
herigen Definition entspricht dies der Anzahl von Atomen, die in 12 g isotopenreinem Kohlenstoff aus 1>C-
Atomen enthalten sind. Der fiir die Re-Definition verwendete Messwert dieser Zahl war 6,02214076(12)-10%,
wobei die eingeklammerten Ziffern die Messungenauigkeit angeben.

Zum Anderen ist auch eine klassisch mechanische Beschreibung der Materie auf dieser mikroskopischen Ebe-
ne nicht anwendbar, sondern man muss auf die Quantenmechanik zuriickgreifen. Erst grofiere Ensembles
von Teilchen, also makroskopische Materie, verhilt sich mit hinreichender Genauigkeit gemifl den Gesetzen
der klassischen Physik.

Entsprechend kann man ausgedehnte aus sehr vielen Atomen oder Molekiilen zusammengesetzte Korper,
und in dieser Vorlesung behandeln wir ausschliefSlich die Idealisierung des starren Korpers, auch mittels
einer Kontinuumbeschreibung behandeln. Dies vereinfacht die Berechnung von Materialeigenschaften wie
in diesem Falle des Tragheitstensors um einen korperfesten Bezugspunkt gegeniiber dem im Abschnitt
verwendeten Modell mit diskreten starr verbundenen Massepunkten erheblich.

Die Idee ist dabei, den Korper in makroskopisch kleine aber mikroskopisch grofle Volumenelemente ein-
zuteilen. Dabei sind die Abmessungen solcher Volumenelemente dadurch charakterisiert, dass sich einerseits
die Materialeigenschaften auf einer typischen makroskopisch kleinen Skala wenig dndern, sodass sie tiber
dieses Volumenelement als konstant angesehen werden kénnen. Andererseits sollen die Volumenelemente
mikroskopisch grof§ in dem Sinne sein, dass immer noch sehr viele Atome bzw. Molekiile darin enthalten
sind.

Statt nun wie in dem in Abschnitt |4.3| verwendeten Modell diskreter Massenpunkte deren einzelne Koor-
dinaten X; bzgl. eines Inertialsystems bzw. die Vektoren 7; relativ zu einem korperfesten Bezugspunkt zur
Beschreibung des ausgedehnten Korpers zu verwenden, gibt man den K6rper als kontinuierliches Gesamt-
volumen V C R? vor und verwendet lokale Materialeigenschaften zu dessen Beschreibung. Fiir unsere
Zwecke des starren Korpers ist dies die Massendichte. Im Folgenden arbeiten wir stets in korperfesten Be-
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zugssystemen. Die Massendichte ist dann fiir jedes Volumenelement AV; so definiert, dass

1
Pi= Av. m;
AV] 7,EAV;

(C.1.1)

die im Volumenelement AV vorhandene mittlere Massendichte angibt. Dabei entsprechen die 7, den Orten
der Punktmassen im diskreten Modell. Im Kontinuumlimes idealisieren wir dies, indem wir das Volumenele-
ment AV, infinitesimal klein werden lassen, AV; — dV. In diesem Limes geben wir dann die Massendichte
o(7) als Funktion des Ortsvektors dieses infinitesimalen Volumenelements an. Es ist klar, dass dann die Ge-

samtmasse des Korpers durch
i [

gegeben ist. Im Limes AV; — dV erhalten wir aus dieser Definition das Volumenintegral

M= 1 AV.o. = 7). 1.3

Um das Integral konkret zu definieren, miissen wir irgendwelche generalisierten Koordinaten ¢, (z.B. kar-
tesische Koordinaten (7, 75, r3), Kugelkoordinaten (7,4, ¢) oder Zylinderkoordinaten (R, ¢, z)) einfiihren.
Dann konnen wir das Volumen durch eine Funktion

7 =7(q1,9295) = 7(q) (C.14)

vorgeben. Dabei durchlaufen die ¢ einen bestimmten Bereich Q C R>.

7y Z.B verwenden wir fiir einen Quader mit den Kantenlingen 4, 4 und
¢ vorteilhafterweise ein kartesisches Koordinatensystem mit den Achsen

b parallel zu den Kanten. Den Ursprung setzen wir in den ,Mittelpunkt*

des Quaders. Dann ist die Parametrisierung durch die kartesischen Ko-

a ¢ ordinaten (7, 7,,7;) im Bereich r, € [—a/2,a/2], r, € [—b/2,b/2] und

A 73 € [—¢/2,¢/2] gegeben.

/ Um die Volumenelemente zu berechnen, verwenden wir dann praktischer-

weise die Koordinatenlinien, d.h. wir lassen z.B. fiir alle moglichen festge-
haltenen Werte fiir ¢, und ¢; die Koordinate ¢, iiber ithren gesamten Wer-
tebereich laufen. Entsprechend kann man in jedem Punkt drei Koordina-
tenlinien definieren, wobei immer zwei der Koordinaten g; festgehalten

/s

1

werden und die dritte Koordinate ihren Wertebereich durchliuft. In jedem Punkt kénnen wir dann einen
infinitesimalen Quader definieren, der dort von den durch die drei Koordinatenlinien definierten Tangen-
tenvektoren .

> JX

T

7
aufgespannt wird. Wie in Abschnitt erkldrt wurde, ist das Volumen dieses infinitesimalen Quaders durch
das Spatprodukt

(C.1.5)

gegeben. Dabei gehen wir davon aus, dass die Reihenfolge (¢;,¢,,¢3) der generalisierten Koordinaten so ge-

wihlt ist, dass die f} in jedem Punkt ein rechtshindiges (i.a. nicht kartesisches!) Basissystem bilden, d.h.
ist.
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C.1. Kontinuumsbeschreibung starrer Korper und Volumenintegrale

Fiir das Beispiel des Quaders ist g; = r;, wobei 7; die kartesischen Vektorkomponenten des Ortsvektors 7

sind. Dann ist, in Komponenten bzgl. dieser kartesischen Basis geschrieben, 7 = (7, 75, ;)T und folglich

1 0 0
T,=dr=0| T,=4r=|(1], T,=8r=|[0 (C.1.8)
0 0 1

-

bzw. T, =¢;, und es ist T; (7_:2 X 7_:3) =e, (e, xe,)=¢e, e, =1und damit
dV =dr,dr,dr; =d’r. (C.1.9)

Entsprechend erhilt man z.B. das Volumen des oben beschriebenen Quaders

b/2 c/
f d3r—f drlf d”zf drs1
—a/2 b/2 —c/2
b/2 a/2
J drlj f dribc=abec,
—a/2 b/2 —a/2

s Oft benétigen wir auch Kugel- und Zylinderkoordinaten. Betrachten wir also diese bei-
A den wichtigsten krummlinigen Koordinaten. Beginnen wir mit Kugelkoordinaten.
Aus der nebenstehenden Skizze lesen wir ab, dass die kartesischen Koordinaten eines
jeden Punktes durch

(C.1.10)

wie zu erwarten.

rsind cos g
r=| rsindsing (C.1.11)
rcosd

gegeben sind. Fiir eine Kugel mit Radius 2 und Mittelpunkt im Koordinatenursprung ist
offenbar » € [0,4], ¢ € [0,7z] und ¢ € [0,27]. Die Tangentenvektoren der Koordina-
tenlinien sind

41
sind cos ¢
I =3d.r=|sindsing |,
cos ¥
cos cos ¢
Tg=0sr=r|cosdcosy |, (C.1.12)
—sind
—sin¥sing
T,=0,r=r| sin¥sing
0
Daraus folgt fiir das Spatprodukt (Nachrechnen!)
cost cos ¢ —sin{sing
_ 2 . .
I, (T ngg)_r T -||cosPcosg | x| sindsing
—sind 0
. (C.1.13)
sind cos g
=r?sind7 - | sindsing | =r’sind.
cos
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C. Berechnung von Tragheitstensoren

Dies ist in der Tat iiberall > 0 aufler entlang der 3-Achse des Koordinatensystems, wo ¢ = 0 oder ¢ = =
ist. Entlang dieser Polarachse des Kugelkoordinatensystems sind die Kugelkoordinaten also singular. Als
Beispiel berechnen wir das Volumen der Kugel. Mit den oben angegebenen Grenzen fiir r, ¢ und ¢ ergibt
sich sogleich das bekannte Resultat (Nachrechnen/)

f drf dd dgpr sind = an drj ddr?sind
4 0 (C.1.14)
= 47‘CJ drr?= —na3
"’3 Schliefilich behandeln wir noch Zylinderkoordinaten. Gemiaf der Skizze
gilt fiir die kartesischen Komponenten des Ortsvektors
Rcos ¢
r=|( Rsing |. (C.1.15)
z

Fiir einen Zylinder mit Radius 2 und Hohe 5 mit dem Koordinatenur-
sprung im ,Mittelpunkt® ist R € [0,a], ¢ € [0,27] und z € [—h/2,h/2].
Die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien ergeben sich zu (Nach-
rechnen!)

cos @
Tr=0yr=R|sing |,
0
—sing
ng:@ﬁL:R cosy |, (C.1.16)
0
0
I,=dr=|0
1

Das Spatprodukt der Tangentenvektoren ist (Nachrechnen!)

—sing 0
IR'(Z¢ xT )=RT, cosp |x[O0])| =R (C.1.17)
0 1

Das Volumen des Zylinders ist damit

2r h/2 a 2r
f dRJ dgpf dZR:bJ de dyR
h/2 0 0

(C.1.18)
= 27'5/7f dRR = na’h.
0
C.2 Berechnung von Schwerpunkten und Trigheitstensoren
Im diskreten Modell des starren Korpers ist der Schwerpunkt durch
1
s= ]l_/fzm‘li (C.2.1)
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C.2. Berechnung von Schwerpunkten und Trigheitstensoren

gegeben. Entsprechend der obigen Betrachtung zur Kontinuumsbeschreibung schreibt sich dies als Volumen-
integral

s= 2%4 f § Erp(r)r. (C22)

Genauso folgt fiir die Komponenten des Trigheitstensors

Im Folgenden berechnen wir die Schwerpunkte und Trigheitstensoren fiir homogene Kérper, d.h. fiir kon-
stante Massendichte

e(r)= AV/I = const. (C.2.4)

C.2.1 Quader

Wir betrachten den oben definierten Quader mit Kantenlingen 4, b und c. Der korperfeste Bezugspunkt ist
entsprechend der Mittelpunkt des Quaders. Die Massendichte ist

MM
C.25
PV = abe ( )
Der Schwerpunkt ist
b2 a2 T 0
s= J dr3f drzf drip| 7, |=(0 (C.2.6)
—c/2 b/2 —a/2 7y 0
und der Trigheitstensor
b/z 7'22 + 732 —r7, —r 7
6= /of drs J J | —rr 4 —rrs ). (C.2.7)
—c/2 b/2 —a/2 —7 73 —7,73 7-12+ 7,22

Wir miissen nur zwei Integrale ausfiithren, und zwar fiir ein Diagonalelement und ein Auflerdiagonalelement
der Matrix, denn die iibrigen Eintrige folgen dann durch zyklische Permutation:

b/2 al2
O = f d"sf d”zf d71("22+7’32)
—c/2 b/2 —a/2
b/2 al2
:8,0J dr3J dr, dr (v +73)
0 0 0

c/2 b2 a
= SPJ dr; d”z—(”z2 + 7’32)
0 0 2

(B b
=4q J dr <——|——72>
P . \2g 737

3 3 2, .2
:4alo<£+bc > Mb {;C s

b2 a/2
@12:_I0J. C17’3J drzf d7’17’17’2 :O.
—c/2 b/2 —a/2

(C.2.8)




C. Berechnung von Tragheitstensoren

Wie bereits aufgrund der Symmetrien zu erwarten, ist das gewihlte Basissystem ein Hauptachsensystem des
Trigheitstensors, der folglich eine Diagonalmatrix bildet. Es gilt

b? 42 0 0
Ao M 2 2
0=— 0 a +c 0 . (C.2.9)
121 0 242

Wir bemerken, dass der Kérper fiir b = a einen symmetrischen Kreisel mit ©,; =0,, = A = M(a® +¢?)/12
und ©,; = C = Ma?/6 bildet. Fiir einen Wiirfel gilt « = b = ¢ und folglich A = B = C = Ma? /6. Der Wiirfel
ist also ein Kugelkreisel.

Fiir den Trigheitstensor bei Rotation um eine Diagonale bendtigen wir nur den entsprechenden Richtungs-
vektor der Drehachse

a
1
e (C.2.10)
T Val+ b+ ?
Das entsprechende Tragheitsmoment ist demnach
A 1
— T8, — 2 2 2
M atbP+aPct + b3t -
6 a2+ b2
C.2.2 Kugel
Fiir die Kugel ist
M 3M
=— = ) C.2.12
PV~ ( )

Der Schwerpunkt ist aus Symmetriegriinden nattirlich der Kugelmittelpunkt. Dies ldsst sich auch leicht mit-
tels des Volumenintegrals in Kugelkoordinaten zeigen (Nachrechnen!):

7y
gzﬁ d’r 7’2
M Jy
o rsind cos g
f drf dﬁf dpr?sing | rsindsing (C.2.13)
7 cos ¥
27rp 0
f drf d@r?sind 0
7 cos ¥

Fiir das Integral bzgl. ¢ empfiehlt sich oft die Substitution # = cos ¢, du = —d¥ sin ¢. Damit wird

0
=2 J J dur’(0)=0. (C.2.14)
u

Der Trigheitstensor um den Schwerpunkt ist nun sehr leicht zu berechnen. Wir bemerken, dass der Trigheits-
tensor unter beliebigen Drehungen des Koordinatensystems invariant sein muss, d.h. fiir jede Drehmatrix gilt
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C.2. Berechnung von Schwerpunkten und Trigheitstensoren

DTOD = 6. Esiist keine Richtung irgendwie ausgezeichnet, d.h. es gibt keinen Vektor, von dem ) abhingen
konnte. Folglich ist © o< 1, d.h.

Wir brauchen also nur eines der drei Diagonalelemente auszurechnen. Da die Kugelkoordinaten die 3-Achse
auszeichnen, bietet sich dazu das Trigheitsmoment um die 3-Achse, also das Diagonalelement ©5; des Trig-
heitstensors, an. Offenbar ist dies wegen 72 + 722 = r2sin? ¢ = r2(1 —cos? &) (Nachrechnen!)

©=0;=p J drf dd d(/)r sindr?sin® ¢

a 1
:27'5,0J drf d1974sin319:27r,0f drf dur*(1—u?)
0 —1

_4n,of drf dur*(1— ) (C2.16)
f dr ot
C.2.3 Zylinder
Fiir den Zylinder ist
o 2

Der Schwerpunkt ist wieder der oben fiir die Volumenintegrale gewihlte Koordinatenursprung:

2 h/2 Rcosg
g:—J d3rr_—J dRJ dgaf dz Rsmgp
h)2

h 2 Rcos¢
Jde de Rsmgo =0.

Fiir den Trigheitstensor erhalten wir

2, .2
, 7y + 3 —271 7'22 —7173
d r{ =y iy —nyn

2 2
—Tr73 —rr3 1+

2n h/Z
J de do f (C.2.19)
h/2

2gin? o+ 72 —RZ%sin pcosp —Rzcosg
—R2 sin ¢ cos ¢ R2cos? p+ z2  —Rzsin ®
—Rzcosg —Rzsing R2

(C.2.18)

Aufgrund des Winkelintegrals verschwinden alle Auferdiagonalelemente. Das einzige nichttriviale Integral

ist dabei

21 21

27
dysingcosp = % J sin(2¢) = —% cos(2¢) ; =0. (C.2.20)
0

189



C. Berechnung von Tragheitstensoren

Fiir die Diagonalelmente bendtigen wir

2r 27 1— 2 27
dgsin® ¢ = f dgpﬂ = 1 dp =m. (C.2.21)
0 0 2 2J)o
Daraus folgt sofort
27 2n 27
f dgcos?p = f dp(1—sin’ 9) =27 —f dgsin® ¢ = 7. (C.2.22)
0 0 0

Damit ergibt sich

b2
1_622_,07'5J dRJ dzR(R*+227)

b2
3
:ancm<ﬁh+§@>
0 6
at b\ M.,
= 47 == C.2.23
pﬂ:h( 7 + 5 > 12(34 + h*), ( )

2 h/2
O3, =p JdRJ dgpf dzR’
b2
M,

= 27'517,0JO dRR? = Eph/' = ?a

C.2.4 Ellipsoid

Die implizite Darstellung fiir die Oberfliche eines Ellipsoids mit Halbachsen @, b und ¢, die wir parallel
zu den kartesischen Koordinatenachsen legen, mit dem Mittelpunkt des Ellipsoids im Koordinatenursprung
lautet

2 2 2
i+;+ﬁ—1 (C.2.24)
Offensichtlich konnen wir daher die Ortsvektoren fiir die Punkte innerhalb des Ellipsoids wie folgt parame-
trisieren:
asind cos ¢
=A <b sind sin g0> , A€[0,1] d€[0,x], ¢€[0,2x] (C.2.25)
ccos

Die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien sind

asind cos ¢
I,=dyr=|bsindsing |,

ccos?

acos cos g0>
(C.2.26)

Zﬂ—gﬁl—/{<bcosﬁsingp

—csint
—asin?sing
Zgo :&’?L:/l bsml;‘cosgo .
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Daraus folgt
besind cosg

Z/y(lﬁngﬂ):/\zsint?Z/{- acsindsing | =abcAsind. (C.2.27)
abcost

Bei der Berechnung des Schwerpunkts ergeben die Winkelintegrale wie bei der Kugel, dass der Schwerpunkt,
wie aus Symmetriegriinden zu erwarten, im Ursprung liegt. Das Volumen des Ellipsoids ist

V= %abc. (C.2.28)

Der Trigheitstensor berechnet sich wieder analog wie bei den obigen Beispielen. Das Ergebnis lautet

b? + ¢? 0 0
oM 2 2
0=— 0 a’+c 0 ) (C.2.29)
5 0 0 a24+h?

Ein symmetrischer Kreisel liegt, wie aus Symmetriegriinden zu erwarten, also bei Rotation um den Schwer-
punkt vor, wenn b = a ist, und fiir a = b = ¢ erhilt man wieder eine Kugel mit dem entsprechenden Resultat

(C.2.16) tiir den Trigheitstensor um deren Mittelpunkt.
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Anhang D

Die Diracsche &-Distribution

D.1 Definition der &-Distribution

Die Diracsche &-Distribution (P.A.M. Dirac, 1902-1984) ist eine sogenannte verallgemeinerte Funktion,
die dadurch definiert ist, dass fiir eine beliebige , Testfunktion“ /' : R — R, die tiberall beliebig oft stetig

differenzierbar sein soll und fiir £ — £o00 schneller als jede Potenz — 0 strebt,
| arwsw=ro

gilt.

(D.1.1)

Formal kann man sich die 8-Distribution als den Grenzwert einer Funktion &, vorstellen, die bei ¢ = 0 einen

sehr hohen Peak besitzt und ansonsten sehr schnell gegen Null abfillt und fiir die

f_o:o dtd,.(1)=1

fiir alle € > O ist. Fiir ¢ — 0 soll dann & () — O fiir £ # 0 sein. Ein einfaches Beispiel ist

8.(6)=5-exp(—rl/e).

€

In der Tat ist

foo S.(t)= zfooo 2iexp(—t/e) = —exp(—t[O)| P =1,

oo €

Weiter gilt
lim &(1)= {O fir ¢ #£0,

e—0t oo fiir t=0.

Wir definieren die 8-Distribution dann als diesen Limes in dem Sinne, dass fiir alle f

e—0+

lim J T a8 (0f(0)=10)

gilt. Das ist fiir unser Beispiel in der Tat der Fall, denn es gilt

‘U_Zdtaf(t)f 1)-50

‘ | asorw-ron).
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D. Die Divacsche 8-Distribution

Da f im Intervall I zwischen O und ¢ voraussetzungsgemaf} stetig differenzierbar ist, gilt wegen des Taylor-
schen Satzes

fF()—fO)=tf(r), rel. (D.1.8)

‘<f_o;dt35(t)f(t> U deS ()t f' (v

Damit wird

< supf(t |f ded (¢)]¢] (D.1.9)
teR
=sup|f/(t)le—0 fiir e—0%.
teR
Dabei haben wir verwendet, dass
f Se(t)|t|:2f dtzitexp(—t/e):e (D.1.10)
) 0 €
gilt. Dies kann man beweisen, indem man benutzt, dass fiir A >0
o0 1 1
g(A)= f exp(—At) = —=exp(—At)|i 250 = = (D.1.11)
0 A A
gilt und weiter
Jo dttexp(—/lt):—fo dt% exp(—/lt):—g/(/l):% (D.1.12)

ist.
Man bezeichnet diese Limesbildung auch als ,schwachen Limes®, d.h. der w-lim,_, 4 8 (¢) = 8(¢) bedeutet,
dass der Limes fiir beliebige Testfunktionen f gilt.

D.2 Rechenregeln fiir die §-Distribution

Wir betrachten nun einige Rechenregeln fiir die §-Distribution. Dabei kann man unter dem Integral die &-
Distribution formal wie eine gewohnliche Funktion behandeln. Das macht man sich daran klar, dass wir diese
Distribution stets durch einen geeigneten Limes in dem obigen schwachen Sinne definieren kénnen. Offenbar
gilt dann

f_oo deS(t—to)f(t)= f_oo dt’'S(ENF(t +ty) = f(2,)- (D.2.1)

Dabei haben wir im zweiten Schritt ¢ = t — ¢, substituiert und die Definition der §-Distribution auf die
Funktion g(t’) = f(¢' + t,) angewandt.
Weiter definieren wir die Ableitung der 8-Distribution dadurch, dass wir formal partiell integrieren diirfen,

d.h. es soll
f_ d8(1)f (1) =— f_ A8 ()f (1) =—1(0) 0.22)

tiir alle Testfunktionen f gelten.
Weiter konnen wir auch die sog. Heavisidesche Einheitssprungfunktion

0 fiir t<0,
O(t)= 2.3
®) {1 fir ¢>0 ©-29)
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D.2. Rechenregeln fiir die & -Distribution

im Sinne von Distributionen ableiten. Es ist klar, dass wir fiir ¢ # 0 fiir die Ableitung ©'(¢) = 0 erhalten. Fiir
t = 0 1st die Sprungfunktion im iiblichen Sinne nicht differenzierbar, aber wir kénnen die formale Ableitung
as Distribution behandeln, also annehmen, dass wir ©'(¢) unter einem Integral mit einer Testfunktion wie
eine gewohnliche Funktion behandeln und wieder partiell integrieren diirfen:

f_oo 4@/ (1)f (1) = — f_oo dtO(1)f (1) = — f T df)

o D.2.4)
—— Ol == | dedwsa)
Da hierbei die Testfunktion f beliebig ist, gilt im Sinne von Distributionen
O'(t)=8(z). (D.2.5)
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